Prof. dr hab. Krzysztof Fraczek Torun, 8 kwietnia 2015
Wydzial Matematyki i Informatyki UMK

ul. Chopina 12/18

87-160 Torun

Recenzja rozprawy doktorskiej
Wlasnoéci ergodyczne gladkich potokéw na powierzchniach
mgr Adama Kanigowskiego

Wstep. Motywem przewodnim recenzowanej rozprawy doktorskiej jest tzw. wlasnosci
Ratner dla zachowujacych miare uktadéw dynamicznych. Jest to wlasnodé, ktéra, méwigce
malo formalnie, opisuje ilosciowo zjawisko przesuwania sie w czasie trajektorii uktadu
(w odlegtym horyzoncie czasowym) startujacych z bliskich punktéw znajdujacych sie w
zbiorze o dopelnieniu malej miary. To bardzo wazne zjawisko zostalo zauwazone na po-
czatku lat 80-tych ubiegltego wieku przez Maring Ratner dla tzw. potokéw horocykli na
zwartych powierzchniach o stalej ujemnej krzywiznie i petnito kluczows role w dowodzie
twierdzert ,0 sztywnosci” dla tych potokéw. Nastepnie wlasno$é Ratner zagrala istotna
role w dowodach klasyfikujacych domkniecia orbit oraz miary niezmiennicze dla unipo-
tentnych potokéw na przestrzeniach jednorodnych. Sg to twierdzenia, ktére do tej pory
wywoluja zachwyt i sg nadal istotnie wykorzystywane w zastosowaniach teorii ergodycznej
do probleméw teorig liczb. ‘

Jedngy z fundamentalnych konsekwencji dla ergodycznego ukladu dynamicznego spet-
niajacego wlasnoéé Ratner jest relatywnie prosty opis polaczen ergodycznych ukladu z
innymi (zewnetrznymi) ukladami ergodycznymi. Otéz, kazde takie polaczenie ergodyczne
jest miarg na produkcie przestrzeni, ktéra ma skotficzone wtokna nad przestrzeniag ukladu
zewnetrznego (wlasnosé zwana FEJ w rozprawie). Oprécz wezesniej wspomnianych kon-
sekwencji wlasno$é FEJ ma réwniez inne istotne zastosowania. Jedno z nich Iaczy sie z
tzw. problemem Rochlina: czy mieszanie ukladu dynamicznego implikuje jego mieszanie
wszystkich rzedéw (wielokrotne). Jest to odpowiednik pytania: czy niezaleznos¢ parami
rodziny zmiennych losowych implikuje niezaleznoséé catej rodziny, na ktére odpowiedz jest
oczywiscie przeczgca. Problem Rochlina jest znacznie bardziej skomplikowany 1 pozostaje
caly czas otwarty. Istnieje wiele czeSciowych pozytywnych odpowiedzi, w ktdrych wielo-
krotnego mieszania dowodzi sie przy pewnych dodatkowych na uklad dynamiczny takich,
jak osobliwe widmo, czy skoficzona ranga. Taks wlasnodcig jest réwniez FEJ.

Inng ciekawa konsekwencjg FEJ jest twierdzenie méwigce, ze stabo mieszajacy uklad z
wilasnodcia FEJ, ktéry nie jest czeSciowo sztywny jest lagodnie mieszajacy. Rezultat ten
jest jedng z nielicznych drég dowodzenia lagodnego mieszania dla ukladéw, ktére nie sg
mieszajgce.

Opréez wspomnianych wezeéniej potokdw pochodzenia algebraicznego, wlasnosé Ratner
(tym razem zmodyfikowana) posiadaja réwniez pewne potoki specjalne zbudowane nad
obrotami ergodycznymi. W pracach Fraczka-Lemaniczyka (2006-10) wprowadzono pojecie
skoriczonej wlasnoéci Ratner oraz jej uogélnienie zwane w rozprawie stabg wlasnoscig Rat-
ner, obie wlasnoéci implikujg FEJ. Wiasnoéé ta zostala uzyta tym razem do udowodnienia
tagodnego mieszania m.in. dla potokéw von Neumann, sg to potoki specjalne zbudowana
nad obrotami niewymiernymi na okregu i pod funkcjami dachowymi, ktére s3 kawalka-
mi absolutnie ciggle z niezerows suma skokdéw. A doktadniej méwiac skoficzona wlasnosdé
Ratner zostala udowodniona dla potokéw nad obrotami o liczby z ograniczonymi czescio-
wymi ilorazami w rozwinieciu na utamek lancuchowy. Potoki von Neumanns pojawiaja
sie w naturalny sposéb jako reprezentacje specjalne potokéw na wypunktowanych dwuwy-
miarowych powierzchniach {powstatych po wyrzuceniu ze zwartej powierzchni skoficzenie
wielu punktéw).
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Dokonania zaprezentowane w rozprawie sga, w pewnym sensie, kontynuacja koncepcji
rozwinietych w pracach Fraczka-Lemanczyka. Nalezy jednak nadmienié, ze zaréwno pod
wzgledem jakosci wypracowanych technik, jak 1 wartodci naukowej osiggnietych rezultatow
przewyzszajg one dalece osiggniecia protoplastow.

Oméwienie rezultatéw. Pierwsze dwa rozdzialy rozprawy zawierajg dobrze napisany
wstep 1 material wprowadzajacy.

Rozdzial 3 zawiera pierwsze istotne wyniki. Autor rozpatruje w nim potoki specjalne
nad niewymiernymi obrotami na okregu i pod funkcjami o wahaniu ograniczonym. A
doktadniej, obroty maja ograniczone czesciowe ilorazy oraz funkcja dachowa w rozkladzie
Lebesgue’a na czeéé absolutnie ciggla, skokows i singularng, nie posiada czesci singularnej.
Glowny rezultat tego rozdzialu stanowi, ze jesli taka funkcja dachowa ma niezerows sume
skokéw (z dodatkowymi zalozeniami na skoki) to potok specjalny spelnia stabg wlasnosé
Ratner oraz jest lagodnie mieszajacy. Jest to istotne i eleganckie uogélnienie wezesniej
wspomnianego rezultatu Fraczka-Lemanczyka dotyczacego potokéw von Neumanna.

Rezultaty nastepnych rozdzialéw dotycza potokéw specjalnych pochodzacych od glad-
kich potokéw zachowujgcych gladkie miary na zwartych orientowalnych powierzchniach.
Jesli genus powierzchni jest wigkszy niz 1, to potok taki musi posiadaé punkty stale. Ten
fakt wplywa istotnie na ksztalt funkcji dachowej - musi ona posiadaé osobliwodci. Przy-
pomnijmy, Ze automorfizm bazowy jest obrotem na okregu lub przekiadaniem odcinkow.
W przypadku pewnego niezdegenorowania punktéw stalych, Koczergin w latach 70-tych
ubiegltego wieku pokazal, ze osobliwoscl muszg mieé w przyblizeniu ksztalt logarytmiczny.
Ponadto pokazat on, ze w tzw. przypadku symetrycznym potok specjalny nie jest mie-
szajacy, gdy w podstawie potoku specjalnego jest obrét. Niedawno Ulcigrai rozszerzyta
ten rezultat dowodzac, ze dla prawie kazdego przekladania odeinkéw potok specjalny pod
funkcja dachows z logarytmicznymi osobliwosciami symetrycznego typu nie jest mieszaja-
cy ale jest on slabo mieszajacy. Pozostaje otwartym pytanie, czy takie potoki sa fagodnie
mieszajace. Na to pytanie otrzymujemy czedciowa odpowiedZ w rozdziale 7 rozprawy.

Kompletnie inne wlasnodci dynamiczne posiadaja potoki specjalne pod funkcja z loga-
rytmicznymi osobliwodciami typu asymetrycznego, ktére po raz pierwszy byly rozpatry-
wane przez Arnolda, dlatego tez autor rozprawy nazywa je potokami Arnolda. Badaniem
wlasnoéci dynamicznych tego typu potokéw zajmowalo wielu znamienitych matematy-
kéw: Sinaj, Khanin, Koczergin, Ulcigrai, ktérzy przy réznych dodatkowych zalozeniach
dowodzili mieszania potokéw Arnolda. Jednak metody przez nich stosowane nie dawaly
mozliwoéci rozstrzygniecia, czy potok jest réwniez mieszajacy wszystkich rzedéw. Do-
piero podejicie Kanigowskiego i Fayada, zaprezentowane w rozdziale 6 dato pozytywne
rozwigzanie tego wieloletniego problemu. Wypracowana metoda dziala réwniej w innej
klasie potokéw specjalnych nad obrotami, ktére pochodzg od potokéw na powierzchniach
w przypadku, gdy punkty stale s3 w pewnym sensie zdegenerowane. Koczergin juz w
latach 70-tych ubieglego wieku zauwazyl, e przy pewnym typie zdegenerowania, funk-
cja dachowa ma osobliwosci typu potegowego. Takie potoki specjalne sg nazywane przez
autora rozprawy potokami Koczergina. Koczergin przy pewnych zalozeniach na obrét w
bazie udowodnil mieszanie tych potokéw i przez wiele lat pozostawalo otwartym pytanie
o ich wielokrotne mieszanie. Dopiero praca Kanigowskiego i Fayada rozstrzygneta pozy-
tywnie ten problem dla pewnej klasy obrotéw. Powinienem podkreslié, ze rozwigzania obu
probleméw stanowig ogromny postep w teorii ergodycznej, co potwierdza fakt, ze arty-
kul zawierajacy te rezultaty zostal niedawno zaakceptowany do publikacji w prestizowym
czasopi$mie Inventiones Mathematicae.

Jak juz wspominalem we wstepnej czesci recenzji jedna z metod dowodzenia wielo-
krotnego mieszania dla uktadéw mieszajacych jest pokazanie, ze uklad spetnia wlasnosc
typu Ratner, a dokladniej FEJ. Dotychczas przedstawione wlasnodci typu Ratner braly
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pod uwage tylko dodatnie polorbity. Wowezas jedli funkeja dachowa ma punkt osobliwy
i rozpatrujemy dodatnie polorbity startujace z bliskich punktow, to dosé szybko punkt
osobliwy moze znalezé sie pomiedzy nimi, co nie daje mozliwosci dalszej kontroli wzgled-
nego polozenia orbit miedzy soba. A. Kanigowski w rozdziale 4 pokazal, Ze za tg skromna
intuicjg stoi duzo glebsze zjawisko. Udowodnil, ze pewne potoki Koczergina nie spelnia-
ja stabe] wlasnosci Ratner (Twierdzenie 1.6). Oprécz konsekwencji natury ,filozoficznej”
rezultat ten pociaga bardzo interesujace konkretne wnioski. Po pierwsze pokazuje, ze taki
potok specjalny nie jest izomorficzny z potokiem horocykli oraz zbudowane w dowodzie
techniki daja narzedzie (jak pisze autor rozprawy) do wyznaczania tzw. wolnej entropii
potokéw specjalnych nad obrotami (ich klasyczna entropia wynosi zero). Z kolei, wolna
entropia jako niezmiennik izomorfizmu daje mozliwosé rozrdzniania pomigdzy uktadami o
zerowej entropii, to brzmi szalenie obiecujaco. Wypracowane w rozdziale 4 metody sg ab-
solutnie nowatorskie. Oryginalnosé podejécia autora do problemu braku wtasnosci Ratner
jest dla mnie doprawdy imponujaca.

Jeszcze bardzie imponujace sa rezultaty kolejnych dwéch rozdzialéw. W rozdziale 5, wi-
dzac problemy jakie wystepuja przy badaniach dotychczasowych wlasnosci typu Ratner,
autor proponuje nowa wiasnosé zwana przelgeznikowg wlasnoéé Ratner (SWR). Zamiast,
jak dotychczas, badaé przesuniecia w czasie pblorbit dodatnich autor zaprzega réwniez
ich ujemne czgéci. Pomyst, na pozér prosty, ma daleko idace konsekwencje. Otdz patrzge
na orbity bliskich punktow, okazuje sie, ze na wystarczajaco dlugim odcinku czasu po-
miedzy ich pélorbitami w przéd lub w tyl nie znajdziemy punktu osobliwego. Ponadto,
obie pdlorbity podchodzg pod punkt osobliwy z tej samej strony, co z kolei daje daje
mozliwosé dowodzenia przemieszczania si¢ w czasie fragmentéw potorbit wzgledem siebie.
Ta obserwacja stala sie, jak mniemam, podstaws dowodu twierdzenia 6.2. Przedstawione
powyzej rozumowanie intuicyjne zostato przekute w doprawdy imponujacy i zaawanso-
wany technicznie dowéd. Najistotniejszymi konsekwencjami twierdzenia 6.2 jest wlasnosé
SWR dla pewnych bogatych (nie bede wchodzil w szezegdly) klas zaréwno potokdéw Arnol-
da, jak i Koczergina. To z kolei imaplikuje wielokrotne mieszanie wspomnianych potokéw
(twierdzenia 1.11 1.2) i rozstrzyga otwarte przez wiele lat problemy.

W rozdziale 7 rozpatrywane sg potoki specjalne nad przekladaniami odcinkéw i pod
funkcjami z logarytmicznymi osobliwosciami symetrycznego typu. Jak wspomnialem weze-
éniej Ulcigrai pokazala, ze dla typowego przekladani odcinkéw potoki te sg stlabo miesza-
jace ale nie mieszajace. W rozprawie brane sa pod uwage tylko przektadania odcinkéw
ograniczonego typu, jest to naturalny odpowiednik obrotéw o liczby niewymierne z orga-
nicznymi czeSciowymi ilorazami w ulamku lancuchowym. Korzystajac z technik wypraco-
wanych przez Ulcigrai w rozdziale 7 pokazano SWR dla wspomnianych potokéw, ogdlna
idea uzyta w dowodzie nasladuje tg z rozdzialu 6. Wiasnoéé SWR (implikujaca FEJ)
wraz z brakiem czeSciowej sztywnosci, udowodnionym przez Kulage, daje lagodne mie-
szanie potoku specjalnego. W konsekwencji otrzymujemy naturalne przykitady giadkich
potokdéw na powierzchniach zwartych, ktére sa lagodnie mieszajace i nie sg mieszajgce.

Ocena rozprawy. Jako najbardziej wartosciowe czesci rozprawy oceniam samo wpro-
wadzenie wlasnodci SWR oraz rezultaty zawarte w rozdzialach 4, 6 1 7. Wlasnoéé SWR
jest jak magiczna rézdzka, za pomoca ktdrej znikajg problemy zwiazane z wezedniejszymi
pojeciami typu wlasnosci Ratner. Nie jest to tak, ze wszystko staje sie nagle tatwe. Aby
udowodnié wszystkie wspomniane rezultaty rozprawy A. Kanigowski stworzy! niezwykle
nowatorski i oryginalny aparat, ktéry jest dodatkowo skomplikowany technicznie. Przy
czym sformulowania ,nowatorski i oryginalny” nie uzywam tu jak to zwykle formuluje sie
w recenzjach rozpraw doktorskich, tzn. na poziomie rozpraw doktorskich. Nowatorstwo i
oryginalnoéé nalezy rozumieé bezwzglednie. Ponadto sadze, Ze wypracowany aparat, jak
i rezultaty rozprawy beda mialy istotny wplyw na rozwdj teorii ergodycznej potokdw
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specjalnych nad obrotami i przekladaniami odcinkéw. A. Kanigowski juz wspélpracuje z
najlepszymi $wiatowej stawy specjalistami z ukladéw dynamicznych tzn. B. Fayadem, G.
Fornim i C. Ulcigrai, co dodatkowo dobrze wrdzy rozwojowi tematyki.

Podsumowanie. W moim przekonaniu rozprawa mgr. Adama Kanigowskiego pt. ,Wia-
snoéci ergodyczne gradkich potokéw na powierzchniach” spelnia z ogromnym nadmiarem
ustawowe i zwyczajowe wymogi stawiane rozprawom doktorskim. Uzyskane przez A. Ka-
nigowskiego wyniki $wiadeczg o jego ogromnym talencie, bardzo dobrej intuicji matema-
tycznej oraz umiejetnosei przekucia intuicji w rezultaty matematyczne plasujace si¢ na
najwyzszym poziomie dwiatowym.

W zwigzku z tym przedktadam Radzie Naukowej Instytutu Matematycznego PAN wnio-
sek o przyjecie rozprawy i dopuszczenie mgr. A. Kanigowskiego do dalszych etapéw prze-
wodu doktorskiego. Ponadto skladam wniosek o wyréznienie rozprawy.




