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Praca sklada sie z dwoch czesci. W pierwszej czesci zajmujemy sie wlasnoscig (T) Kazh-
dana oraz jej uogélnieniem. W drugiej czesci rozwazamy lokalna reprezentowalnodé uktadow
charakteréw na réznych grupach Vilenkina.

Pierwsza czes$é sktada sie z dwoch rozdziatéw. W pierwszym rozdziale definiujemy wtlas-
no$¢ Kazhdana oraz omawiamy jej rownowazne definicje oraz zastosowania w innych dziedzi-
nach matematyki. Okazuje sie, ze wtasnos§é Kazhdana jest réwnowazna tak zwanej wlasnoéci

FH.

Definicja 1. Mdowimy, ze loklanie zwarta, o-zwarta grupa G ma wtasnosé FH jezeli kazde
dziatanie tej grupy na przestrzeni Hilberta H poprzez afiniczne izometrie ma punkt staty.

Zatem uogodlnienie wtasnosci F'H mozemy traktowaé jako uogoélnienie wtasnosci (T). Dla
danej przestrzeni Banacha X uogdélnienie to nazywamy F'X i brzmi ono nastepujaco.

Definicja 2. Niech X bedzie przestrzeniq Banacha. Mdowimy, ze lokalnie zwarta, o-zwarta
grupa G ma wtasnosé FX jezeli kazde dziatania G na X poprzez afiniczne izometrie ma punkt
staty.

Aby zrozumie¢ jakie sa relacje miedzy wtasnosciami F.X i FY dla réznych przestrzeni
Banacha X, Y naturalnym wydaje si¢ nastepujace pytanie.

Question 1. Niech Ly(2, 1) oznacza przestrzen Lebesgue’a dla 1 < p < oo. Zatdzmy, ze
grupa G ma wtasnosé F'L, dla pewnego p > 1. Czy implikuje to wtasnosé¢ F L, dla g < p?

W rozdziale drugim podajemy dowdd tego faktu w przypadku ciaggowych przestrzeni ¢p,.
W dowodzie korzystamy z nastepujacego twierdzenia.

Twierdzenie 1. (Banach-Lamperti) Niech p € (1,00) — 2. Dowolna liniowa izometria T :
L,(2, 1) — Lp(K2, p) jest postaci

gdzie U jest mierzalnym, zachowujgcym klasy mierzalnosci przeksztatceniem (U, ), zas h jest
mierzalng funkcjg spetniajgcq |h(z)| = 1 prawie wszedzie.

Dla przestrzeni ciagowych izomorfizmy izometryczne sprowadzaja sie do znakowanych per-
mutacji.

Idea dowodu jest nastepujaca. Zaktadamy, ze grupa G ma wtasno$¢ F'L, ale nie ma F'L,.
Zatem istnieje reprezentacja izometryczna m grupy G w grupie izometrycznych izomorfizméow
O({y) oraz dzialanie afiniczne

a(g) = m(g) + b(g)

z nig zwiagzane, dla ktérego nie istnieje wektor v € ¢, ze

b(g) = m(g)v —v.

Korzystajac z twierdzenie Banacha-Lamperti mozemy te reprezentacje 7 okregli¢ dla kazdego
p > 1. Nastepnie pokazujemy, ze reprezentacja m okreslona na O(l,) gdzie r = % ma
punkt stalty o nieskoniczonym nosniku. Korzystajac z tego faktu mozemy z nosnika wydzieli¢
ciag skoriczonych orbit permutacji zwigzanej z reprezentacja w. Nastepnie tworzymy grafy
Schreiera na tych orbitach i korzystajac z ich wtasnosci doprowadzamy do sprzecznosci.
Druga czedé sktada sie z rozdziatu 3 i 4. Rozdzial trzeci zawiera wprowadzenie terminologii
oraz dwa twierdzenia, z ktérych korzystamy w dalszej czedci. Pierwszym jest ilodciowa wersja

twierdzenie Rudina-Cohena-Helsona. Oznaczmy przez I' grupe dualng do G.



Twierdzenie 2. Niech p € M(G) bedzie miarg idempotentng. Wowczas i ma nastepujacg

postac
L

A= el

=1

gdzie v; € T, kazdy T'; jest otwartq podgrupg T oraz L < exp(exp(C||u||?)) dla pewnej statej
C. Ilosé podgrup T'; jest ograniczona z géry przez ||u|| + -

Drugim jest nastepujacy rezultat [E1].
Twierdzenie 3. Niech M bedzie skoriczonyn zbiorem liczb pierwszych. Wiwczas rdwnanie
1+ 22+ ...+ Tpy1 =0,

gdzie kazdy x; jest iloczynem liczb pierwszych ze zbioru M,
ged(x1, 29, oy Tnt1) = 1,

it nie wystepujq tam podsumy réwne zero x; + Tiy + ... + T;,,, ma jedynie skoriczong losc
rozwigzan ograniczong przez Cy - exp(Cyn®logn)) gdzie Cy i Cy zalezq jedynie od M.

Ponadto definiujemy C-lokalng reprezentowalnos¢ uktadéw funkcji nastepujaco.

Definicja 3. Niech X, Y bedq przestrzeniami Banacha i (f;)2, C X, (9i)72, C Y. Powiemy,
e (fi)I¥, jest C-reprezentowalny w (g;)32, jezeli istnieje iniekcja

on :{f1, fo,.. [N} = {gi 11 €N} (1)

spetniajgca
N N N
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dla kazdego ciggu skalaréw a;.
W ostatnim rozdziale dowodzimy nastepujace twierdzenie

Twierdzenie 4. Niech I i Z bedqg grupami dualnymi do grup Vilenkina &; ,1(Z )i EB (Z i ).

Wowczas uktad Vzlenkma T jest lokalnie reprezentowalny w uktadzie Vzlenkma = wtedy 1 tylko
M

wtedy gdy dla kazdego p;* € {p}*, p5?,....,p\ } istnieje qj e{q1", a3, -, qy)' } takie ze: p; = g
oraz 8; < 1.
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