
Praca skªada si¦ z dwóch cz¦±ci. W pierwszej cz¦±ci zajmujemy si¦ wªasno±ci¡ (T) Kazh-
dana oraz jej uogólnieniem. W drugiej cz¦±ci rozwa»amy lokaln¡ reprezentowalno±¢ ukªadów
charakterów na ró»nych grupach Vilenkina.

Pierwsza cz¦±¢ skªada si¦ z dwóch rozdziaªów. W pierwszym rozdziale de�niujemy wªas-
no±¢ Kazhdana oraz omawiamy jej równowa»ne de�nicje oraz zastosowania w innych dziedzi-
nach matematyki. Okazuje si¦, »e wªasno±¢ Kazhdana jest równowa»na tak zwanej wªasno±ci
FH.

De�nicja 1. Mówimy, »e loklanie zwarta, σ-zwarta grupa G ma wªasno±¢ FH je»eli ka»de

dziaªanie tej grupy na przestrzeni Hilberta H poprzez a�niczne izometrie ma punkt staªy.

Zatem uogólnienie wªasno±ci FH mo»emy traktowa¢ jako uogólnienie wªasno±ci (T). Dla
danej przestrzeni Banacha X uogólnienie to nazywamy FX i brzmi ono nast¦puj¡co.

De�nicja 2. Niech X b¦dzie przestrzeni¡ Banacha. Mówimy, »e lokalnie zwarta, σ-zwarta
grupa G ma wªasno±¢ FX je»eli ka»de dziaªania G na X poprzez a�niczne izometrie ma punkt

staªy.

Aby zrozumie¢ jakie s¡ relacje mi¦dzy wªasno±ciami FX i FY dla ró»nych przestrzeni
Banacha X,Y naturalnym wydaje si¦ nast¦puj¡ce pytanie.

Question 1. Niech Lp(Ω, µ) oznacza przestrze« Lebesgue'a dla 1 ≤ p < ∞. Zaªó»my, »e

grupa G ma wªasno±¢ FLp dla pewnego p > 1. Czy implikuje to wªasno±¢ FLq dla q < p?

W rozdziale drugim podajemy dowód tego faktu w przypadku ci¡gowych przestrzeni `p.
W dowodzie korzystamy z nast¦puj¡cego twierdzenia.

Twierdzenie 1. (Banach-Lamperti) Niech p ∈ (1,∞) − 2. Dowolna liniowa izometria T :
Lp(Ω, µ)→ Lp(Ω, µ) jest postaci

Tf(x) = f(U(x))h(x)(
dU∗µ

dµ
)
1
p

gdzie U jest mierzalnym, zachowuj¡cym klasy mierzalno±ci przeksztaªceniem (Ω, µ), za± h jest

mierzaln¡ funkcj¡ speªniaj¡c¡ |h(x)| = 1 prawie wsz¦dzie.

Dla przestrzeni ci¡gowych izomor�zmy izometryczne sprowadzaj¡ si¦ do znakowanych per-
mutacji.

Idea dowodu jest nast¦puj¡ca. Zakªadamy, »e grupa G ma wªasno±¢ FLp ale nie ma FLq.
Zatem istnieje reprezentacja izometryczna π grupy G w grupie izometrycznych izomor�zmów
O(`q) oraz dziaªanie a�niczne

α(g) = π(g) + b(g)

z ni¡ zwi¡zane, dla którego nie istnieje wektor v ∈ `q, »e

b(g) = π(g)v − v.

Korzystaj¡c z twierdzenie Banacha-Lamperti mo»emy t¦ reprezentacj¦ π okre±li¢ dla ka»dego

p ≥ 1. Nast¦pnie pokazujemy, »e reprezentacja π okre±lona na O(lr) gdzie r = p2

q ma
punkt staªy o niesko«czonym no±niku. Korzystaj¡c z tego faktu mo»emy z no±nika wydzieli¢
ci¡g sko«czonych orbit permutacji zwi¡zanej z reprezentacj¡ π. Nast¦pnie tworzymy grafy
Schreiera na tych orbitach i korzystaj¡c z ich wªasno±ci doprowadzamy do sprzeczno±ci.

Druga cz¦±¢ skªada si¦ z rozdziaªu 3 i 4. Rozdziaª trzeci zawiera wprowadzenie terminologii
oraz dwa twierdzenia, z których korzystamy w dalszej cz¦±ci. Pierwszym jest ilo±ciowa wersja
twierdzenie Rudina-Cohena-Helsona. Oznaczmy przez Γ grup¦ dualn¡ do G.
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Twierdzenie 2. Niech µ ∈ M(G) b¦dzie miar¡ idempotentn¡. Wówczas µ̂ ma nast¦puj¡c¡

posta¢

µ̂ =
L∑
j=1

εj1γj+Γj

gdzie γj ∈ Γ, ka»dy Γj jest otwart¡ podgrup¡ Γ oraz L ≤ exp(exp(C||µ||4)) dla pewnej staªej

C. Ilo±¢ podgrup Γj jest ograniczona z góry przez ||µ||+ 1
100 .

Drugim jest nast¦puj¡cy rezultat [E1].

Twierdzenie 3. Niech M b¦dzie sko«czonyn zbiorem liczb pierwszych. Wówczas równanie

x1 + x2 + ...+ xn+1 = 0,

gdzie ka»dy xi jest iloczynem liczb pierwszych ze zbioru M ,

gcd(x1, x2, ..., xn+1) = 1,

i nie wyst¦puj¡ tam podsumy równe zero xi1 + xi2 + ... + xim , ma jedynie sko«czon¡ ilo±¢

rozwi¡za« ograniczon¡ przez C1 · exp(C2n
3 log n)) gdzie C1 i C2 zale»¡ jedynie od M .

Ponadto de�niujemy C-lokaln¡ reprezentowalno±¢ ukªadów funkcji nast¦puj¡co.

De�nicja 3. Niech X, Y b¦d¡ przestrzeniami Banacha i (fi)
∞
i=1 ⊂ X, (gi)

∞
i=1 ⊂ Y . Powiemy,

»e (fi)
N
i=1 jest C-reprezentowalny w (gi)

∞
i=1 je»eli istnieje iniekcja

σN : {f1, f2, ..., fN} → {gi : i ∈ N} (1)

speªniaj¡ca

C−1‖
N∑
j=1

ajfj‖X ≤ ‖
N∑
j=1

ajσN (fj)‖Y ≤ C‖
N∑
j=1

ajfj‖X (2)

dla ka»dego ci¡gu skalarów aj.

W ostatnim rozdziale dowodzimy nast¦puj¡ce twierdzenie

Twierdzenie 4. Niech Γ i Ξ b¦d¡ grupami dualnymi do grup Vilenkina ⊕Ni=1(Zpsii )ω i ⊕Mj=1(Z
q
rj
j

)ω.

Wówczas ukªad Vilenkina Γ jest lokalnie reprezentowalny w ukªadzie Vilenkina Ξ wtedy i tylko

wtedy gdy dla ka»dego psii ∈ {p
s1
1 , p

s2
2 , ..., p

sN
N } istnieje q

rj
j ∈ {q

r1
1 , q

r2
2 , ..., q

rM
M } takie »e: pi = qj

oraz si ≤ rj.
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