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Recenzja rozprawy doktorskiej mgr. Bartªomieja Zawalskiego

Rozprawa doktorska p. Zawalskiego jest podzielona na trzy do±¢ niezale»ne od siebie cz¦-
±ci. Pierwsze dwie s¡ wyra¹nie inspirowane pi¦knym twierdzeniem Auerbacha, Mazura, Ulama
charakteryzuj¡cym elipsoid¦ obrotow¡ poprzez jej przekroje. Trzecia ma nieco odmienny cha-
rakter i klasy�kuje gªadkie bryªy, które posiadaj¡ pewn¡ algebraiczn¡ wªasno±¢ funkcji miar
przekrojów wzdªu» wszystkich podprzestrzeni okre±lonego wymiaru.

Cz¦±¢ pierwsza

Motywacj¡ tej cz¦±ci pracy jest hipoteza Banacha, w której stawiane jest pytanie czy izo-
metryczno±¢ wszystkich k-wymiarowych ci¦¢ przestrzeni sko«czonego wymiaru Bn (1 < k <
dimBn = n) implikuje struktur¦ przestrzeni Hilberta na Bn. Warto wspomnie¢, »e pozytywn¡
odpowied¹ na hipotez¦ Banacha w przypadku n = 3 daje wspomniane wcze±niej twierdzenie
Auerbacha, Mazura, Ulama. Bezpo±redni¡ motywacj¡ stawianego problemu jest pytanie, które
pojawia si¦ w pracach po±wi¦conych cz¡stkowym wynikom dotycz¡cym hipotezy Banacha (w
wy»szych wymiarach). Pytanie formuªuje nast¦pujacy problem: czy obrotowa symetria ci¦¢
bryªy za pomoc¡ hiperpowierzchni przenosi si¦ na obrotow¡ symetri¦ samej bryªy.

Gªównym wynikiem pierwszej cz¦±ci pracy jest twierdzenie I.1.2 orzekaj¡ce, »e je»eli wszyst-
kie ci¦cia bryªy K ⊂ Rn hiperpowierzchniami maj¡ symetri¦ obrotow¡ to sama bryªa K te».
Zaªo»eniem jest centralna symetria bryªy oraz regularno±¢ (C3) brzegu. Poprzez symetri¦ ob-
rotow¡ jest rozumiana grupa ortogonalna O(n− 1).

Autor stosuje w dowodzie metody geometrii ró»niczkowej w odniesieniu do brzegu bryªy
M = ∂K oraz do przeci¦¢ brzegu bryªy z hiperpowierzchni¡. Z tego te» powodu zaªo»ona
regularno±¢ brzegu byªaby trudna do usuni¦cia. Pierwszym krokiem jest wskazanie klasy lo-
kalnych wspóªrz¦dnych w otoczeniu dowolnego punktu o dodatnio okreslonej drugiej formie
podstawowej. W tych wspóªrz¦dnych rozwa»ana powierzchnia jest (lokalnie) wykresem funkcji,
której cz¦±¢ kwadratowa jest standardowym iloczynem skalarnym na przestrzeni euklidesowej;
kluczow¡ rol¦ odgrywa analiza cz¦±ci trzeciego stopnia oznaczonej symbolem cf . Korzystaj¡c z
zaªo»enia symetrii przeci¦¢ autor dowodzi, »e cf zeruje si¦ na pewnej podprzestrzeni kowymiaru
2 a wi¦c cf jest wielomianem przywiedlnym. Ciekawym aspektem dowodu jest fakt, »e korzysta
on z istotnie ró»nych metod w przypadku n ≥ 5 oraz dla n = 4. W pierwszym przypadku
s¡ to metody algebraiczne a w drugim metody topologii algebraicznej i analiza klas Stiefela-
Whitneya wi¡zki stycznej do Gr(2, 3). Dowód gªównego twierdzenia ko«czy do±¢ techniczny
ale elementarny fakt, »e istnienie trzech podprzestrzeni kowymiaru 2 generuj¡cych symetri¦
O(n− 2) implikuje symetri¦ O(n− 1) bryªy K.

Cz¦±¢ druga

W tej cze±ci celem byªo scharakteryzowanie w terminach równa« ró»niczkowych cz¡stkowych
kiedy wykres funkcji f klasy gªadko±ci W 3,1

loc (Ω) (Ω ⊂ R2) jest zawarty w pewnej kwadryce w



R3. Autor podaje ukªad dwóch nieliniowych równa« cz¡stkowych rzadu 3. Gªównym wynikiem
jest twierdzenie II.1.2 orzekaj¡ce, »e przy dodatkowym zaªo»eniu »e Hessian f nie jest niedo-
datni, ten ukªad równa« stanowi warunek konieczny i dostateczny aby wykres byª zawarty w
kwadryce. Warunek zwi¡zany ze znakiem Hessianu okazuje si¦ by¢ istotny co pokazuje twier-
dzenie II.1.4 opisuj¡ce list¦ mo»liwych powierzchni otrzymywanych jako (lokalne) rozwi¡zania
tego samego ukªadu PDE. Struktura dowodu tej cz¦±ci pracy jest bardzo przejrzysta, cho¢ miej-
scami rozumowanie wymaga dªugich rachunków, do których autor u»ywa programu do oblicze«
symbolicznych (Mathematica). Rozwa»any jest nast¦puj¡cy ukªad funkcji:

{x2, xy, xf, y2, yf, f 2, x, y, f, 1}.

Na dowolnej kwadryce te funkcje s¡ w oczywisty sposób liniowo zale»ne, wi¦c dowolny (uogól-
niony) Wro«skian tego ukªadu funkcji musi znika¢. Ta obserwacja jest przeniesiona na pier±cie«
ró»niczkowy generowany przez zmienne oraz (formalne) pochodne cz¡stkowe. Kluczowym ele-
mentem dowodu jest rozwa»enie anihilatora kwadryki w tym pier±cieni ró»niczkowym (przy
dodatkowym zaªo»eniu generyczno±ci). Autor wykazaª (Proposition II.3.5), »e wspomniany
anihilator jest generowany dokªadnie przez te dwa równania ró»niczkowe, które wystepuj¡ w
gªównym twierdzeniu. Tworz¡ one zredukowan¡ baz¦ Grobnera tego ideaªu. Drugim istotnym
elementem dowodu jest wykazanie regularno±ci rozwi¡znaia. Okazuje si¦, »e ka»de sªabe roz-
wiazanie przedmiotowego ukªadu równa« jest automatycznie gªadkie (Lemat II.4.1), co pozwala
analizowa¢ dowolne uogólnione wyznaczniki Wro«skiego ukªadu funkcji. W dowodzie gªadko-
±ci u»yty jest pi¦kny argument polegaj¡cy na zde�niowaniu w terminach pochodnych f pary
funkcji (u, v), które speªniaj¡ równwnia Cauchy-Riemanna.

U»ywaj¡c powy»ej omówionych faktów autor dowodzi, »e rozwa»any ukªad PDE jest rów-
nowa»ny temu, »e wykres f jest zawarty w kwadryce przy zaªo»eniu generyczno±ci f u»ywajc
wyniku K. Wolssona z 1989 roku. Dalsza cz¦±¢ dowodu obu gªównych twierdze« jest raczej
elementarna, bezpo±rednia i bazuje na analizie mo»liwych przypadków.

Wartym zauwa»enia jest ró»norodno±¢ metod stosowanych przez autora w dowodzie. Poczy-
najac od analizy funkcjonalnej, przez algebr¦ przemienna i analiz¦ zespolon¡. W mojej osobistej
ocenie jest to najªadniejsza i najciekawsza ze wszystkich trzech cz¦sci przedstawionej rozprawy
doktorskiej.

Cz¦±¢ trzecia

Ta cz¦±¢ rozprawy dotyczy problemu k-separowalnej caªkowalno±ci (ang. k-separably integrabi-
lity) bryªy K ⊂ Rd. Poj¦cie to oznacza, »e miary przekrojów K z obszarem {x : dist(x,H⊥) ≤
t}, gdzie H ∈ Gr(k, d) wyra»aj¡ si¦ sko«czon¡ sum¡ produktów funkcji ci¡gªych na Gr(k, d)
oraz parametru t. �ródªa tego poj¦cia odnajdujemy w pracach Newtona natomiast w czasach
wspóªczesnych zainteresowanie tym poj¦ciem pochodzi od Arnolda. Wynik mgr. Zawalskiego
wpisuje si¦ w aktywny obszar wspóªczenych bada« publikowanych w bardzo dobrych czasopi-
smach.

Gªównym wynikiem tej cz¦±ci jest peªna klasy�kacja wypukªych, gªadkich bryª k-seprowalnie
caªkowalnych w zale»no±ci od (k, d) przy zaªo»eniu centralnej symetrii. Okazuje si¦, »e jedynymi
takimi bryªami s¡ elipsoidy lub kule w zale»no±ci od parzyto±ci d− k. Stanowi to uogólnienie
rezultatu Koldobsky, Merkurjev, Yaskin przy dodatkowym zaªo»eniu symetrii, które jednak jest
istotne i trudne do usuni¦cia.

Gªówne kroki dowodu gªównego twierdzenia s¡ nast¦puj¡ce. W oparciu o wypukª¡, sy-
metryczn¡ bryª¦ K zde�niowany zostaª funkcjonaª Minkowskiego. Nast¦pnie, korzystaj¡c z
wyników prac [Koldobsky] oraz [Ovall] autor uzyskuje rozwini¦cie pot¦gowe w parametrze t
przedmiotowej funkcji miary wycinka VK,H w terminach caªki z funkcjonaªy Minkowskiego. Za-
ªo»enie k-separowalnej caªkowalno±ci implikuje, »e dowolne pochodne po parametrze t funkcji
miary VK,H s¡ liniowo zale»ne w t = 0 co prowadzi do to»samo±ci, która ma posta¢ zero-
wania si¦ sko«czonej kombinacji liniowej pochodnych VK,H . U»ywaj¡c wcze±niejszych formuª



na rozwini¦cie autor otrzymuje to»samo±¢ caªkow¡, która ostatecznie prowadzi do wniosku, »e
transformata Fouriera pewnej dystrybucji zde�niowanej za pomoc¡ operatora Laplace'a oraz
pot¦g funkcjaonaªu Minkowskiego jest wielomianem. Jest to bardzo elegancka cz¦±¢ dowodu,
w któej autor swobodnie u»ywa wielu nietrywialnych narz¦dzi analitycznych.

Dalsza cz¦±¢ dowodu ma algebraiczny charakter. Korzystaj¡c z narz¦dzi algebry wielo-
mianów i rozszerze« ciaª autor uzyskuje fakt, »e funkcjonaª Minkowskiego jest pierwiastkiem
jednorodnego wielomianu okre±lonej postaci. Ostatni argument, który ko«czy dowód, polega
na elementarnej analizie operatora Laplace'a w obci¡ciu do algebry wielomianów od wspóªrz¦d-
nych przestrzeni Rd oraz funkcjonaªu Minkowskiego. Dzi¦ki poprzednio uzyskanemu wynikowi,
w algebrze tej pojawi si¦ tylko sko«czenie wiele wykªadników funkcjonaªu Minkowskiego.

Konkluzja

Przedstawion¡ mi do recenzji prac¦ oceniam bardzo wysoko. Pierwsz¡ rzecz¡, która rzuca si¦
w oczy jest staranne zredagowanie rozprawy, które uªatwia czytanie zaawansowanych wyników
matematycznych. Dowodzone fakty i cytaty s¡ dobrze oznaczone, struktura logiczna przemy-
±lana. Zwraca te» uwag¦ staranny j¦zyk.

Ponadto, co chciaªbym szczególnie mocno podkre±li¢, autor u»ywa zaawansowanych metod z
bardzo odlegªych dziaªów matematyki, takich jak analiza funkcjonalna, geometria algebraiczna,
algebra przemienna, topologia algebraiczna, geometria ró»niczkowa. Dowodzone twierdzenia
zwi¡zane sa z du»ymi, wa»nymi pytaniami, jak Hipoteza Banacha oraz wpisuj¡ si¦ w aktywny
obszar bada«. Wyniki s¡ eleganckie i nie maj¡ bardzo technicznego charakteru. Za przykªad
niech posªuzy cz¦±¢ druga, w której autor podaje charakteryzacj¦ w terminach równa« cz¡stko-
wych warunku aby wykres funkcji tworzyª kwadryk¦. Mnie wªasnie ta druga cz¦±¢ najbardziej
si¦ podobaªa.

Reasumuj¡c, moim zdaniem, praca mgr. Zawalskiego zawiera oryginalne oraz eleganckie
rozwi¡zania problemów matematycznych. Autor wykazaª si¦ umiej¦tno±ci¡ prowadzenia sa-
modzielnej pracy naukowej jak równie» du»¡ biegªo±ci¡ w posªugiwaniu si¦ szerokim spektrum
zaawansowanych metod matematycznych. Uwa»am, »e przedstawiona mi do recenzji praca
speªnia z du»ym zapasem ustawowe jak równie» zwyczajowe warunki stawiane przed rozpra-
wami doktorskimi i wnosz¦ o dopuszczenie mgr. Zawalskiego do dalszych etapów przewodu
doktorskiego.

Ponadto, wnioskuj¦ o wyró»nienie rozprawy. Motywacj¡ wyró»nienia jest spory nadmiar
uzyskanych wyników w stosunku do wymaga« stawianych przed doktoratem. W mojej ocenie
dowolne dwie z przestawionych trzech cz¦±ci mogªyby stanowi¢ podstaw¦ dobrego doktoratu.

dr hab. Marcin Bobie«ski


