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Niniejsza rozprawa poświęcona jest badaniu pewnych aspektów kombi-
natorycznych i teoriomnogościowych wybranych ciągowych własności prze-
strzeni regularnych miar na przestrzeniach zwartych lub — ogólniej — prze-
strzeni Banacha wyposażonych w topologie słabe. Jako główne narzędzie ba-
dań zastosowano niezmienniki kardynalne continuum, co pozwoliło częściowo
odkryć kombinatoryczną naturę tych własności oraz otrzymać ograniczenia
na wielkości teoriomnogościowych struktur z nimi związanych. Ogranicze-
nia te w dalszej kolejności doprowadziły do uzyskania wyników mówiących o
nierozstrzygalności istnienia przestrzeni Banacha, których przeliczalne pod-
zbiory mają określone cechy.

Pierwszym rozdziałem rozprawy zawierającym oryginalne wyniki jest Roz-
dział 3. Rezultaty w nim przedstawione zostały otrzymane przy współpracy
z G. Plebankiem i opublikowane w Fundamenta Mathematicae [15]. W roz-
dziale tym zajmujemy się związkiem między ciasnością przestrzeni miar regu-
larnych na przestrzeni zwartej a ich typem Maharam. Niech K będzie prze-
strzenią zwartą Hausdorffa. Przez C(K) i M(K) oznaczamy odpowiednio
przestrzeń funkcji ciągłych na K z normą supremum oraz przestrzeń regular-
nych miar na K mających skończoną wariację. Na mocy tw. Riesza o repre-
zentacji przestrzeńM(K)możemy utożsamiać z przestrzenią C(K)∗ ciągłych
funkcjonałów liniowych na C(K). Niech P (K) będzie zbiorem wszystkich
regularnych miar probabilistycznych na K. Wówczas P (K) dziedziczy z
M(K) topologię *-słabą. Przypomnijmy, że przez ciasność przestrzeni to-
pologicznej X rozumiemy najmniejszą liczbę kardynalną τ(X) taką, że dla
każdego podzbioru A ⊆ X oraz punktu x ∈ A istnieje podzbiór B ⊆ A mocy
niewiększej niż τ(X) taki, że x ∈ B. Przez typ Maharam miary µ ∈ P (K)
rozumiemy z kolei gęstość przestrzeni Banacha L1(µ) funkcji µ-całkowalnych.

Fremlin [7], zakładając aksjomat Martina MA(ω1), udowodnił, że jeżeli na
K istnieje miara µ ∈ P (K) typu nieprzeliczalnego, to K odwzorowuje się w
sposób ciągły na kostkę [0, 1]ω1 , co oznacza, żeK ma nieprzeliczalną ciasność.
Ponieważ P (K) zawiera kopię K, P (K) musi mieć również nieprzeliczalną
ciasność. Z kolei Talagrand [19] udowodnił w ZFC, że jeżeli istnieje miara
µ ∈ P (K) typu ω2, to P (K) odwzorowuje się w sposób ciągły na kostkę
[0, 1]ω2 , zatem jeżeli τ(P (K)) ≤ ω1, to każda miara µ ∈ P (K) ma typ
Maharam równy co najwyżej ω1.

Wobec powyższych wyników, w Rozdziale 3 stawiamy następujące pytanie:
czy jeżeli przestrzeń P (K) ma przeliczalną ciasność, to każda miara µ ∈
P (K) ma przeliczalny typ Maharam, tj. L1(µ) jest ośrodkowa? Uzyskaliśmy
częściową odpowiedź na postawione pytanie, mianowicie, udowodniliśmy, że
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jeżeli przestrzeń P (K×K) probabilistycznych regularnych miar na kwadracie
K ×K ma przeliczalną ciasność, to każda miara µ ∈ P (K) ma przeliczalny
typ Maharam.

Jako wniosek z powyższego twierdzenia otrzymujemy nowy, elementarny
dowód twierdzenia Bourgaina–Todorčevića mówiący, że każda miara na kom-
pakcie Rosenthala ma przeliczalny typ Maharam (Bourgain [2], Todorčević
[20]). Przypomnijmy, że przestrzeń zwarta Hausdorffa jest kompaktem Ro-
senthala, jeżeli zanurza się w przestrzeńB1(X) funkcji pierwszej klasy Baire’a
na pewnej przestrzeni polskiejX. Ponadto, otrzymaliśmy równoważność mó-
wiącą, że przestrzeń P (K×K) ma przeliczalną ciasność wtedy i tylko wtedy,
gdy przestrzeń C(K×K) ma własność (C) Corsona, co częściowo odpowiada
na pytania zawarte w pracy Pola [14].

W kolejnych rozdziałach rozprawy zajmujemy się badaniem kombinato-
rycznych aspektów klasycznych twierdzeń z teorii miar wektorowych i teorii
przestrzeni Banacha za pomocą niezmienników kardynalnych continuum.

WRozdziale 4 badamy kombinatoryczne aspekty lematu Rosenthala ([16]),
klasycznego wyniku w swojej szczególnej postaci mówiącego, że dla każdego
antyłańcucha

〈
an : n ∈ N

〉
w dowolnej algebrze Boole’a A, każdego ciągu

dodatnich miar
〈
µk : k ∈ N

〉
na A takiego, że

∑
n∈N µk

(
an
)
≤ 1 dla każdego

k ∈ N, i ε > 0, istnieje nieskończony podzbiór A zbioru liczb naturalnych N
taki, że dla każdego k ∈ A zachodzi:∑

n∈A
n 6=k

µk
(
an
)
< ε.

Przypomnijmy, że ultrafiltr F na zbiorze N jest selektywny (zwany również
ramseyowskim), jeżeli dla każdej partycji

〈
Pn : n ∈ N

〉
zbioru N albo zacho-

dzi Pn ∈ F dla pewnego n ∈ N, albo istnieje F ∈ F taki, że |Pn ∩F | ≤ 1 dla
każdego n ∈ N. Istnienie ultrafiltrów selektywnych jest niezależne od ZFC
(Kunen [11]). Zakładając ich istnienie, dowodzimy, że jeżeli U jest bazą
ultrafiltru selektywnego, to zbiór A w lemacie Rosenthala może zostać wy-
brany z U (mówimy wtedy, że U jest rodziną Rosenthala). Z drugiej strony,
pokazujemy, że żadna rodzina nieskończonych podzbiorów N o mocy ściśle
mniejszej niż liczba pokrywająca kategorii cov(M) nie ma takiej własności
(tj. jeżeli F ⊆ [N]ω jest niepusta i |F| < cov(M), to F nie jest rodziną
Rosenthala), co prowadzi do wniosku, że przy aksjomacie Martina każda ro-
dzina Rosenthala jest mocy continuum c. Z drugiej strony, np. w modelu
Sacksa prawdziwa jest nierówność ω1 < c oraz istnieje w tym modelu ultra-
filtr selektywny o bazie wielkości ω1, zatem istnienie rodziny Rosenthala o
mocy ściśle mniejszej niż c jest niezależne od aksjomatów ZFC+¬CH.

Rozdział 5 poświęcony jest badaniu kombinatorycznych własności rodzin
podzbiorów zbioru N związanych z lematem Phillipsa i twierdzeniem Schura.
Przypomnijmy, że lemat Phillipsa ([13]) orzeka, że dla każdego ciągu miar〈
µn : n ∈ N

〉
na algebrze ℘(N) wszystkich podzbiorów N takiego, że limn→∞ µn(A) =

0 dla każdego A ∈ ℘(N), zachodzi:

lim
n→∞

∑
j∈N

∣∣µn({j})∣∣ = 0.
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Wnioskiem z lematu Phillipsa jest stwierdzenie, że dla każdego ciągu
〈
xn ∈

`1 : n ∈ N
〉
zachodzi limn→∞

∥∥xn∥∥1 = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy dla każdego
A ∈ ℘(N) zachodzi:

lim
n→∞

∑
j∈A

xn(j) = 0.

W szczególności, prawdziwe jest twierdzenie Schura ([18]) mówiące, że słaba
zbieżność ciągu w przestrzeni `1 pociąga zbieżność normową. W związku
z tym wprowadzamy dwa pojęcia: 1) F ⊆ [N]ω jest rodziną Phillipsa, je-
żeli dla każdego ciągu miar

〈
µn : n ∈ N

〉
na algebrze ℘(N) takiego, że

limn→∞ µn(A) = 0 dla każdego A ∈ F , zachodzi:

lim
n→∞

∑
j∈N

∣∣µn({j})∣∣ = 0;

2) F jest rodziną Schura, jeżeli dla każdego ciągu
〈
xn ∈ `1 : n ∈ N

〉
zachodzi

limn→∞
∥∥xn∥∥1 = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy dla każdego A ∈ F zachodzi:

lim
n→∞

∑
j∈A

xn(j) = 0.

Każda rodzina Phillipsa jest automatycznie rodziną Schura.
W Rozdziale 5 dowodzimy w ZFC, że każda rodzina Schura musi mieć

moc równą co najmniej niezmiennikowi kardynalnemu p (pseudo-intersection
number). W związku z tym, przy aksjomacie Martina każda rodzina Schura
(a więc Phillipsa) jest mocy continuum c. Ponadto, konstruujemy w ZFC
rodzinę Phillipsa o mocy równej cof(N ), tj. kofinalności ideału zbiorów zero-
wych względem miary Lebesgue’a. Ponieważ istnieją modele teorii mnogości,
w których cof(N ) = ω1 < c, jako wniosek otrzymujemy stwierdzenie, że ist-
nienie rodziny Phillipsa (Schura) o mocy ściśle mniejszej niż c jest niezależne
od ZFC+¬CH.

Ponadto, w Rozdziale 5 zajmujemy się pokrótce kwestią wielkości pod-
zbiorów przestrzeni `∞, które rozstrzygają ograniczoność podzbiorów w `1
(jako funkcjonały na `1).

Kolejny rozdział rozprawy, Rozdział 6, poświęcony jest własności Niko-
dyma algebr Boole’a. Algebra Boole’aAma własność Nikodyma, jeżeli każdy
ciąg miar

〈
µn : n ∈ N

〉
na A, dla którego zachodzi supn∈N

∣∣µn(a)∣∣ <∞ dla
każdego a ∈ A, jest ograniczony w normie (wariacji), tj. supn∈N

∥∥µn∥∥ <∞.
Nikodym [12] udowodnił, że każda σ-zupełna algebra Boole’a ma własność
Nikodyma. Ponadto, wiele słabszych warunków okazało się również impliko-
wać własność Nikodyma, por. np. Schachermayer [17], Haydon [9], Freniche
[8]. Schachermayer również pokazał, że algebra wszystkich podzbiorów od-
cinka [0, 1] mierzalnych w sensie Jordana ma tę własność.

W Rozdziale 6 podajemy pierwszy znany niesprzeczny przykład algebry
Boole’a o mocy ściśle mniejszej niż c mającej własność Nikodyma. Ści-
ślej, konstruujemy algebrę mocy κ dla liczby kardynalnej κ takiej, że κ =
cof([κ]ω) ≥ cof(N ), gdzie cof(N ) to kofinalność miary. Ponadto, analizu-
jemy za pomocą niezmienników kardynalnych możliwą minimalną moc nie-
skończonej algebry z własnością Nikodyma. Jako wniosek otrzymujemy, że
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istnienie nieskończonej algebry Boole’a z własnością Nikodyma o mocy ściśle
mniejszej niż continuum c jest niezależne od aksjomatów ZFC+¬CH.

Otrzymany rezultat ma kilka zastosowań, np. w teorii C*-algebr, zagad-
nieniach związanych z kofinalnością algebr Boole’a czy w problemie Efimova.

Przypomnijmy, że problem Efimova pyta, czy każda nieskończona prze-
strzeń zwarta Hausdorffa zawiera kopię uzwarcenia Čecha–Stone’a liczb na-
turalnych βN lub nietrywialny ciąg zbieżny. Istnieje wiele niesprzecznych
kontrprzykładów do problemu Efimova, por. np. Fedorchuk [6], Dow [4],
Dow i Shelah [5]. Przestrzeń Stone’a algebry Boole’a zaprezentowanej w
Rozdziale 6 również stanowi taki kontrprzykład, mający ponadto tę wła-
sność, że każdy jego nieskończony domknięty podzbiór ma ciężar większy niż
minimalna moc nieskończonej algebry Boole’a z własnością Nikodyma.

Przestrzeń Banacha X ma własność Grothendiecka, jeżeli każdy ciąg funk-
cjonałów

〈
x∗n : n ∈ N

〉
na X, który jest *-słabo zbieżny, jest słabo zbieżny.

Przykładami przestrzeni z własnością Grothendiecka są przestrzenie reflek-
sywne, przestrzeń `∞ (Grothendieck [10]) oraz przestrzeń H∞ ograniczo-
nych funkcji analitycznych na dysku jednostkowym (Bourgain [3]). Z ko-
lei, algebra Boole’a ma własność Grothendiecka, jeżeli przestrzeń Banacha
C
(
KA
)
funkcji ciągłych na jej przestrzeni Stone’a ma własność Grothen-

diecka. Grothendieck [10] udowodnił, że σ-zupełne algebry Boole’a mają
własność Grothendiecka. Ponadto, uzyskano wiele przykładów osłabienia
założenia σ-zupełności, por. Schachermayer [17], Haydon [9], Aizpuru [1].

W Rozdziale 7 prezentujemy przykład konstrukcji algebry Boole’a z wła-
snością Grothendiacka o mocy κ, gdzie κ jest liczbą kardynalną taką, że
κ = cof([κ]ω) ≥ max

(
dg,min(cof(N ), us)

)
, gdzie dg jest niezmiennikiem

kardynalnym continuum ściśle związanym z charakteryzacją Dieudonnégo–
Grothendiecka podzbiorów słabo zwartych przestrzeni C

(
2N
)∗, a us oznacza

minimalną moc bazy ultrafiltru selektywnego (lub c, jeżeli taki ultrafiltr nie
istnieje). Ponadto, analizujemy pokrótce możliwą minimalną moc nieskoń-
czonej algebry Boole’a z własnością Grothendiecka.
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