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Niniejsza rozprawa poswiecona jest badaniu pewnych aspektow kombi-
natorycznych i teoriomnogosciowych wybranych ciagowych wlasnosci prze-
strzeni regularnych miar na przestrzeniach zwartych lub — ogolniej — prze-
strzeni Banacha wyposazonych w topologie stabe. Jako gtéwne narzedzie ba-
dari zastosowano niezmienniki kardynalne continuum, co pozwolito czesciowo
odkry¢ kombinatoryczna nature tych wtasnosci oraz otrzymaé ograniczenia
na wielkosci teoriomnogosciowych struktur z nimi zwigzanych. Ogranicze-
nia te w dalszej kolejnosci doprowadzity do uzyskania wynikéw moéwiacych o
nierozstrzygalnodci istnienia przestrzeni Banacha, ktérych przeliczalne pod-
zbiory maja okreslone cechy.

Pierwszym rozdzialem rozprawy zawierajacym oryginalne wyniki jest Roz-
dzial 3. Rezultaty w nim przedstawione zostaly otrzymane przy wspotpracy
z G. Plebankiem i opublikowane w Fundamenta Mathematicae [15]. W roz-
dziale tym zajmujemy sie zwiazkiem miedzy ciasnoscig przestrzeni miar regu-
larnych na przestrzeni zwartej a ich typem Maharam. Niech K bedzie prze-
strzenia zwarta Hausdorffa. Przez C(K) i M(K) oznaczamy odpowiednio
przestrzen funkcji cigglych na K z norma supremum oraz przestrzen regular-
nych miar na K majacych skoiiczong wariacje. Na mocy tw. Riesza o repre-
zentacji przestrzen M (K) mozemy utozsamiaé z przestrzenia C'(K)* ciaglych
funkcjonatow liniowych na C'(K). Niech P(K) bedzie zbiorem wszystkich
regularnych miar probabilistycznych na K. Wowczas P(K) dziedziczy z
M(K) topologie *-staba. Przypomnijmy, ze przez ciasnosé przestrzeni to-
pologicznej X rozumiemy najmniejsza liczbe kardynalng 7(X) taka, ze dla
kazdego podzbioru A C X oraz punktu z € A istnieje podzbiér B C A mocy
niewigkszej niz 7(X) taki, ze x € B. Przez typ Maharam miary p € P(K)
rozumiemy z kolei gestosé przestrzeni Banacha Lq(u) funkeji pu-catkowalnych.

Fremlin |7], zaktadajac aksjomat Martina MA (w; ), udowodnil, ze jezeli na
K istnieje miara p € P(K) typu nieprzeliczalnego, to K odwzorowuje si¢ w
sposob ciagly na kostke [0, 1]“!, co oznacza, ze K ma nieprzeliczalna ciasnosé.
Poniewaz P(K) zawiera kopie K, P(K) musi mie¢ rowniez nieprzeliczalna
ciasno$é. Z kolei Talagrand [19] udowodnil w ZFC, ze jezeli istnieje miara
u € P(K) typu ws, to P(K) odwzorowuje si¢ w sposob ciagly na kostke
[0,1]“2, zatem jezeli T7(P(K)) < wi, to kazda miara p € P(K) ma typ
Maharam réwny co najwyzej wi.

Wobec powyzszych wynikéw, w Rozdziale 3 stawiamy nastepujace pytanie:
czy jezeli przestrzen P(K) ma przeliczalna ciasnosé, to kazda miara p €
P(K) ma przeliczalny typ Maharam, tj. Li(u) jest osrodkowa? UzyskaliSmy
czesciowa, odpowiedZ na postawione pytanie, mianowicie, udowodnilidmy, ze
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jezeli przestrzen P(K x K) probabilistycznych regularnych miar na kwadracie
K x K ma przeliczalng ciasnosé, to kazda miara p € P(K) ma przeliczalny
typ Maharam.

Jako wniosek z powyzszego twierdzenia otrzymujemy nowy, elementarny
dowod twierdzenia Bourgaina—Todorcéevi¢éa méwiacy, ze kazda miara na kom-
pakcie Rosenthala ma przeliczalny typ Maharam (Bourgain [2], Todoréevié
[20]). Przypomnijmy, ze przestrzeni zwarta Hausdorffa jest kompaktem Ro-
senthala, jezeli zanurza sie w przestrzen By (X ) funkcji pierwszej klasy Baire’a
na pewnej przestrzeni polskiej X. Ponadto, otrzymalismy réwnowaznosé mo-
wigca, ze przestrzenn P(K x K) ma przeliczalng ciasno$é¢ wtedy i tylko wtedy,
gdy przestrzeni C (K x K) ma wtasnosé (C) Corsona, co czesciowo odpowiada
na pytania zawarte w pracy Pola [14].

W kolejnych rozdzialach rozprawy zajmujemy sie badaniem kombinato-
rycznych aspektow klasycznych twierdzeri z teorii miar wektorowych i teorii
przestrzeni Banacha za pomoca niezmiennikéw kardynalnych continuum.

W Rozdziale 4 badamy kombinatoryczne aspekty lematu Rosenthala ([16]),
klasycznego wyniku w swojej szczegdlnej postaci méwiacego, ze dla kazdego
antylaricucha <an: n € N> w dowolnej algebrze Boole’a A, kazdego ciagu
dodatnich miar <pk: k€ N> na A takiego, ze ) -tk (an) < 1 dla kazdego
k € N, ie > 0, istnieje nieskoriczony podzbioér A zbioru liczb naturalnych N
taki, ze dla kazdego k € A zachodzi:

Z ,uk(an) <E.

neA

n#k
Przypomnijmy, ze ultrafiltr F na zbiorze N jest selektywny (zwany rowniez
ramseyowskim), jezeli dla kazdej partycji <Pn: neN > zbioru N albo zacho-
dzi P, € F dla pewnego n € N, albo istnieje F' € F taki, ze |[P,NF| <1 dla
kazdego n € N. Istnienie ultrafiltrow selektywnych jest niezalezne od ZFC
(Kunen [11]). Zakladajac ich istnienie, dowodzimy, ze jezeli U jest baza
ultrafiltru selektywnego, to zbiér A w lemacie Rosenthala moze zostaé wy-
brany z U (moéwimy wtedy, ze U jest rodzing Rosenthala). Z drugiej strony,
pokazujemy, ze zadna rodzina nieskoniczonych podzbioréw N o mocy $cisle
mniejszej niz liczba pokrywajaca kategorii cov(M) nie ma takiej wlasnosci
(tj. jezeli F C [NJ* jest niepusta i |[F| < cov(M), to F nie jest rodzing
Rosenthala), co prowadzi do wniosku, ze przy aksjomacie Martina kazda ro-
dzina Rosenthala jest mocy continuum ¢. Z drugiej strony, np. w modelu
Sacksa prawdziwa jest nieréwnos$é¢ w; < ¢ oraz istnieje w tym modelu ultra-
filtr selektywny o bazie wielkosci wi, zatem istnienie rodziny Rosenthala o
mocy $cisle mniejszej niz ¢ jest niezalezne od aksjomatéow ZFC+—-CH.

Rozdzial 5 poswiecony jest badaniu kombinatorycznych wtasnosci rodzin
podzbioréw zbioru N zwiazanych z lematem Phillipsa i twierdzeniem Schura.
Przypomnijmy, ze lemat Phillipsa ([13]) orzeka, ze dla kazdego ciagu miar
< fn: n €N > na algebrze p(N) wszystkich podzbioréw N takiego, ze lim,, o0 f1n(A) =
0 dla kazdego A € p(N), zachodzi:

lim > [ua({5})] = 0.

n—o0 4
JEN



3

Whioskiem z lematu Phillipsa jest stwierdzenie, ze dla kazdego ciagu <xn €
li: né€ N> zachodzi lim;, 00 Hanl = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego
A € p(N) zachodzi:
nh_{rOlonn(j) = 0.
JEA

W szczegolnosei, prawdziwe jest twierdzenie Schura ([18]) mowiace, ze staba
zbieznosé ciggu w przestrzeni £1 pociagga zbiezno$é¢ normowa. W zwigzku
z tym wprowadzamy dwa pojecia: 1) F C [N]¥ jest rodzing Phillipsa, je-
zeli dla kazdego ciggu miar <,un: n € N> na algebrze p(N) takiego, ze
limy, 00 fin(A) = 0 dla kazdego A € F, zachodzi:

Tim Y ({53)] = 05
JEN
2) F jest rodzing Schura, jezeli dla kazdego ciagu <xn €l ne N> zachodzi
limy, 00 H:rnHl = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego A € F zachodzi:
nh_{gloztxn(j) =0.
jEA
Kazda rodzina Phillipsa jest automatycznie rodzina Schura.

W Rozdziale 5 dowodzimy w ZFC, ze kazda rodzina Schura musi mieé
moc réwna co najmniej niezmiennikowi kardynalnemu p (pseudo-intersection
number). W zwiazku z tym, przy aksjomacie Martina kazda rodzina Schura
(a wiec Phillipsa) jest mocy continuum ¢. Ponadto, konstruujemy w ZFC
rodzine Phillipsa o mocy rownej cof (N), tj. kofinalnosci ideatu zbioréw zero-
wych wzgledem miary Lebesgue’a. Poniewaz istnieja modele teorii mnogosci,
w ktorych cof (V) = wy < ¢, jako wniosek otrzymujemy stwierdzenie, ze ist-
nienie rodziny Phillipsa (Schura) o mocy $cisle mniejszej niz ¢ jest niezalezne
od ZFC+-CH.

Ponadto, w Rozdziale 5 zajmujemy si¢ pokrotce kwestia wielkosci pod-
zbiordéw przestrzeni f, ktoére rozstrzygaja ograniczonosé¢ podzbioréw w £
(jako funkcjonaly na ¢7).

Kolejny rozdzial rozprawy, Rozdzial 6, poswiecony jest wlasnosci Niko-
dyma algebr Boole’a. Algebra Boole’a A ma wtasno$é Nikodyma, jezeli kazdy
cigg miar (un: n € N) na A, dla ktérego zachodzi sup,,ey |1n(a)| < oo dla
kazdego a € A, jest ograniczony w normie (wariacji), tj. sup, ey H unH < 0.
Nikodym [12] udowodnil, ze kazda o-zupelna algebra Boole’a ma wlasnosé
Nikodyma. Ponadto, wiele stabszych warunkéw okazato sie rowniez impliko-
wac wlasno$é Nikodyma, por. np. Schachermayer [17], Haydon [9], Freniche
[8]. Schachermayer réwniez pokazal, ze algebra wszystkich podzbiorow od-
cinka [0, 1] mierzalnych w sensie Jordana ma te¢ wlasnosc.

W Rozdziale 6 podajemy pierwszy znany niesprzeczny przyktad algebry
Boole’a o mocy $cile mniejszej niz ¢ majacej wlasnosé Nikodyma. Sci-
$lej, konstruujemy algebre mocy « dla liczby kardynalnej x takiej, ze k =
cof([k]*) > cof(N), gdzie cof(N) to kofinalnosé miary. Ponadto, analizu-
jemy za pomoca niezmiennikéw kardynalnych mozliwa minimalna moc nie-
skoriczonej algebry z wtasnoéciag Nikodyma. Jako wniosek otrzymujemy, ze



istnienie nieskonczonej algebry Boole’a z wtasnoscia Nikodyma o mocy $cisle
mniejszej niz continuum c¢ jest niezalezne od aksjomatéw ZFC+—-CH.
Otrzymany rezultat ma kilka zastosowan, np. w teorii C*-algebr, zagad-
nieniach zwiazanych z kofinalnoscia algebr Boole’a czy w problemie Efimova.
Przypomnijmy, ze problem Efimova pyta, czy kazda nieskonczona prze-
strzeri zwarta Hausdorffa zawiera kopie uzwarcenia Cecha-Stone’a liczb na-
turalnych BN lub nietrywialny ciag zbiezny. Istnieje wiele niesprzecznych
kontrprzyktadéw do problemu Efimova, por. np. Fedorchuk [6], Dow [4],
Dow i Shelah [5]. Przestrzeni Stone’a algebry Boole’a zaprezentowanej w
Rozdziale 6 réwniez stanowi taki kontrprzyktad, majacy ponadto te wta-
snos¢, ze kazdy jego nieskonczony domkniety podzbiér ma ciezar wiekszy niz
minimalna moc nieskonczonej algebry Boole’a z wlasnoscig Nikodyma.

Przestrzert Banacha X ma wtasno$é Grothendiecka, jezeli kazdy ciag funk-
cjonatow <:17;“L n € N> na X, ktory jest *-stabo zbiezny, jest stabo zbiezny.
Przyktadami przestrzeni z wtasnoscig Grothendiecka sg przestrzenie reflek-
sywne, przestrzen lo, (Grothendieck [10]) oraz przestrzein H* ograniczo-
nych funkcji analitycznych na dysku jednostkowym (Bourgain [3]). Z ko-
lei, algebra Boole’a ma wtasnosé Grothendiecka, jezeli przestrzenn Banacha
C(K A) funkcji ciagltych na jej przestrzeni Stone’a ma wtasnosé Grothen-
diecka. Grothendieck [10] udowodnil, ze o-zupelne algebry Boole’a maja
wlasnos¢ Grothendiecka. Ponadto, uzyskano wiele przykladéw ostabienia
zalozenia o-zupetosci, por. Schachermayer [17]|, Haydon [9], Aizpuru [1].

W Rozdziale 7 prezentujemy przyktad konstrukeji algebry Boole’a z wta-
snoscig Grothendiacka o mocy k, gdzie k jest liczbg kardynalng taka, ze
k = cof([k]”) > max (g, min(cof(N),us)), gdzie dg jest niezmiennikiem
kardynalnym continuum $cisle zwiazanym z charakteryzacja Dieudonnégo—
Grothendiecka podzbioréw stabo zwartych przestrzeni C(QN)*, a Uz oznacza
minimalng moc bazy ultrafiltru selektywnego (lub ¢, jezeli taki ultrafiltr nie
istnieje). Ponadto, analizujemy pokrotce mozliwa minimalna moc nieskon-
czonej algebry Boole’a z wtasnoscia Grothendiecka.
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