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Recenzja rozprawy doktorskiej mgra Damiana Sawickiego
On the geometry of metric spaces defined by group actions:
from circle rotations to superexpanders

Przedstawiona rozprawa jest obszernym, bardzo dobrze zredagowanym tekstem matema-
tycznym. Jestem bardzo milo zaskoczony jakoscig typograficzng tekstu. Praktycznie je-
dynym rzucajacym sie w oczy btedem jest uzywanie péupauzy zamiast pauzy.

Autor rozprawy opanowal w imponujacym stopniu geometryczna teorie grup, zgrubng
geometrie, analize harmoniczna i K-teorie.

W pierwszej czesci autor solidnie prezentuje wykorzystywane przez siebie fragmenty zgrub-
nej geometrii; zaréwno z prac Roe, Drutu i promotora jak i wtasnych. Powoduje to, ze
nie tylko jest ona czytelna dla recenzenta, ale nadaje si¢ na podrecznik do semestralnego
wyktadu monograficznego z geometrycznej teorii grup. Imponuje, szeroka tematycznie,
bibliografia skladajaca sie z bez mala dwustu pozycji.

Czedci 11-1v stanowig omdwienie oryginalnych prac doktoranta.

Cze$¢ wynikéw przedstawionych w rozprawie zostata opublikowana w co najmniej przy-
zwoitych czasopismach i nalezy oczekiwaé, ze pozostale preprinty, na razie dostepne w
arXivum, réwniez w takich zostana przyjete do druku.

Poniewaz praca dotyczy zgrubnej geometrii w recenzji bedziemy pisa¢ wlozenie (wkladal-
nosé¢ itp.) majac na mysli zgrubne wlozenie.

OMOWIENIE (WAZNIEJSZYCH) WYNIKOW

CzESC 11. Ta cze$é rozprawy dotyczy wkladalnosci skreconych stozkéw m. in. w przestrze-
nie Hilberta (wktadalno$¢ w inne przestrzenie funkcyjne jest ostatnio bardzo modnym te-
matem badan, jednak osiagnigte wyniki dotyczace przestrzeni Hilberta sa juz dostatecznie
ciekawe).

Jan Roe wymyslit skrecone stozki jako zrédio przykladéw przestrzeni metrycznych nie
wktadalnych w przestrzenie Hilberta. Przyktady Roego nie tylko nie wktadaja sie¢ w prze-
strzenie Hilberta ale nie posiadaja wlasnosci A (wprowadzonej przez Guolianga Yu a zwanej
czasami tez zgrubng $redniowalnosciq).



Wiadomo, ze wtasno$¢ A pociaga wkladalno$é. Pierwszy przyklad przestrzeni wkladalnej
w przestrzen Hilberta skonstruowat w pracy z 2007 r. Piotr Nowak. Od tego czasu wymy-
Slono inne przestrzenie o tej wlasnosci: pewne przestrzenie pudetkowe (wynik Arjantsevej,
Guertnera i Spakuli z 2012 1.) czy szczegdélne grupy matych skreslen Osajdy z 2015 .

Praca Roego pochodzi z 2005 r. Dlatego pytanie czy wktadalno$¢ w przestrzenie Hilberta
pociaga wlasno$é A w klasie skreconych stozkéw jest interesujacym i dobrze postawionym
problemem badawczym.

Doktorant odpowiada na postawione pytanie przeczaco rozpatrujac jak powyzej ciag pod-
grup skonczonego indeksu o trywialnym przekroju. Zwigzane z tym sg dwa obiekty: prze-
strzen pudetkowa [ oraz skrecony stozek O dziatania na uzupelnieniu grupy wzgledem tej
rodziny.

Nie wiem czy Roe wiedzial, ze przestrzen pudetkowa [J wktada si¢ w skrecone stozki
(latwo to pokazaé, jesli dziatanie zawiera dostatecznie duzo punktéw periodycznych). Ale
rozumial, Ze te przestrzenie maja podobne wtasnosci.

Doktorant konstruuje wlozenie [J w O. Natychmiastwa konsekwencja tego wlozenia jest
istnienie stozkow bez wlasnosci A (wynik Roego). Przyklady przestrzeni pudetkowych bez
wlasnosci A sa klasyczne — pochodza z rezydualnie skoriczonych grup z wlasnoscia (7).

Doktorat idzie znacznie dalej. Pokazuje on, ze (w ogélnosci dziedziczne) wlasnosci A
oraz wktadalno$¢ w przestrzen Hilberta mniejszej z rozwazanych przestrzeni implikuja te
same wlasnosci dla wiekszej. Pomimo, Ze istnienie wktadalnych skreconych stozkéw bez
wlasnosci A jest ,jedynie” bezposrednig konsekwencja rezultatu Arjantsevej, Guertnera
i Spakuli uwazam poréwnanie przestrzeni [0 oraz O za bardzo elegancki i wartoéciowy
wynik.

Drugi wynik w tej czesci pokazuje, ze wolne dziatanie, ktorego stozek ma wtasno$é A musi
by¢ éredniowalne. Prostsza, odwrotna implikacja pochodzi z pracy Roego.

CzESC 111. W tej czeSci doktorant otrzymuje interesujace wyniki na temat sztywnosci. Na
przyktad, jesli wolne dzialania dwu grup I' i A na rozmaito$ciach wymiaru m i n prowadza
do kwaziizometrcznych skreconych stozkéw, to I' x Z™ oraz A x Z" sa kwaziizometryczne.
Nie jest prawda, ze same grupy I' i A musza by¢ kwaziizometryczne jak pokazujg przykla-
dy kwaziizometrycznych stozkéw dziatan grup o réznym wymiarze asympotycznym nad
réznymi (réznowymiarowymi) rozmaitosciami (skonstruowane wspélnie z Dawidem Kie-
lakiem).

Wspomniane powyzej przyklady oraz ich analiza stanowia krok w klasyfikacji skreconych
stozkéw nad obrotem okregu, zapoczatkowanej przez Hyun Jeong Kim.

Skrecone stozki sa konstruktami dziatania a nie grupy wiec nalezy je ostroznie poréwnywacé
z przestrzeniami pudetkowymi, ale omoéwione wyniki stusznie skonfrontowano w praca
Delabie i Khukhro, w ktérej autorzy dowodza, ze kwaziizometrycznos¢ tych ostatnich
pociaga komensurowalnos¢ grup.

CzESC 1v. Zwigzek ekspanderéw ze sredniowalnoscig i wkladalnoscig w przestrzenie funk-
cyjne jest klasyczny. Doktorant podaje kryterium na to, zeby skrecony stozek byl kwa-
ziizometryczny z ekspanderem (wzgledem bardzo ogdlnych klas przestrzeni). Wsréd nich



sa takie, ktore nie sa kwaziizometryczne z przestrzeniami pudetkowymi (ekspanderami
pochodzacymi z konstrukeji Margulisa).

W ostatnim rozdziale doktorant rozwiazuje pozytywnie hipoteze Drutu i promotora mo-
wiaca, ze je$li dziatanie ma luke spektralna to odwzorowanie poréwnawcze (w hipotezie
Bauma i Connesa) nie jest suriekcja.

KoNKLUuzJA

Przedstawiona rozprawa doktorska z naddatkiem spelnia zwyczajowe warunki stawiane
rozprawom doktorskim. Uzasadnia ona nadanie doktorantowi stopnia naukowego doktora
nauk matematycznych. Wnosze o jej przyjecie i dopuszczenie mgra Damiana Sawickiego
do kolejnych etapow przewodu doktorskiego.

Kazda z czesci 11-1V moglaby stanowi¢ przyzwoita rozprawe doktorska. Wnosze o wyrdz-
nienie rozprawy.



