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W 2005 John Roe zaproponowal konstrukeje [22], ktora dziataniu skoriczenie
generowanej grupy na zwartej przestrzeni metrycznej przyporzadkowuje nieogra-
niczong przestrzen metryczna, ktérej geometria jest wynikiem interakeji dziata-
nia z geometriag poczatkowej zwartej przestrzeni. Niniejsza praca poswiecona jest
badaniu zwigzkéw miedzy dynamicznymi i ergodycznymi wlasnodciami dziatania
oraz wlasnodciami dziatajacej grupy a wlasno$ciami metrycznymi uzyskiwanej
przestrzeni, zwanej skreconym stozkiem.

Skrecone stozki byty pomyslane jako bogate zrodto przyktadow i kontrprzy-
ktadéw w geometrii duzej skali — chcac uzyskaé przestrzenie metryczne o zada-
nych cechach, wystarczy zidentyfikowa¢ dynamiczna wtasnosé dzialania, ktéra
implikuje te cechy dla skreconego stozka, a woéwczas dowolne dzialanie o tej
wlasnosci wyprodukuje nam pozadany przyktad.

W szczegoblnosci Roe udowodnil, ze dzialania Sredniowalne (w tym wszystkie
dziatania $redniowalnych grup) produkuja skrecone stozki posiadajace wtasnosé
A [30], za$ zachowujace miare dzialania grup bez wlasnosci Haagerupa pro-
dukuja stozki niezanurzalne zgrubnie w przestrzen Hilberta [12]. We wspdlnej
pracy z Jianchao Wu [24] udalo nam sie obie te implikacje odwrdcié, uogolniajac
jednoczesnie druga implikacje i jej odwrotno$¢ na przypadek przestrzeni Bana-
cha, przy czym warunek zgrubnej zanurzalno$ci nalezy zastapi¢ tzw. wtéknista
zgrubna zanurzalnoscia [7]. Wprowadzamy w tym celu pojecie dziatan linearyzo-
walnych, ktore — jak sie okazuje — ma swoje korzenie w pracach Mostowa sprzed
60 lat.

Powyzsze pozwala uzyskiwaé wiele przykladéw przestrzeni nieposiadajacych
wlasnosci A, lecz widkniscie zgrubnie zanurzalnych w przestrzen Hilberta — wy-
starczy dowolne zachowujace miare dzialanie grupy wolnej, poniewaz nie jest
ona $redniowalna (zatem nie moze dzialaé¢ jednoczesnie w sposob sredniowalny
i zachowujacy miare), ale ma wlasnos¢ Haagerupa.

Nie rozstrzyga to jednak, czy istniejg skrecone stozki bez wtasnosci A, lecz
zgrubnie zanurzalne w przestrzenn Hilberta (co jest warunkiem silniejszym niz
jego ,wiokniste” uogoélnienie), ktoére to pytanie bylo przed czterema laty punk-
tem wyjscia tej rozprawy. Problem ten w wiekszej ogélnosci byt intensywnie
badany w ostatnich latach i polscy matematycy potozyli tu istotne zastugi.
Pierwsze przyklady zgrubnie zanurzalnych przestrzeni metrycznych bez wita-
snosci A (dowodzace, ze obie wlasnosci nie sg rownowazne) zostaly znalezione
przez Piotra W. Nowaka w 2006 [17], a spektakularne przyktady wsrod grup



skonstruowal w 2014 Damian Osajda [19].

Jak sie okazuje, powyzsza metoda polegajaca na identyfikacji wtasnosci dzia-
tania produkujacego zadany stozek nie wystarcza do rozwigzania niniejszego
problemu. Podajemy bowiem przyklad dzialania, ktére — w zaleznosci od po-
czatkowej metryki na zwartej przestrzeni bedacej pod dzialaniem grupy — moze
produkowaé¢ stozek zanurzalny lub nie. Jest to szczegélnie zaskakujace wobec
réwnowaznosci takich jak wspomniane powyzej.

Rozwiazanie mozna uzyska¢ natomiast poprzez redukcje do innego problemu.
Okres pomiedzy [17,19] obfitowal w prace konstruujace zanurzalne przestrzenie
bez wtasnosci A, ktore najczesciej byty uzyskiwane jako rodziny skoriczonych
ilorazow nieskonczonej grupy [1,6,13,14,21]. Skrecony stozek nad uzupelnieniem
proskoriczonym takiej grupy (dokladniej: granica odwrotna takiej rodziny ilo-
razéw) zawierac¢ bedzie quasi-izometrycznie dang rodzing i wykazywaé podobne
do niej wlasnosci. Pytanie o takie zawieranie postawil Pierre Pansu. Jest to
szczegoblnie istotne ze wzgledu na obszerna literature dotyczaca takich ilorazéw
(hasta takie jak ,ekspander typu Margulisa” badz ,przestrzen pudetkowa” (ang.
boz space)).

Powyzsze zawieranie pozwala w szczegolnosci zredukowaé pytania o wymiar
asymptotyczny rodzin skonczonych ilorazéw studiowane w [8,10,25] do uzyska-
nych w ostatnich latach wynikow na temat wymiaru dzialan [3,25] (znanego
jako ,ekwiwariantny wymiar asymptotyczny” badz ,wymiar $redniowalnosci”)
na — w tym wypadku — uzupelnieniu proskonczonym. Uzywany jest tutaj wynik
Wu i Zachariasa wiazacy oba te wymiary, ktory jest iloSciowa wersja omawianej
wyzej rownowazno$ci miedzy wlasnoscig A stozka i Sredniowalno$cig dzialania.

Wynik ten umozliwil takze uzyskanie oczekiwanego faktu — ktoérego nie udato
sie jednak wczesniej udowodni¢ — ze wymiar dzialania grupy mozna oszacowac
przez wymiar dziatania podgrupy skoiniczonego indeksu. Dowéd uzywa zgrab-
nej koncepcji odwzorowan ,zgrubnie n-do-jednego” [2,16], ktore, co ciekawe, sa
w tym przypadku bijekcjami. Przede wszystkim jednak — poprzez zastosowa-
nie ostatniego wyniku Yamauchiego [29] i twierdzenia Hurewicza dla wymiaru
asymptotycznego [4, 5] — uzyskano gorne oszacowania na wymiar dziatan grup
wirtualnie nilpotentnych i poprawiono znane oszacowania dla grup nilpotent-
nych. W przypadku dziatan na zbiorze Cantora (dowolnych grup) te nowe sza-
cowania pokrywaja sie z dolnymi, co daje pozytywna odpowiedZ na pytanie
Willetta.

Powyzsze wyniki uzywajace argumentu Yamauchiego §cisle wiaza sie z wpro-
wadzonym w rozprawie pojeciem wlasnosci kawatkowych (ang. piecewise pro-
perty), inspirowanych pytaniem Osajdy o charakteryzacje wlasnosci A grupy
poprzez niezmienniki jej skoniczonych ilorazow [20]. Poza wlasnoscia A wlasno-
sci kawatkowe pozwalaja scharakteryzowa¢ wymiar asymptotyczny, hiperbolicz-
no$¢ czy zgrubna zanurzalno$¢ w dowolna przestrzen Banacha. Koncepcja jest
prosta, lecz — jak sie wydaje — nie pojawila sie dotad w literaturze.

Wtasnosci kawatkowe moga by¢ przydatne wszedzie tam, gdzie mamy do
czynienia z ,asymptotycznie wiernymi” odwzorowaniami wprowadzonymi przez
Willetta i Yu [28]. We wspomnianej pracy z Jianchao Wu [24] skonstruowalismy
nad skreconym stozkiem takie asymptotycznie wierne nakrycie Galois, poka-
zujac tym samym, ze skrecona metryka (tzn. metryka na skreconym stozku)
jest metryka ilorazowa pochodzaca od stosunkowo prostej przestrzeni (czesto
produktu kartezjaniskiego grupy i tzw. nieskoriczonego stozka).

Nakrycie takie w ocenie autora stwarza dogodne $rodowisko do badania



zgrubnej grupy podstawowej, poprzez analogie z powiazaniem teorii nakryé
i grup podstawowych w klasycznym przypadku. Rozprawa zawiera w szcze-
gélnosci krotki rachunek identyfikujacy zgrubng grupe podstawowa skreconego
stozka, jednak nie wnosi nowych wynikéw do teorii. Spektakularne wyniki w tym
zakresie uzyskali D. Fisher, T. Nguyen oraz W. van Limbeek [11], ktorzy — dla
dzialan na przestrzeniach jednorodnych — udowodnili quasi-izometryczng sztyw-
noé¢: dwa quasi-izometryczne skrecone stozki musza pochodzié¢ od niemalze tego
samego dziatania. To nowy kierunek w stosunku do obszernej literatury dotycza-
cej quasi-izometrycznej sztywnosci dla grup oraz teorio-ergodycznej sztywnosci
dla dziatan (ang. orbit equivalence superrigidity, weak-star superrigitity).

Rozprawa zawiera istotnie prostsza wersje wyniku [11] dzialajaca przy do-
datkowym (silnym) zalozeniu. Zalozenie to jest w istocie konieczne — wspélnie
7 Dawidem Kielakiem (w apendyksie do [23]) skonstruowali$my continuum dzia-
tan przez obroty na okregu dajacych parami quasi-izometryczne skrecone stozki.
Co wiecej, wskazaliSmy przyktady dzialan quasi-nieizometrycznych grup pro-
dukujacych quasi-izometryczne skrecone stozki. Przyktady te pozwolily potem
w [11] uzasadni¢ ich techniczne zalozenia (pominiete w powyzszej dyskusiji).

Istnieja jednak powazne ograniczenia na geometrie dwoch grup dajacych
quasi-izometryczne stozki, dowodzimy bowiem — juz bez specjalnych dodatko-
wych zalozeri — ze musza by¢ one ,stabilnie” quasi-izometryczne. Jak zauwazyli
De Laat i Vigolo [15], wynik ten pozwala odr6zni¢ poziomy skreconego stozka od
skoniczonych ilorazéw niektoérych grup poprzez odwotanie do quasi-izometrycznej
sztywnodci dla grup. Z drugiej strony, dla pewnych stozkéw — zestawiajac po-
wyzsza stabilng quasi-izometrie z odpowiednim izomorfizmem zgrubnych grup
podstawowych — Vigolo udowodnit [27], ze nie moga by¢ one quasi-izometryczne
ze skoniczonymi ilorazami zadnej grupy. Daje to w szczegélnosci formalne po-
twierdzenie, ze pewne uzyskane w niniejszej rozprawie super-ekspandery i kontr-
przyktady na zgrubng hipoteze Bauma—Connesa sg quasi-izometrycznie roézne
od znanych wczeéniej przyktadéw konstruowanych jako skoriczone ilorazy.

Dowodzimy takze, ze skrecone stozki nad dzialaniami na przestrzeniach ul-
trametrycznych nie sa zgrubnie rownowazne z zadng rodzing grafow (w szcze-
golnosci z rodzing skonczonych ilorazow badz skonczonych grafow Schreiera),
pomimo ze sg one w odpowiednim sensie spdjne (c-taricuchowalne). Pozwala
to na uzyskanie dla niegraféw zachowan dotychczas kojarzonych z ekspande-
rami: zgrubnej niezanurzalno$ci, logarytmicznej dystorsji i naruszania zgrubne;j
hipotezy Bauma—Connesa.

Ostatnia czes¢ rozprawy poswiecona jest wlasnie takim zachowaniom. W pra-
cy wprowadzajacej skrecone stozki Roe zwraca uwage [22], ze indukowane dzia-
tanie na skreconym stozku jest tzw. dzialaniem przez przesuniecia, tzn. istnieje
jednostajne ograniczenie na odlegtosé punktu od jego obrazu. Tym samym mo-
zemy uzyskaé reprezentacje grupy w operatorach o skonczonej propagacji (lecz
niekoniecznie lokalnie zwartych czy choéby pseudolokalnych, co powoduje istotne
trudnosci w kontekscie zgrubnych hipotez Bauma—Connesa).

Warunek luki spektralnej (nier6wnosé¢ Poincarégo) stwierdza, ze norma funk-
cji jest porownywalna z norma jej ,,gradientu” zdefiniowanego poprzez takie ope-
ratory. Gdyby badane funkcje pochodzily od zgrubnego zanurzenia, ich normy
musialyby rosna¢ wraz ze §rednicg poziomu stozka, za$ ich ,gradienty” pozostac
ograniczone ze wzgledu na skoriczong propagacje — wykorzystujac te sprzecznosé,
wspolnie z Piotrem W. Nowakiem [18], pokazalismy zgrubna niezanurzalnosé
w rozne przestrzenie Banacha stozkéw nad dzialaniami z lukami spektralnymi.



Przy dodatkowych zaltozeniach uzyskaliSmy takze logarytmiczna dystorsje.

Nasza praca byta motywowana stynnym twierdzeniem Yu [30] orzekajacym,
7e przestrzenie zgrubnie zanurzalne w przestrzen Hilberta spelniaja zgrubna
hipoteze Bauma—Connesa oraz przewidywaniem Drutu i Nowaka [9, Conjec-
ture 6.7], ze stozki nad dzialaniami z luka spektralnag nie spelniaja konkluzji
tego twierdzenia. Przewidywanie to wynikalo z wykazania w [9], Ze obrazy kolej-
nych poteg operatora Markowa przez wspomniana wyzej reprezentacje zbiegaja
do tzw. ,rzutu-ducha”, oraz faktu, ze rzuty tego typu staly za wcze$niejszymi
kontrprzyktadami na zgrubna hipoteze Bauma—Connesa.

Ostatni rozdziat pracy potwierdza przewidywanie Drutu i Nowaka dowodzac
— przy dodatkowych zalozeniach — ze odwzorowanie indeksu (ang. assembly map)
w zgrubnej hipotezie Bauma—Connesa nie jest epimorfizmem dla stozkéw nad
dziataniem 7z luka spektralna. Podajemy przyktady pokazujace, 7e czesé z tych
zalozen jest konieczna.

Ponadto, wspélny wynik z Nowakiem o niezanurzalnosci wzmacniamy — kosz-
tem dodatkowych zalozen — do stwierdzenia, ze poziomy skreconego stozka nad
dzialaniami z luka spektralna sa superekspanderami i — co wiecej — ich ekspan-
sja wzgledem ustalonej przestrzeni Banacha jest rownowazna odpowiedniej luce
dla wyjsciowego dziatania. To wzmocnienie inspirowane jest praca Vigolo [26],
ktory uzyskal analogiczny wynik dla klasycznej luki spektralnej i klasycznych
ekspanderéw, uzywajac odpowiednich izoperymetrycznych charakteryzacji obu
pojeé (przypadek ogdlny wymusza uzycie nieréwnosci Poincarégo).

Daje to w szczegélnosci ekspandery wzgledem wszystkich przestrzeni Bana-
cha o nietrywialnym typie Rademachera. Na mocy [11] istnieje continuum dzia-
tan spelniajacych zatozenia naszego wyniku i dajacych parami nieréwnowazne
superekspandery. Mozna od nich dodatkowo wymagaé¢, by byly kontrprzykta-
dami na zgrubna hipoteze Bauma-Connesa.

Thesis summary in English

In 2005 John Roe proposed a construction [22] that to an action of a finitely
generated group on a compact metric space associates an unbounded metric
space whose geometry results from an interplay of the action with the geometry
of the initial compact space. The present work is devoted to studying relations
of dynamical and ergodic properties of the action as well as properties of the
acting group with metric properties of the resulting space, called the warped
cone.

Warped cones were intended as a rich source of examples and counter-
examples in large scale geometry: in order to obtain metric spaces of certain
features, it suffices to identify a dynamical property of an action that implies
these features for the associated warped cone, and then any action having this
property will produce a desired example.

In particular Roe proved that amenable actions (including all actions of
amenable groups), produce warped cones having property A [30], and measure
preserving actions of groups without the Haagerup property produce warped
cones non-embeddable into the Hilbert space [12]. In a joint work with Jian-
chao Wu [24] we managed to reverse both of these implications, simultaneously
generalising the latter implication and its converse to the case of Banach spaces.
For the equivalence to hold, one needs to replace the condition of coarse embed-



dability by so-called fibred coarse embeddability [7]. To this end we introduce
the notion of linearisable actions, which turns out to have roots in the works
Mostow from 60 years ago.

The above allows one to obtain many examples of spaces without property A
yet fibred coarsely embeddable into the Hilbert space: any measure preserving
action of a free group suffices because the free group is not amenable (so it
cannot act in an amenable and measure-preserving way), yet has the Haagerup
property.

However it does not determine whether there are warped cones without
property A yet coarsely embeddable into the Hilbert space (which is a stronger
condition than its ‘fibred’ generalisation). Four years ago this problem was the
starting point of the present dissertation. The problem in a greater generality
was extensively studied in the recent years, which includes significant contri-
butions of Polish mathematicians. The first examples of coarsely embeddable
metric spaces without property A (showing that the two properties are not equi-
valent) were found by Piotr W. Nowak in 2006 [17] and spectacular examples
among groups were eventually constructed in a work of Damian Osajda [19] in
2014.

As it turns out, the above method of identifying a dynamical property yield-
ing the desired warped cone does not suffice to solve the problem for warped
cones. We offer an example of an action that—depending on the initial metric on
the compact space acted upon—may produce an embeddable or non-embeddable
warped cone. It is especially surprising in the light of equivalences like the ones
concerning property A and fibred coarse embeddability mentioned above.

A solution can be found by reduction to a different instance of the prob-
lem. The period between [17,19] brought many works constructing embeddable
spaces without property A, which were usually obtained as families of finite
quotients of an infinite group [1,6,13,14,21]. The warped cone over a profinite
completion of such a group (more precisely: over the inverse limit of such finite
quotients) will contain the family quasi-isometrically and will exhibit similar
properties. A question about such inclusion was raised by Pierre Pansu. It is
especially important because of the extensive literature concerning such fam-
ilies of finite quotients (some keywords are ‘Margulis-type expander’ and ‘box
space’).

The above inclusion allows in particular to reduce questions about the asymp-
totic dimension of such families studied in [8,10,25] to the recent results concern-
ing the dimension (known as ‘equivariant asymptotic dimension’ or ‘amenability
dimension’) of dynamical systems [3,25], in this case: of the action on a profinite
completion. We use here a result of Wu and Zacharias relating both notions of
dimension, which is a quantitative version of the above-mentioned equivalence
between property A of the warped cone and the amenability of the action.

This result allowed us also to obtain a very much expected, yet not proved,
fact that the dimension of a group action can be bounded above by the dimension
of the action of a finite index subgroup. The proof uses a neat notion of ‘coarsely
n-to-1’ maps [2,16], maps which are interestingly bijective in this case. However,
most importantly—by applying a recent result of Yamauchi [29] and Hurewicz
theorem for asymptotic dimension [4, 5]—we obtained upper bounds on the
dimension of actions of virtually nilpotent groups and improved known bounds
for nilpotent groups. In the case of actions on the Cantor set (of arbitrary
groups), the new bounds agree with the lower bounds, giving a positive answer



to a question of Willett.

The above results using Yamauchi’s argument are closely related to the no-
tion of ‘piecewise property’ introduced in the thesis and inspired by a question
of Osajda about a characterisation of property A of a group via invariants of
its finite quotients [20]. In addition to property A, piecewise properties enable
characterisations of asymptotic dimension, hyperbolicity, or coarse embeddabil-
ity into any Banach space. The idea is simple but it seems not to have appeared
in the literature so far.

Piecewise properties may be useful whenever there is an asymptotically faith-
ful map as introduced by Willett and Yu [28]. In the above-mentioned work with
Jianchao Wu [24], we constructed such an asymptotically faithful Galois cov-
ering over a warped cone, showing in particular that the warped metric (that
is, the metric on the warped cone) is a quotient metric coming from a relat-
ively uncomplicated space (often the Cartesian product of the group and the
appropriate infinite cone).

Such a covering, in the author’s opinion, provides a convenient framework
to study the coarse fundamental group, in analogy with the interrelation of the
covering theory and fundamental group theory in the classical case. The thesis
contains in particular a short calculation identifying the coarse fundamental
group of a warped cone, however it does not contribute new results to the theory.
Spectacular results here were obtained by D. Fisher, T. Nguyen, and W. van
Limbeek [11], who proved quasi-isometric rigidity in homogeneous dynamics:
two quasi-isometric warped cones must come from an almost the same action.
It is a new direction compared to the extensive literature concerning quasi-
isometric rigidity for groups and ergodic-theoretical rigidity for actions (orbit
equivalence superrigidity or weak-star superrigitity).

The thesis contains a significantly easier version of the result of [11], valid
under an additional (strong) assumption. The assumption is actually necessary:
jointly with Dawid Kielak (in the appendix to [23]), we constructed a continuum
of rotation actions on the circle yielding pairwise quasi-isometric warped cones.
Moreover, we found examples of actions of non-quasi-isometric groups produ-
cing quasi-isometric warped cones. These examples allowed [11] to justify their
technical assumptions (omitted in the above discussion).

Nonetheless, there are essential limitations on the geometry of two groups
yielding quasi-isometric warped cones. We prove—in this case without special
additional assumptions—that they have to be ‘stably’ quasi-isometric. As no-
ticed by De Laat and Vigolo [15], this result enables differentiating levels of a
warped cone from finite quotients of some groups by resorting to quasi-isometric
rigidity of groups. On the other hand, for some warped cones—combining the
above stable quasi-isometry with an appropriate isomorphism of coarse funda-
mental groups—Vigolo proved [27] that they cannot be quasi-isometric to finite
quotients of any group. This gives in particular a formal confirmation that some
super-expanders and counterexamples to the coarse Baum—Connes conjecture
obtained in this thesis are quasi-isometrically different from previously known
examples constructed as finite quotients.

We also prove that warped cones over actions on ultrametric spaces are not
coarsely equivalent to any family of graphs (in particular to a family of finite
quotients or finite Schreier graphs of a group), even though they are connected
in an appropriate sense (c-chainable). It allows obtaining—for non-graphs—
behaviour associated previously with expanders: coarse embeddability, logar-



ithmic distortion, and violation of the coarse Baum—Connes conjecture.

The last part of the thesis is devoted to such behaviour. In the article
introducing warped cones Roe points out [22] that the induced action on the
warped cone is by translations, that is, there exists a uniform (for the action of
a fixed group element) bound on the distance between a point and its image.
This way we can obtain a representation of the group in operators of finite
propagation (although not locally compact or at least pseudo-local, which causes
difficulties in the context of the coarse Baum—Connes conjectures).

The spectral gap condition (Poincaré inequality) asserts that the norm of
a function is comparable with the norm of its ‘gradient’ defined by means of
such operators. If such functions came from a coarse embedding, their norms
would have to increase with the diameter of a level of a warped cone, while their
‘gradients’ would have to stay bounded because of the finite propagation. Using
this contradiction, together with Piotr W. Nowak [18] we proved coarse non-
embeddability into different Banach spaces for warped cones over actions with
spectral gaps. Under additional assumptions we obtained also the logarithmic
distortion.

Our work was motivated by the celebrated theorem of Yu [30] stating that
spaces coarsely embeddable into the Hilbert space satisfy the coarse Baum—
Connes conjecture and a prediction of Drutu and Nowak [9, Conjecture 6.7]
that warped cones over actions with a spectral gap do not satisfy the conclusion
of this theorem. The prediction was based on proving in [9] that images of con-
secutive powers of the Markov operator by the above-mentioned representation
converge to a so-called ‘ghost projection’ and the fact that projections of this
kind underlay earlier counterexamples to the coarse Baum—Connes conjecture.

The last chapter of the thesis confirms the prediction of Drutu and Nowak,
proving—under additional assumptions—that the assembly map in the coarse
Baum—Connes conjecture is not surjective for warped cones over actions with a
spectral gap. We provide examples showing that some of these assumptions are
necessary.

We also strengthen the joint result with Nowak on non-embeddability—at
the price of additional assumptions—to a statement that levels of a warped
cone over actions with a spectral gap are super-expanders and moreover their
expansion with respect to a fixed Banach space is equivalent to an appropriate
spectral gap for the initial action. This strengthening is inspired by a work of
Vigolo [26], who obtained the analogous result for the classical spectral gap and
classical expanders, using the isoperimetric characterisations of both notions
(the general case requires the usage of Poincaré inequalities).

In particular, this yields expanders with respect to all Banach spaces of
non-trivial Rademacher type. By [11] there exists a continuum of actions sat-
isfying the assumptions of our result and giving pairwise non-equivalent super-
expanders. They can be additionally required to be counterexamples to the
coarse Baum—Connes conjecture.
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