RECENZJA PRACY DOKTORSKIEJ "RANKS OF TENSORS, RELATED
VARIETIES AND RANK ADDITIVITY PROPERTY FOR SMALL
CASES” MGR. FILIPA RUPNIEWSKIEGO.

Rozprawa jest poswiecona pojeciom rangi i rangi brzegowej tensorow, oraz zwiazanych z
nimi rozmaitosciami siecznych i rozmaitosciami kaktusowymi.

Dziedzina ta ostatnio rozwijala sie do$¢ intensywnie i wiaze sie z wieloma dzialami nauk,
np. analiza numeryczna, numeryczng algebra liniowa,algebraiczna teoria ztozonosci, przetwarzaniem
sygnatow, wizja komputerowa, eksploracja danych, neurobiologia itp.

W obecnej rozprawie autor dowodzi dwoch rodzajéw rezultatow. Pierwszy to badanie tzw.
addytywnosci rang, czyli sprawdzanie czy ranga sumy prostej dwoch tensoréw jest rowna
sumie rang skladnikéw prostych. Problem ten jest znany jako przypuszczenie Strassena o
addytywnosci rang. Zagadnienie zostalo rozwiazane negatywnie w 2019 roku przez Shitova,
ale jego kontrprzykilad nie jest konstruktywny wiec pozostaje problem znalezienia najm-
niejszego kontrprzyktadu. Autor bada takze podobne przypuszczenie Strassena dotyczace
rang brzegowych.

Gléownymi rezultatami sa tutaj Twierdzenie 1.2.5.7 i Twierdzenie 1.2.6.1.

Twierdzenie 1.2.5.7 dowodzi prawdziwosci przypuszczenia Strassena o addytywnosci rang
w kilku matych przypadkach: m. in. gdy ranga jednego ze sktadnikéw jest < 6 lub ranga
obydwu skiadnikéw jest < 7.

Twierdzenie 1.2.6.1 dowodzi prawdziwosci przypuszczenia Strassena dla rang brzegowych
dla tensoréw w przestreni A ® B ® C' gdzie wymiary A, B, C sa < 4.

Jesli chodzi o rozmaitosci siecznych i kaktuséw, sytuacja jest nastepujaca. Tensory rangi
brzegowej < r moga by¢ scharakteryzowane jako tensory z r-tej rozmaitosci siecznych pro-
duktu przestrzeni rzutowych wllozonego przez wiozenie Segre. Wielu autoréw prébowato
znalez¢ rownania opisujace te rozmaitosci siecznych teoriomnogosciowo. Jednak okazalo
sie, ze wszystkie te rownania znikaja takze na wiekszej rozmaitosci kaktusow. Jesli chodzi o
definicje rozmaitosci kaktusowych, odsylam do rozprawy. Rozmaitosé¢ ta prowadzi do pojecia
rangi kaktusowej i brzegowej rangi kaktusowe;j.

Jest wiec interesujacym problemem zbadanie kiedy rozmaitosé siecznych i rozmaitosé kak-
tuséw sa takie same i jak sie roznia w najmniejszych wypadkach gdy istotnie sa rézne.

Autor dowodzi trzech rezultatow tego rodzaju. Twierdzenie 1.3.1.1 méwi, ze dla 14-tej
rozmaitosci siecznych d-tego wlozenia Veronese przestrzeni rzutowej (d > 5) odpowiednia
rozmaito$¢ kaktusow ma dwie skladowe nieprzywiedlne: rozmaitos¢ siecznych rozmaitosé
wielomianéw podzielnych przez (d — 3)-cia potege formy liniowej.

W Twierdzeniu 1.3.1.3 autor dowodzi podobnego rezultatu dla Grassmannianowej roz-
maitodci siecznych og 3 dla d-tego wlozenia Veronese (d > 5). Dodatkowa skladowa nieprzy-
wiedlna sklada si¢ z podprzestrzeni 3-wymiarowych wielomianéw stopnia d gdzie kazdy ele-
ment jest podzielny przez (d — 2)-ga potege formy liniowe;.
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Waznym krokiem w dowodzie powyzszych twierdzen jest Twierdzenie 1.3.1.4 opisujace
range kaktusowa i brzegowa range kaktusowa dla tensorow symetrycznych podzielnych przez
wysoka potege formy liniowej. Twierdzenie 1.3.1.5 dowodzi podobnego rezultatu dla Grass-
mannianowych rank kaktusowych i brzegowych rang kaktusowych.

Metody stosowane do uzyskania tych rezultatéw sa bardzo réznorodne. Mamy tu metody
geometryczne oparte na pojeciu plastra tensora d-wymiarowego, oraz zwiazanego z nim
pojecia rangi podrzestrzenie liniowej produktu tensorowego przestrzeni. Pozwala to zre-
dukowa¢ badanie tensoréw d-wymiarowych do d — 1-wymiarowych. Stosowane sa tez metody
algebry przemiennej: idealy apolarne i schematy Hilberta, w sytuacji algebr z wielogradacja.

Rezultaty o addytywnosci rang sa dowodzone za pomoca szeregu bardzo pomystowych
redukcji, uzyskanie tych rezultatéw bylo nielatwe i jest duzym osiagnieciem.

Uzyskane rezultaty oceniam jako znaczace i interesujace. Zwlaszcza pojawienie sie roz-
maitosci wielomianow podzielnych przez potege formy liniowej jest dla mnie nieoczeki-
wane i zastluguje na dalsze zbadanie i glebsze zrozumienie. Autor pokazal znajomosé wielu
zroznicowanych technik i umiejetnie sie nimi postuzyt . Trzeba jednak powiedzie¢, ze sa
to metody specjalne, wiec raczej nie uogélnia sie one na tensory w produktach przestrzeni
wiekszych wymiarow.

Rezultaty rozprawy sa oparte na rezultatach dwoch prac: wspdélnej pracy z J. Buczynskim
i E. Postinghel ”On Strassen rank additivity for small three-way tensors, STAM Journal of
Matrix Analysis and Applications, 41(1):106-133, 2020 i wspélnej pracy z M. Galazka i T.
Mandziukiem ”Distinguishing secant cactus varieties”, arXiv 2007.16203, 2020. Powstaje
pytanie o samodzielnos$¢ rozprawy.

Jednak wida¢, ze podejscie jest w wielu miejscach ulepszone i rezultaty sa poglebione, co
jest na pewno oryginalnym wkladem autora.

Nie mam wiec watpliwosci, ze indywidualny wklad autora jest wystarczajacy.

Rozprawa jest napisana dobrze, wszystkie pojecia sa przystepnie wprowadzone. Nie jest
jednak tatwa w czytaniu z powodu réznorodnosci stosowanych technik. Ale taka jest natura
tego materialu i nie mozna tu wini¢ autora.

Rozprawa spetnia wiec wedlug mnie wszystkie warunki art. 13 ust. 1 Ustawy z dn. 14
marca 2003 roku o stopniach naukowych i tytule naukowym. Uznaje ja za bardzo dobra.

Jerzy Weyman



