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Rozprawa jest poświȩcona pojȩciom rangi i rangi brzegowej tensorów, oraz zwia̧zanych z
nimi rozmaitościami siecznych i rozmaitościami kaktusowymi.

Dziedzina ta ostatnio rozwija la siȩ dość intensywnie i wia̧że siȩ z wieloma dzia lami nauk,
np. analiza̧ numeryczna̧, numeryczna̧ algebra̧ liniowa̧,algebraiczna̧ teoria̧ z lożoności, przetwarzaniem
sygna lów, wizja̧ komputerowa̧, eksploracja̧ danych, neurobiologia̧ itp.

W obecnej rozprawie autor dowodzi dwóch rodzajów rezultatów. Pierwszy to badanie tzw.
addytywności rang, czyli sprawdzanie czy ranga sumy prostej dwóch tensorów jest równa
sumie rang sk ladników prostych. Problem ten jest znany jako przypuszczenie Strassena o
addytywności rang. Zagadnienie zosta lo rozwia̧zane negatywnie w 2019 roku przez Shitova,
ale jego kontrprzyk lad nie jest konstruktywny wiȩc pozostaje problem znalezienia najm-
niejszego kontrprzyk ladu. Autor bada także podobne przypuszczenie Strassena dotycza̧ce
rang brzegowych.

G lównymi rezultatami sa̧ tutaj Twierdzenie 1.2.5.7 i Twierdzenie 1.2.6.1.
Twierdzenie 1.2.5.7 dowodzi prawdziwości przypuszczenia Strassena o addytywności rang

w kilku ma lych przypadkach: m. in. gdy ranga jednego ze sk ladników jest ≤ 6 lub ranga
obydwu sk ladników jest ≤ 7.

Twierdzenie 1.2.6.1 dowodzi prawdziwości przypuszczenia Strassena dla rang brzegowych
dla tensorów w przestreni A⊗B ⊗ C gdzie wymiary A,B,C sa̧ ≤ 4.

Jeśli chodzi o rozmaitości siecznych i kaktusów, sytuacja jest nastȩpuja̧ca. Tensory rangi
brzegowej ≤ r moga̧ być scharakteryzowane jako tensory z r-tej rozmaitości siecznych pro-
duktu przestrzeni rzutowych wl lożonego przez w lożenie Segre. Wielu autorów próbowa lo
znaleźć równania opisuja̧ce te rozmaitości siecznych teoriomnogościowo. Jednak okaza lo
siȩ, że wszystkie te równania znikaja̧ także na wiȩkszej rozmaitości kaktusów. Jeśli chodzi o
definicjȩ rozmaitości kaktusowych, odsy lam do rozprawy. Rozmaitość ta prowadzi do pojȩcia
rangi kaktusowej i brzegowej rangi kaktusowej.

Jest wiȩc interesuja̧cym problemem zbadanie kiedy rozmaitość siecznych i rozmaitość kak-
tusów sa̧ takie same i jak siȩ różnia̧ w najmniejszych wypadkach gdy istotnie sa̧ różne.

Autor dowodzi trzech rezultatów tego rodzaju. Twierdzenie 1.3.1.1 mówi, że dla 14-tej
rozmaitości siecznych d-tego w lożenia Veronese przestrzeni rzutowej (d ≥ 5) odpowiednia
rozmaitość kaktusów ma dwie sk ladowe nieprzywiedlne: rozmaitość siecznych rozmaitość
wielomianów podzielnych przez (d− 3)-cia̧ potȩgȩ formy liniowej.

W Twierdzeniu 1.3.1.3 autor dowodzi podobnego rezultatu dla Grassmannianowej roz-
maitości siecznych σ8,3 dla d-tego w lożenia Veronese (d ≥ 5). Dodatkowa sk ladowa nieprzy-
wiedlna sk lada siȩ z podprzestrzeni 3-wymiarowych wielomianów stopnia d gdzie każdy ele-
ment jest podzielny przez (d− 2)-ga̧ potȩgȩ formy liniowej.
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Ważnym krokiem w dowodzie powyższych twierdzeń jest Twierdzenie 1.3.1.4 opisuja̧ce
rangȩ kaktusowa̧ i brzegowa̧ rangȩ kaktusowa̧ dla tensorów symetrycznych podzielnych przez
wysoka̧ potȩgȩ formy liniowej. Twierdzenie 1.3.1.5 dowodzi podobnego rezultatu dla Grass-
mannianowych rank kaktusowych i brzegowych rang kaktusowych.

Metody stosowane do uzyskania tych rezultatów sa̧ bardzo różnorodne. Mamy tu metody
geometryczne oparte na pojȩciu plastra tensora d-wymiarowego, oraz zwia̧zanego z nim
pojȩcia rangi podrzestrzenie liniowej produktu tensorowego przestrzeni. Pozwala to zre-
dukować badanie tensorów d-wymiarowych do d−1-wymiarowych. Stosowane sa̧ też metody
algebry przemiennej: idea ly apolarne i schematy Hilberta, w sytuacji algebr z wielogradacja̧.

Rezultaty o addytywności rang sa̧ dowodzone za pomoca̧ szeregu bardzo pomys lowych
redukcji, uzyskanie tych rezultatów by lo nie latwe i jest dużym osia̧gniȩciem.

Uzyskane rezultaty oceniam jako znacza̧ce i interesuja̧ce. Zw laszcza pojawienie sie roz-
maitości wielomianów podzielnych przez potȩgȩ formy liniowej jest dla mnie nieoczeki-
wane i zas luguje na dalsze zbadanie i g lȩbsze zrozumienie. Autor pokaza l znajomość wielu
zróżnicowanych technik i umiejȩtnie siȩ nimi pos luży l . Trzeba jednak powiedzieć, że sa̧
to metody specjalne, wiȩc raczej nie uogólnia̧ siȩ one na tensory w produktach przestrzeni
wiȩkszych wymiarów.

Rezultaty rozprawy sa̧ oparte na rezultatach dwóch prac: wspólnej pracy z J. Buczyńskim
i E. Postinghel ”On Strassen rank additivity for small three-way tensors, SIAM Journal of
Matrix Analysis and Applications, 41(1):106-133, 2020 i wspólnej pracy z M. Ga la̧zka̧ i T.
Mańdziukiem ”Distinguishing secant cactus varieties”, arXiv 2007.16203, 2020. Powstaje
pytanie o samodzielność rozprawy.

Jednak widać, że podej́scie jest w wielu miejscach ulepszone i rezultaty sa̧ pog lȩbione, co
jest na pewno oryginalnym wk ladem autora.

Nie mam wiȩc wa̧tpliwości, że indywidualny wk lad autora jest wystarczaja̧cy.
Rozprawa jest napisana dobrze, wszystkie pojȩcia sa̧ przystȩpnie wprowadzone. Nie jest

jednak  latwa w czytaniu z powodu różnorodności stosowanych technik. Ale taka jest natura
tego materia lu i nie można tu winić autora.

Rozprawa spe lnia wiȩc wed lug mnie wszystkie warunki art. 13 ust. 1 Ustawy z dn. 14
marca 2003 roku o stopniach naukowych i tytule naukowym. Uznajȩ ja̧ za bardzo dobra̧.

Jerzy Weyman


