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�Rangi tensorów, zwi¡zane z nimi rozmaito±ci oraz

wªasno±¢ addytywno±ci rangi w maªych przypadkach�

Rozprawa dotyczy rang tensorów. Gªównymi tematami pracy s¡ ranga
tensorowa, brzegowa ranga tensorowa, ranga kaktusowa oraz zwi¡zane z nimi
rozmaito±ci, tj. rozmaito±¢ siecznych i rozmaito±¢ kaktusowa.

W przypadku pierwszych dwóch rodzajów rang analizujemy problem
addytywno±ci ze wzgl¦du na sum¦ prost¡ dla dwóch niezale»nych tensorów
(rz¦du 3) p′ ∈ A′⊗B′⊗C ′, p′′ ∈ A′′⊗B′′⊗C ′′. Badamy, czy ranga (brzegowa) ich
sumy prostej jest równa sumie poszczególnych rang (brzegowych). Dla tensorów
rz¦du 2 (macierzy) ranga tensora jest równa rz¦dowi odpowiadaj¡cej macierzy
oraz zachodzi addytywno±ci rangi. W przypadku tensorów wi¦kszego rz¦du
pozytywna odpowied¹ na zagadnienie addytywno±¢ rangi tensorowej byªa znana
jako hipoteza Strassena (1973). Zostaªa ona obalona przez Shitova (2019). Jednak
jego dowód nie jest konstruktywny i wci¡» jeszcze »aden konkretny kontrprzykªad
nie jest znany.

W pracy doktorskiej dowodzimy, »e dla pewnych maªych tensorów rz¦du 3
addytywno±¢ rangi tensorowej zachodzi. Dzieje si¦ tak na przykªad, gdy tensor p′′

jest tre±ciwy oraz jego ranga jest mniejsza lub równa wymiarowi przestrzeni A′′

powi¦kszonemu o 2. Zachodzi ona równie» gdy p′′ ∈ A′′⊗(B′′⊗k1+k2×C ′′). Je»eli
ograniczymy ciaªo bazowe do liczb rzeczywistych lub zespolonych, warunkiem
wystarczaj¡cym na addytywno±¢ jest, »eby wymiary obu przestrzeni B′′ oraz C ′′

byªy równe 3. W przypadku gdy p′ ∈ C4 ⊗ C4 ⊗ C3 i p′′ ∈ C4 ⊗ C4 ⊗ C3 lub
p′ ∈ C4 ⊗ C4 ⊗ C3 i p′′ ∈ C4 ⊗ C3 ⊗ C4 równie» zachodzi addytywno±¢. Jest
tak te», gdy ciaªem bazowym s¡ liczby zespolone oraz ranga p′′ jest mniejsza
ni» 7. St¡d, para tensorów mno»enia macierzy 2× 2 ma wªasno±¢ addytywno±ci
rangi. Daje to negatywn¡ odpowied¹ na pytanie o istnienie szybszego algorytmu
mno»enia dwóch par macierzy 2× 2. Optymalnym sposobem jest niezale»nie od
siebie pomno»y¢ pierwsz¡ par¦, a nast¦pnie drug¡.

Badamy równie» przypadki addytywno±ci rangi brzegowej wspomnianych
tensorów. W szczególno±ci pokazujemy, »e zachodzi ona, gdy suma prosta
tensorów jest zawarta w C4 ⊗ C4 ⊗ C4.

Tensory ustalonej rangi brzegowej tworz¡ rozmaito±¢ siecznych. Jej
uogólnieniem jest rozmaito±¢ kaktusowa. De�niuje si¦ j¡ przy pomocy
przestrzeni liniowych rozpi¦tych przez dowolne sko«czone schematy ograniczonej
dªugo±ci, podczas gdy rozmaito±¢ siecznych jest zde�niowana przy pomocy
tylko izolowanych zredukowanych punktów. W szczególno±ci ka»da rozmaito±¢
siecznych jest zawsze zawarta w odpowiadaj¡cej jej rozmaito±ci kaktusowej.
Poza kilkoma pocz¡tkowymi przykªadami (gdy dªugo±¢ jest maªa) zawieranie
jest ±cisªe. Du»o naturalnych kryteriów na bycie punktem rozmaito±ci siecznych
sprawdza jedynie przynale»no±¢ do rozmaito±ci kaktusowej. W rozprawie
prezentujemy technik¦, która jako pierwsza pozwala na odró»nianie rozmaito±ci
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siecznych od rozmaito±ci kaktusowej. Nasza metoda dziaªa w przypadku
rozmaito±ci kaktusowej zde�niowanej dla rozmaito±ci Veronese νd(Pn). Podajemy
algorytm stwierdzaj¡cy, czy punkt rozmaito±ci kaktusowej κ14(νd(Pn)) nale»y
do rozmaito±ci siecznych σ14(νd(Pn)) dla 6 ≤ d i 6 ≤ n. Przedstawiamy tak»e
podobny rezultat dla rozmaito±ci kaktusowej Grassmanna κ8,3(νd(Pn)).

Narz¦dziem, którego wielokrotnie u»ywamy w cz¦±ci dotycz¡cej addytywno±ci
rangi (brzegowej) jest tzw. technika plastrów. Mówi ona, »e ranga (brzegowa)
tensora p ∈ Ck ⊗Cl ⊗Cm jest równa randze (brzegowej) obrazu przeksztaªcenia
liniowego (Ck)∗ → Cl ⊗ Cm zadanego przez p. Podajemy przykªady ±wiadcz¡ce
o tym, »e technika plastrów w przypadku rangi kaktusowej i brzegowej rangi
kaktusowej nie dziaªa. W pewnym sensie nasze kontrprzykªady s¡ najmniejszymi
mo»liwymi do uzyskania.
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