Streszczenie pracy doktorskiej Filipa Rupniewskiego pt.
~Rangi tensoréw, zwigzane z nimi rozmaitosci oraz
wlasno$é addytywnoéci rangi w malych przypadkach”

Rozprawa dotyczy rang tensoréw. Gléownymi tematami pracy sa ranga
tensorowa, brzegowa ranga tensorowa, ranga kaktusowa oraz zwigzane z nimi
rozmaitosci, tj. rozmaitos¢ siecznych i rozmaito$é¢ kaktusowa.

W przypadku pierwszych dwoch rodzajow rang analizujemy problem
addytywnosci ze wzgledu na sume prosta dla dwoch niezaleznych tensoréw
(rzedu 3) p' € A@B' @C', p" € A”® B"®C". Badamy, czy ranga (brzegowa) ich
sumy prostej jest rowna sumie poszczegdlnych rang (brzegowych). Dla tensorow
rzedu 2 (macierzy) ranga tensora jest rowna rzedowi odpowiadajacej macierzy
oraz zachodzi addytywnosci rangi. W przypadku tensoréow wiekszego rzedu
pozytywna odpowiedZ na zagadnienie addytywnos¢ rangi tensorowej byta znana
jako hipoteza Strassena (1973). Zostata ona obalona przez Shitova (2019). Jednak
jego dowod nie jest konstruktywny i weigz jeszcze zaden konkretny kontrprzyktad
nie jest znany.

W pracy doktorskiej dowodzimy, ze dla pewnych malych tensoréw rzedu 3
addytywno$¢ rangi tensorowej zachodzi. Dzieje sie tak na przyklad, gdy tensor p”
jest treSciwy oraz jego ranga jest mniejsza lub roéwna wymiarowi przestrzeni A”
powiekszonemu o 2. Zachodzi ona rowniez gdy p” € A”®@(B"@k!+k?*x C"). Jezeli
ograniczymy ciato bazowe do liczb rzeczywistych lub zespolonych, warunkiem
wystarczajacym na addytywnosé jest, zeby wymiary obu przestrzeni B” oraz C”
byty réwne 3. W przypadku gdy p € C* @ C* @ C* i p” € C* @ C* @ C3 lub
p e CreCtoC?ip’ € C*® C? ® C* rowniez zachodzi addytywnosé. Jest
tak tez, gdy cialem bazowym sa liczby zespolone oraz ranga p” jest mniejsza
niz 7. Stad, para tensoréw mnozenia macierzy 2 X 2 ma wlasnosé addytywnosci
rangi. Daje to negatywna odpowiedZ na pytanie o istnienie szybszego algorytmu
mnozenia dwoch par macierzy 2 x 2. Optymalnym sposobem jest niezaleznie od
siebie pomnozy¢ pierwsza pare, a nastepnie drugg.

Badamy rowniez przypadki addytywno$ci rangi brzegowej wspomnianych
tensorow. W szczegbdlnosci pokazujemy, ze zachodzi ona, gdy suma prosta
tensorow jest zawarta w C* @ C* @ C*.

Tensory ustalonej rangi brzegowej tworza rozmaito$¢ siecznych. Jej
uogoblnieniem jest rozmaito$¢ kaktusowa. Definiuje sie ja przy pomocy
przestrzeni liniowych rozpietych przez dowolne skoficzone schematy ograniczonej
dtugosci, podczas gdy rozmaitoé¢ siecznych jest zdefiniowana przy pomocy
tylko izolowanych zredukowanych punktéow. W szczegolnosci kazda rozmaitosé
siecznych jest zawsze zawarta w odpowiadajacej jej rozmaitosci kaktusowe;j.
Poza kilkoma poczatkowymi przykladami (gdy dlugosé jest mala) zawieranie
jest éciste. Duzo naturalnych kryteriow na bycie punktem rozmaitosci siecznych
sprawdza jedynie przynalezno$¢ do rozmaitosci kaktusowej. W rozprawie
prezentujemy technike, ktora jako pierwsza pozwala na odréznianie rozmaitosci



siecznych od rozmaitosci kaktusowej. Nasza metoda dziala w przypadku
rozmaitosci kaktusowej zdefiniowanej dla rozmaitosci Veronese v4(P™). Podajemy
algorytm stwierdzajacy, czy punkt rozmaitosci kaktusowej ri4(vg(P™)) nalezy
do rozmaitosci siecznych o14(vg(P")) dla 6 < d i 6 < n. Przedstawiamy takze
podobny rezultat dla rozmaitosci kaktusowej Grassmanna rgs(vqa(P")).

Narzedziem, ktorego wielokrotnie uzywamy w czesci dotyczacej addytywnosci
rangi (brzegowej) jest tzw. technika plastrow. Méwi ona, ze ranga (brzegowa)
tensora p € CF @ C! @ C™ jest réwna randze (brzegowej) obrazu przeksztalcenia
liniowego (C*)* — C! ® C™ zadanego przez p. Podajemy przyklady $wiadczace
o tym, ze technika plastrow w przypadku rangi kaktusowej i brzegowej rangi
kaktusowej nie dziata. W pewnym sensie nasze kontrprzyktady sa najmniejszymi
mozliwymi do uzyskania.
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