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Praca doktorska zatytuªowana �Wªasno±ci modularne lokalnie zwartych grup kwantowych�
dotyczy pewnych aspektów teorii lokalnie zwartych grup kwantowych. Obiekty takie sta-
nowi¡ uogólnienie grup topologicznych które s¡ lokalnie zwarte1. Jedn¡ z motywacji ku
ich wprowadzeniu byªa ch¦¢ rozszerzenia dualno±ci Pontryagina: je±li G jest abelow¡ grup¡
lokalnie zwart¡, to zbiór Ĝ (mocno ci¡gªych) reprezentacji nieprzywiedlnych ma struktur¦
abelowej grupy lokalnie zwartej. Wszystkie nieprzywiedlne reprezentacje G s¡ jednowymia-
rowe, a zatem mo»emy zada¢ dziaªanie grupowe na Ĝ poprzez (χη)(g) = χ(g)η(g) (χ, η ∈
Ĝ, g ∈ G). Tak powstaªa grupa Ĝ nazywana jest grup¡ dualn¡ do G w sensie Pontryagina.
Konstrukcj¦ t¦ mo»emy powtórzy¢ dla Ĝ � wówczas wrócimy do grupy wyj±ciowej. Mówi¡c

precyzyjniej, grupa
̂̂
G jest izomor�czna z G, gdzie g ∈ G odpowiada reprezentacji Ĝ danej

poprzez Ĝ 3 χ 7→ χ(g) ∈ T. Najbardziej znanymi przykªadami grup dualnych w sensie
Pontryagina s¡ R̂ ' R oraz T̂ ' Z.

W pracy stosujemy de�nicj¦ lokalnie zwartej grupy kwantowej G pochodz¡c¡ od Ku-
stermansa i Vaesa [4]. Zgodnie z ni¡, ka»da lokalnie zwarta grupa kwantowa G opisana jest
za pomoc¡ (potencjalnie nieprzemiennej) algebry von Neumanna L∞(G) zwanej algebr¡
funkcji ograniczonych na G, komno»enia ∆: L∞(G)→ L∞(G)⊗̄L∞(G) oraz lewej i prawej
caªki Haara ϕ, ψ � s¡ to wagi na L∞(G). Szczególn¡ klas¦ lokalnie zwartych grup kwanto-
wych tworz¡ zwarte lub dyskretne grupy kwantowe � ich de�nicj¦ wprowadziª Woronowicz
w [7, 5]. Dualno±¢ Pontryagina rozszerza si¦ do klasy lokalnie zwartych grup kwantowych:

z ka»d¡ tak¡ grup¡ G mo»emy zwi¡za¢ kwantow¡ grup¦ dualn¡ Ĝ, natomiast
̂̂G jest ka-

nonicznie izomor�czna z G. Podobnie jak w klasycznej teorii, G jest zwarta wtedy i tylko
wtedy, gdy Ĝ jest dyskretna. Co wi¦cej, obiekty te w istocie rozszerzaj¡ poj¦cie lokal-
nie zwartych grup: klasyczn¡ grup¦ G mo»emy traktowa¢ jako kwantow¡ grup¦ lokalnie
zwart¡ w nast¦puj¡cy sposób: jej algebra von Neumanna funkcji ogranicznych to L∞(G),
przemienna algebra (klas równowa»no±ci) mierzalnych, ograniczonych funkcji, komno»enie
∆ to odwzorowanie dualne do mno»enia, natomiast wagi ϕ, ψ dane s¡ przez caªkowanie
wzgl¦dem miar Haara. Grupa dualna Ĝ zwi¡zana jest z algebrami operatorów badanymi w
abstrakcyjnej analizie harmonicznej: grupowymi C∗-algebrami C∗r(G),C∗(G) oraz grupow¡
algebr¡ von Neumanna L(G).

Niezwykle interesuj¡cym fenomenem, który pojawia si¦ w teorii grup kwantowych jest
nie±ladowo±¢ caªek Haara; oznaczmy symbolem h caªk¦ Haara na SUq(2) (0 < q < 1),
zwartej grupie kwantowej wprowadzonej przez Woronowicza w [6]. Mo»emy znale¹¢ ta-
kie elementy a, b ∈ L∞(SUq(2)), dla których h(ab) 6= h(ba). Nie±ladowo±¢ caªek Haara jest

1B¦dziemy stosowali konwencj¦, w której przestrzenie lokalnie zwarte s¡ równie» Hausdor�a.
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¹ródªem wielu interesuj¡cych problemów i zjawisk, które s¡ w sercu tej rozprawy. Korzysta-
j¡c z teorii Tomity�Takesakiego mo»emy skonstruowa¢ grupy automor�zmów modularnych
(σϕt )t∈R, (σ

ψ
t )t∈R zwi¡zane z lew¡ ϕ oraz praw¡ ψ caªk¡ Haara. Poza tym, istnieje równie»

trzecia grupa automor�zmów � grupa skalowania (τt)t∈R. Odwzorowania te dziaªaj¡ na al-
gebrze von Neumanna L∞(G). Tych grup automor�zmów nie widzimy (s¡ trywialne) w
przypadku grup klasycznych. Grupy automor�zmów modularnych obecne s¡ jednak ju» w
przypadku niektórych grup kwantowych dualnych do klasycznych. Je±li G jest klasyczn¡
grup¡ lokalnie zwart¡ to caªka Haara ϕ̂ na Ĝ jest ±ladowa (równowa»nie: automor�zmy

modularne (σϕ̂t )t∈R s¡ trywialne) wtedy i tylko wtedy, gdy G jest unimodularna. Widzimy
wi¦c na tym przykªadzie, »e istnieje zwi¡zek mi¦dzy unimodularno±ci¡ grupy kwantowej, a
±ladowo±ci¡ caªek Haara na kwantowej grupie dualnej. W ogólnym przypadku zwi¡zek ten
jest nieco bardziej skomplikowany i relacje tego typu s¡ jednym z zagadnie«, które badamy
w pracy.

Istotna cz¦±¢ pracy dotyczy klasy lokalnie zwartych grup kwantowych typu I. S¡ to
grupy kwantowe których peªna grupowa C∗-algebra (któr¡ mo»emy identy�kowa¢ z uni-
wersaln¡ wersj¡ C∗-algebry funkcji C0 na dualnej grupie Ĝ) jest typu I. Kluczowym re-
zultatem dotycz¡cym tych grup kwantowych jest twierdzenie Desmedta z [1], mówi¡ce o
istnieniu miary Plancherela oraz stowarzyszonych z ni¡ obiektów. W szczególno±ci, daje
nam ono unitarny operator QL : L2(G)→

∫⊕
Irr(G)HS(Hπ) dµ(π) (gdzie L2(G) jest przestrze-

ni¡ Hilberta pochodz¡c¡ z reprezentacji GNS dla ϕ, a Irr(G) to przestrze« nieprzywiedlnych
reprezentacji G), który przenosi algebr¦ von Neumanna L∞(Ĝ) na caªk¦ prost¡∫⊕
Irr(G) B(Hπ) ⊗ 1Hπ dµ(π). Operator QL pozwala równie» wyrazi¢ lew¡ caªk¦ Haara ϕ̂ na

Ĝ przy pomocy mierzalnego pola ±ci±le dodatnich samosprz¦»onych operatorów (Dπ)π∈Irr(G)
(analogiczny wynik mamy równie» dla prawej caªki ψ̂ � dla niej pojawia si¦ pole (Eπ)π∈Irr(G)).
W pracy uzyskali±my wyra»enia pozwalaj¡ce zapisa¢ operatory zwi¡zane kanonicznie z G
oraz Ĝ na poziomie caªek prostych, mi¦dzy innymi:

∇it
ϕ̂ = Q∗L

(∫ ⊕
Irr(G)

D−2itπ ⊗ (D2itπ )> dµ(π)
)
QL,

∇it

ψ̂
= Q∗L

(∫ ⊕
Irr(G)

E−2itπ ⊗ (E2itπ )> dµ(π)
)
QL,

dla t ∈ R, gdzie ∇
ψ̂
,∇ϕ̂ to operatory modularne zwi¡zane z caªkami ψ̂, ϕ̂. Dla grup kwan-

towych typu I jeste±my w stanie wyrazi¢ warunki takie jak unimodularno±¢ (czyli równo±¢
caªek ϕ i ψ) czy ±ladowo±¢ caªek Haara w terminach operatorów Dπ, Eπ (π ∈ Irr(G)).

Korzystaj¡c z rezultatów dotycz¡cych grup kwantowych typu I, wraz z Piotrem Soª-
tanem byli±my w stanie udowodni¢ wynik mówi¡cy o tym, »e dysk kwantowy (opisywany
przez algebr¦ Toeplitza) nie ma struktury zwartej grupy kwantowej [2].

Innym zagadnieniem opisanym w pracy doktorskiej s¡ wyniki uzyskane wraz z Ma-
teuszem Wasilewskim w [3]. Problemem który badali±my jest pytanie, czy algebra von
Neumanna CO+F

generowana przez charaktery jest maksymalnie przemienna w L∞(O+F ),
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algebrze funkcji ograniczonych na kwantowej grupie ortogonalnej O+F , w przypadku gdy
grupa ta nie jest typu Kaca (tzn. caªka Haara nie jest ±ladowa). Uzyskali±my odpowied¹
przecz¡c¡. Nasze techniki pozwoliªy równie» udowodni¢ interesuj¡ce wyniki dotycz¡ce alge-
bry von Neumanna L∞(U+F ) funkcji ograniczonych na kwantowej grupie unitarnej U+F : (pod
pewnymi warunkami) pokazali±my, »e relatywny komutant C ′

U+F
∩L∞(U+F ) nie jest zawarty

w CU+F
. Rezultaty te uzyskali±my korzystaj¡c z poj¦cia quasi-rozszczepialno±ci wªo»enia

CG ⊆ L∞(G). W tej cz¦±ci pracy przedstawimy równie» konstrukcj¦ zwartej grupy kwanto-
wej H, powstaj¡cej jako iloczyn bikrzy»owy H = SUq(2) ./ Q. Ma ona ciekawe wªasno±ci:
niektóre automor�zmy skalowania H s¡ wewn¦trzne, a algebra von Neumanna L∞(H) jest
injektywnym faktorem typu II∞.

W kolejnej cz¦±ci przedstawiamy wyniki ª¡cz¡ce wªasno±ci aproksymacyjne grupy kwan-
towej (zwykle dyskretnej) G oraz algebry von Neumanna L∞(Ĝ). Skupiamy si¦ na ±rednio-
walno±ci dla grupy kwantowej G oraz w∗-w peªni dodatniej wªasno±ci aproksymacyjnej
(w∗-CPAP) dla L∞(Ĝ). Zwi¡zki takie znane s¡ w literaturze w sytuacji gdy G ma ±ladowe
caªki Haara (czyli Ĝ jest typu Kaca), jednak dla ogólnych kwantowych grup dyskretnych
równowa»no±¢ mi¦dzy ±redniowalno±ci¡ G a w∗-CPAP algebry von Neumanna L∞(Ĝ) jest
problemem otwartym. Uzyskali±my wynik cz¦±ciowy: równowa»no±¢ ta zachodzi je±li zmo-
dy�kujemy w∗-CPAP, tak aby braªa pod uwag¦ równie» algebr¦ `∞(G).
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