Streszczenie pracy doktorskiej Jacka
Krajczoka

Praca doktorska zatytutowana “Wtasnos$ci modularne lokalnie zwartych grup kwantowych”
dotyczy pewnych aspektow teorii lokalnie zwartych grup kwantowych. Obiekty takie sta-
nowia uogoélnienie grup topologicznych ktore sg lokalnie zwarte!. Jedna z motywacji ku
ich wprowadzeniu byta cheé¢ rozszerzenia dualnosci Pontryagina: jesli G jest abelows grupa
lokalnie zwarta, to zbior G (mocno ciaglych) reprezentacji nieprzywiedlnych ma strukture
abelowej grupy lokalnie zwartej. Wszystkie nieprzywiedlne reprezentacje G sa jednowymia-
rowe, a zatem mozemy zadaé¢ dzialanie grupowe na G poprzez (xn)(g) = x(9)n(g) (x. 1 €
G, g € G). Tak powstata grupa G nazywana jest grupa dualng do G w sensie Pontryagina.
Konstrukcje t¢ mozemy powtorzy¢ dla G — wowczas wrocimy do grupy wyjsciowej. Mowiac
precyzyjniej, grupa G jest izomorficzna z G, gdzie g € G odpowiada reprezentacji G danej
poprzez G > X — Xx(g) € T. Najbardziej znanymi przykltadami grup dualnych w sensie
Pontryagina sa R~ R oraz T ~ Z.

W pracy stosujemy definicje lokalnie zwartej grupy kwantowej G pochodzaca od Ku-
stermansa i Vaesa [4]. Zgodnie z nia, kazda lokalnie zwarta grupa kwantowa G opisana jest
za pomoca (potencjalnie nieprzemiennej) algebry von Neumanna L°°(G) zwanej algebrg
funkgcji ograniczonych na G, komnozenia A: L>(G) — L™ (G)® L>(G) oraz lewej i prawej
catki Haara o, — sa to wagi na L™°(G). Szczegdlna klase lokalnie zwartych grup kwanto-
wych tworza zwarte lub dyskretne grupy kwantowe — ich definicje wprowadzit Woronowicz
w |7, 5]. Dualnosé Pontryagina rozszerza sie do klasy lokalnie zwartych grup kwantowych:

z kazda taka grupa G mozemy zwigza¢ kwantowa grupe dualng G, natomiast G jest ka-
nonicznie izomorficzna z G. Podobnie jak w klasycznej teorii, G jest zwarta wtedy i tylko
wtedy, gdy G jest dyskretna. Co wiecej, obiekty te w istocie rozszerzaja pojecie lokal-
nie zwartych grup: klasyczng grupe G' mozemy traktowaé¢ jako kwantowa grupe lokalnie
zwarta w nastepujacy sposob: jej algebra von Neumanna funkeji ogranicznych to L*™(G),
przemienna algebra (klas réwnowaznosci) mierzalnych, ograniczonych funkcji, komnozenie
A to odwzorowanie dualne do mnozenia, natomiast wagi ¢, dane sa przez catkowanie
wzgledem miar Haara. Grupa dualna G zwigzana jest z algebrami operatorow badanymi w
abstrakcyjnej analizie harmonicznej: grupowymi C*-algebrami C*(G), C*(G) oraz grupowa
algebra von Neumanna L(G).

Niezwykle interesujacym fenomenem, ktory pojawia sie w teorii grup kwantowych jest
niesladowos¢ catek Haara; oznaczmy symbolem h calke Haara na SU,(2) (0 < ¢ < 1),
zwartej grupie kwantowej wprowadzonej przez Woronowicza w [6]. Mozemy znalez¢ ta-
kie elementy a,b € L>(SU,(2)), dla ktorych h(ab) # h(ba). Niesladowos¢ calek Haara jest

!Bedziemy stosowali konwencje, w ktorej przestrzenie lokalnie zwarte sa réwniez Hausdorffa.



zrodtem wielu interesujacych probleméw i zjawisk, ktoére sa w sercu tej rozprawy. Korzysta-
jac z teorii Tomity—Takesakiego mozemy skonstruowaé grupy automorfizméw modularnych
(0F)ier, (aff)teR zwigzane z lewa ¢ oraz prawg 1 caltkg Haara. Poza tym, istnieje rowniez
trzecia grupa automorfizmow — grupa skalowania (7;)cr. Odwzorowania te dziataja na al-
gebrze von Neumanna L*(G). Tych grup automorfizméw nie widzimy (sa trywialne) w
przypadku grup klasycznych. Grupy automorfizméw modularnych obecne sa jednak juz w
przypadku niektorych grup kwantowych dualnych do klasycznych. Jesli G jest klasyczna
grupa lokalnie zwartg to catka Haara ¢ na G jest sladowa (réwnowaznie: automorfizmy

modularne (0f)icr s3 trywialne) wtedy i tylko wtedy, gdy G jest unimodularna. Widzimy
wiec na tym przyktadzie, ze istnieje zwigzek miedzy unimodularnoscig grupy kwantowej, a
sladowoscia calek Haara na kwantowej grupie dualnej. W ogélnym przypadku zwiazek ten
jest nieco bardziej skomplikowany i relacje tego typu sa jednym z zagadnien, ktore badamy
W pracy.

Istotna czes¢ pracy dotyczy klasy lokalnie zwartych grup kwantowych typu I. Sa to
grupy kwantowe ktorych pelna grupowa C*-algebra (ktéra mozemy identyfikowaé z uni-
wersalng wersja C*-algebry funkcji Cy na dualnej grupie @) jest typu I. Kluczowym re-
zultatem dotyczacym tych grup kwantowych jest twierdzenie Desmedta z 1], mowiace o
istnieniu miary Plancherela oraz stowarzyszonych z nia obiektow. W szczegolnoscei, daje
nam ono unitarny operator Q;: L*(G) — fl?i(((;) HS(H,) du(m) (gdzie L*(G) jest przestrze-
nia Hilberta pochodzaca z reprezentacji GNS dla ¢, a Irr(G) to przestrzen nieprzywiedlnych
reprezentacji G), ktory przenosi algebre von Neumanna L‘x’(@) na catke prosta
fIﬁ(G) B(Hx) ® T-du(r). Operator Qp pozwala réwniez wyrazi¢ lewa catke Haara @ na
G przy pomocy mierzalnego pola Scisle dodatnich samosprzezonych operatoréw (Dx ) renn(c)
(analogiczny wynik mamy rowniez dla prawej catki ¢ — dla niej pojawia sie pole (Ex)remr(@))-
W pracy uzyskaliSmy wyrazenia pozwalajace zapisa¢ operatory zwiagzane kanonicznie z G
oraz G na poziomie catek prostych, miedzy innymi:

) D ) .
VE= Qi(f ) D™ (D) dum) Qs
it * @ —2it 25\ T
Vi=Qi(f o B e (BT dum) Q.

dla t € R, gdzie V@, V5 to operatory modularne zwigzane z catkami @Z, ©. Dla grup kwan-
towych typu I jesteSmy w stanie wyrazi¢ warunki takie jak unimodularnosé¢ (czyli rownosé
calek ¢ i 1)) czy sladowosé calek Haara w terminach operatorow D, E, (7 € Irr(G)).

Korzystajac z rezultatéw dotyczacych grup kwantowych typu I, wraz z Piotrem Sot-
tanem byliSmy w stanie udowodni¢ wynik mowiacy o tym, ze dysk kwantowy (opisywany
przez algebre Toeplitza) nie ma struktury zwartej grupy kwantowej [2].

Innym zagadnieniem opisanym w pracy doktorskiej sa wyniki uzyskane wraz z Ma-

teuszem Wasilewskim w [3]. Problemem ktory badali$my jest pytanie, czy algebra von
Neumanna CKO; generowana przez charaktery jest maksymalnie przemienna w L*°(O%),
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algebrze funkcji ograniczonych na kwantowej grupie ortogonalnej OF, w przypadku gdy
grupa ta nie jest typu Kaca (tzn. catka Haara nie jest sladowa). Uzyskalismy odpowiedz
przeczaca. Nasze techniki pozwolily réwniez udowodnié¢ interesujace wyniki dotyczace alge-
bry von Neumanna L>°(U}) funkcji ograniczonych na kwantowej grupie unitarnej U (pod
pewnymi warunkami) pokazali$my, ze relatywny komutant 6, N L>°(U{) nie jest zawarty
w %U;. Rezultaty te uzyskaliSmy korzystajac z pojecia quasq—rozszczepialnoéci wlozenia
¢c C L>=(G). W tej czesci pracy przedstawimy rowniez konstrukcje zwartej grupy kwanto-
wej H, powstajacej jako iloczyn bikrzyzowy H = SU,(2) > Q. Ma ona ciekawe wlasnosci:
niektore automorfizmy skalowania H sa wewnetrzne, a algebra von Neumanna L™ (H) jest
injektywnym faktorem typu Il...

W kolejnej czesci przedstawiamy wyniki taczace wiasnosci aproksymacyjne grupy kwan-
towej (zwykle dyskretnej) G oraz algebry von Neumanna L"O(@). Skupiamy sie na srednio-
walnosci dla grupy kwantowej G oraz w*-w pelni dodatniej wtasnosci aproksymacyjnej
(w*-CPAP) dla L®(G). Zwiazki takie znane sa w literaturze w sytuacji gdy G ma $ladowe
catki Haara (czyli G jest typu Kaca), jednak dla ogolnych kwantowych grup dyskretnych
rownowaznos$¢ miedzy sredniowalnoécia G a w*-CPAP algebry von Neumanna LOO(@) jest
problemem otwartym. UzyskaliSmy wynik cze$ciowy: réwnowaznos¢ ta zachodzi jesli zmo-

dyfikujemy w*-CPAP, tak aby brala pod uwage réwniez algebre (>(G).
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