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Streszczenie

Niniejsza rozprawa doktorska dotyczy istnienia rozwigzan potliniowych réow-
nan eliptycznych i jest podzielona na dwie czesci, dotyczace odpowiednio pro-
bleméw bez ograniczenia i z ograniczeniem. Rozdzial 1 zawiera szereg odwotan
do pojec¢ i wlasnosci uzywanych w tej pracy i zaprezentowany jest przed wspo-
mnianym podzialem na czesci.

W Czesci I badamy istnienie i wielokrotno$é rozwiazai réwnania postaci

VxVxU=f(z,U), U:RN 5 RN,

gdzie N > 3 oraz f = VF: RY x RV — RY jest gradientem (ze wzgledu na U)
danej nieliniowej funkcji F': RV x RY — R. Tutaj, gdy N >4, V x V x U jest
zdefiniowane przy uzyciu tozsamosci V x V x U = V(V - U) — AU zachodzacej,
gdy N = 3. Takie problemy sa znane jako problemy curl-curl i powstaja, gdy
N = 3, z nieliniowych réwnan Maxwella przy braku tadunkéw elektrycznych,
pradéw elektrycznych i magnetyzacji. Gléwna trudnoscia jest fakt, ze jadro
operatora rézniczkowego V x V x sklada sie z podprzestrzeni pol gradientowych
i dlatego jest nieskonczenie wymiarowe. Historycznie rzecz biorac, dwa podej-
Scia byly stosowane do rozwigzywania probleméw curl-curl za pomoca metod
wariacyjnych i oba wykorzystywaly bezdywergencyjne pola wektorowe. Powo-
dem byt fakt, ze VxV x U = —AU dla kazdego pola bezdywergencyjnego U, a
wektorowy Laplacian jest latwiejszym w stosowaniu operatorem rézniczkowym.

W rozdziale 2 podajemy dokladne fizyczne wyprowadzenie problemu curl-
curl, a nastepnie przywolujemy wazne wyniki z ostatnich dziesiecioleci, od pierw-
szych prac do najnowszych wynikéw, w tym zilustrowanych w tej rozprawie
doktorskiej.

W rozdziale 3 opartym na [3], skupiamy sie na fizycznie istotnym przypadku
N = 3. Nieliniowo$¢ F' jest kontrolowana od géry i od dotu przez odpowiednia
regularng (ang. nice) funkcje Younga: w szczegélnosci nadkrytyczna w zerze,
podkrytyczng w nieskoriczonosci w sensie wyktadnika Sobolewa, ale superkwa-
dratowa w nieskoniczonosci i spetniajaca globalne warunki As i Va. Nasze po-
dejscie wykorzystuje dekompozycje typu Helmholtza przestrzeni funkcyjnej z



ktora pracujemy, na podprzestrzenn bezdywergencyjna i podprzestrzenn bezwi-
rowa (wspomniane jadro), tj. u = v+ w, gdzie V-v =V x w =01 para (v,w)
jest jednoznacznie okre§lona; nastepnie budujemy homeomorfizm z poprzed-
niej podprzestrzeni do pewnej topologicznej podrozmaitosci (calej przestrzeni)
zawierajacej wszystkie nietrywialne rozwigzania. To w pewien sposéb pozwala
nam pracowac tylko z bezdywergencyjna podprzestrzenia, chociaz trzeba zadbaé
o te cze$¢ bezwirowa. W rzeczywistosci to wlasnie powoduje najwiecej trudno-
$ci w stosowanych przez nas metodach. Udowadniamy istnienie rozwigzania o
najmniejszej energii oraz, jesli f jest nieparzyste, istnienie nieskonczenie wielu
réznych rozwiazan. W przeciwienistwie do Rozdziatu 4 nie uzywamy zadnych
symetrii; w szczegélnosci podajemy pierwsze wyniki dotyczace wielokrotnosci
rozwigzan problemu curl-curl na nieograniczonej dziedzinie bez zlozen o syme-
trii.

W rozdziale 4 bazujacym na [1], rozwazymy przypadek ogolny N > 3. Przy
pewnych zalozeniach dotyczacych symetrii nieliniowosci, wykorzystujemy od-
powiednie dzialania grupowe, aby zredukowaé¢ problem curl-curl do réwnania
Schrodingera z potencjalem osobliwym

a

‘y|2u:f(x,u), w: RN 5 R,

—Au +
gdzie x = (y,2z) € RE x RVN-"K K = 2 i a = 1, badajac réwniez przypa-
dek ogélny 2 < K < N oraz a > —(K/2 — 1)2. Mobwiac bardziej szcze-
golowo, wymagamy, aby f(-,aw) = f(, a)w dla kazdego o € R i kazdego
w e SN oraz f(gx,-) = f(z,-) dla prawie wszystkich z € RN i dla kazdego
g € SO(2) x {In_2}. Rozszerzajac do przypadku stabych rozwiazan dobrze
znang rownowazno$¢ klasycznych rozwiazan obu probleméw za pomoca wzoru
U(z) = u(z)/|y|(—z2,21,0), dowodzimy nowych wynikéow istnienia (rozwiaza-
nia nietrywialne, rozwiazania o najmniejszej energii wsréd rozwiazan o tej samej
symetrii, nieskoriczenie wiele réznych rozwiazan) w obu problemach, zaréwno w
przypadkach krytycznych jak i niekrytycznych w sensie wykltadnika Sobolewa; w
szczegblnodci pracujemy z réwnaniem curl-curl w poprzednim przypadku, uzy-
wajac tej samej maszynerii symetrii, aby zredukowaé¢ V x V x U do —AU oraz
z rownaniem Schriodingera w tej ostatniej sytuacji. Najbardziej znaczacym re-
zultatem jest istnienie, gdy N = 3, rozbieznego ciagu rozwigzan w krytycznym
przypadku. Wynik ten uzyskamy za pomocg innego dzialania grupowego, ktore
daje nam zwarto$¢ problemu; to jest pierwszy wynik dotyczacy wielokrotnosci
rozwiazan problemu curl-curl na nieograniczonej dziedzinie w wyktadnikiem kry-
tycznym Sobolewa. Odno$nie istnienia rozwigzan w niekrytycznym przypadku,
rozwigzania o najmniejszej energii oraz nieskoniczenie wiele réznych rozwigzan
uzyskujemy wykorzystujac abstrakcyjna teorie punktéw krytycznych zbudowana
w rozdziale 3.

W Czesci 11 szukamy rozwiazan o najmniejszej energii dla autonomicznego
ukladu rownan Schrédingera w postaci

{_Auj’LAj“j:ajF(“) Vie{l,...,K}, u:RN 5RK

Jow 0 dzx = pf



gdzie N,K > 1, p = (p1,...,px) €]0,00[¥ jest dane, oraz A = (A\1,...,Ax) €
R jest wielkoécig nieznang. Rozwigzania takich probleméw okreélane sa jako
unormowane ze wzgledu na ograniczenia L2, ktore powoduja, ze A pojawia sie
jako K-krotka mnoznikéw Lagrange’a. Réwnania tego typu pojawiaja sie pod-
czas poszukiwania rozwigzan fali stojacej dla podobnych problemoéw zaleznych
od czasu i pochodzy z takich dziedzin fizyki, jak nieliniowa optyka i kondensa-
cja Bosego-Einsteina. Ich waga polega na fizycznym znaczeniu masy (normy L2
podniesionej do kwadratu) oraz fakcie, ze wielkosci te sa zachowywane w czasie
w odpowiednich réwnaniach ewolucji.

W rozdziale 5 wprowadzamy problem, krétko komentujemy niektére nowa-
torskie artykuly i inne wyniki w literaturze oraz podajemy przydatne prelimi-
naria.

W zaleznosci od zalozen dotyczacych F', a czasami wartosci p, powigzana
funkcja energetyczna wykazuje rézne zachowania: moze by¢ ograniczona od
dotu dla wszystkich, niektérych lub zadnych wartoéci p i te przypadki sa znane
odpowiednio jako masowo podkrytyczne, -krytyczne i -nadkrytyczne. Pierwsze
dwa przypadki sa oméwione w rozdziale 6 bazujacym na pracy [4], a ostatnie w
rozdziale 7 bazuja na [2]. W obu przypadkach rozwazamy ciag minimalizujacy
dla funkcjonatu energii i wypracowujemy odpowiednie zalozenia takie, aby ten
ciag byl zbiezny do rozwiazania uktadu réwnan. W przypadku masowo nadkry-
tycznym funkcjonal jest nieograniczony od dotu i ograniczamy go do rozmaitosci
naturalnej, okreslonej przez odpowiednia liniowa kombinacje tozsamosci Neha-
riego i Pohozaeva, aby pozby¢ sie nieznanej wielkosci A — wowczas uzyskujemy
ograniczenie funkcjonatu z dotu. Wynik sktada sie z rozwiazania o najmniejszej
energii wsrod funkcji o tej samej symetrii lub w ogélnym sensie w zaleznosci od
struktury nieliniowo$ci.

Nowosé tego podejécia polega na rozwazeniu kul przestrzeni L2(RN)

{ue H'®Y) | luly <p; }, je{l,....K}
zamiast sfer przestrzeni L2(RY)
{ue H'\®RY) |lul,=p; }, je{l,....K}

i pozwala pracowaé ze stabo domknietym podzbiorem i mieé, a priori, dodat-
kowe informacje o znaku sktadowych A, ktore wynikaja z faktu, ze ograniczenia
sa wyznaczane przez nieréwnosci, a punkty krytyczne, ktére otrzymujemy, sa
punktami minimalnymi.

Jesli K > 2, to potrzebujemy konkretnych zalozenn dotyczacych nielinio-
wosci, aby skorzystaé z symetryzacji Schwarza; niemniej jednak nadal mozemy
zajmowac sie raczej ogélnymi funkcjami, co jest nowoscig w przypadku uktadow.

Ostatecznie, Rozdziatl 8 zawiera nowe wyniki i dotyczy unormowanych roz-
wigzan zar6wno problemoéw curl-curl jak i nieautonomicznych réwnan Schrédin-
gera z potencjatem osobliwym, jak w rozdziale 4, jednak zawsze z autonomicz-
nymi nieliniowo§ciami. Takie wyniki uzyskuje sie laczac symetrie oraz réw-
nowazno$¢ z rozdziatu 4 z wynikami z rozdziatéw 6 oraz 7. W szczegdlnosci



symetria pozwala nam zredukowaé problem curl-curl do autonomicznego row-
nania Schrodingera z niewiadoma o wartosciach wektorowych z pojedynczym
ograniczeniem L2, ktére badamy bezposrednio, podczas gdy réwnowazno$é za-
pewnia analogiczne wyniki dla réwnania Schrédingera o wartosci skalarnej z
potencjalem osobliwym. Ponownie otrzymujemy rozwigzania o najmniejszej
energii wsrdd rozwiazan o tej samej symetrii.
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