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Streszczenie

Niniejsza rozprawa doktorska dotyczy istnienia rozwi¡za« póªliniowych rów-
na« eliptycznych i jest podzielona na dwie cz¦±ci, dotycz¡ce odpowiednio pro-
blemów bez ograniczenia i z ograniczeniem. Rozdziaª 1 zawiera szereg odwoªa«
do poj¦¢ i wªasno±ci u»ywanych w tej pracy i zaprezentowany jest przed wspo-
mnianym podziaªem na cz¦±ci.

W Cz¦±ci I badamy istnienie i wielokrotno±¢ rozwi¡za« równania postaci

∇×∇×U = f(x,U), U : RN → RN ,

gdzie N ≥ 3 oraz f = ∇F : RN ×RN → RN jest gradientem (ze wzgl¦du na U)
danej nieliniowej funkcji F : RN ×RN → R. Tutaj, gdy N ≥ 4, ∇×∇×U jest
zde�niowane przy u»yciu to»samo±ci ∇×∇×U = ∇(∇·U)−∆U zachodz¡cej,
gdy N = 3. Takie problemy s¡ znane jako problemy curl-curl i powstaj¡, gdy
N = 3, z nieliniowych równa« Maxwella przy braku ªadunków elektrycznych,
pr¡dów elektrycznych i magnetyzacji. Gªówn¡ trudno±ci¡ jest fakt, »e j¡dro
operatora ró»niczkowego ∇×∇× skªada si¦ z podprzestrzeni pól gradientowych
i dlatego jest niesko«czenie wymiarowe. Historycznie rzecz bior¡c, dwa podej-
±cia byªy stosowane do rozwi¡zywania problemów curl-curl za pomoc¡ metod
wariacyjnych i oba wykorzystywaªy bezdywergencyjne pola wektorowe. Powo-
dem byª fakt, »e ∇×∇×U = −∆U dla ka»dego pola bezdywergencyjnego U, a
wektorowy Laplacian jest ªatwiejszym w stosowaniu operatorem ró»niczkowym.

W rozdziale 2 podajemy dokªadne �zyczne wyprowadzenie problemu curl-
curl, a nast¦pnie przywoªujemy wa»ne wyniki z ostatnich dziesi¦cioleci, od pierw-
szych prac do najnowszych wyników, w tym zilustrowanych w tej rozprawie
doktorskiej.

W rozdziale 3 opartym na [3], skupiamy si¦ na �zycznie istotnym przypadku
N = 3. Nieliniowo±¢ F jest kontrolowana od góry i od doªu przez odpowiedni¡
regularn¡ (ang. nice) funkcj¦ Younga: w szczególno±ci nadkrytyczn¡ w zerze,
podkrytyczn¡ w niesko«czono±ci w sensie wykªadnika Sobolewa, ale superkwa-
dratow¡ w niesko«czono±ci i speªniaj¡c¡ globalne warunki ∆2 i ∇2. Nasze po-
dej±cie wykorzystuje dekompozycj¦ typu Helmholtza przestrzeni funkcyjnej z
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któr¡ pracujemy, na podprzestrze« bezdywergencyjn¡ i podprzestrze« bezwi-
row¡ (wspomniane j¡dro), tj. u = v + w, gdzie ∇ · v = ∇× w = 0 i para (v, w)
jest jednoznacznie okre±lona; nast¦pnie budujemy homeomor�zm z poprzed-
niej podprzestrzeni do pewnej topologicznej podrozmaito±ci (caªej przestrzeni)
zawieraj¡cej wszystkie nietrywialne rozwi¡zania. To w pewien sposób pozwala
nam pracowa¢ tylko z bezdywergencyjn¡ podprzestrzeni¡, chocia» trzeba zadba¢
o t¦ cz¦±¢ bezwirow¡. W rzeczywisto±ci to wªa±nie powoduje najwi¦cej trudno-
±ci w stosowanych przez nas metodach. Udowadniamy istnienie rozwi¡zania o
najmniejszej energii oraz, je±li f jest nieparzyste, istnienie niesko«czenie wielu
ró»nych rozwi¡za«. W przeciwie«stwie do Rozdziaªu 4 nie u»ywamy »adnych
symetrii; w szczególno±ci podajemy pierwsze wyniki dotycz¡ce wielokrotno±ci
rozwi¡za« problemu curl-curl na nieograniczonej dziedzinie bez zªo»e« o syme-
trii.

W rozdziale 4 bazuj¡cym na [1], rozwa»ymy przypadek ogólny N ≥ 3. Przy
pewnych zaªo»eniach dotycz¡cych symetrii nieliniowo±ci, wykorzystujemy od-
powiednie dziaªania grupowe, aby zredukowa¢ problem curl-curl do równania
Schrödingera z potencjaªem osobliwym

−∆u+
a

|y|2
u = f̃(x, u), u : RN → R,

gdzie x = (y, z) ∈ RK × RN−K , K = 2 i a = 1, badaj¡c równie» przypa-
dek ogólny 2 ≤ K < N oraz a > −(K/2 − 1)2. Mówi¡c bardziej szcze-
góªowo, wymagamy, aby f(·, αw) = f̃(·, α)w dla ka»dego α ∈ R i ka»dego
w ∈ SN−1 oraz f̃(gx, ·) = f̃(x, ·) dla prawie wszystkich x ∈ RN i dla ka»dego
g ∈ SO(2) × {IN−2}. Rozszerzaj¡c do przypadku sªabych rozwi¡za« dobrze
znan¡ równowa»no±¢ klasycznych rozwi¡za« obu problemów za pomoc¡ wzoru
U(x) = u(x)/|y|(−x2, x1, 0), dowodzimy nowych wyników istnienia (rozwi¡za-
nia nietrywialne, rozwi¡zania o najmniejszej energii w±ród rozwi¡za« o tej samej
symetrii, niesko«czenie wiele ró»nych rozwi¡za«) w obu problemach, zarówno w
przypadkach krytycznych jak i niekrytycznych w sensie wykªadnika Sobolewa; w
szczególno±ci pracujemy z równaniem curl-curl w poprzednim przypadku, u»y-
waj¡c tej samej maszynerii symetrii, aby zredukowa¢ ∇×∇×U do −∆U oraz
z równaniem Schrödingera w tej ostatniej sytuacji. Najbardziej znacz¡cym re-
zultatem jest istnienie, gdy N = 3, rozbie»nego ci¡gu rozwi¡za« w krytycznym
przypadku. Wynik ten uzyskamy za pomoc¡ innego dziaªania grupowego, które
daje nam zwarto±¢ problemu; to jest pierwszy wynik dotycz¡cy wielokrotno±ci
rozwi¡za« problemu curl-curl na nieograniczonej dziedzinie w wykªadnikiem kry-
tycznym Sobolewa. Odno±nie istnienia rozwi¡za« w niekrytycznym przypadku,
rozwi¡zania o najmniejszej energii oraz niesko«czenie wiele ró»nych rozwi¡za«
uzyskujemy wykorzystuj¡c abstrakcyjn¡ teori¦ punktów krytycznych zbudowan¡
w rozdziale 3.

W Cz¦±ci II szukamy rozwi¡za« o najmniejszej energii dla autonomicznego
ukªadu równa« Schrödingera w postaci{

−∆uj + λjuj = ∂jF (u)∫
RN u

2
j dx = ρ2j

∀j ∈ {1, . . . ,K}, u : RN → RK ,
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gdzie N,K ≥ 1, ρ = (ρ1, . . . , ρK) ∈]0,∞[K jest dane, oraz λ = (λ1, . . . , λK) ∈
RK jest wielko±ci¡ nieznan¡. Rozwi¡zania takich problemów okre±lane s¡ jako
unormowane ze wzgl¦du na ograniczenia L2, które powoduj¡, »e λ pojawia si¦
jako K-krotka mno»ników Lagrange'a. Równania tego typu pojawiaj¡ si¦ pod-
czas poszukiwania rozwi¡za« fali stoj¡cej dla podobnych problemów zale»nych
od czasu i pochodz¡ z takich dziedzin �zyki, jak nieliniowa optyka i kondensa-
cja Bosego-Einsteina. Ich waga polega na �zycznym znaczeniu masy (normy L2

podniesionej do kwadratu) oraz fakcie, »e wielko±ci te s¡ zachowywane w czasie
w odpowiednich równaniach ewolucji.

W rozdziale 5 wprowadzamy problem, krótko komentujemy niektóre nowa-
torskie artykuªy i inne wyniki w literaturze oraz podajemy przydatne prelimi-
naria.

W zale»no±ci od zaªo»e« dotycz¡cych F , a czasami warto±ci ρ, powi¡zana
funkcja energetyczna wykazuje ró»ne zachowania: mo»e by¢ ograniczona od
doªu dla wszystkich, niektórych lub »adnych warto±ci ρ i te przypadki s¡ znane
odpowiednio jako masowo podkrytyczne, -krytyczne i -nadkrytyczne. Pierwsze
dwa przypadki s¡ omówione w rozdziale 6 bazuj¡cym na pracy [4], a ostatnie w
rozdziale 7 bazuj¡ na [2]. W obu przypadkach rozwa»amy ci¡g minimalizuj¡cy
dla funkcjonaªu energii i wypracowujemy odpowiednie zaªo»enia takie, aby ten
ci¡g byª zbie»ny do rozwi¡zania ukªadu równa«. W przypadku masowo nadkry-
tycznym funkcjonaª jest nieograniczony od doªu i ograniczamy go do rozmaito±ci
naturalnej, okre±lonej przez odpowiedni¡ liniow¡ kombinacj¦ to»samo±ci Neha-
riego i Pohoºaeva, aby pozby¢ si¦ nieznanej wielko±ci λ � wówczas uzyskujemy
ograniczenie funkcjonaªu z doªu. Wynik skªada si¦ z rozwi¡zania o najmniejszej
energii w±ród funkcji o tej samej symetrii lub w ogólnym sensie w zale»no±ci od
struktury nieliniowo±ci.

Nowo±¢ tego podej±cia polega na rozwa»eniu kul przestrzeni L2(RN ){
u ∈ H1(RN )

∣∣ |u|2 ≤ ρj } , j ∈ {1, . . . ,K}

zamiast sfer przestrzeni L2(RN ){
u ∈ H1(RN )

∣∣ |u|2 = ρj
}
, j ∈ {1, . . . ,K}

i pozwala pracowa¢ ze sªabo domkni¦tym podzbiorem i mie¢, a priori, dodat-
kowe informacje o znaku skªadowych λ, które wynikaj¡ z faktu, »e ograniczenia
s¡ wyznaczane przez nierówno±ci, a punkty krytyczne, które otrzymujemy, s¡
punktami minimalnymi.

Je±li K ≥ 2, to potrzebujemy konkretnych zaªo»e« dotycz¡cych nielinio-
wo±ci, aby skorzysta¢ z symetryzacji Schwarza; niemniej jednak nadal mo»emy
zajmowa¢ si¦ raczej ogólnymi funkcjami, co jest nowo±ci¡ w przypadku ukªadów.

Ostatecznie, Rozdziaª 8 zawiera nowe wyniki i dotyczy unormowanych roz-
wi¡za« zarówno problemów curl-curl jak i nieautonomicznych równa« Schrödin-
gera z potencjaªem osobliwym, jak w rozdziale 4, jednak zawsze z autonomicz-
nymi nieliniowo±ciami. Takie wyniki uzyskuje si¦ ª¡cz¡c symetri¦ oraz rów-
nowa»no±¢ z rozdziaªu 4 z wynikami z rozdziaªów 6 oraz 7. W szczególno±ci
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symetria pozwala nam zredukowa¢ problem curl-curl do autonomicznego rów-
nania Schrödingera z niewiadom¡ o warto±ciach wektorowych z pojedynczym
ograniczeniem L2, które badamy bezpo±rednio, podczas gdy równowa»no±¢ za-
pewnia analogiczne wyniki dla równania Schrödingera o warto±ci skalarnej z
potencjaªem osobliwym. Ponownie otrzymujemy rozwi¡zania o najmniejszej
energii w±ród rozwi¡za« o tej samej symetrii.
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