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Objetos¢ symplicjalna

Celem niniejszej pracy jest pokazanie nowych wlasnosci Lipschitzowskiej objeto-
sci symplicjalnej. Objetos¢ symplicjalna zamknietej, orientowalnej rozmaitosci
M wymiaru n jest zdefiniowana jako

| M| :=inf{|c|; : ¢ € Ci(M;R) jest cyklem podstawowym},

gdzie C,(M,R) jest singularnym kompleksem taniicuchowym na M o wspélczyn-
nikach rzeczywistych, za | - |; oznacza norme ¢! na tancuchach singularnych
ze wzgledu na baze zlozonag z sympleksow singularnych. Jest to niezmiennik
homotopijny, wykazujacy jednak zwigzki ze sztywniejszymi strukturami na roz-
maitosci (na przyktad z objetoscia Riemannowska).

Objetosé symplicjalna zostala wprowadzona i uzyta po raz pierwszy przez
Gromowa w jego dowodzie twierdzenia Mostowa o sztywnosci [7, 11]. Z tego
wzgledu jest réwniez czasem nazywana normg Gromowa. Gromow udowodnil, iz
dla dwéch zwartych rozmaitosci hiperbolicznych M, My tego samego wymiaru
(rozumianych jako ilorazy przestrzeni hiperbolicznej przez grupe dzialajaca na
niej w sposéb wolny i wlasciwy przez izometrie) ich objetosci symplicjalne sa
dodatnie i proporcjonalne do objetosci Riemannowskiej, czyli
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Nastepnie wykorzystal ten fakt w dowodzie twierdzenia Mostowa by pokazaé, ze
dwie homotopijnie rownowazne zwarte rozmaitosci hiperboliczne musza mieé¢ te
samyg objetosé. Objetosé symplicjalna zostala jednak zbadana przez Gromowa
duzo dokladniej w jego pracy [3]. Uogdlnil on w niej powyzsza zasade na dowolna
pare rozmaitosci Riemannowskich o izometrycznych nakryciach uniwersalnych,
jak rowniez wykazal inne zwiazki objetosci symplicjalnej i Riemannowskiej, mig-
dzy innymi udowodnit istnienie oszacowan z gory i z dotu na objetos¢ sympli-
cjalna za pomocg objetosci Riemannowskiej, o ile spelnione sg pewne warunki
dotyczace krzywizny. Gromow w omawianej pracy opisal rowniez szereg zasto-
sowan objetoéci symplicjalnej.



Objetosé symplicjalng stosuje sie do badan minimalnej objetosci Rieman-
nowskiej [3], hiperbolicznych chirurgii Dehna [11], rozpoznawania rozmaitosci
grafowych [2] oraz obliczania liczby wielostycznych trajektorii trawersujacych
pol wektorowych [1]. Jednak jednym z podstawowych zastosowan objetosci sym-
plicjalnej sa twierdzenia o stopniach odwzorowan. Jezeli f : M — N jest ciagltym
odwzorowaniem miedzy rozmaitosciami zamknietymi i orientowalnymi tego sa-
mego wymiaru, wtedy oczywiscie

[N - [deg(f)] < [IM]],
skad wniosek, ze jezeli | N|| > 0, to

[M]

d < .
[des()] < g

Objetosé symplicjalna moze wiec pomdc uzyskiwaé stale ograniczajace moz-
liwy stopien odwzorowan miedzy rozmaitoéciami. O ile jednak nie potrafimy
obliczaé¢ objetosci symplicjalnej, powyzsza metoda jest tylez prosta, co bezuzy-
teczna. Pomocne moga by¢ juz wszelkie oszacowania objetosci symplicjalnej, czy
choc¢by przyktady rozmaitosci, dla ktérych objeto$¢ ta jest niezerowa. Szczesli-
wie, jest kilka wlasnosci pozwalajacych dowodzi¢ dodatniosci objetoéci sympli-
cjalnej, mianowicie:

1. Dodatniosé przy ujemnej krzywiznie [3, 5, 8]

Jezeli M jest zamknieta rozmaitoscia ujemnie zakrzywiona, wtedy ma
dodatnia objeto$é symplicjalna. Co wiecej, jezeli sec(M) < —1, wtedy
istnieje dodatnia stala C,, zalezna jedynie od wymiaru M, taka, ze

| M| > C,, - vol(M).

Mozna réwniez pokazaé, ze jest to rowniez prawda dla zwartych prze-
strzeni lokalnie symetrycznych niezwartego typu przy ustalonej metryce
odpowiedniej przestrzeni symetrycznej [5, 8].

2. Zasada proporcjonalnosci [3]
Jezeli M i N sa zamknietymi rozmaitosciami Riemannowskimi o izome-

trycznych nakryciach uniwersalnych, wtedy

(M _ IVl

vol(M)  vol(N)’

3. Nieréwnosé produktowa [3]

Dla dowolnych dwdch zamknietych rozmaitosci M i N zachodza nieréw-
noéci

dim M + dim N
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4. Addytywno$é ze wzgledu na sumy spdjne [3]
Jezeli M i N sa tego samego wymiaru > 3, wtedy

[M#N]| = [[M]| + [|V]].

7 drugiej strony jest jednak duzo rozmaitoéci o zerowej objetosci sympli-
cjalnej, jak chocby wszystkie rozmaitosci o sredniowalnej grupie podstawowej
[3].

Naturalnym pytaniem jest, co dzieje sie w przypadku rozmaitoéci niezwar-
tych. Najprostszym uogélnieniem objetoéci symplicjalnej jest infimum norm £
lokalnie skonczonych cykli podstawowych. Definicja ta redukuje sie do klasycznej
w przypadku zwartym, jednakze nie wnosi zbyt wiele dla rozmaitoéci niezwar-
tych. Z wyzej wymienionych faktéow jedynie addytywnosé ze wzgledu na sumy
spbjne pozostaje prawdziwa w przypadku niezwartym, nie ma wiec w istocie
zbyt wielu narzedzi, ktére pozwalalyby podaé przykitad rozmaitosci niezwartej
o dodatniej objetosci symplicjalnej. Co wiecej, wiele takich 'potencjalnych przy-
kladéw’ ma w istocie zerowa objetos¢ symplicjalng. Warto tu wspomnieé¢ choéby
fakt udowodniony przez Gromova [3], ze produkt trzech otwartych rozmaitosci
ma zawsze zerowa objetos¢ symplicjalna.

Gromov zasugerowal jednak rozwigzanie, ktore pozwolitoby uniknaé powyz-
szych niedogodno$ci. Mianowicie, mozna rozwazaé objeto$¢ symplicjalng liczona
na lokalnie skonczonych Lipschitzowskich cyklach podstawowych, tzn. takich,
ktore sktadaja sie z sympleksow o jednostajnej statej Lipschitza. W ten sposob
uzyskujemy Lipschitzowskq objetosé symplicjalng:

| M||Lip := inf{|c|y : ¢ € CY(M;R) is a fundamental cycle, Lip(c) < oo},

gdzie Lip(}_, a;o;) = sup, Lip(o;). Tak zdefiniowana objeto$¢ symplicjalna re-
dukuje si¢ do klasycznej dla gladkich rozmaitosci zwartych, daje jednak ciekawe
rezultaty rowniez w przypadku niezwartym.

W pracy udowodnione sa ponizsze twierdzenia, ktore potwierdzaja przypusz-
czenie, jakoby Lipschitzowska objetosé symplicjalna byla wlasciwym uogdlnie-
niem objetosdci symplicjalne;j.

Twierdzenie A. Jezeli M jest rozmaitoscig ujemnie zakrzywiong, wtedy ma
dodatniq Lipschitzowskq objetosé symplicjalng. Co wiecej, jezeli sec(M) < —1,
wtedy istnieje dodatnia stata C, zalezna jedynie od wymiaru M taka, Ze

||MHLip > Cn VOI(M)

Twierdzenie B (Nieréwno$¢ produktowa). Dla dowolnych dwdch rozmaitosci
0 ograniczonej z gory krzywiinie sekcyjne; M ¢ N zachodzq nieréwnosci

dim M + dim N
Il 1T < 132 % Nl < (35 Y [ - 1



Twierdzenie C (Zasada proporcjonalnosci). Jezeli M ¢ N sq rozmaito$ciami
o izometrycznych nakryciach uniwersalnych i ograniczonej z gory krzywiznie

sekcyjnej, wtedy
[M]lLip _ [IV]lLip

vol(M) ~ vol(N)’

Dowdd Twierdzenia A jest znany specjalistom, jednak nie jest szczegbélowo
opisany w literaturze, dlatego jest podany dla kompletnosci. Dowody Twierdzen
B oraz C sa nowe i wykorzystuja kawatkowa procedure prostowania, wprowa-
dzona przez autora w pracy [10]. Warto wspomnieé, ze twierdzenia te (B i C)
zostaly ostatnio udogoélnione przez Franceschiniego na przypadek rozmaitosci
bez ograniczen na krzywizne [4].

By pokazaé, ze Lipschitzowska objeto$é¢ symplicjalna zachowuje sie bardzo
podobnie do klasycznej objetosci symplicjalnej, dla zupelnosci udowodnione jest
tez ponizsze twierdzenie. Jest ono znane, lecz nigdzie dotychczas nieopubliko-
wane.

Twierdzenie D. JezZeli M jest rozmaitoscig takq, Ze | M||Lip < 0o oraz m (M)
jest Sredniowalna, wtedy || M ||Lip = 0.

W pracy korzystamy z ponizszych technik wykorzystywanych do badania ob-
jetosci symplicjalnej, majacych rowniez swoje wersje w przypadku Lipschitzwo-
skim. Zasada dualnosci zostala wprowadzona przez Gromowa [3] i zaadoptowana
do przypadku Lipschitzowskiego przez Loh i Sauera [6]. Dyfuzja taficuchéw zo-
stala réwniez wprowadzona pierwotnie przez Gromowa [3], opisujemy ja jednak
w inny od niego sposéb, w szczegdlnosci bez uzycia multikompleksow.

Zasada dualnosci

Jezeli M jest n-wymiarows zamknieta, orientowalng rozmaitoécia, wtedy jej
objetos¢ symplicjalna da sie wyrazi¢ za pomocg pélnormy £°° jej podstawowej
klasy kohomologii. Dokladniej

L
1Moo

gdzie [M]* jest podstawowa klasa kohomologii w H™ (M; R), ||[[M]*|lcc = inf{]|¢]|c :
b€ CM(M;R), [¢] = [M]*} oraz [|¢lloe = SuDyccan an |6(0)| dlad € CM(M;R).
Réwnosé ta jest w wielu przypadkach bardzo pomocna przy obliczaniu objeto-
$ci symplicjalnej. Nie jest ona jednak prawdziwa dla Lipschitzowskiej objetosci
symplicjalnej, nawet gdy zastosujemy kohomologiczna klase podstawowa o zwar-
tym noéniku. Istnieje jednak pewien (niestety bardziej skomplikowany) wariant
zasady dualnosci, dziatajacy dla Lipschitzowskiej objetosci symplicjalnej.

[ M]| =

Twierdzenie. Niech M bedzie zupelng rozmaitoscig orientowalng, spéjng. Wtedy
dla dowolnej lokalnie skoriczonej rodziny A C C(A™, M) zlozonej z sympleksow
o jednostajnej statej Lipschitza zachodzi réownosé

1

Ml

1M |4 =



gdzie [M]fip jest kohomologiczng klasqg podstawowq o Lipschitzowsko-zwartym

noéniku, || - || jest pétnormq indukowang przez norme
o] 1= lc|y  jezeli supp(c) C A,
L oo w przeciwnym przypadku
na taricuchach singularnych, zas || - |4 jest péinormq indukowang przez norme

|[l4 = supye4 |#(c)| na kotaricuchach singularnych.

Dyfucja tancuchéw

Niech M bedzie rozmaitoscia, zas K C M jej tukowo spdjnym, zwartym pod-
zbiorem. Wtedy jako II(M, K) oznaczamy grupe zlozong z odwzorowan (nieko-
niecznie ciaglych!) przyporzadkowujacych punktom z K klasy homotopii $ciezek
w M wzgledem ich kohcéw, takich, ze dla g € II(M, K), g = (Va)aek:

* 7:(0) = x;
e v,(1) € K;

e ¢ ma skonczony nosnik, tzn. jedynie dla skonczenie wielu x € K $ciezki v,
sa nietrywialne;

e odwzorowanie z — 7,(1) wyznacza bijekcje na K.

Dyfuzja tancuchéw jest technika polegajaca na modyfikowaniu danego tan-
cucha singularnego za pomoca dzialania powyzszej grupy. W szczegdlnosci, jezeli
powyzsza grupa jest $redniowalna, za$ tancuch sklada sie z symplekséw o roz-
nych wierzchotkach, jestedmy w stanie "usredni¢’ tancuch tak, by usunaé¢ pewne
sympleksy z obliczen (Lipschitzwoskiej) objetosci symplicjalnej. Prowadzi to do
nastepujacego stwierdzenia, ktére jest gtéwnym technicznym rezultatem uzyski-
wanym za pomoca dyfuzji tancuchéw.

Stwierdzenie. Niech M bedzie rozmaitoscig, zas K C M lukowo spojnym zwar-
tym podzbiorem takim, ze obraz przeksztalcenia i (K) — w1 (M) jest Srednio-
walny. Woéwczas dla dowolnego (lokalnie skoriczonego, Lipschitzwoskiego) lari-
cucha singularnego ¢ = Y, a;0; takiego, Ze kazdy sympleks o; ma réine wierz-
cholki, zachodzi nastepujgca nierownosé.

lielll: < 3 2.

{i:0; nie ma krawedzi w K}

Nietrudnym wnioskiem z techniki dyfuzji jest Twierdzenie D. By je udo-
wodnié¢, wystarczy najpierw podzieli¢ barycentrycznie dowolny tancuch i zmo-
dyfikowaé go tak, by wszystkie sympleksy mialy rézne wierzcholtki, a nastepnie
zastosowaé dyfuzje tancuchéow na odpowiednio duzym zwartym podzbiorze ba-
danej rozmaitosci.



Kawalkowa procedura prostowania

Kawalkowa procedura prostowania, ktéra stanowi gtéwna techniczng czesé pracy,
jest nowa i opisana przez autora réwniez w jego pracy [10]. Klasyczna proce-
dura prostowania, mozliwa do zastosowania jedynie dla rozmaitosci niedodatnio
zakrzywionych, dzialala nastepujaco. Majac dany sympleks singularny ¢ na nie-
dodatnio zakrzywionej jednosp6jnej rozmaitosci Riemannowskiej M, istnieje do-
ktadnie jeden sympleks geodezyjny (zdefiniowany indukcyjnie jako geodezyjny
stozek nad podstawa, bedaca sympleksem geodezyjnym) o takich samych (i
tak samo uporzadkowanych) wierzchotkach. Przeksztalcenie przyporzadkowu-
jace sympleksowi ten wlasnie sympleks geodezyjny, zwany wyprostowaniem o i
oznaczanym przez str(o), rozszerza sie do przeksztalcenia lancuchowego o nor-
mie ¢ mniejszej lub réwnej 1 i laiicuchowo homotopijnego z identycznoscia na
C«(M;R). Podobna procedure mozna zastosowaé¢ na dowolnej niedodatnio za-
krzywionej rozmaitoéci M przez podniesienie danego sympleksu ¢ do nakrycia
uniwersalnego, wyprostowania go tam i opuszczenia rezultatu. Gléwna zaleta
procedury jest mozliwo$¢ zastapienia dowolnego tancucha singularnego tancu-
chem duzo bardziej regularnym bez zwiekszenia normy, co pozwala czasem zna-
czaco uproéci¢ obliczenia objetosci symplicjalnej.

Kawalkowa procedura prostowania jest uogdlnieniem klasycznej procedury
prostowania na przypadek rozmaitosci o krzywiznie ograniczonej z géry i Lip-
schitzowskiej objetosci symplicjalnej. Dla danego Lipschitzwoskiego sympleksu
singularnego o i rozmaitosci Riemannowskiej M sie ona z nastepujacych etapdw.

e o nalezy rozdrobnié¢ barycentrycznie m razy, gdzie minimalne m, dla kté-
rego procedura zadziala, zalezy od stalej Lipschitza o, wymiaru M i gér-
nego ograniczenia na krzywizne M

e Kazdy sympleks o’ z m-krotnie rozdrobnionego sympleksu o podnosimy
do pewnego otoczenia eksponencjalnego. Dla danego punktu x € M jego
otoczenie eksponencjalne V, jest zdefiniowane jako kula o odpowiednim
promieniu (ograniczonym z dotu przez stala zalezna od krzywizny M) w
przestrzeni stycznej T, M, z metryka Riemannowska indukowana z prze-
ksztalcenia exp, : T,M — M.

e Eksponencjalne otoczenie kazdego punktu ma te wlasnosé, ze punkty w
pewnym (jednostajnym) otoczeniu zera w V, dla € M maja jednostaj-
nie dodatni promien wtozonosci. Mozemy wiec klasycznie wyprostowaé
podniesienie kazdego sympleksu o', o ile jest on odpowiednio maly, a to
gwarantuje nam wybor m.

e Opuszczamy wyprostowane w powyzszy sposéb sympleksy. Poniewaz oto-
czenia eksponencjalne dopuszczaja miedzy soba lokalnie izometryczne od-
wzorowania przejécia, powyzsza procedura zachowuje brzegi symplekséw
i mozemy je wszystkie sklei¢ ponownie do jednego sympleksu str,, (o).

W szczegdblnosci uzyskujemy nastepujace stwierdzenie.



Stwierdzenie. Jezeli M jest zupeing rozmaitosciq Riemannowskq o ograni-
czonej z gory krzywiznie, dla kazdego cyklu ¢ € Cif’Lip(M;R) istnieje m € N
takie, Ze cykl strm(c)C’if’Lip(M;R) jest dobrze zdefiniowany, m-ty podzial ba-
rycentryczny strp,(c) sklada sie z sympleksow geodezyjnych, [c] = [str,,(c)] €
HIPHP(MLR) oraz |strm(c)s < |cli. W szezegdlnosci Lipschitzowskq objetosé
symplicjalng mozna obliczac jedynie na kawatkami wyprostowanych tancuchach.

Homologie kawaltkami gtadkie

Homologie kawaltkami gtadkie to homologie podkompleksu singularnego kom-
pleksu lancuchowego sktadajacego sie jedynie z lancuchéw zlozonych z sym-
plekséw kawalkami gladkich. Definicje te mozna uogdlnié na przypadek lokalnie
skonczony i Lipschitzowski. Wprowadzamy rowniez kawatkami gtadki wariant
homologii Milnora-Thurstona, tzn. homologii, gdzie tancuchy sa odpowiednimi
miarami Borelowskimi na zbiorze sympleksow singularnych. Sa one wyposazone
w pol-norme indukowana przez norme absolutnej wariacji na miarach. Stosujac
kawalkowa procedure prostowania do tychze miar tatwo dowodzimy nastepuja-
cego stwierdzenia.

Stwierdzenie. Niech M bedzie zupelng rozmaitoscig Riemannowsg o ogra-
niczonej z gory krzywiinie. Wowczas kawatkami gtadkie, lokalnie skonczone
Lipschitzowskie £'-homologie oraz kawatkami gladkie Lipschitzowskie homolo-
gie Milnora-Thurstona sq izometrycznie izomorficzne.

Zastosowania procedury prostowania

Pod koniec pracy, korzystajac z kawaltkowej procedury prostowania, dowodzone
sg wlasnosci Lipschitzowskiej objetosci symplicjalnej, mianowicie Twierdzenia
A, B oraz C.

Ograniczenie dolne przez objetosé Riemannowska dla ujem-
nie zakrzywionych rozmaitosci (Twierdzenie A)

Dowdd faktu, iz dla zupelnej rozmaitosci Riemannowskiej M o krzywiznie ogra-
niczonej z gory przez —1 zachodzi nieréwnosé

[M|[Lip > Cn - vol(M)

dla pewnej statej C,, > 0 zaleznej jedynie od n = dim M, wynika z tego, iz proce-
dura prostowania (klasyczna) dziala dla Lipschitzowskich lokalnie skoniczonych
tancuchow oraz z ograniczenia gérnego na objetos¢ geodezyjnych symplekséw w
przestrzeni ujemnie zakrzywione;.



Nier6wnoéé produktowa (Twierdzenie B)
Nieréwnosc¢

dim M + dim N

M x Nl|Lip <
T

V1l 1T

dos¢ tatwo wynika z wlasnoéci symplicjalnej aproksymacji produktu krzyzowego
oraz tego, ze produkt krzyzowy (lokalnie skonczonych) klas podstawowych jest
klasa podstawowa.

Dowéd nieréwnosci || M||Lip - || V||Lip < || M x N||Lip dla rozmaitosci o ograni-
czonej z gory krzywiznie jest nieco trudniejszy. Mdéwimy, ze lokalnie skonczona
rodzina (k + I)-wymiarowych jednostajnie Lipschitzowskich symplekséw singu-
larnych A na M x N jest (k,l)-rzadka, jezeli rodziny symplekséw Ap; i An
na M i N zlozone z rzutowania pewnych k i [ wymiarowych $cian symplekséw
na M i N odpowiednio sa lokalnie skoniczone. Poniewaz produkt krzyzowy jest
dobrze okreslony dla kotancuchéw o Lipschitzowsko zwartych nosnikach, mamy
nieré6wnoéc

6 > D% < Il - el

dla dowolnych dwéch kolancuchéw ¢ € CF, 1, (M,R), ¥ € CF, 1, (N,R). Ko-
rzystajac z zasady dualno$ci dla Lipschitzowskiej objetosci symplicjalnej i po-

wyzszej nieréwnosci otrzymujemy nieréwnoscé
1M x N[ > || M4 - ||V

Jedyne, czego brakuje by udowodnié¢ nieréwnos$¢ produktowa to stwierdzenie,
iz Lipschitzowska objetos¢ symplicjalng da sie oblicza¢ na cyklach o rzadkich
noénikach. To za$ wynika z zastosowania kawatkowej procedury prostowania dla
odpowiednio dobranego zbioru wierzchotkow prostowanych sympleksow.

Zasada proporcjonalnosci (Twierdzenie C)

Niech M i N beda dwiema rozmaito$ciami Riemannowskimi o izometrycznych
nakryciach uniwersalnych. Gléwnym narzedziem w dowodzie zasady proporcjo-
nalnodci jest istnienie wprowadzonego przez Thurstona [11] odwzorowania roz-
smarowujacego smear, miedzy kawatkami gladkim kompleksem singularnym na
M i kawaltkami gladkim kompleksem Milnora-Thurstona na N. Odwzorowanie
to jest tancuchowe i nie zwigksza normy, ponadto

(dvolyy, smear, ([M])) := /

/ o* dvolys dsmear, ([M])(o) = vol(M),
pci(an M) Jan

gdzie [M] jest klasa podstawowa M, zas§ ZC(A™, M) jest zbiorem sympleksow
kawatkami gtadkich.

Korzystajac z kawatkowej procedury prostowania, dla danego cyklu podsta-
wowego ¢ na M jesteSmy w stanie skonstruowaé Lipschitzowski, lokalnie skon-
czony cykl singularny ¢’ taki, ze [¢/] = [smear,(c)] oraz |¢/| < || smear,(c)|| (gdzie



na cyklach Milnora-Thurstona rozwazamy norme absolutnej wariacji miary).
Stad wniosek, iz

vol(M)
———= ||V ||Lip < [|M||Lip-
IVl < 13y

Podobng nieréwnosé w druga strone mozemy latwo uzyskaé zamieniajac obie
rozmaitosci miejscami w powyzszym rozumowaniu.
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