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Recenzja rozprawy doktorskiej mgr. Klaudiusza Czudka

Rozprawa doktorska mgr. Klaudiusza Czudka przygotowana zostala w je-
zyku angielskim i jest zatytutowana Ergodic properties of certain iterated func-
tion systems arising in partially hyperbolic dynamics. Dotyczy ona losowych
systemow iteracyjnych okreslonych na przedziale [0, 1]. Pierwsze dwa rozdziaty
maja charakter wprowadzajacy. Rozdzial 3 jest czescig niepublikowanej jeszcze
samodzielnej pracy. Natomiast rozdziaty 4 i 5 oparte sg na pracach

(P1) K. Czudek, T. Szarek, Ergodicity and central limit theorem for random
interval homeomorphisms. Israel J. Math. 239 (2020), no. 1, 75-98.

(P2) K. Czudek, H. Wojewodka-Sciazko, and T. Szarek, The law of the itera-
ted logarithm for random interval homeomorphisms, To appear in Israel
Journal of Mathematics, 2020.

(P3) K. Czudek, Alsedd-Misiurewicz systems with place-dependent probabili-
ties. Nonlinearity 33 (2020), no. 11, 6221-6243.

Szczegblowe oméwienie wynikéw. Rozprawa poswiecona jest opisowi
wlasnosci ergodycznych jednego z podstawowych proceséw Markowa zdefinio-
wanego poprzez losowe iteracje odcinka [0, 1], tj.

Xn = Fn(Xn~1>7

gdzie F), jest odwzorowaniem [0, 1] wybranym losowo z zadanego skonczonego
zbioru rosnacych homeomorfizméw {fi,..., f,,}. Prawdopodobiefistwo moze
zaleze¢ od aktualnej wartosci procesu (ten przypadek jest badany w rozdziale
5, w pozostalej czesci pracy jest ono stale na odcinku). Autor opisuje odpowie-
dzi na fundamentalne pytania o dynamike uktadu oraz twierdzenia graniczne
dla funkcjonatéw addytywnych. Badana problematyka wpisuje sie w teorie
iteracyjnych systemoéw funkeyjnych studiowang od co najmniej kilkudziesieciu
lat. W tym kontek$cie warto wymieni¢ prace J. E. Hutchinsona o gemetrii



fraktalnej. Okazuje sie jednak, ze klasyczne techniki w tym bardzo konkret-
nym modelu zawodza i niezbedne jest wypracowanie nowych metod. Rozprawa
nawigzuje do badan z ostatnich lat dotyczacych systemoéw dynamicznych, ich
wlasnosci ergodycznych i powigzanych twierdzen granicznych, ktérymi zajmo-
wali sie m.in. A. Zdunik, B. Deroin, V. Klepstyn, A. Navas.

W rozdziale 2 przedstawione sg wczesniejsze wyniki dotyczace badanego
systemu. Wyjasniajg one role wspétczynnikéw Lyapunova i prezentujg pod-
stawowe wtasnosci modelu. Przy dosy¢ stabych zatozeniach (m.in. rozniczko-
walnosci odwzorowan w punktach 01 1) definiuje sie wspolczynniki Lyapunova,

Ao =) pilog fl(0), A= p;logfi(1),
i=1 g=1

gdzie p; oznacza prawdopodobienistwo wylosowania odwzorowania f;. Pelnig
one role miernika jak mocno punkty brzegowe odcinka przyciggaja do siebie
trajektorie procesu. Pokazuje sie, ze jezeli przynajmniej jeden z tych wspol-
czynnikoéw jest ujemny, to proces zbiega p.w. do jednego z wierzchotkow.
Najciekawsza jest sytuacja, gdy zarowno punkt 0 jak i punkt 1 odpychajg tra-
Jektorig, czyli oba wspoétczynniki Ag 1 A; sa dodatnie. Woéwezas proces zbiega
wedlug rozktadu do pewnej miary probabilistycznej, ktora jest jedyng miara
stacjonarng procesu.

W kolejnych rozdziatach 3 i 4 dowodzone sg twierdzenia graniczne zwigzane
z omawianym procesem stacjonarnym {X,} dla funkcjonatéw addytywnych
procesu, tzn. dla sum postaci

(X)) + ..+ o(Xa),

gdzie ¢ jest pewnga ustalong funkcja na [0, 1]. W tak ogélnej sytuacji klasyczne
metody bazujace na funkcjach charakterystycznych nie dzialaja i uzywa sie
technik martyngalowych. Kluczowe jest oszacowanie drugiej normy opera-
tora markowskiego P dziatajacego na funkcjach. Formalnie, bada sie operator
dualny U do P, a celem jest otrzymanie odpowiednio dobrych szacowan na
1076220,

Wyniki rozdziatu 3 oparte s na nieopublikowanej pracy doktoranta, gdzie
analizowana jest sytuacja odwzorowan klasy C?. Woéwczas tempo zbieznosci
trajektorii wg Sredniej jest wykladniczo szybkie (Twierdzenie 3.2), co z kolei
implikuje wyktadnicze malenie norm

U@ r2u) < Cq™

dla ¢ < 1. Kilkunastostronicowy dowdd oparty jest na twierdzenin Baxen-
dala oraz czeSciowo na pracy E. Le Page’a. Tak mocny wynik pozwala niemal
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natychmiast wywnioskowa¢ twierdzenia graniczne. Uzywajac martyngalowej
metody Gordina otrzymuje sie centralne twierdzenie graniczne, prawo itero-
wanego logarytmu oraz funkcyjne twierdzenie graniczne.

W ogélnej sytuacji, gdy zaklada sie jedynie cigglosé odwzorowan, otrzy-
manie wykladniczych szacowan nie jest mozliwe. W rozdziale 4, opartym na
pracach (P1) oraz (P2), korzystajac z technik Malicet, pokazuje sie stabsze

szacowania .
| >0
k=1

jednak w swietle wynikéw Maxwella-Woodroofe’a sg one wystarczajace do uzy-
skania zaréwno centralnego twierdzenia granicznego jak i prawa iterowanego
logarytmu.

Ostatni rozdzial 5 oparty jest na samodzielnej pracy (P3). Badane sa
systemy homeomorfizmoéw odcinka jednostkowego w sytuacji, gdy prawdopo-
bienstwo wylosowania danego odwzorowania zalezy od aktualnej pozycji pro-
cesu. Zazwycza] wlasnosci ergodyczne sa konsekwencjg tzw. kontrakcji wg
sredniej, nie jest jednak ona speliona w tym przypadku. Autor koncentruje
swoje wysitki na przykladzie systemu Alsedy-Misiurewicza, skladajgcego sie
z dwoch kawalkami liniowych homeomorfizméw. Z uwagi jednak na zlozo-
nos¢ problemu zrozumienie nawet tego przypadku jest cenne. W Twierdzeniu
5.1 pokazane jest (przy odpowiednich, dosy¢ naturalnych zalozeniach) istnie-
nie jedynej miary probabilistycznej procesu, a nastepnie wynioskowane jest
centralne twierdzenie graniczne (to ostatnie rozumowanie nie jest czescig roz-
prawy).

o Ctn3/87
L2(w)

Podsumowanie. Rozprawa doktorska dotyczy trudnych i aktualnych za-
gadnieri, bedacych w centrum zainteresowania wielu matematykow zajmuja-
cych si¢ stochastycznymi uktadami dynamicznymi. Nalezy podkresli¢, ze Au-
tor rozprawy porusza fundamentalne problemy dotyczace niezwykle waznych
1 jednoczesnie elementarnych przyktadow. Wszystkie nowe wyniki dotycza
uklad6w opartych na skonczenie wielu homeomorfizmach odcinka [0, 1]. Bio-
rac pod uwage jak wielu matematykow badalo juz ten model, nalezy docenié
range tak fundamentalnych wynikow jak przedstawione w rozprawie twierdze-
nia graniczne. Zawarte w pracy rozumowania sg czesto trudne i momentami
wymagaja zmudnych obliczeri, jednak w duzej mierze sg to nowe, oryginalne
i ciekawe pomysty. Wiekszo$¢ otrzymanych wynikéw zostata juz opublikowana
w bardzo dobrych pismach Israel Journal of Mathematics oraz Nonlinearity.

Duzg warto$cia pracy jest opisanie znacznie szerszego kontekstu tematyki
badan. Z jednej strony Autor uzupenit rozprawe o wyniki réwniez innych ma-



tematykow 1 przedstawil ich kompletne dowody. Dzieki temu rozprawa stala
sie samowystarczalna. Jest to niestety niezwykle rzadkie. Zazwyczaj glebsze
zrozumienie rozprawy doktorskiej wymaga przeanalizowania rowniez pokrew-
nej literatury. Dzieki takiemu podej$ciu mozna zapoznaé sie z podstawowymi
technikami uzywanymi w tej tematyce, co niezwykle ulatwia zrozumienie jej
trudniejszych fragmentow. Za wartosciowe uwazam rownie liczne dodatkowe
komentarze, stawiajace dalsze problemy i wskazujgce potencjalne dosy¢ cie-
kawe kierunki badan. Pokazuja one duza dojrzato$¢ Doktoranta i postrzeganie
matematyki nie tylko poprzez pryzmat wtasnych badan.

Pan Klaudiusz Czudek jest autorem trzech innych publikacji pochodzacych
jeszcze z okresu Jego studidw magisterskich i niezwigzanych z tematyka roz-
prawy doktorskiej. W trakcie studiéw doktorskich realizowal dwa prestizowe
projekty Diamentowy Grant oraz Preludium. Ma na swoim koncie liczne wy-
stapienia konferencyjne (niestety z powodu pandemii aktywnos$¢ ta znacznie
spadta)

Nalezy przyznac, ze rozprawe czyta sie bardzo dobrze i mozna skutecznie
sledzi¢ kolejne rozumowania. Niestety sa jednak fragmenty, ktore nie zostaty
w pelni dopracowane przez Autora. Z jednej strony praca napisana jest niezwy-
kle elementarnie, z dbatodcia o wyjasnienie nadrobniejszych nawet szczegétow.
Ale 7z drugiej juz we wstepie w rozdziale 1.2 Autor nawigzujac do gtadkich sys-
temoéw dynamicznych beztrosko uzywa notacji, ktérej wezesniej nie zdefiniowal
(W definicji na str. 8: zbior A powinien by¢ doktadniej okreslony, nienazwane
M jest zapewne rozmaitoscia, stala C' zamienia sie na ¢. Podobnie ponizej
w opisie przyktadu Kana, nie zostala zdefiniowana przestrzen na ktorej okre-
Slone sg kolejne obiekty, a na ktorej nagle definiowana jest miara Lebesgua.)
Kolejne fragmenty rozprawy sa jednak napisane zdecydowanie lepiej. W pracy
zdarzaja sie literowki oraz drobne bledy (np. definicje ¢; oraz t, na stronie
35 sg blednie napisane, ale latwo mozna je poprawic¢). Niemniej jednak prace
czyta si¢ z duzg przyjemnoscia, a liczne pogladowe rysunki wyjasniaja czesto
istote dowodu.

Konkluzja.

Rozprawa doktorska Ergodic properties of certain iterated function systems
arising in partially hyperbolic dynamics mgr. Klaudiusza Czudka zdecydowanie
przekracza ustawowe i zwyczajowe wymogi stawiane rozprawom doktorskim.
Wnosz¢ o przyjecie rozprawy i dopuszczenie do dalszych etapéw przewodu
doktorskiego oraz o uznanie rozprawy za wyrézniajaca.



