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Recenzja rozprawy doktorskiej mgr. Klaudiusza Czudka

Rozprawa doktorska mgr. Klaudiusza Czudka przygotowana została w ję-

z1,,ku angielskim i jest zatytułowana Ergodi,c properties of certai,n źtero,ted func-
tion system,s arźsi,ng źn parti,ally hyperboli,c dynamics, Dotyczy ona losorvych
svstemów iteracyjnych określon1,,ch na przedziale [0, 1], Pierr,vsze dwa rozdział"s,

nrają charakter lr,prolvadzający. Rozdział 3 jest częścią niepublikowarrej jeszcze

samodzielnej pracy. Natomiast rozclziały 4 i 5 oparte są na pracach

(P1) K. Czudek, T. Szarek, Ergodi,city and centrr1,l li,rni,t theorem for random
,interual homeomorphisms. Israel J. Math, 239 (2020), no. 1, 75 98.

(P2) K. Czlldek, H, Wojewódka-Ściązko, ancl T, Szarek, The lau: of the ite-ra-
ted loga,rithm for randont, źnterual homeomorphisms, To appear in Israe1

Journal of Nlathernatics, 2020.

(P3) K. Czudek, AlserJ(l,-M,lsiurewźcz systems wzth place-dependent probabili,-
źies. Nonlinearity 33 (2020), no. 11, 6221 6243.

Szczegółowe omówienie wyników. Rozprawa poświęcona jest opisoli,i
lvłasności ergoclvcznych jednego z podstawowych procesólv N,Iarkowa zdefinio-
\vallego poprzez iosowe iteracje oclcinka [0, 1], tj.

X,: Ą(X"-t),

gdzie Ą jest odrvzorowanierrr [0.1] wybranvm losowo z zadanego skończonego
zbioru rosnących homeomorfizmów {fr,.. , f^}. Prarvdopodobieństrvo moze
za|eżeć od aktualnej r,r,artości procesu (ten przypadek jest badany w rozdziale
5, w pozostałej części pracy iest ono stałe na odcinku). Autor opisuje odpowie-
cizi na fundamentaine pytania o dynamikę rrkłaclu oraz twierdzenia graniczne
d}a frrnkcjonałói,r, addytywnvch, Badana problematyka wpisuje się w teorię
iterac},jnyc}i systcmów funkcl.jnl,ch studiolvaną od co najmniej kilkudziesięciu
lat. \V Łym kontekście warto wymienić prace J. tr. Hutchinsona o gemetrii



FlF.

fiaktalnej. Okazuje się jednak, ze klasyczne techniki w tym bardzo konkret-
nym lnodelu zar,vodzą i niezbędne jest lvypracowanie nowych nretod. Rozplawa
naniązuje do birdań z ostatnich 1at dotyczących systemólv dynarnicznych, ich
r,l,łasności ergodl,cznych i poi,viązanych twierdzeń granicznych, którymi zajmo_
lr,ali się m,irr, A. Zdunik, B. Deroin, V, Klepstyn, A. Navas.

W rozdziale 2 przedstar,vione są wcześniejsze wyniki dotyczące badanego
sl,stenu. \Ęjaśniają one rolę współczynnikólv Lyapunova i prezentu.ją pod-
statł,owe własności modelu. Przy dosyć słabych założeniac7r (m.in. ft:żniczkc..-
rł,alności odwzorowalr w punktach 0 i 1) definirrje się r.vspółczynniki Lyapunova

Tl

An : D p; log l](0),
ź:I
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zl:1

gdzie ,pi ozn,dcza prarvdopodobieństivo w1,Iosowania odwzorowania /i, Pełnią
one rolę miernika jak mocno punkty brzegor,r,e odcinka przyciągają do siebie
irajcktorię procesu. Pokazuje się, ze jezeli przynajmnie-j jeden z tych współ-
czynników jest ujemrry, to proces zbiega p.w. do jednego z wierzchołków.
Najciekalł,sza jest sytuacja, gdv zarórłlno punkt 0 iak i punkt 1 odpychają tra-
jekiorię, czyli oba u,spółczyntriki A0 i A1 są dodatnie. Wólvczas ploces zbiega
u,edług rozkładu do pewrrej miary probabilistl,cznej, która jest jedyną miarą
stac.jonarną procesu.

\Ąi kolejnych rozdziałach 3 i 4 dowodzone są trvierdzenia graniczne związane
z otnau,ianym plocesem stacjonarnym {X,,} dla funkcjonałórv addytylvnych
l)Iocesu. tzn, dla sum postaci

o(Xl) +.,. + ó(x"),
gclzic ó jest pewną ustaloną funkcją na |0,1]. W tak ogólnej sytuacji klasyczne
rnetclcly bazłrjące na funkcjach charakterystycznych nie działają i uzywa się
technik martyngałowych. I{luczorve jest oszacorvanie drugiej nolmy opera-
tora markorvskiego P działającego na funkcjach. Formalnie, bada się operator
dualn"1" u do p, a celem jest otrzymanie odpowiednio dobrych szacowań na
||U" ó)|pl,a.

\Ąr1,,niki rozdziałl3 oparte są na nieopublikowanej pracy cloktoranta, gdzie
trnalizolvana jest sytuacja odrł,zorowail klasy C2. Wówczas tempo zbieżności
traiektorii ivg średniej jest r.v_v-kładniczo sz1,,bkie (Tlvierdzenie 3.2), co z kolei
implikuje wl,kładnicze malenie norn

]lt]"óll",rus 4 Cq"

clla g < 1. Kilkunastostronicowy dowód oparty jest na twieldzeniu Baxen-
dala oraz częściowo na pracy E. Le Page'a. Tak mocny wynik pozrvala niemal



łratychrniast i.vyr.vnioskoi,vać trvierdzenia graniczne. Uzywając nrartyngałowei
metody Gordina otrzymuje się centralne twierdzenie graniczne, prawo itero-
wanego logarytmu oraz firnkcyjne trvierdzenie graniczne.

\Ąi ogólnej sytuacji, gdy zakłada się jedynie ciągłość odwzorowań, oŁrzy-
manie wykładniczych szacor,r,ań nie jest mozliwe. W rozdziale 4, opartym na
pracach (P1) oraz (P2), korzl,stając z technik Nlalicet, pokazuje się słabsze
szacorvania

ll Śu^, l (cnJ,d.
|| Ł/-l llL',1,1 -

jednak w śrvietle rvynikói,r, N'Iaxwella-Woodroofe'a są one wystarczające do uz1,,-

skania zarówno centralnego trvierdzenia granicznego jak i prawa iterowanego
logarvtmu,

Ostatni rozdział 5 opart1,, jest na samodzielnej pracy (P3). Badane są
systenl!, lrortreornorfizrnólv oclcirrka jecinostkowego w sybuacji, gdy prarvdopo-
bielrstr.vo rvylosowania danego odr,vzorowanta zależy od aktua]nej pozycji pro-
c]esu. Zazw5,czaj ivłasności crgodyczne są konsekwencją tzrv. kontrakcji wg
śreclniej, nie jest jednak ona spełniona w tym przypadku. Autor koncentruje
sivoje wysiłki na przykładzie systemu Alsedy-Nlisiurervicza, składa.jącego się
z dlr,óch karł,ałkami liniowych homeomorfizmów. z uwagi jednak na złozo-
rrość 1lroblelnu zrozumienie nalr,et tego przypadku jest cenne. W Trvierdzeniu
5.1 pokazane jest (przy odpolviedniclr, dosyć naturalnvch założelliach) istnie-
nie jedynej miary, probabilistycznej procesu) a następnie wynioskołvane jest
t:t-,ntrzrlne ti,r,ierdzenie graniczne (to osiatnie rozumo\\ranie nie jest częścią roz-
prawy).

Podsumowanie. Rozprar.va doktorska dotyczy trudnych i aktualnych za-
gadnicń, będących w centrum zaintcresowania wielu matematyków zajrnują-
cvch się stoc}rastycznymi układani d1,,namiczrrymi. Nalez1,, podkreślić, ze Au-
tol rozprart y porusza fundarnentalne problemy dotyczące niezwykle waznvc}t
i jcdnocześnie elemeniarnvch przykładórv. \Ąrszystkie nowe q,yniki doiy,czą
układów opaltych na skończenie wielu homeomorfizrnach odcinka [0,1]. Bio-
rąc poc1 uwagę j:-lk wielu matenatykór,v badało juz ten model, należy docenić
ral}$ę tak fundamentalnych lvynikór,v jak przedstai,vione w rozprawie twierdze-
rria graniczne. Zar,varte w pracy, rozumowania są często trudne i momentami
u-ymagają zmrrclnych obliczeń, jedn:rk w dużej mierze są to nowe, oryginalne
i ciekirwe pomysły. \Ąriększość otrzymanych wvników została juz opublikowana
r,r' bardzo dobrych pisnrach Israel Journal of Nlathematics oraz Nonlinearity.

Duzą i,vartoŚcia prac1, jest opisan7e znacznle szerszego kontekstu tematyki
badań. Z.jednej strony Autor uzupełrrił lozprawę o wyniki równiez irrnych ma-



ternatyków i przedstawił ich kompletne dowody. Dzięki temu rozprawa stała
się samor,r,.vstarczalna. Jest to niestety niezwykle rzadkie. Zazlvyczaj głębsze
zrozurnienle lozprawy doktorskiej wymaga przeanalizowania równiez pokrew-
nej literatury. Dzięki takiemu podejściu mozna zapoznać się z podstalvowymi
technikami uzywanymi r,v tej tenratyce, co niezlvykle ułatlvia zrozumienie jej

trrrdniejszych fragmentói,v. Za wartościorve ur,vazam równie liczne dodatkowe
komentarze, stawiające dalsze problem1,, i wskazujące potencjalne dosyć cie-
karve kierunki badań. Pokazują one duzą dojrzałość Doktorałrta i postrzeganie
matenratyki rrie tylko poprzez pryzmat lvłasnych badań,

Parr Klarrdiusz Czudek jest autorem trzech innych publikacji pochodzącl,ch

.jeszcze z okresu Jcgo studiów magisterskic]r i niezwiązanych z tematyką roz-
prawy cloktorskiej, W trakcie strrdiói.v doktorskich realizował dwa prestizowe
projckti,- Diamentowy Grant oraz Prcludium, N'Ia na srvoim koncie liczne wy-
stąpicrria konfererrcyjne (niestet1. z powodu panderrrii aktywność Ła znacznte
spadła)

Nalezy przyznać, ze lozprawę czyta się bardzo dobrze i mozna skutecznie
ślcdzić kolejne lozumowania. Niestety są jednak fragmenty, które nie zostały
11, pe łni dopracowarre przez Autora. Z jednej strony placa napisana jest niezrvy-
kle elementa,rnie, z dbałością 6 11,yjaśnienie nadrobniejszych nax,et szczegółórł,,
Ale z drugiej już lł,e wstępie w rozdziale 1,2 Autor nar,viązując do gładkich sys-
ternórł, dynamicznych beztrosko uzywa notacji, której wcześniej nie zdefinior,vał
(\Ąr definicji na str, 8: zbiór A porvinien być dokładniej określony, nienazwane
l,,1 iest zapewne rozmaitością, stała C zamienia się na c, Podobnie ponizej
w opisie przykładu Kana, nie została zdefiniolvana przestrzeń na której okre-
ślone są kolejne obiekty, a na której nagle definiowana jest miara Lebesgua.)
Kolejne fragrnenty rozpTa\vy są jednak napisane zdecydowanie lepiej. W pracy
zclal,zają się literón,ki oraz drobne błęd"v (np. definic.je t1 oraz tn na stronie
35 są błędnie napisane, ale łatwo mozna je popralvić). Niemniej jednak placę
czl-ta się z dużą prz;,jemnością, ił iiczne poglądolve rysunki wyjaśniają często
istotę dorvodu.

Konkluzja.
Rozprarva doktorska Ersodic propertt,es of certa,i,n iterated functi,on systerrls

ari,si,rlg in partźally ttyylerbolźc d,y,namics mgr. Klaudiusza Czudka zdecydowanie
przekracza ustawowe i zwyczajowe wynlogi stawiane l,()zplawon] cielktorskirrr.
\\iroszę o przvjęcie rozprawy i clopuszczenie do dalszych etapólv przei,vodu
cloktorskiego otaz o uznanie lozpl-awy zawyróżllającą.
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