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Niniejsza rozprawa zawiera twierdzenia o istnieniu rozwigzania lub istnieniu wie-
lu rozwigzan dla pewnych nielinowych probleméw rézniczkowych, zaré6wno réwnan
zwyczajnych jak i czastkowych, z jednorodnymi warunkami brzegowymi Dirichleta.
Niniejsza praca posiada dwa gtéwne cele, i dla kazdego z nich do rozwigzania propo-
nowane jest inne podejscie.

Pierwszy z celow jest wykazanie istnienia wielu rozwiazan dla réznych typoéw pro-
blem z nieliniowa wartoscia wlasng dla p-laplasjanu. Podajemy uzyskane w tej dziedzi-
nie wyniki w rozdziale 3 rozprawy. Podstawowym twierdzeniem uzytym w rozprawie
do tego celu jest nastepujace rozszerzenie stynnego twierdzenia o trzech punktach
krytycznych Ricceriego.

Twierdzenie ([7] Twierdzenie o trzech punktach krytycznych Ricceriego). Niech X
bedzie osrodkowa, refleksywnq przestrzeniq Banacha, oraz niech ®: X — R bedzie ko-
ercywnym i stabo ciggowo potciggtym z dotu funkcjonatem klasy c! nalezgcym do Wx,
ograniczonym na podzbiorach ograniczonych X, takich ze jego pochodna ma ciggtq od-
wrotnosé na X*; Ji: X — R jest funkcjonatem klasy C' posiadajecy zwartq pochodng.
Zatézmy, ze ® posiada Sciste minimum lokalne w ug, takie ze ®(ug) = Jy(ug) = 0.
Okreslmy nastepujgce state

- Ji(u) Ji(w)
= max ¢ 0, limsu , limsu ,
T X{ HuH—)opo D (u) ’U«%uop P (u)

X = Ssup Jl (u>
o(u)>0 P(u)’

i zatozmy, Ze T < x.
. . . 1 1 - - .
Wtedy dla kazdego przedziatu domknietego [a,b] C (<, ) (przyjmujgc nastepujgcq
konwencje 1/0 = oo i 1/o0 = 0) istnieje k£ > 0 posiadajgea te ceche, ze dla kazdego
X € [a,b] oraz kazdego funkcjonatu Jo: X — R klasy C! o zwartej pochodnej, istnieje
0 > 0 taka, ze dla dowolnego v € [0, 0], réwnanie

@' (u) — AJj(u) — ~J3(u) =0,
posiada co najmniej trzy rozwigzaniac w X o normie mniejszej niz k.

Powyzsze twierdzenie bylo wielokrotnie, z sukcesami, stosowane dla probleméw
posiadajacych w swojej strukturze wiele cztonéw nieliniowych. Rozdziat 3 sktada sie
z trzech sekcji. Pierwsza z nich rozwaza nastepujace zagadnienie brzegowe okreslone
przez réwnanie czastkowe.

Problem. Znalezé u € Hy () N W2 (Q) takie jak

—Au(z) = u]‘gﬁfz) +Af(u(z)) +vg9(u(z)) p.w. z€Q,
ulyy =0,

gdzie Q C R™ jest ograniczong dziedzing zawierajgeq 0 i posiadajgcq lipschitzowski
brzeg.

Dla powyzszego problemu poszukujemy jedynie rozwigzan w stabym sensie. Druga
z sekcji rozwaza inng wersje problemu nieliniowej wartosci wtasne;j.

Problem. Znaleié u € WP () N W (Q) takie, ze

~Byu(e) + p O = A f(u(@)) +yg(u@) pow. wEQ
ulygg =0

gdzie Q C R"™ jest ograniczong dziedzing zawierajgeq 0 i posiadajgceq lipschitzowski

brzeg oraz 1 < p < n i jednoczesnie p(p + 1) > n.
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Ponownie, nasze zainteresowania ograniczaja sie do stabych rozwiazan. Sekcje 3.1
oraz 3.2 zawierajg dowody istnienia wielu rozwigzan dla obu tych probleméw. Ostatnia
z sekcji przytacza przyklad nieliniowosci spetniajacej zalozenia twierdzenia.

Drugim celem niniejszej rozprawy jest dowod istnienia rozwigzania uzyskany meto-
da dwuetapowa, stanowiaca polaczenie metody wariacyjnej z twierdzeniem o punkcie
stalym. Wyniki uzyskane ta metoda znajduja sie w rozdziatach 4 i 5. W rozdziale 4
przedstawiony jest problem opisany réwnaniem rézniczkowym zwyczajnym, natomiast
w rozdziale 5 problemy dotycza inkluzji rézniczkowych. Pierwszym krokiem metody
jest uzyskanie istnienia rozwigzania problemu pomocniczego, wyprowadzonego z pod-
stawowego, z wykorzystaniem metod wariacyjnych. Drugi krok polega na wykazaniu
istnienia punku stalego, co jest tozsame z rozwigzaniem problemu podstawowego. W
rozdziale 4 do tego celu wykorzystane zostato klasyczne twierdzenie Banacha o punk-
cie stalym. Natomiast w rozdziale 5 podejicie zostalo uogélnione w taki sposéb, ze
mozliwe bylo wykorzystanie twierdzenia Kakutaniego—Fana—Glicksberga.

Twierdzenie ([1, Corollary 17.55] Kakutani-Fan-Glicksberg o punkcie statym). Niech
S C X bedzie niepustym zwartym i wypuklym zbiorem, gdzie X jest lokalnie wypuktq
przestrzeniq topologiczng Hausdorffa oraz niech multifunkcja ¢ S — 2° ma niepuste
1 wypukte wartosci oraz domkniety wykres. Wtedy zbior puntow statych operatora ¢
(to znaczy {x € S: = € p(x)}) jest niepusty i zwarty.

Rozdzial 4 zawiera dwa problemy z rownaniami w typie Duffinga z jednorodnymi
warunkami brzegowymi Dirichleta.

Problem. Znalezé x € Hy (0,1) "W (0,1) takie, Ze
Aa () +r) Fot) + gt 2(t),u(®)) — ftx(®) =0 pw. te(0,1),
z(0) =xz(1) =0.

Problem. Znalezé u € Hy (Q)NW>! (Q), gdzie Q C R™ jest otwartym i ograniczonym
zbiorem, takie ze

Au(z) + r(x) - Vu(z) + gz, u(z),m(z)) = f(z,u(x))p.w.z € Q

ulpq =0

W przypadku drugiego z problemoéw jesteSmy zainteresowani istnieniem stabych
rozwigzan, w odréznieniu od problemu pierwszego gdzie otrzymane rozwiazania sa
klasycznymi. W rozdziale 4 przedstawiono dowody istnienia rozwigzarn tych proble-
mow. Wyniki uzyskane dla pierwszego problemu zostaly opublikowane w [4, 6]. W
rozdziale 5 nastepujace inkluzje rézniczkowe sg rozwazane.

Problem. Znalezé x € Hy (0,1) "W (0,1) taki, Ze

- & (t) — (l‘)i (t) + Na(t, x(t)) = f(t) t€(0,1)
dtQm r dtm 1tz p-w. ,

z(0) = z(1) = 0.
Problem. Znalezé x € H} (0,1) "W? (0,1) takie, ze

- %f(t) — T(t)%x(t) =f(t) p.w. te(0,1),

x(0) =0,

d
- &x(l) € Ny(z(1)).



Oba przypadki zawieraja multifunkcje (N; oraz Ny odpowiednio). Rozdzial 5 za-
wiera dowody istnienia rozwigzan dla tych probleméw uzyskane z polaczenia metod
analizy niegladkiej oraz przez twierdzenie Kakuraniego—Fana—Glicksberga o punkcie
stalym. Rozdzial 2 przytacza wszystkie wykorzystywane twierdzenia oraz definicje,
oraz zawiera zunifikowany przeglad wykorzystywanych oznaczern w catosci rozprawy.
Ostatnia z sekcji rozdziatu 2 przedstawia autorska wersje twierdzenia o trzech punk-
tach Canady-Tannizzotto, zaprezentowanego w [2]. Wynik ten zostal opublikowany w
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