
Zastosowanie metod wariacyjnych i metod punktu

staªego w badaniu wybranych zagadnie«

brzegowych Dirichleta - strzeszczenie

Piotr Kowalski

13 pa¹dziernika 2015



Niniejsza rozprawa zawiera twierdzenia o istnieniu rozwi¡zania lub istnieniu wie-
lu rozwi¡za« dla pewnych nielinowych problemów ró»niczkowych, zarówno równa«
zwyczajnych jak i cz¡stkowych, z jednorodnymi warunkami brzegowymi Dirichleta.
Niniejsza praca posiada dwa gªówne cele, i dla ka»dego z nich do rozwi¡zania propo-
nowane jest inne podej±cie.

Pierwszy z celów jest wykazanie istnienia wielu rozwi¡za« dla ró»nych typów pro-
blem z nieliniow¡ warto±ci¡ wªasn¡ dla p-laplasjanu. Podajemy uzyskane w tej dziedzi-
nie wyniki w rozdziale 3 rozprawy. Podstawowym twierdzeniem u»ytym w rozprawie
do tego celu jest nast¦puj¡ce rozszerzenie sªynnego twierdzenia o trzech punktach
krytycznych Ricceriego.

Twierdzenie ([7] Twierdzenie o trzech punktach krytycznych Ricceriego). Niech X
b¦dzie o±rodkow¡, re�eksywn¡ przestrzeni¡ Banacha, oraz niech Φ: X → R b¦dzie ko-
ercywnym i sªabo ci¡gowo póªci¡gªym z doªu funkcjonaªem klasy C1 nale»¡cym do WX,
ograniczonym na podzbiorach ograniczonych X, takich »e jego pochodna ma ci¡gª¡ od-
wrotno±¢ na X∗; J1 : X → R jest funkcjonaªem klasy C1 posiadaj¡cy zwart¡ pochodn¡.
Zaªó»my, »e Φ posiada ±cisªe minimum lokalne w u0, takie »e Φ(u0) = J1(u0) = 0.
Okre±lmy nast¦puj¡ce staªe

τ = max

{
0, limsup
‖u‖→∞

J1(u)

Φ(u)
, limsup
u→u0

J1(u)

Φ(u)

}
,

χ = sup
Φ(u)>0

J1(u)

Φ(u)
,

i zaªó»my, »e τ < χ.
Wtedy dla ka»dego przedziaªu domkni¦tego [a, b] ⊂ ( 1

χ ,
1
τ ) (przyjmuj¡c nast¦puj¡c¡

konwencje 1/0 = ∞ i 1/∞ = 0) istnieje κ > 0 posiadaj¡ca t¦ cech¦, »e dla ka»dego
λ ∈ [a, b] oraz ka»dego funkcjonaªu J2 : X → R klasy C1 o zwartej pochodnej, istnieje
δ > 0 taka, »e dla dowolnego γ ∈ [0, δ], równanie

Φ′(u)− λJ ′1(u)− γJ ′2(u) = 0,

posiada co najmniej trzy rozwi¡zania w X o normie mniejszej ni» κ.

Powy»sze twierdzenie byªo wielokrotnie, z sukcesami, stosowane dla problemów
posiadaj¡cych w swojej strukturze wiele czªonów nieliniowych. Rozdziaª 3 skªada si¦
z trzech sekcji. Pierwsza z nich rozwa»a nast¦puj¡ce zagadnienie brzegowe okre±lone
przez równanie cz¡stkowe.

Problem. Znale¹¢ u ∈ H1
0 (Ω) ∩W2,1 (Ω) takie jak

−∆u(x) = µu(x)

|x|2 + λf(u(x)) + γg(u(x)) p.w. x ∈ Ω,

u|∂Ω ≡ 0,

gdzie Ω ⊂ Rn jest ograniczon¡ dziedzin¡ zawieraj¡c¡ 0 i posiadaj¡c¡ lipschitzowski
brzeg.

Dla powy»szego problemu poszukujemy jedynie rozwi¡za« w sªabym sensie. Druga
z sekcji rozwa»a inn¡ wersj¦ problemu nieliniowej warto±ci wªasnej.

Problem. Znale¹¢ u ∈W1,p
0 (Ω) ∩W2,1 (Ω) takie, »e

−∆pu(x) + µ |u(x)|p−2u(x)
|x|p = λf(u(x)) + γg(u(x)) p.w. x ∈ Ω

u|∂Ω ≡ 0

gdzie Ω ⊆ Rn jest ograniczon¡ dziedzin¡ zawieraj¡c¡ 0 i posiadaj¡c¡ lipschitzowski
brzeg oraz 1 ≤ p ≤ n i jednocze±nie p(p+ 1) ≥ n.

2



Ponownie, nasze zainteresowania ograniczaj¡ si¦ do sªabych rozwi¡za«. Sekcje 3.1
oraz 3.2 zawieraj¡ dowody istnienia wielu rozwi¡za« dla obu tych problemów. Ostatnia
z sekcji przytacza przykªad nieliniowo±ci speªniaj¡cej zaªo»enia twierdzenia.

Drugim celem niniejszej rozprawy jest dowód istnienia rozwi¡zania uzyskany meto-
d¡ dwuetapow¡, stanowi¡c¡ poª¡czenie metody wariacyjnej z twierdzeniem o punkcie
staªym. Wyniki uzyskane t¡ metod¡ znajduj¡ si¦ w rozdziaªach 4 i 5. W rozdziale 4
przedstawiony jest problem opisany równaniem ró»niczkowym zwyczajnym, natomiast
w rozdziale 5 problemy dotycz¡ inkluzji ró»niczkowych. Pierwszym krokiem metody
jest uzyskanie istnienia rozwi¡zania problemu pomocniczego, wyprowadzonego z pod-
stawowego, z wykorzystaniem metod wariacyjnych. Drugi krok polega na wykazaniu
istnienia punku staªego, co jest to»same z rozwi¡zaniem problemu podstawowego. W
rozdziale 4 do tego celu wykorzystane zostaªo klasyczne twierdzenie Banacha o punk-
cie staªym. Natomiast w rozdziale 5 podej±cie zostaªo uogólnione w taki sposób, »e
mo»liwe byªo wykorzystanie twierdzenia Kakutaniego�Fana�Glicksberga.

Twierdzenie ([1, Corollary 17.55] Kakutani�Fan�Glicksberg o punkcie staªym). Niech
S ⊂ X b¦dzie niepustym zwartym i wypukªym zbiorem, gdzie X jest lokalnie wypukª¡
przestrzeni¡ topologiczn¡ Hausdor�a oraz niech multifunkcja ϕ : S → 2S ma niepuste
i wypukªe warto±ci oraz domkni¦ty wykres. Wtedy zbiór puntów staªych operatora ϕ
(to znaczy {x ∈ S : x ∈ ϕ(x)}) jest niepusty i zwarty.

Rozdziaª 4 zawiera dwa problemy z równaniami w typie Du�nga z jednorodnymi
warunkami brzegowymi Dirichleta.

Problem. Znale¹¢ x ∈ H1
0 (0, 1) ∩W2,1 (0, 1) takie, »e

d2

dt2x(t) + r(t) d
dtx(t) + g(t, x(t), u(t))− f(t, x(t)) = 0 p.w. t ∈ (0, 1),

x(0) = x(1) = 0.

Problem. Znale¹¢ u ∈ H1
0 (Ω)∩W2,1 (Ω), gdzie Ω ⊂ Rn jest otwartym i ograniczonym

zbiorem, takie »e

∆u(x) + r(x) · ∇u(x) + g(x, u(x),m(x)) = f(x, u(x)) p.w. x ∈ Ω
u|∂Ω ≡ 0.

W przypadku drugiego z problemów jeste±my zainteresowani istnieniem sªabych
rozwi¡za«, w odró»nieniu od problemu pierwszego gdzie otrzymane rozwi¡zania s¡
klasycznymi. W rozdziale 4 przedstawiono dowody istnienia rozwi¡za« tych proble-
mów. Wyniki uzyskane dla pierwszego problemu zostaªy opublikowane w [4, 6]. W
rozdziale 5 nast¦puj¡ce inkluzje ró»niczkowe s¡ rozwa»ane.

Problem. Znale¹¢ x ∈ H1
0 (0, 1) ∩W2,1 (0, 1) taki, »e

− d2

dt2
x(t)− r(t) d

dt
x(t) +N1(t, x(t)) 3 f(t) p.w. t ∈ (0, 1)

x(0) = x(1) = 0.

Problem. Znale¹¢ x ∈ H1
0 (0, 1) ∩W2,1 (0, 1) takie, »e

− d2

dt2
x(t)− r(t) d

dt
x(t) = f(t) p.w. t ∈ (0, 1),

x(0) = 0,

− d

dt
x(1) ∈ N2(x(1)).
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Oba przypadki zawieraj¡ multifunkcje (N1 oraz N2 odpowiednio). Rozdziaª 5 za-
wiera dowody istnienia rozwi¡za« dla tych problemów uzyskane z poª¡czenia metod
analizy niegªadkiej oraz przez twierdzenie Kakuraniego�Fana�Glicksberga o punkcie
staªym. Rozdziaª 2 przytacza wszystkie wykorzystywane twierdzenia oraz de�nicje,
oraz zawiera zuni�kowany przegl¡d wykorzystywanych oznacze« w caªo±ci rozprawy.
Ostatnia z sekcji rozdziaªu 2 przedstawia autorsk¡ wersj¦ twierdzenia o trzech punk-
tach Canady�Iannizzotto, zaprezentowanego w [2]. Wynik ten zostaª opublikowany w
[3].
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