Streszczenie rozprawy doktorskiej

~E-kohomologiczny indeks Conleya"
Maciej Starostka

W rozprawie rozwijamy teorie E-kohomologicznego indeksu Conleya wprowadzonego
przez A.Abbondandolo w [Abb99] i pokazujemy jak mozna ja zastosowaé by uzyskac
krotki dowod hipotezy Arnolda na 2n-wymiarowym torusie.

Rozdzial pierwszy zawiera wstep do rozprawy. Drugi rozdziat rozpoczynamy od przy-
pomnienia definicji E-kohomologii dla domknietego i ograniczonego podzbioru osrod-
kowej przestrzeni Hilberta H = E* @ E~. W szczeg6lnosci zwracamy uwage na to,
ze dla E- = {0} otrzymujemy standardowe kohomologie Alexandera-Spaniera ze
zwartymi no$nikami, za§ w przypadku gdy ET = {0} otrzymujemy zaproponowana
przez K. Gebe i A.Granasa (patrz [GG73]) skoficzenie kowymiarowa teorie kohomo-
logii H*~*. Dla sfery S™7 kowymiaru p w H grupy kohomologii H*~7 sa niezerowe
wtedy i tylko wtedy gdy g = p. W przypadku gdy obydwie przestrzenie tzn. E" i E~ sa
nieskoniczenie wymiarowe mamy do czynienia, podobnie jak w przypadku teorii Flo-
era, z tzw. teoria Srodkowo wymiarowq. Oznacza to, ze grupy E-kohomologii Hf wykry-
waja nietrywialnos¢ sfer, ktére maja zaréwno nieskoniczony wymiar jak i nieskoriczony
kowymiar. Teoria E-kohomologii jest uogélniona teoria kohomologii w nastepujacym
sensie: spetnia ona aksjomaty Eilenberga-Steenroda z ograniczona klasa morfizméw i
ze zmodyfikowanym aksjomatem wymiaru. A. Abbondandolo definiuje E-morfizmy

jako odwzorowania ¥ : X — Y takie, ze

(1) ¥ jest postaci ¥(x) = M(x) + K(x) gdzie M jest automorfizmem H spelniaja-
cym M(E') = ET i K jest odwzorowaniem pelnociagtym;
(2) Y~1(U) jest zbiorem ograniczonym dla kazdego zbioru ograniczonego U.

W rozprawie zauwazamy, ze mozna poszerzy¢ klase morfizméw na odwzorowania

spelniajace (1") zamiast (1).

(1) ¥ jest postaci ¥(x) = M(x)x + K(x) gdzie M : X — Aut(H) jest ciagte, ma
zwarty obrazi M(x)(E™) = E* dla kazdego x € X. Ponadto K jest odwzorowa-
niem pelnociagtym.

W szczegélnosci dopuszczalnymi odwzorowaniami sa przesuniecia wzdluz odpowied-
niego potoku, gdzie czas przesuniecia zalezy w sposéb ciagly od punktu poczatko-

wego. Obserwacja ta okazuje sie by¢ kluczowa przy dowodach wtasnosci indeksu Conleya.
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W ostatnim paragrafie pierwszego rozdzialu pokazujemy, ze E-kohomologie maja do-

datkowa strukture multiplikatywna.

Drugi rozdzial poswiecony jest definicji oraz dowodom wtasnos$ci E-kohomologicznego
indeksu Conleya, tj. tytutlowego niezmiennika rozprawy. Dla potokéw gradientowych
niezmiennik ten zostat zdefiniowany przez A. Abbondandolo. W tym rozdziale rozsze-
rzamy definicje tak, aby obejmowata réwniez potoki niegradientowe. Takie rozszerze-
nie pociaga za soba konieczno$¢ zmiany metod w dowodach witasnosci indeksu.
Rozdzial rozpoczyna sie od wyabstrahowania warunku zwartosci, ktéry kompensuje
brak lokalnej zwarto$ci przestrzeni. Dla potoku 7 : H x R — H warunek zwartosci
(C) jest nastepujacy:

(C) Jezeli dla ciagu {x,} C H zbior
8(x) = U n(xw [-n,n])
neN
jest ograniczony, to z {x, } mozna wybra¢ podciag zbiezny.
Silniejszy warunek (CT), w ktérym zamiast zbioru d(x) wystepuje zbiér
07 (x) = U nlxw [0,n])
nelN

byl wczesniej rozpatrywany w pracy K.P.Rybakoweskiego i E.Zehndera [RZ85]]. Nie-
mniej jednak warunek (CT) nie jest spetniony dla L£LS-potokéw (patrz [GIP99]) ge-
nerowanych przez gradienty funkcjonaléw silnie nieokreslonych tzn. funkcjonatéw,
ktérych punkty krytyczne maja nieskoniczony indeks i koindeks Morse’a. W ramach
dyskusji warunku zwartosci (C) pokazujemy, ze pociaga on za soba lokalny warunek
Palais-Smale’a, tzn. dla funkcjonatu f : H — R

(PS-loc) Jezeli ciagi {x,}, {f(xx)} sa ograniczone i Vf(x,) — 0, to z ciagu {x, } mozna
wybra¢ podciag zbiezny.
W nastepnym paragrafie definiujemy E-kohomologiczny indeks Conleya dla LS-potokéw.
Jezeli S jest izolowanym zbiorem niezmienniczym dla LS potoku 7, to

chg(S,n) :== HE(N,L),

gdzie (N, L) jest para indeksowa dla S. Pokazujemy, ze definicja jest poprawna - chg(S, 1)

nie zalezy od wyboru pary indeksowej. Dowodzimy nietrywialno$ci indeksu, tzn.

chg(S,17) #0=S # Q.
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Dowodowi wiasnoéci kontynuagji, tj. homotopijnej niezmienniczoéci indeksu Conleya,
poswiecony jest osobny paragraf. Dowéd, chociaz wciaz techniczny, jest znacznie krét-
szy niz znane autorowi inne dowody twierdzeri o kontynuacji. Réwniez w osobnym
paragrafie, wykorzystujemy wspomniana powyzej strukture multiplikatywna do zde-
finiowania dtugosci kohomologicznej indeksu CLE(S). Podobnie jak klasyczna dtugosé¢
kohomologiczna, CLg szacuje z dotu liczbe wartosci krytyczne funkcjonatu. Dowody
powyzszych wlasnoéci réznia sie od dowodéw dla klasycznego indeksu Conleya z
dwoéch powodow. Po pierwsze przestrzenn IH nie jest lokalnie zwarta. Po drugie nie
mozemy jak w wiekszosci klasycznych dowodéw przejs¢ do przestrzeni ilorazowe;.
Dzieje sie tak dlatego, gdyz przestrzeni ilorazowa nie jest w naturalny sposéb podzbio-

rem HH, nie ma wiec dobrze zdefiniowanych E-kohomologii.

W rozdziale czwartym pokazujemy jak wykorzysta¢ twierdzenie o kontynuacji, aby
otrzymac potok, dla ktérego indeks chg jest tatwiejszy do policzenia. Niech V bedzie
podprzestrzenia H. Mowimy, ze LS-potok 1 jest LSy-potokiem, jezeli 7 = (v, 1, )
jest potokiem iloczynowym na V x V1 i1, jest potokiem liniowym. Jezeli 7 jest LSV~
potokiem dla pewnej skoriczenie wymiarowej podprzestrzeni V to méwimy, ze 7 jest

LS fin-potokiem. Dowodzimy twierdzenie typu Reinecka (por. [Rei90]):
Dowolny LS-potok mozna kontynuowa¢ do gradientowego LSg,-potoku.
Jako wniosek otrzymujemy fakt, ze E-kohomologiczny indeks Conleya moze by¢ poli-
czony za pomoca:
e skoniczenie wymiarowych aproksymagji, jak w [GIP99] i [Izy01]};
e lokalnych kohomologii Morse’a.

W szczeg6lnosci izomorfizm z lokalnymi kohomologiami Morse’a jest wykorzysty-

wany w dowodzie hipotezy Arnolda.

W ostatnim rozdziale pokazujemy jak przy pomocy rozwinietej w poprzednich roz-
dziatach teorii otrzyma¢ krétki dowdd hipotezy Arnolda na 2n-wymiarowym toru-
sie. Korzystajac z podejscia analitycznego opisanego w [HZ12], zamieniamy problem
szukania periodycznych rozwiazan réwnari Hamiltona na problem szukania punktéw

krytycznych funkcjonatu Rabinowitza fy. Pokazujemy, ze V fy spelnia warunek
(BD) V fu(U) jest ograniczony dla kazdego ograniczonego zbioru U,

a nastepnie dowodzimy twierdzenie: jezeli funkcjonat f spelnia warunek (BD) to ist-

nieje maksymalny ograniczony zbiér niezmienniczy. Innymi stowy, istnieje takie R, ze



dla kazdego R’ > R

inv((B(R),7) = inv(B(R'),7),
gdzie B(r) oznacza kule w H o promienu r. Co wiecej, mozemy wybraé¢ wspdlne R dla
ciaglej, sparametryzowanej odcinkiem rodziny funkcj.

Dla ustalonego Hamiltonianu H rozwazmy rodzine Hamiltonianéw
{1-t)H:te[0,1]}.

Rodzina ta definiuje rodzine funkcjonatéw {f;}, a ta z kolei generuje rodzine poto-
kow gradientowych. Dobierajac dostatecznie duze R otrzymujemy, ze potoki gene-
rowane przez gradienty fy i f; kontynuuja sie do siebie. Wystarczy wiec policzy¢ E-
kohomologiczny indeks Conleya dla potoku #; generowanego przez V fi, co jest juz
proste gdyz f; pochodzi od trywialnego Hamiltonianu i potok #; jest liniowy. Bezpo-
Srednie rachunki pozwalaja stwierdzi¢, ze E-kohomologiczny indeks Conleya jest w
tym wypadku izomorficzny z kohomologiami wyjsciowego torusa T2". Na T?" hipo-

teza Arnolda:

e w wersji niezdegenerowanej wynika z faktu méwiacego, ze E-kohomologiczny
indeks Conleya jest izomorficzny z lokalnymi kohomologiami Morse’a;
e w wersji zdegenerowanej wynika z faktu méwiacego, ze dtugos¢ kohomolo-

giczna szacuje z dotu liczbe wartosci krytyczne.
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