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RECENZJA ROZPRAWY DOKTORSKIEJ
MGR. MARIUSZA TOBOLSKIEGO PT. “THE LOCAL
TRIVIALITY OF NONCOMMUTATIVE PRINCIPAL

BUNDLES”

Recenzja przygotowana na zlecenie dyrektora Insty-
tutu Matematycznego Polskiej Akademii Nauk w War-
szawie prof. dr. hab. Lukasza Stettnera z dnia 23. stycz-
nia 2020.

1. MERYTORYCZNA OCENA ROZPRAWY

Rozprawa po$wiecona jest rozwinieciu analogonu pojecia lokalnie try-
wialnej wigzki gtéownej w kontekscie nieprzemiennej topologii i geometrii
oraz omoéOwieniu oraz udowodnieniu niektorych hipotez uogolniajacych w
tym kontekscie klasyczne twierdzenie Borsuka-Ulama. Materiat ten przed-
stawiony jest w trzech czesciach:

e pierwszej poswieconej wyltozeniu podstaw teorii wigzek gtownych ze
zwarta grupa strukturalna w jezyku umozliwiajacym przejscie do
kontekstu nieprzemiennego i sformutowaniu topologicznych uogdl-
nien twierdzenia Borsuka-Ulama,

e drugiej omawiajacej uogolnienie pojecia wiazki gtéwnej do wolnych
dziatan zwartych grup na niekoniecznie przemiennych C*-algebrach
z jedynka i zwigzane z nim uogolnienia wyniku typu Borsuka-Ulama,

e trzeciej, w ktorej badane sa dziatania zwartych grup kwantowych na
(nieprzemiennych) C*-algebrach z jedynka i udowodnione sa pewne
nieprzemienne hipotezy typu Borsuka-Ulama.

Zanim omoéwimy kolejne czesci nalezy stwierdzi¢, ze 6w uktad pracy
pozwala autorowi doskonale przedstawi¢ problematyke z uwzglednieniem
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szerokiej motywacji, odniesien do innych dzialéw matematyki (glownie to-
pologii i teorii wiazek) oraz omoéwienia biezacych problemoéw i hipotez uogol-
niajacych klasyczny wynik Borsuka i Ulama (tzw. Borsuk-Ulam type con-
jectures).

Uwagi ogoblne.

Praca jest napisana w jezyku angielskim i pod wzgledem jezykowym
jest bez zrzutu. Wspomniana struktura rozprawy jest przejrzysta, a mate-
riat sformulowany jest wyjagtkowo jasno. Zawarte w pracy wyniki sg nowe
i cieckawe. Tematyka, ktora zajat sie mgr Tobolski jest jak najbardziej
wspolczesna 1 jego praca zdecydowanie nalezy do gléwnego nurtu badan
nieprzemiennej topologii i geometrii.

Rozprawa zawiera znikoma (cho¢ niezerowa) liczbe pomytek natury ty-
pograficznej, co jednak w zadnym stopniu nie wptywa na jej jakosc.

Uwage zwraca dbalo$¢ autora o zilustrowanie czesci wynikéw i definicji
nietrywialnymi przyktadami. W szczegdlnosci nalezy tu wspomnieé ele-
ganckie przyktady ilustrujace réznice pomiedzy ré6znymi wymiarami lokalnej
trywialnosci w przypadku nieprzemiennym (np. przyktady 2.2.21 1 2.2.22).
Umieszczenie tego rodzaju przykltadéw znakomicie utatwia zrozumienie ca-
tosci rozprawy.

Przejdziemy teraz do nieco bardziej szczegdélowego omowienia kolejnych
czesci pracy.

Czesé pierwsza.

Autor rozpoczyna od przedstawienia podstawowych pojeé¢ dotyczacych
dzialan zwartych grup na zwartych przestrzeniach w jezyku algebr funkcji
na tych przestrzeniach i grupach i tym samym ktadzie podwaliny pod uogol-
nienie tych poje¢ na przestrzenie i grupy kwantowe (opisywane przez algebry
nieprzemienne). Nastepnie nastepuje dyskusja pojecia dziatania wolnego i
wyczerpujace omowienie tzw. wigzek gtownych w sensie Cartana i w sensie
Steenroda. W szczegolnosci wprowadzone zostaje pojecie lokalnie trywial-
nej G-przestrzeni (Definitoin 1.3.4). Nastepnie omowiony jest tzw. genus
Schwarza G-przestrzeni, co stanowi wprowadzenie do czesci 1.3.2, w ktorej
autor rozwija teorie wymiaru lokalnej trywialnosci (local triviality dimen-
sion) lezaca u podstaw wszystkich dalszych wynikow. Nastepnie autor
wprowadza tzw. wigzki n-uniwersalne i podaje kilka rownowaznych sfor-
mulowan twierdzenia Borsuka-Ulama oraz jednego z jego uogolnieri (Con-
jecture 1.4.5). Uogolnienie to jest udowodnione w czesci 1.5.2, co stanowi
ukoronowanie czesci rozprawy poswieconej teorii klasycznej.

Czesé druga.

Jak juz wspomnieliSmy, czes¢ ta poswiecona jest badaniu dziatan zwar-
tych grup na zawartych kwantowych przestrzeniach opisanych rzez nieko-
niecznie przemienne C*-algebry z jedynka. Przyjeta przez autora termi-
nologia wedle ktorej taka sytuacja nazywana jest semiklasyczng (w polskim
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wstepie do rozprawy — pdtklasyczng) jest co prawda sprzeczna ze standar-
dowym uzyciem tego terminu, ale w zadnym stopniu nie wplywa to na
zrozumialtosé tekstu.

Po uzupehieniu nomenklatury (np. omoéwieniu podalgebr punktow sta-
lych itp.) oraz podaniu nietrywialnego przyktadu dziatania grupy SU(2)
na sferze Natsumy-Olsen podane jest uogoélnienie wymiaru lokalnej trywial-
nodci dla dziatan zwartych grup na C*-algebrach z jedynka. Uogolnienie
to okazuje sie by¢ do$¢ nietrywialne, zwtaszcza ze trzy naturalne definicje
(dimy;r, dimwyr i dimgyr) okazujg sie nier6wnowazne, co autor pokazuje na
bardzo zgrabnie skonstruowanych przyktadach opisanych w czesci 2.2.5.

Ciekawym i warto$ciowym fragmentem czesci drugiej rozprawy sa czesci
2.3.1 oraz 2.3.2, w ktorych wskazane sg zwiazki omawianej teorii wymiaru
lokalnej trywialnosci z wymiarem Rochlina (bedacym waznym narzedziem
w teorii C*-algebr) i podana jest nowa charakteryzacja tego wymiaru dla
dzialan na zwartych przestrzeniach.

W podrozdziatach 2.4.1 1 2.4.2 przedyskutowana sg n-uniwersalne wiazki
w kontekscie dziatan na nieprzemiennych C*-algebrach. W szczegolnosci
wprowadzone sa nieprzemienne operacje ,,ztacza” (wedlug terminologii za-
proponowanej we wstepie przez autora, ang. noncommutative join i free?
noncommutative join) niezbedne do sformutowania uogolnien twierdzenia
Borsuka-Ulama. Uogolnienia te udowodnione sa w podrozdziale 2.5.

Cze$é trzecia.

W ostatniej czeSci rozprawy autor bada sytuacje, w ktorej zaré6wno przes-
trzen jak i grupa, ktora na niej dziata sa zastapione odpowiednimi obiek-
tami nieprzemiennej topologii. Po krotkim wprowadzeniu uogélniajacym
terminologie na potrzeby tej sytuacji oméwione sg wymiar lokalnej trywial-
nosci i staby wymiar lokalnej trywialnosci (dimyr i dimwypr) dla dziatania
zwartej grupy kwantowej na zwartej przestrzeni kwantowej. Definicja moc-
nego wymiaru lokalnej trywialnoséci (dimgpr) w tym przypadku jest nieco
inna i autor odktada ja do czesci 3.4.2 — po dyskusji n-uniwersalnosci w
omawianym kontekscie (dyskusja ta ma miejsce w podrozdziale 3.4). W
tym miejscu napotykamy jedyny element rozprawy, ktory w mojej opinii
zyskatby wiele, gdyby autor po$wiecit nieco miejsca na uzupeknienie szcze-
gotow rozumowania. Chodzi mianowicie o twierdzenie 3.3.2, ktore wydaje
sie by¢ catkiem nietrywialne, a jest ono przytoczone z dos¢ enigmatycznym
uzasadnieniem “the following result can be deduced from either [83] or |75],
przy czym pozycje literatury [83] i [75] zawieraja twierdzenia, ktorych sfor-
multowania odbiegaja nieco od tresci twierdzenia 3.3.2. Potrafie zweryfi-
kowa¢ ten wynik w prostych przypadkach, ale chetnie zobaczytbym petne
rozumowanie.

Zwienczenie pracy nastepuje w rozdziale 3.5, w ktéorym autor formutuje
kilka hipotez dalece uogoélniajacych wyjsciowy wynik Borsuka-Ulama oraz
twierdzenia i hipotezy typu Borsuka-Ulama omoéwione w poprzednich czes-
ciach rozprawy. Hipotezy te sa ze sobg poréwnane, a nastepnie autor
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dowodzi prawdziwosci hipotezy 3.5.2 dla dziatan zwartych grup kwantowych
G z klasyczna podgrupa H taka, ze dimgpr C(G) < +00 (w sensie natural-
nego dzialania H na G).

2. KONKLUZJA

Recenzowana rozprawa jest bez watpienia dzielem najwyzszej proby. Jak
juz wspomnieli$my jej formalna konstrukcja jest bardzo dobra. Praca jasno
przedstawia wszystkie zagadnienia, zawiera nowe i ciekawe wyniki oraz
otwiera pole do prowadzenia dalszych badar. Uwage zwracaja nietuzinkowa
erudycja matematyczna autora i sprawne poslugiwanie sie przez niego na-
rzedziami z dziedzin takich jak topologia, topologia algebraiczna, teoria
C*-algebr, az po podstawy nieprzemiennej geometrii, teorii zwartych grup
kwantowych i K-teorie. Dzielo oparte jest na wynikach trzech prac oczeku-
jacych na publikacje, ale zawiera tez material spoza tych prac. Oprécz
owych trzech publikacji mgr Tobolski jest wspétautorem wielu innych pub-
likacji - baza danych Google Scholar odnotowuje ich 14, z czego przynaj-
mniej cztery sa juz opublikowane. Bez watpienia $wiadczy to o preznym
rozwoju kariery doktoranta.

Rozprawa doktorska mgr. Tobolskiego nie tylko w sposéb oczywisty spel-
nia warunki ustawowe (ustawa z dnia 20. lipca 2020 r. ,,Prawo o szkolnictwie
wyzszym”, art. 187), ale jest dzielem wyjatkowo wysokiej proby i zastuguje
na wyréznienie, o co niniejszym wnioskuje.

?{aJW Soaam

(Piotr Soltan)
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