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1. Merytoryczna ocena rozprawy

Rozprawa po±wi¦cona jest rozwini¦ciu analogonu poj¦cia lokalnie try-
wialnej wi¡zki gªównej w kontek±cie nieprzemiennej topologii i geometrii
oraz omówieniu oraz udowodnieniu niektórych hipotez uogólniaj¡cych w
tym kontek±cie klasyczne twierdzenie Borsuka-Ulama. Materiaª ten przed-
stawiony jest w trzech cz¦±ciach:

• pierwszej po±wi¦conej wyªo»eniu podstaw teorii wi¡zek gªównych ze
zwart¡ grup¡ strukturaln¡ w j¦zyku umo»liwiaj¡cym przej±cie do
kontekstu nieprzemiennego i sformuªowaniu topologicznych uogól-
nie« twierdzenia Borsuka-Ulama,
• drugiej omawiaj¡cej uogólnienie poj¦cia wi¡zki gªównej do wolnych
dziaªa« zwartych grup na niekoniecznie przemiennych C∗-algebrach
z jedynk¡ i zwi¡zane z nim uogólnienia wyniku typu Borsuka-Ulama,
• trzeciej, w której badane s¡ dziaªania zwartych grup kwantowych na
(nieprzemiennych) C∗-algebrach z jedynk¡ i udowodnione s¡ pewne
nieprzemienne hipotezy typu Borsuka-Ulama.

Zanim omówimy kolejne cz¦±ci nale»y stwierdzi¢, »e ów ukªad pracy
pozwala autorowi doskonale przedstawi¢ problematyk¦ z uwzgl¦dnieniem
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szerokiej motywacji, odniesie« do innych dziaªów matematyki (gªównie to-
pologii i teorii wi¡zek) oraz omówienia bie»¡cych problemów i hipotez uogól-
niaj¡cych klasyczny wynik Borsuka i Ulama (tzw. Borsuk-Ulam type con-

jectures).

Uwagi ogólne.

Praca jest napisana w j¦zyku angielskim i pod wzgl¦dem j¦zykowym
jest bez zrzutu. Wspomniana struktura rozprawy jest przejrzysta, a mate-
riaª sformuªowany jest wyj¡tkowo jasno. Zawarte w pracy wyniki s¡ nowe
i ciekawe. Tematyka, któr¡ zaj¡ª si¦ mgr Tobolski jest jak najbardziej
wspóªczesna i jego praca zdecydowanie nale»y do gªównego nurtu bada«
nieprzemiennej topologii i geometrii.
Rozprawa zawiera znikom¡ (cho¢ niezerow¡) liczb¦ pomyªek natury ty-

pogra�cznej, co jednak w »adnym stopniu nie wpªywa na jej jako±¢.
Uwag¦ zwraca dbaªo±¢ autora o zilustrowanie cz¦±ci wyników i de�nicji

nietrywialnymi przykªadami. W szczególno±ci nale»y tu wspomnie¢ ele-
ganckie przykªady ilustruj¡ce ró»nice pomi¦dzy ró»nymi wymiarami lokalnej
trywialno±ci w przypadku nieprzemiennym (np. przykªady 2.2.21 i 2.2.22).
Umieszczenie tego rodzaju przykªadów znakomicie uªatwia zrozumienie ca-
ªo±ci rozprawy.
Przejdziemy teraz do nieco bardziej szczegóªowego omówienia kolejnych

cz¦±ci pracy.

Cz¦±¢ pierwsza.

Autor rozpoczyna od przedstawienia podstawowych poj¦¢ dotycz¡cych
dziaªa« zwartych grup na zwartych przestrzeniach w j¦zyku algebr funkcji
na tych przestrzeniach i grupach i tym samym kªadzie podwaliny pod uogól-
nienie tych poj¦¢ na przestrzenie i grupy kwantowe (opisywane przez algebry
nieprzemienne). Nast¦pnie nast¦puje dyskusja poj¦cia dziaªania wolnego i
wyczerpuj¡ce omówienie tzw. wi¡zek gªównych w sensie Cartana i w sensie
Steenroda. W szczególno±ci wprowadzone zostaje poj¦cie lokalnie trywial-
nej G-przestrzeni (De�nitoin 1.3.4). Nast¦pnie omówiony jest tzw. genus
Schwarza G-przestrzeni, co stanowi wprowadzenie do cz¦±ci 1.3.2, w której
autor rozwija teori¦ wymiaru lokalnej trywialno±ci (local triviality dimen-

sion) le»¡c¡ u podstaw wszystkich dalszych wyników. Nast¦pnie autor
wprowadza tzw. wi¡zki n-uniwersalne i podaje kilka równowa»nych sfor-
muªowa« twierdzenia Borsuka-Ulama oraz jednego z jego uogólnie« (Con-
jecture 1.4.5). Uogólnienie to jest udowodnione w cz¦±ci 1.5.2, co stanowi
ukoronowanie cz¦±ci rozprawy po±wi¦conej teorii klasycznej.

Cz¦±¢ druga.

Jak ju» wspomnieli±my, cz¦±¢ ta po±wi¦cona jest badaniu dziaªa« zwar-
tych grup na zawartych kwantowych przestrzeniach opisanych rzez nieko-
niecznie przemienne C∗-algebry z jedynk¡. Przyj¦ta przez autora termi-
nologia wedle której taka sytuacja nazywana jest semiklasyczn¡ (w polskim
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wst¦pie do rozprawy � póªklasyczn¡) jest co prawda sprzeczna ze standar-
dowym u»yciem tego terminu, ale w »adnym stopniu nie wpªywa to na
zrozumiaªo±¢ tekstu.
Po uzupeªnieniu nomenklatury (np. omówieniu podalgebr punktów sta-

ªych itp.) oraz podaniu nietrywialnego przykªadu dziaªania grupy SU(2)
na sferze Natsumy-Olsen podane jest uogólnienie wymiaru lokalnej trywial-
no±ci dla dziaªa« zwartych grup na C∗-algebrach z jedynk¡. Uogólnienie
to okazuje si¦ by¢ do±¢ nietrywialne, zwªaszcza »e trzy naturalne de�nicje
(dimLT, dimWLT i dimSLT) okazuj¡ si¦ nierównowa»ne, co autor pokazuje na
bardzo zgrabnie skonstruowanych przykªadach opisanych w cz¦±ci 2.2.5.
Ciekawym i warto±ciowym fragmentem cz¦±ci drugiej rozprawy s¡ cz¦±ci

2.3.1 oraz 2.3.2, w których wskazane s¡ zwi¡zki omawianej teorii wymiaru
lokalnej trywialno±ci z wymiarem Rochlina (b¦d¡cym wa»nym narz¦dziem
w teorii C∗-algebr) i podana jest nowa charakteryzacja tego wymiaru dla
dziaªa« na zwartych przestrzeniach.
W podrozdziaªach 2.4.1 i 2.4.2 przedyskutowana s¡ n-uniwersalne wi¡zki

w kontek±cie dziaªa« na nieprzemiennych C∗-algebrach. W szczególno±ci
wprowadzone s¡ nieprzemienne operacje �zª¡cza� (wedªug terminologii za-
proponowanej we wst¦pie przez autora, ang. noncommutative join i free2

noncommutative join) niezb¦dne do sformuªowania uogólnie« twierdzenia
Borsuka-Ulama. Uogólnienia te udowodnione s¡ w podrozdziale 2.5.

Cz¦±¢ trzecia.

W ostatniej cz¦±ci rozprawy autor bada sytuacj¦, w której zarówno przes-
trze« jak i grupa, która na niej dziaªa s¡ zast¡pione odpowiednimi obiek-
tami nieprzemiennej topologii. Po krótkim wprowadzeniu uogólniaj¡cym
terminologi¦ na potrzeby tej sytuacji omówione s¡ wymiar lokalnej trywial-
no±ci i sªaby wymiar lokalnej trywialno±ci (dimLT i dimWLT) dla dziaªania
zwartej grupy kwantowej na zwartej przestrzeni kwantowej. De�nicja moc-
nego wymiaru lokalnej trywialno±ci (dimSLT) w tym przypadku jest nieco
inna i autor odkªada j¡ do cz¦±ci 3.4.2 � po dyskusji n-uniwersalno±ci w
omawianym kontek±cie (dyskusja ta ma miejsce w podrozdziale 3.4). W
tym miejscu napotykamy jedyny element rozprawy, który w mojej opinii
zyskaªby wiele, gdyby autor po±wi¦ciª nieco miejsca na uzupeªnienie szcze-
góªów rozumowania. Chodzi mianowicie o twierdzenie 3.3.2, które wydaje
si¦ by¢ caªkiem nietrywialne, a jest ono przytoczone z do±¢ enigmatycznym
uzasadnieniem �the following result can be deduced from either [83] or [75]�,
przy czym pozycje literatury [83] i [75] zawieraj¡ twierdzenia, których sfor-
muªowania odbiegaj¡ nieco od tre±ci twierdzenia 3.3.2. Potra�¦ zwery�-
kowa¢ ten wynik w prostych przypadkach, ale ch¦tnie zobaczyªbym peªne
rozumowanie.
Zwie«czenie pracy nast¦puje w rozdziale 3.5, w którym autor formuªuje

kilka hipotez dalece uogólniaj¡cych wyj±ciowy wynik Borsuka-Ulama oraz
twierdzenia i hipotezy typu Borsuka-Ulama omówione w poprzednich cz¦±-
ciach rozprawy. Hipotezy te s¡ ze sob¡ porównane, a nast¦pnie autor




