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Niniejsza rozprawa dostarcza nowych wynikéw w dziedzinie algebr operatoréw, gtow-
nie w teorii algebr von Neumanna. Badamy deformacje algebr stowarzyszonych z wolnymi
produktami grup. Mimo ze rozumiemy te rodzine dos¢ dobrze, musimy zmierzy¢ sie z pew-
nymi trudnosciami. Szczegdlnie interesujace sa przypadki, w ktorych te algebry wykazuja
podobienstwo do swoich niezdeformowanych odpowiednikéw, poniewaz dowody musza by¢
niezalezne od deformacji, przez co pokazuja, ze pewne cechy algebr niezdeformowanych,
ktore posiadaja lepsze wlasnosci, nie odgrywaja roli w dowodach. 7 drugiej strony, te
zdeformowane algebry tworza szeroka klase obiektéw, ktérych analiza powinna ujawnié
nowe zjawiska.

W teorii algebr operatoréow wyrézniamy dwa gléwne nurty: teorie algebr von Neu-
manna oraz teorie C*-algebr. Jak wspomniano powyzej, bedziemy zajmowac sie gtownia
ta pierwsza, jednak przedstawimy réwniez pewne zastosowania naszej pracy dla C*-algebr.
Pierwszym waznym wynikiem w teorii C*-algebr jest twierdzenie Gelfanda—Najmarka (por.
[GN43]), zgodnie z ktérym ,abstrakcyjna” oraz ,konkretna” definicja C*-algebry jest w
istocie tym samym; mozna o tym my$le¢ jak o C*-algebraicznym odpowiedniku twierdze-
nia Cayleya z teorii grup. Podstawy teorii algebr von Neumanna zostaly rozwiniete w serii
prac Murraya i von Neumanna (por. [MVN36], [MvN37], [vN40], [MvN43]).

Zrédel teorii algebr operatoréw nalezy doszukiwaé¢ sie w mechanice kwantowej, gdyz
dostarcza ona odpowiedniego matematycznego formalizmu do opisu fizyki. Dzieje sie tak,
poniewaz tworcy teorii kwantowej modelowali obserwable uktadéw kwantowych za pomoca
nieskonczonych macierzy, ktére nalezy traktowaé jako operatory na przestrzeni Hilberta.
Co wiecej, zasada nieoznaczonosci Heisenberga sprawia, ze niektére z tych operatoréow nie
mogg komutowaé, wiec naturalne staje sie badanie zbioréw niekoniecznie komutujacych
operatorow; tym witadnie, z grubsza, zajmuje sie teoria algebr operatoréw.

Znane sa rowniez zwiazki z innymi dzialami matematyki, miedzy innymi z teoria repre-
zentacji oraz teoria ergodyczna. W przypadku teorii reprezentacji tatwo to opisaé: jesli
mamy dang unitarng reprezentacje pewnej grupy, to zbiér operatoréw komutujacych ze
wszystkimi operatorami unitarnymi pochodzacymi z tej reprezentacji tworzy algebre von
Neumanna. Ta algebra von Neumanna, zwana komutantem, stuzy do opisu przestrzeni
niezmienniczych, wiec jest istotna, jesli chcemy roztozy¢ reprezentacje na sume prostszych
kawaltkéw. Przykltad ten réwniez mozna skojarzyé¢ z mechanika kwantowa, w ktérej uzywa
sie reprezentacji unitarnych do opisu symetrii. Algebry von Neumanna mozna zwigzaé z
teorig ergodyczng poprzez produkt krzyzowy, konstrukcje, ktéra pozwala zbudowaé alge-
bre von Neumanna z dzialania grupy na przestrzeni z miara; wiele wlasnoéci dzialania
mozna wywnioskowaé ze struktury powstalej algebry von Neumanna. Korzys¢ jest obo-
pélna — przyktady znane z teorii ergodycznej pozwalaja konstruowaé nietypowe algebry
von Neumanna.

Bedziemy badaé¢ dwie rodziny algebr von Neumanna: g-zdeformowane algebry Arakiego—
Woodsa oraz algebry Heckego-von Neumanna. Pierwsza z nich powstaje dzieki dwueta-
powej konstrukcji, ktorej punktem wyjscia sg faktory grup wolnych, natomiast w dru-
gim przypadku mamy do czynienia z ¢-deformacja algebry grupowej grupy Coxetera.



Motywacje dla zajmowania sie g-zdeformowanymi algebrami Arakiego—Woodsa stanowig:
formalizm kwantowej teorii pola wykorzystujacy algebry operatoréw (kanoniczne relacje
(anty)komutacji) oraz nieprzemienny rachunek prawdopodobienistwa (por. [BS91]). Alge-
bry Heckego—von Neumanna przydaja sie do zdefiniowania L?-kohomologii grup Coxetera
(por. [Dym06] and [DDJOO07]), gdzie wymiar von Neumanna dla moduléw nad algebrami
Heckego—von Neumanna jest kluczowym narzedziem.

Wtasnosci algebr von Neumanna omawiane w tej rozprawie sa bardzo klasyczne. W
przypadku algebr Heckego—von Neumanna badamy maksymalne przemienne podalgebry;
temat ten jest bardzo dokladnie oméwiony w ksiazce [SS08]. Prezentujemy réwniez nowe
wyniki na temat wlasnosci aproksymacji g-zdeformowanych algebr Arakiego—Woodsa. Wta-
snosci te mogg by¢ rozumiane jako ostabienia éredniowalnosci, ktora w teorii algebr von
Neumanna posiada wiele réznych nazw: injektywno$é, példyskretnoéé, hiperskonczonosé
itp. Réwnowaznos¢ tych pojeé jest owocem przelomowej pracy Connes’a (por. [ConT6]);
rezultaty te pozwolily rowniez sklasyfikowaé wszystkie injektywne faktory (dzialajace na
osrodkowej przestrzeni Hilberta). Wlasno$¢ Haagerupa oraz catkowita metryczna wla-
snos¢ aproksymacji moga stuzy¢ jako zamienniki sredniowalnoéci, ktére w pewnych przy-
padkach pozwalaja uzyskiwaé¢ podobne wyniki. Innowacyjnosé¢ podejécia prezentowanego
w tej rozprawie polega na tym, ze badamy wtasnosci aproksymacji dla algebr niesladowych,
natomiast wiekszos¢ poprzednich rezultatow dotyczy algebr sladowych.

Omoéwimy teraz pokrotce strukture rozprawy. W rozdziale drugim wprowadzamy tech-
niczne zaplecze naszej pracy, gléwnie z teorii algebr von Neumanna; omawiamy wyniki,
ktére uwazane sg obecnie za klasyczne. W rozdziale trzecim opowiadamy o dwdoch wia-
snosciach aproksymacji kluczowych dla tego tekstu, nie zapominajac o ich zrédtach oraz o
motywacji. Rozdzial czwarty jest po$wiecony ¢-zdeformowanym algebrom von Neumanna,
najwazniejszym obiektom opisywanym w tej rozprawie. Opisujemy wiele przydatnych wta-
snosci tych algebr oraz konstrukeji waznych przy analizie ich wtasnosci. Oferujemy réw-
niez przeglad znanych wynikéw. W rozdziale piatym zawarte sa dowody twierdzen, ktére
uwazamy za nasze najwazniejsze rezultaty. Ponizej przedstawiamy liste tych wynikow i
omawiamy je w duzym skrocie.

Twierdzenie A ([Wasl7, Theorem 1.1.]). Dowolna q-zdeformowana algebra Arakiego—
Woodsa posiada wlasno$é Haagerupa.

To twierdzenie znaczaco powieksza klase niesladowych algebr von Neumanna z wla-
sno$cia Haagerupa, ktéra zostala wprowadzona w tym kontekscie bardzo niedawno (por.
[CS15] i [OT15]).

Twierdzenie B ([ABW18, Theorem 1.1.]). Dowolna q-zdeformowana algebra Arakiego—
Woodsa posiada w*-catkowitq wiasnosé aproksymacyi.

Jest to rozszerzenie jednego z gtéwnych wynikéw pracy [HR11], w ktérej rozwazany byl
przypadek ¢ = 0; metody sa zupelnie inne. Dzigki temu twierdzeniu bedzie mozna badaé
g-zdeformowane algebry Arakiego—Woodsa przy uzyciu metod wprowadzonych przez Pope
(por. [BHV15] dla przypadku ¢ = 0).

Twierdzenie C ([CSW17, Theorem 2.5., Theorem 3.7., and Corollary 3.9.]). Radialna
podalgebra w algebrze Heckego—von Neumanna grupy (Z/2Z)*% (k > 3) jest singularng
maksymalng podalgebrg abelowq z niezmiennikiem Pukdanszky’ego rownym oo.

Jest to odpowiednik stynnego wyniku Radulescu (por. [Rad91]). Co wiecej, algebry von
Neumanna wystepujace w tresci twierdzenia sa izomorficzne z tak zwanymi interpolowa-
nymi faktorami grup wolnych (por. [Rad94] i [Dyk94]), wiec dostajemy analogon radialnej
podalgebry w tym kontekscie.



Twierdzenie D ([CSW17, Proposition 4.12]). W algebrze q-Gaussowskiej rézne podalge-
bry generatorowe nie sq sprzezone przez automorfizm wewnetrzny.

Jest to odpowiednik znanego faktu, ze rézne podalgebry operatorowe w faktorze grupy
wolnej nie sa sprzezone przez automorfizm wewnetrzny (por. [Pop83, Lemma 4.3]).

Literatura

[ABW18]

[BHV15]

[BS91]

[ConT76]

[CS15]

[CSW17]

[DDJO07]

[Dyk94]

[Dym06]

[GN43]

[HR11]

[MVN36]

[MvN37]

[MvN43|

[OT15]

Stephen Avsec, Michael Brannan, and Mateusz Wasilewski. Complete me-
tric approximation property for g-Araki-Woods algebras. J. Funct. Anal.,
274(2):544-572, 2018.

Rémi Boutonnet, Cyril Houdayer, and Stefaan Vaes. Strong solidity of free
Araki-Woods factors, 2015. arXiv:1512.04820, to appear in American Journal
of Mathematics.

Marek Bozejko and Roland Speicher. An example of a generalized Brownian
motion. Comm. Math. Phys., 137(3):519-531, 1991.

A. Connes. Classification of injective factors. Cases 111, 1, I11y, A # 1. Ann.
of Math. (2), 104(1):73-115, 1976.

Martijn Caspers and Adam Skalski. The Haagerup Property for Arbitrary von
Neumann Algebras. Int. Math. Res. Not. IMRN, (19):9857-9887, 2015.

Martijn Caspers, Adam Skalski, and Mateusz Wasilewski. On MASAs in ¢-
deformed von Neumann algebras, 2017. arXiv:1704.02804.

Michael W. Davis, Jan Dymara, Tadeusz Januszkiewicz, and Boris Okun. We-
ighted L2-cohomology of Coxeter groups. Geom. Topol., 11:47-138, 2007.

Ken Dykema. Interpolated free group factors. Pacific J. Math., 163(1):123-135,
1994.

Jan Dymara. Thin buildings. Geom. Topol., 10:667-694, 2006.

I. Gelfand and M. Neumark. On the imbedding of normed rings into the ring
of operators in Hilbert space. Rec. Math. [Mat. Sbornik] N.S., 12(54):197-213,
1943.

Cyril Houdayer and Eric Ricard. Approximation properties and absence of
Cartan subalgebra for free Araki-Woods factors. Adv. Math., 228(2):764-802,
2011.

F. J. Murray and J. Von Neumann. On rings of operators. Ann. of Math. (2),
37(1):116-229, 1936.

F. J. Murray and J. von Neumann. On rings of operators. II. Trans. Amer.
Math. Soc., 41(2):208-248, 1937.

F. J. Murray and J. von Neumann. On rings of operators. IV. Ann. of Math.
(2), 44:716-808, 1943.

Rui Okayasu and Reiji Tomatsu. Haagerup approximation property for arbi-
trary von Neumann algebras. Publ. Res. Inst. Math. Sci., 51(3):567-603, 2015.



[Pop83]

[R&d91]

[Rid94]

[SS08]

[vN40]
[Was17]

Sorin Popa. Orthogonal pairs of x-subalgebras in finite von Neumann algebras.
J. Operator Theory, 9(2):253-268, 1983.

Florin Radulescu. Singularity of the radial subalgebra of £(Fx) and the Pu-
kénszky invariant. Pacific J. Math., 151(2):297-306, 1991.

Florin Radulescu. Random matrices, amalgamated free products and subfactors
of the von Neumann algebra of a free group, of noninteger index. Invent. Math.,
115(2):347-389, 1994.

Allan M. Sinclair and Roger R. Smith. Finite von Neumann algebras and masas,
volume 351 of London Mathematical Society Lecture Note Series. Cambridge
University Press, Cambridge, 2008.

J. v. Neumann. On rings of operators. III. Ann. of Math. (2), 41:94-161, 1940.

Mateusz Wasilewski. ¢- Araki-Woods algebras: extension of second quantisation
and Haagerup approximation property. Proc. Amer. Math. Soc., 145(12):5287—
5298, 2017.



