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To-przestrzenie Aleksandrowa, ich granice, wtasnosci i zastosowania

(W calej recenzji referencje podawane sa zgodnie z bibliografia rozprawy.)

Przestrzenia Aleksandrowa nazywamy przestrzen topologiczna, w ktorej cze$é wspdlna
dowolnej rodziny zbioréw otwartych jest otwarta. Przestrzenie o tej wlasnosci, ktére sa T
musza by¢ dyskretne, a wiec mato ciekawe z punktu widzenia topologii. Kazda przestrzen
Aleksandrowa ma minimalna baze zlozona z przecie¢ wszystkich zbioréow otwartych za-
wierajacych wybrany punkt przestrzeni. To pozwala zwiazaé¢ z kazda przestrzenia Alek-
sandrowa X praporzadek na X wynikajacy z inkluzji zbioréw bazy minimalnej. Latwo
wida¢, ze praporzadek na zbiorze X generuje w X topologie Aleksandrowa, ktéra jest T}
o ile praporzadek jest porzadkiem czesSciowym. Podobnie odwzorowanie ciagle przestrzeni
Aleksandrowa X — Y indukuje zachowujace praporzadek odwzorowanie zbioréw z pra-
porzadkami X — Y i vice versa. Dlatego tez przestrzenie Aleksandrowa bedziemy trak-
towa¢ réwnowaznie jako przestrzenie topologiczne badz zbiory z praporzadkami. Przestrze-
nie Aleksandrowa, ktére sa Ty bedziemy nazywaé A-przestrzeniami.

Przestrzenie Aleksandrowa wzbudzily pewne zainteresowanie matematykow zajmuja-
cych sie teorig homotopii i ogdlniej topologia algebraiczna juz w latach szesédziesiatych
ubiegtego stulecia gdy Stong podat w [75] klasyfikacje homotopijna skoriczonych A-przes-
trzeni a MacCord w [56] udowodnil, Zze dowolny kompleks symplicjalny K jest stabo
homotopijnie réwnowazny z A-przestrzenia x(K) otrzymana ze zbioru symplekséw K
uporzadkowanego przez relacje zawierania. Odwzorowanie ustalajace te staba homotopi-
jna réwnowaznos¢ odwzorowuje punkt x z realizacji geometrycznej K w jego no$nik.
Twierdzenia te nie znalazly przez wiele lat zadnych zastosowan (znanych autorowi re-
cenzji) bo ograniczenie sie do skoriczonej liczby punktéw (dla skoniczonego K) nie ulatwia
przeprowadzania rozumowan homotopijnych w klasycznym sensie. Takie podejscie moze
mie¢ istotne znaczenie przy badaniu prostego typu homotopii ale te zagadnienia sa dalekie
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od rozprawy doktorskiej magistra Bilskiego. W biezacym stuleciu przestrzenie Alek-
sandrowa i ich homotopijna klasyfikacja spotkaly sie ze wzrostem zainteresowania zwiaza-
nym z glebszym zainteresowaniem strukturami dyskretnymi i ich modyfikacjami, ktore
czesto sa stymulowane badaniami zwiazanymi z informatyka teoretyczna.

Zawartos¢ merytoryczna rozprawy. W swojej rozprawie magister Pawel Bilski
podejmuje dwa problemy badawcze. W poczatkowej czedci pracy zajmuje sie uogdlnieniem
liczby Lefschetza dla odwzorowan skonczonych A-przestrzeni i jej aksjomatyzacja. Przy-
pomnijmy: liczba Lefschetza odwzorowania f : K — K dla kompleksu symplicjalnego K

wymiaru n jest
n

A(F) =D (1) - tr(fus)
i=0
gdzie f, jest przeksztalceniem indukowanym przez f na grupach homologii K ze wspolczyn-
nikami w Q). Niezerowos¢ liczby A(f) implikuje istnienie punktu stalego dla odwzorowania
f 1 stad wynika jej istotna rola w badaniach topologicznych.

Skoriczona A-przestrzen X definiuje skoriczony kompleks symplicjalny K (X), dla
ktérego czeSciowy porzadek na zbiorze sympleksow jest zdeterminowany przez lancuchy
w porzadku opisanym wczesniej na zbiorze X a odwzorowanie A-przestrzeni X — Y in-
dukuje symplicjalne K(X) — K(Y). Aksjomatyzacja liczby Lefschetza dla komplekséw
symplicjalnych zostata podana w [2], a poniewaz ta liczba dla A-przestrzeni jest definiowana
przez homologie K (X) to dowody aksjomatyzacji w omawianej pracy doktorskiej redukuja
sie do sprawdzenia, ze w jezyku A-przestrzeni wszystkie kroki dowodow daja sie poprawnie
wyrazi¢ i przeprowadzi¢. Autor wykazal sie tu dobra znajomoscia technik geometrii sym-
plicjalnej ale rezultat byl od poczatku raczej oczywisty. Formalnie rzecz ujmujac stowo
“uogolniona” odnosi sie do faktu, ze autor definiuje liczbe Lefschetza dla odwzorowania
A-przestrzeni X — X, gdzie X jest podzialem X. Niestety definicja dowolnego podziatu A-
przestrzeni jest tak enigmatyczna (patrz str. 45 rozprawy), iz biorac ja literalnie nie widaé¢
dlaczego stwierdzenie, ze pewien podzial barycentryczny X jest podpodzialem X miatoby
by¢ prawdziwe. Fakt ten jest kluczowy dla istnienia odwzorowania sup ze strony 59, fun-
damentalnego dla istnienia uogélnionej liczby Lefschetza w sensie Bilskiego. Wydaje sie, ze
ta sprawa moze by¢ tatwo doprecyzowana i moja wieksza, troska jest brak jakiegokolwiek
przykladu pokazujacego dlaczego takie uogélnienie moze by¢ uzyteczne.

Drugim zagadnieniem badawczym magistra Bilskiego bylo wykorzystanie granic od-
wrotnych systeméw A-przestrzeni do réznych konstrukcji topologicznych. W rozdziale
czwartym rozprawy pokazane sa rézne konstrukcje, nowe badz znane z literatury, pozwala-
jace utozsamiaé przestrzenie topologiczne z granicami odwrotnymi A-przestrzeni badz tez z
ich szczegdlnymi podzbiorami. Najogdlniejszym jest tu twierdzenie 4.34 méwiace, ze kazda
przestrzen topologiczna jest homeomorficzna z granica odwrotna systemu przestrzeni Alek-
sandrowa, z ktorych kazda jest homotopijnie rownowazna ze skonczona A-przestrzenia. Dla
danej przestrzeni X z topologia 7 odpowiedni system jest skonstruowany na bazie wszyst-
kich skonczonych podtopologii 7 uporzadkowanych przez inkluzje wiec odwzorowanie z X
w granice odwrotna jest w sensie zbioréw identycznoscia na kazdej wspétrzednej. Dowdd
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homeomorficznosci jest prosty i mozna przypuszczaé, ze to twierdzenie nie jest (chyba)
zapisane w literaturze przedmiotu tylko dlatego, ze nie wida¢ sytuacji, w ktérej mogltoby
by¢ uzyteczne. Przestrzenie wystepujace w systemie odwrotnym maja bardzo stabe topolo-
gie i konstrukcja ta nie pasuje do standardowego pogladu w jaki sposéb warto aproksy-
mowac przestrzenie. Oczywiscie twierdzenie 4.34 ma walor estetyczny ze wzgledu na swoja,
0go6lnos¢.

Jedli na A-przestrzenie patrzeé¢ jako na zbiory z praporzadkiem to tak samo mozna
patrze¢ na granice odwrotne systeméw A-przestrzeni, gdzie punkty sa uporzadkowane
”po wspoéirzednych”. Drugim wymienionym jako najwazniejszy wynikiem rozdziatu 4 jest
twierdzenie 4.21 méwiace, ze lokalnie zwarta i parazwarta przestrzen Hausdorffa X jest
homeomorficzna z przestrzenia wszystkich punktéw maksymalnych granicy odwrotnej sys-
temu A-przestrzeni. W przypadku gdy X jest dodatkowo metryczna przestrzen punktéw
maksymalnych jest dodatkowo mocnym retraktem deformacyjnym granicy. Wynik ten
poszerza wyniki prac [16], [77] , gdzie X jest lokalnie skoniczonym kompleksem symplicjal-
nym jak réwniez klasyczne juz wyniki opisane np. w [62] dotyczace przypadku gdy X jest
przestrzenia zwarta. W omawianej pracy doktorskiej granica odwrotna jest indeksowana
zbiorem Lyx wszystkich lokalnie skonczonych pokryé¢ X. Ten zbiér jest uporzadkowany
przez relacje zawierania. Dla kazdego o € Lx przez X, oznaczana jest przestrzen ilorazowa
X przez relacje utozsamiajaca te punkty x € X, dla ktérych przeciecia zbioréw otwartych
z « je zawierajace sa takie same. Na przestrzeni ilorazowej tatwo wprowadzi¢ porzadek
czynigcy z nich A-przestrzenie. Co wiecej gdy o C 3 to istnieje ciagle f : Xg — X, i sys-
tem odwrotny jest w pelni okreslony. Zaréwno ta konstrukcja jak i dowdd twierdzenia 4.21
sa inspirowane podobnymi konstrukcjami z wymienionych wczesniej prac oraz prac [24] i
[72], czego autor nie ukrywa. Tym niemniej uwazam, ze magister Pawel Bilski wykazal
sie tu spora pomystowoscia i glebokim zrozumieniem nietrywialnych poje¢ topologicznych
jak i umiejetnoscia przeprowadzania nietrywialnych rozumowan. Jest to w mojej opinii
najbardziej warto$ciowy fragment omawianej rozprawy. Ale znowu troche jest mi brak
jakiego$ zastosowania zaprezentowanej konstrukeji.

Ostatnia cze$¢ rozdziatu 4 rozprawy poswiecona jest poréwnaniu dwéch klasycznych
konstrukeji, podobnych do opisanej powyzej konstrukcji systemu A-przestrzeni dla pokry¢
lokalnie skoniczonych. Jedna opiera sie na skonczonych pokryciach a druga na skonczonych
podtopologiach i obie dla przestrzeni X prowadza do systeméw odwrotnych skoriczonych
A przestrzeni, ktérych granice odwrotne oznaczane sa odpowiednio FL(X) (od nazwiska
Flachsmeyer, [24]) i SH(X) (od nazwiska Shiraki, [72]). Przestrzen X zanurza sie w
nie w sposob w ciagly na zbiér punktow maksymalnych X, ktéry przy dodatkowych
zalozeniach jest uzwarceniem X. Juz w latach sze$¢dziesiatych Hochster zauwazyl ([38]),
ze granica odwrotna systemu skonczonych A-przestrzeni jest przestrzenia spektralna tj.
homeomorficzna ze Spec(A) z topologia Zariskiego dla pewnego pierécienia przemiennego
A. Podrozdzial 4.5 omawianej rozprawy poswiecony jest uzasadnieniu, ze obie konstrukcje
FL i SH prowadza do izomorficznych funktoréow Top — Spec, gdzie Spec oznacza pelna
podkategorie w Top przestrzeni spektralnych.
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Przypomnijmy, ze jesli C jest podkategoria w D to C nazywamy kategoria reflekty-
wna, o ile istnieje funktor F' : D — C, lewo-sprzezony z funktorem wlozenia i : C — D.
Funktor F' nazywany jest reflektorem kategorii C a morfizm d — F'(d) C-reflektem obiektu
d € D. Piaty rozdzial omawianej rozprawy poswiecony jest przykladom wykorzystania A-
przestrzeni do konstrukeji reflektoréw dla pewnych podkategorii kategorii T'op. Rozdzial
ten zawiera mnoéstwo konstrukeji i opisow ale bardzo trudno pomiedzy nimi znalezé ory-
ginalne wyniki autora rozprawy. Po przedstawieniu w podrozdziale 5.1 juz klasycznych
konstrukcji reflektorow dla kategorii T; dla ¢ = 0,1, 2, 2%,3% autor przechodzi w czesci
5.2 do studiowania refelektywnosci kategorii przestrzeni trzezwych (ozn. Sob) i spektral-
nych przy czym te drugie sa rozwazane jako pela podkategoria T'op oznaczana Spec badz
jako podkategoria przestrzeni spektralnych (Spec*), gdzie rozwazamy tylko odwzorowania
spektralne. Obraz przestrzeni X dla reflektora T'op — Sob nazywany jest otrzezwieniem X
i oznaczany S(X) a obraz reflektora Top — Spec spektralizacja tej przestrzeni. Rozdzial
zaczyna sie od podania za [29] reflektora dla Sob. Nastepnie opisane sa rézne konstrukcje
reflektoréw dla Spec* i wkladem autora jest tu uzasadnienie, ze formalnie rézne kon-
strukcje tychze pochodzace z prac [6],[68],[69 i [70] daja naturalnie izomorficzne funktory
i wszystkie one sa izomorficzne z funktorem SH(X). Wiadomo, ze kategoria Spec nie
jest reflektywna bo nie jest zamknieta ze wzgledu na wszystkie granice. Ale z faktu, ze
Spec* jest reflektywna wynika, ze Spec jest stabo reflektywna tzn. faktoryzacja dowolnego
morfizmu f : X — Y, gdzie Y € Spec, przez Spec-reflekt przestrzeni X istnieje ale nie jest
wyznaczona w sposéb jednoznaczny.

Podrozdzial 5.3 nawiazuje do geometrii algebraicznej. Badany jest zwiazek pomiedzy
otrzezwieniem a spektralizacja dla przestrzeni afinicznej A™(K) nad cialem K. Skon-
struowane jest wlozenie S(A™(K)) w przestrzen Spec(K[X1, ..., x,]). Najciekawszym wyni-
kiem wydaje sie tu wniosek, ze dla ciata algebraicznie domknietego to wlozenie jest home-
omorfizmem a ponadto obie przestrzenie sa homeomorficzne ze spektralizacja A™(K). Z
drugiej strony obserwacja, ze spektralizacja przestrzeni afinicznej daje w wyniku przestrzen
Spec(K[X,...,x,]) jest raczej dobrze znana geometrom algebraicznym. W rozdziale nie
ma zadnych istotnych zastosowan otrzymanych wynikéw np. dla geometrii algebraiczne;j.
W czedci 5.4 badane sa zwiazki pomiedzy Spec(C(X)) a przestrzenia SR(X), gdzie dla
przestrzeni topologicznej X, C(X) oznacza pierscien funkeji rzeczywistych na X a SR(X)
jest zbiorem filtréw pierwszych w kracie podzbioréw domknietych X z odpowiednio zdefin-
iowana topologia. Skonstruowane jest ciagle i spektralne odwzorowanie

SR(X) — Spec(C(X)),

ktére zadaje homeomorfizm na podprzestrzeniach tzw. z-filtréw w SR(X) i z-idealéw pier-
wszych w Spec(C'(X)). Litera z odnosi sie tu do pewnych podzbioréw, ktérych definicji
nie bede przytacza¢. Moze warto tylko wspomnieé¢, ze kazdy ideal maksymalny jest z-
ideatem. Z faktu, ze SR(X) jest jedna z emanacji reflektora spektralizacji (studiowanego w
rozdziale 5.2) wynika, ze naturalne odwzorowanie X — Spec(C(X)) odwzorowujace z € X
w ideal maksymalny funkcji zerujacych sie w x faktoryzuje sie przez SR(X). Podrozdzial
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konczy sie dwiema obserwacjami, wynikajacymi latwo ze wczesniejszych rozwazan. Pier-
wsza moéwi, ze dla przestrzeni doskonale normalnych przestrzein SR(X) jest homeomor-
ficzna z zSpec(C(X)). Druga méwi, ze wlozenie Kirylowa 5(X) — Spec(C(X)) na pod-
przestrzen idealéw maksymalnych faktoryzuje sie przez SR(X). Notacja 5(X) oznacza tu
uzwarcenie Cecha-Stone’a przestrzeni X.

W czesci 5.5 badane sa przestrzenie stabilnie zwarte. Nie ma tu istotnych wynikéw.
Pokazuje jest tylko w paru linijkach, ze twierdzenie Johnstone’a ([29]) charakteryzujace
dowolna, przestrzen stabilnie zwarta jaka te, ktéra jest retraktem przestrzeni spektral-
nej mozna zamieni¢ na podobne, gdzie dowolna przestrzen spektralna zamieniona jest na
przestrzen SH(X). Na koniec tej czeSci pojawia sie prosty wniosek, ze kazda przestrzen
stabilnie zwarta jest granica diagramu przestrzeni spektralnych. Rozprawa koriczy sie
nowa charakteryzacja tzw. podkategorii epireflektywnych w Top tzn. takich podkategorii
reflektywnych C w Top dla ktérych C-reflekty sa epimorfizmami. W stwierdzeniu 5.47
udowodnione jest, ze pelna podkategoria C w T jest epireflektywna w Top wtedy i tylko
wtedy gdy jest zamknieta na podprzestrzenie oraz dla kazdej przestrzeni topologicznej X
istnieje element najwiekszy w T)C(. T )C( jest tu rodzina podtopologii 7 € T'x takich, ze ich
kolmogoryfikacja jest w C. ”"Kolmogoryfikacja” przestrzeni X jest zdefiniowana jako kon-
strukcja ilorazowa na X utozsamiajaca te punkty, ktére maja identyczne przeciecia rodzin
zbioréw otwartych zawierajacych te punkty. Na stwierdzenie 5.47 mozna patrze¢ jak na
uniwersalny sposob konstruowania reflektoréw dla kategorii T;. Nie ma w pracy zadnych
komentarzy na temat uzytecznosci tej konstrukc;ji.

Redakcja rozprawy. Moim zdanie rozprawa jest napisana w miare starannie, czyta
sie ja dobrze a pewna liczba usterek literowych i tex-kompilacyjnych nie przeszkadza czy-
tajacemu. Moze jedno zastrzezenia miatbym do odsylaczy, gdyz chociaz na ogét sa bardzo
dokladne to w kilku miejscach odsylaja do diugiej pracy lub ksiazki bez dokladniejszego
okreslenia miejsca (rozdzial, numer twierdzenia itp). Zartobliwie: powaznym bledem w
rozprawie jest twierdzenie, ze promotorem pracy doktorskiej M.J. Thibault jest J.May.
Wszyscy wiedza, ze profesor May z University of Chicago uzywa imienia Peter. Patrzac
od strony matematycznej: dowody w rozprawie sa poprawne (pomijam sprawe uogélnienia
liczby Lefschetz’a), czasami zbyt rozwlekle a czasami wprost przeciwnie, ale tak pewnie
mozna powiedzie¢ o dowolnej pracy matematycznej.

Ocena rozprawy. Rozprawa doktorska magistra Bilskiego stabo jest wpasowana we
wspolczesny nurt badan topologicznych. Dobitnie widaé to czytajac bibliografie rozprawy,
gdzie kréluja pozycje klasyczne, i to zaré6wno w postaci ksigzkowej jak i w postaci prac
naukowych. Nie byloby to wada, gdyby doktorant uzyskal nowe wyniki rzucajace istotnie
nowe $wiatlo na wyniki sprzed lat. Tak jednak nie jest i tak naprawde w rozprawie przede
wszystkim brak jest wiekszego wyniku, ktéry mégtby byé podstawsa, dla publikacji naukowej
w dobrym czasopismie. Rozumowania w pracy sa raczej proste, dowody wynikaja prawie
bezposrednio z przyjetych definicji, brak jest zastosowan opisywanych konstrukcji. Tym
niemniej magister Bilski porzadkuje pewne sprawy w klasycznej topologii poréwnujac rézne
konstrukcje reflektorow i sposoby przedstawiania przestrzeni w postaci podprzestrzeni
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granic odwrotnych systeméw przestrzeni o ustalonym typie. Te zagadnienia sa wazne
w badaniach topologicznych bo zawsze uzytecznym jest widzie¢ badana przestrzen jako
podprzestrzen w przestrzeni dobrze okreslonego typu a badajac przestrzenie odwzorowan
Top(X,Y) umie¢ przefaktoryzowaé funktorialnie dowolne X — Y przez okreslony typ
przestrzeni. Taka dzialalno$é ma pewne znaczenie poznawcze i uwazam, ze chociaz stabo
to jednak rozprawa spelnia minimalne wymagania stawiane rozprawom doktorskim. Dok-
torant wykazal sie dobra znajomoscia topologii, nie gubi sie w gaszczu nowych definicji a
niektére dowody, o czym wspominalem w czesci merytorycznej, pokazuja talent doktoranta
do przeprowadzania nietrywialnych rozumowan. Wnioskuje o dopuszczenie magistra Bil-
skiego do dalszych etapéw przewodu.
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