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Recenzja rozprawy doktorskiej mgr. Pawla Bilskiego
»To-przestrzenie Aleksandrowa, ich granice wlasnosci i zastosowania”

Rozprawa poswiecona jest badaniu zagadnien dotyczacych przestrzeni Alek-
sandrowa, tj. przestrzeni topologicznych, w ktorych przeciecie dowolnej rodziny
zbioréw otwartych jest otwarte. Poniewaz kazda Ti-przestrzen o tej wtasnosci
jest dyskretna, nietrywialne rezultaty dotyczace przestrzeni Aleksandrowa, na
og6t odnosza sie do przestrzeni, ktére maja tylko bardzo stabe wtasnosci oddzie-
lania. Wiekszo$¢ wynikow rozprawy dotyczy przypadku To-przestrzeni Aleksan-
drowa, nazywanych A-przestrzeniami. Duza cze$¢ wynikéw dotyczy skonczonych
przestrzeni, ktore w oczywisty sposéb sg przestrzeniami Aleksandrowa.

Znaczna cze$¢ topologéw ogdlnych umiejscawia rozwazania dotyczace takich
przestrzeni poza gtéwnym nurtem badan, niemniej sg one w ostatnich dziesie-
cioleciach obiektem zainteresowanie pewnej grupy badaczy. Zazwyczaj, jedng z
przytaczanych motywacji dla takich badan jest mozliwo$¢ zastosowan w grafice
komputerowej, fizyce kwantowej czy innych dziedzinach.

Klasa A-przestrzeni jest Scisle powigzana z klasa czesciowych porzadkow: dla
kazdej A-przestrzeni X, mozemy okresli¢ czeSciowy porzadek na X, deklarujac, ze
x < y jesli y jest w domknieciu singletona {z}; na odwrot, jesli < jest czeSciowym
porzadkiem na X, to rodzina zbiorow postaci {y € X : y < x} jest baza topo-
logii A-przestrzeni na X. Analogiczna zalezno$¢ zachodzi dla klasy przestrzeni
Aleksandrowa i klasy praporzadkdéw.

Wyniki autora zawarte w rozprawie, pochodza cze$ciowo z jego 2 artykutow
opublikowanych w Glasnik Mat. i Georgian Math. J. oraz ze wspolnej pracy z
promotorem, ztozonej do publikacji (brak informacji o jego wktadzie w ta prace).

Pierwszy rozdzial rozprawy ma charakter wstepny.
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Rozdzial 2 zawiera omoéwienie znanych wynikéw dotyczacych przestrzeni Alek-
sandrowa i A-przestrzeni. Glownie chodzi tu o zwiazki skoriczonych kompleksow
symplicjalnych ze skonczonymi A-przestrzeniami. McCord pokazal, ze kazdemu
skonczonemu kompleksowi mozna w naturalny sposéb przyporzadkowaé¢ pewna
skonczong A-przestrzen i odwrotnie, kazdej skoniczonej A-przestrzeni odpowiada
pewien skonczony kompleks. Kluczowa wtasnoécig jest to, ze takie przyporzad-
kowania okreslaja staba homotopijna rownowazno$¢ pomiedzy geometrycznymi
realizacjami rozwazanych kompleksow i odpowiadajacymi im A-przestrzeniami.
Te wyniki McCorda sa chyba jednym z najistotniejszych, z punktu widzenia to-
pologii, powodow uzasadniajacych sensownosé¢ badania skonczonych przestrzeni.
Jest to niewatpliwie ciekawy rezultat, jednak kodowanie wieloScianéw przy po-
mocy skonczonych przestrzeni nie budzi mojego entuzjazmu, moim zdaniem gubi
sie tu podstawowe geometryczne intuicje. Jedyny oryginalny wkiad autora w
ten rozdzial to sprawdzenie minimalnosci (ze wzgledu na moc) pewnych skori-
czonych To-przestrzeni odpowiadajacych torusowi i plaszczyznie rzutowej (tzw.
h-modele), jest to raczej elementarny argument o podobnym stopniu trudnosci
jak poszukiwanie minimalnych triangulacji tych powierzchni. Te wyliczenia po-
kazuja, ze kodowanie wielo$cianéow przy pomocy skonczonych A-przestrzeni jest
bardziej skomplikowane niz za pomoca komplekséw symplicjalnych (dla torusa
minimalna triangulacja ma 7 wierzchotkéw, a minimalny h-model ma 16 punk-
tow).

Rozdzial 3 to niezbyt udana préba przeniesienia znanych wynikéw dotyczacych
aksjomatyzacji liczby Lefschetza dla przeksztatcen wieloscianéw na przypadek
przeksztalcen A-przestrzeni. Technika autora opiera sie m.in. na pojeciu podziatu
A-przestrzeni, ktore jest zupelnie sztucznym w tym kontekscie odpowiednikiem
podzialu kompleksu. Opisane rozumowanie nie jest tez catkiem poprawne, autor
uzywa stwierdzenia, ze dla dowolnego podziatu kompleksu (A-przestrzeni) istnieje
drobniejszy od niego podzial barycentryczny. Prosty przyktad - podziat odcinka
na dwie czesci o niewymiernych proporcjach pokazuje, ze to nie jest prawda.

Zdecydowanie najciekawsza i najbardziej wartosciowa czesé¢ rozprawy to roz-
dzial 4. Jest tu najwazniejszy moim zdaniem wynik rozprawy, twierdzenie 4.21,
mowigce, ze dowolna przestrzen parazwarta i lokalnie zwarta X jest homeomor-
ficzna z podprzestrzenia wszystkich punktéw maksymalnych granicy systemu
odwrotnego A-przestrzeni (chodzi tu o maksymalno$¢ w sensie porzadku ,po
wspotrzednych” indukowanego w granicy przez opisane wczesniej porzadki w A-
przestrzeniach). Wynik ten mozna zestawi¢ z twierdzeniem Flachsmeyera, orze-
kajacego, ze przestrzen topologiczna X jest quasi-zwarta Ti-przestrzenia wtedy
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i tylko wtedy, gdy jest homeomorficzna z podprzestrzenig wszystkich punktéw
maksymalnych granicy systemu odwrotnego skoniczonych A-przestrzeni. Pomy-
stowos¢ i ztozonos¢ techniczna tego dowodu istotnie odbiega od pozostaltych, ra-
czej niezbyt skomplikowanych rozumowan autora z rozprawy. Latwo zauwazyd,
ze zalozenie parazwartosci przestrzeni X w twierdzeniu 4.21 mozna ostabié¢ do
metazwartosci. Rozdzial ten zawiera tez szereg innych wynikow dotyczacych
granic systemow odwrotnych przestrzeni Aleksandrowa, ale ich dowody sa dosé
elementarnymi argumentami; np. twierdzenie 4.34 to w istocie prosta (dobrze
znana?) obserwacja, ze kazda przestrzen topologiczna (X, 7) mozna przedstawié
jako granice systemu odwrotnego przestrzeni otrzymanych przez rozwazanie w X
wszystkich skoriczonych podtopologii 7.

W ostatnim rozdziale trudno jest wskazaé interesujace oryginalne wyniki wy-
magajace bardziej zlozonych uzasadnienn. Cennym wkladem jest tu wskazanie
zwiazkoéw pomiedzy szeregiem konstrukceji topologicznych rozwazanych przez in-
nych matematykow.

Wyniki rozprawy dotycza do$é¢ egzotycznej i niezbyt interesujacej (z mojego
punktu widzenia) tematyki badawczej. Rozprawa ma w bardzo znacznym stopniu
charakter przegladowy, zawiera niewiele oryginalnych, nietrywialnych idei. Za-
prezentowany w niej sposob uprawnianie matematyki, gdzie potrzebujemy wpro-
wadzenia kilkudziesieciu definicji i oznaczen, zeby przedstawi¢ dos¢ proste rozu-
mowanie, nie budzi mojego entuzjazmu. W ciagu kilku lat studiéw doktoranckich
w IM PAN mgr. Bilski niewatpliwie w bardzo dobrym stopniu opanowal tema-
tyke przestrzeni Aleksandrowa, ale nie jestem pewien czy to byl wlasciwie obrany
kierunek badan. Mam wrazenie, ze pomimo umiejscowienia w najlepszym ma-
tematycznym os$rodku badawczym w Polsce, byt on w swoich studiach w duzej
mierze pozostawiony sam sobie.

Rozumowania prowadzace do uzyskania wynikoéw rozprawy, poza jednym wy-
jatkiem (wspomniane wyzej tw. 4.21) sa raczej dos¢ standardowe i mato ztozone
technicznie.

W rozprawie pojawiaja sie ogdlnikowe hasta motywujace prowadzenie takich
badan poprzez potencjalne zastosowania w réznych obszarach nauki; brak jednak
wskazania jakichkolwiek konkretnych zastosowan uzyskanych rezultatow.

Mam réwniez liczne zastrzezenia co do strony redakcyjnej rozprawy, co takze
wplywa na obnizenie jej oceny. W pewnych miejscach (np. w dowodzie gtownego
tw. 4.21) brakowalo mi dostatecznej ilosci objasnien, szereg sformutowan nie jest
zrozumiatych, a co gorsza, pewne stwierdzenia nie sa prawdziwe. Pozwole sobie
wymienié¢ tylko niektoére z napotkanych probleméw:



e razi terminologia uzywana w pracy; autor wskazuje jako gléwne jej zro-
dto monografie Engelkinga Topologia Ogolna, ale bardzo znacznie od niej
odbiega; wydaje sie, ze zamiast siegnac¢ do polskiego wydania tej ksigzki,
usilowal samodzielnie ttumaczy¢ angielskie terminy (,waga” zamiast cie-
zaru przestrzeni topologicznej),

e zwraca uwage niepoprawne uzasadnienie (str. 16) mozliwosci rozwazania
rodziny R(X) wszystkich (z dokladnoscia do réwnowaznosci) uzwarcen
danej przestrzeni Tichonowa X,

e niekompletna definicja reflektora na str. 29 (brak zalozenia D’ € €),

e bledne cytowanie Remark 1.2.8 z 7] na str. 47,

e w stwierdzeniu 5.43 na str. 97 pojawia sie pojecie przestrzeni stabilnie
zwartej, ktore jest zdefiniowane dopiero na stronie 120,

e niezbyt zrozumiale stwierdzenia (np. na str. 100): ,jesli f : Ly — Ly
jest homomorfizmem ram, gdzie Ly, L, sa kratami zupelnymi ...” (pojecie
ramy jest wezsze niz pojecie kraty zupeinej),

e niektore obiekty sa uzywane w kontekscie nieobjetym ich definicja, np.
funktor FL jest zdefiniowany dla T,-przestrzeni, a w stwierdzeniu 5.10
na str. 105 jest uzywany dla Ty-przestrzeni,

e proba skonstruowania uzwarcenia Cecha-Stone’a dla dowolnej przestrzeni
topologicznej, poprzez zlozenie funktora Tichonowa z funktorem [ (str.
119-120, stwierdzenie 5.40), jest zupeklie niezrozumiata, ta droga nie
mozna uzyskaé¢ jednej z podstawowych wtasnos$ci uzwarcenia - zawiera-
nia kopii wyjéciowej przestrzeni,

e indeks oznaczen nie jest kompletny, brakuje w nim takze odsylaczy do
miejsc gdzie dane oznaczenie jest objasnione.

Oprocz powyzszych usterek w rozprawie wystepuje pewna liczba literéwek,
niektore z nich, wystepujace w stowach z jezyka potocznego rzucaja sie w oczy
juz przy pobieznym przegladaniu pracy. Jest jasne, ze rozprawa zostala ztozona
do recenzji przed nalezytym dopracowaniem i sprawdzeniem strony redakcyjne;j.
Analizowanie tak przygotowanego tekstu pochloneto znacznie wiecej czasu i wy-
sitku niz powinno.

Niestety, jest to najstabsza rozprawa jaka zdarzyto mi sie recenzowad, rozcza-
rowuje ona jeszcze bardziej, jesli wezmie sie pod uwage, ze jest firmowana przez
najlepszy instytut matematyczny w Polsce.
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Podsumowujac, rozprawe pana mgr. Bilskiego oceniam jako staba; z duzym
wahaniem jestem gotow stwierdzi¢, ze spelnia ona minimalne wymagania sta-
wiane rozprawom doktorskim w Polsce, choé¢ mam watpliwosci czy spelnia ona
wymagania jakie, moim zdaniem powinny by¢ stawiane takim rozprawom w czo-
lowych uniwersytetach i instytutach badawczych w kraju. Wnosze o rozwazenie
przez komisje doktorsks mozliwosci dopuszczenia jej do dalszych etapow prze-
wodu doktorskiego.

Witold Marciszewski
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