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Recenzja rozprawy doktorskiej mgr. Pawªa Bilskiego

�T0-przestrzenie Aleksandrowa, ich granice wªasno±ci i zastosowania�

Rozprawa po±wi¦cona jest badaniu zagadnie« dotycz¡cych przestrzeni Alek-
sandrowa, tj. przestrzeni topologicznych, w których przeci¦cie dowolnej rodziny
zbiorów otwartych jest otwarte. Poniewa» ka»da T1-przestrze« o tej wªasno±ci
jest dyskretna, nietrywialne rezultaty dotycz¡ce przestrzeni Aleksandrowa, na
ogóª odnosz¡ si¦ do przestrzeni, które maj¡ tylko bardzo sªabe wªasno±ci oddzie-
lania. Wi¦kszo±¢ wyników rozprawy dotyczy przypadku T0-przestrzeni Aleksan-
drowa, nazywanych A-przestrzeniami. Du»a cz¦±¢ wyników dotyczy sko«czonych
przestrzeni, które w oczywisty sposób s¡ przestrzeniami Aleksandrowa.
Znaczna cz¦±¢ topologów ogólnych umiejscawia rozwa»ania dotycz¡ce takich

przestrzeni poza gªównym nurtem bada«, niemniej s¡ one w ostatnich dziesi¦-
cioleciach obiektem zainteresowanie pewnej grupy badaczy. Zazwyczaj, jedn¡ z
przytaczanych motywacji dla takich bada« jest mo»liwo±¢ zastosowa« w gra�ce
komputerowej, �zyce kwantowej czy innych dziedzinach.
Klasa A-przestrzeni jest ±ci±le powi¡zana z klas¡ cz¦±ciowych porz¡dków: dla

ka»dej A-przestrzeniX, mo»emy okre±li¢ cz¦±ciowy porz¡dek naX, deklaruj¡c, »e
x ≤ y je±li y jest w domkni¦ciu singletona {x}; na odwrót, je±li ≤ jest cz¦±ciowym
porz¡dkiem na X, to rodzina zbiorów postaci {y ∈ X : y ≤ x} jest baz¡ topo-
logii A-przestrzeni na X. Analogiczna zale»no±¢ zachodzi dla klasy przestrzeni
Aleksandrowa i klasy praporz¡dków.
Wyniki autora zawarte w rozprawie, pochodz¡ cz¦±ciowo z jego 2 artykuªów

opublikowanych w Glasnik Mat. i Georgian Math. J. oraz ze wspólnej pracy z
promotorem, zªo»onej do publikacji (brak informacji o jego wkªadzie w t¡ prac¦).

Pierwszy rozdziaª rozprawy ma charakter wst¦pny.
1



2

Rozdziaª 2 zawiera omówienie znanych wyników dotycz¡cych przestrzeni Alek-
sandrowa i A-przestrzeni. Gªownie chodzi tu o zwi¡zki sko«czonych kompleksów
symplicjalnych ze sko«czonymi A-przestrzeniami. McCord pokazaª, »e ka»demu
sko«czonemu kompleksowi mo»na w naturalny sposób przyporz¡dkowa¢ pewn¡
sko«czon¡ A-przestrze« i odwrotnie, ka»dej sko«czonej A-przestrzeni odpowiada
pewien sko«czony kompleks. Kluczow¡ wªasno±ci¡ jest to, »e takie przyporz¡d-
kowania okre±laj¡ sªab¡ homotopijn¡ równowa»no±¢ pomi¦dzy geometrycznymi
realizacjami rozwa»anych kompleksów i odpowiadaj¡cymi im A-przestrzeniami.
Te wyniki McCorda s¡ chyba jednym z najistotniejszych, z punktu widzenia to-
pologii, powodów uzasadniaj¡cych sensowno±¢ badania sko«czonych przestrzeni.
Jest to niew¡tpliwie ciekawy rezultat, jednak kodowanie wielo±cianów przy po-
mocy sko«czonych przestrzeni nie budzi mojego entuzjazmu, moim zdaniem gubi
si¦ tu podstawowe geometryczne intuicje. Jedyny oryginalny wkªad autora w
ten rozdziaª to sprawdzenie minimalno±ci (ze wzgl¦du na moc) pewnych sko«-
czonych T0-przestrzeni odpowiadaj¡cych torusowi i pªaszczy¹nie rzutowej (tzw.
h-modele), jest to raczej elementarny argument o podobnym stopniu trudno±ci
jak poszukiwanie minimalnych triangulacji tych powierzchni. Te wyliczenia po-
kazuj¡, »e kodowanie wielo±cianów przy pomocy sko«czonych A-przestrzeni jest
bardziej skomplikowane ni» za pomoc¡ kompleksów symplicjalnych (dla torusa
minimalna triangulacja ma 7 wierzchoªków, a minimalny h-model ma 16 punk-
tów).
Rozdziaª 3 to niezbyt udana próba przeniesienia znanych wyników dotycz¡cych

aksjomatyzacji liczby Lefschetza dla przeksztaªce« wielo±cianów na przypadek
przeksztaªce« A-przestrzeni. Technika autora opiera si¦ m.in. na poj¦ciu podziaªu
A-przestrzeni, które jest zupeªnie sztucznym w tym kontek±cie odpowiednikiem
podziaªu kompleksu. Opisane rozumowanie nie jest te» caªkiem poprawne, autor
u»ywa stwierdzenia, »e dla dowolnego podziaªu kompleksu (A-przestrzeni) istnieje
drobniejszy od niego podziaª barycentryczny. Prosty przykªad - podziaª odcinka
na dwie cz¦±ci o niewymiernych proporcjach pokazuje, »e to nie jest prawda.
Zdecydowanie najciekawsza i najbardziej warto±ciowa cz¦±¢ rozprawy to roz-

dziaª 4. Jest tu najwa»niejszy moim zdaniem wynik rozprawy, twierdzenie 4.21,
mówi¡ce, »e dowolna przestrze« parazwarta i lokalnie zwarta X jest homeomor-
�czna z podprzestrzeni¡ wszystkich punktów maksymalnych granicy systemu
odwrotnego A-przestrzeni (chodzi tu o maksymalno±¢ w sensie porz¡dku �po
wspóªrz¦dnych� indukowanego w granicy przez opisane wcze±niej porz¡dki w A-
przestrzeniach). Wynik ten mo»na zestawi¢ z twierdzeniem Flachsmeyera, orze-
kaj¡cego, »e przestrze« topologiczna X jest quasi-zwart¡ T1-przestrzeni¡ wtedy
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i tylko wtedy, gdy jest homeomor�czna z podprzestrzeni¡ wszystkich punktów
maksymalnych granicy systemu odwrotnego sko«czonych A-przestrzeni. Pomy-
sªowo±¢ i zªo»ono±¢ techniczna tego dowodu istotnie odbiega od pozostaªych, ra-
czej niezbyt skomplikowanych rozumowa« autora z rozprawy. �atwo zauwa»y¢,
»e zaªo»enie parazwarto±ci przestrzeni X w twierdzeniu 4.21 mo»na osªabi¢ do
metazwarto±ci. Rozdziaª ten zawiera te» szereg innych wyników dotycz¡cych
granic systemów odwrotnych przestrzeni Aleksandrowa, ale ich dowody s¡ do±¢
elementarnymi argumentami; np. twierdzenie 4.34 to w istocie prosta (dobrze
znana?) obserwacja, »e ka»d¡ przestrze« topologiczn¡ (X, τ) mo»na przedstawi¢
jako granic¦ systemu odwrotnego przestrzeni otrzymanych przez rozwa»anie w X

wszystkich sko«czonych podtopologii τ .
W ostatnim rozdziale trudno jest wskaza¢ interesuj¡ce oryginalne wyniki wy-

magaj¡ce bardziej zªo»onych uzasadnie«. Cennym wkªadem jest tu wskazanie
zwi¡zków pomi¦dzy szeregiem konstrukcji topologicznych rozwa»anych przez in-
nych matematyków.

Wyniki rozprawy dotycz¡ do±¢ egzotycznej i niezbyt interesuj¡cej (z mojego
punktu widzenia) tematyki badawczej. Rozprawa ma w bardzo znacznym stopniu
charakter przegl¡dowy, zawiera niewiele oryginalnych, nietrywialnych idei. Za-
prezentowany w niej sposób uprawnianie matematyki, gdzie potrzebujemy wpro-
wadzenia kilkudziesi¦ciu de�nicji i oznacze«, »eby przedstawi¢ do±¢ proste rozu-
mowanie, nie budzi mojego entuzjazmu. W ci¡gu kilku lat studiów doktoranckich
w IM PAN mgr. Bilski niew¡tpliwie w bardzo dobrym stopniu opanowaª tema-
tyk¦ przestrzeni Aleksandrowa, ale nie jestem pewien czy to byª wªa±ciwie obrany
kierunek bada«. Mam wra»enie, »e pomimo umiejscowienia w najlepszym ma-
tematycznym o±rodku badawczym w Polsce, byª on w swoich studiach w du»ej
mierze pozostawiony sam sobie.
Rozumowania prowadz¡ce do uzyskania wyników rozprawy, poza jednym wy-

j¡tkiem (wspomniane wy»ej tw. 4.21) s¡ raczej do±¢ standardowe i maªo zªo»one
technicznie.
W rozprawie pojawiaj¡ si¦ ogólnikowe hasªa motywuj¡ce prowadzenie takich

bada« poprzez potencjalne zastosowania w ró»nych obszarach nauki; brak jednak
wskazania jakichkolwiek konkretnych zastosowa« uzyskanych rezultatów.

Mam równie» liczne zastrze»enia co do strony redakcyjnej rozprawy, co tak»e
wpªywa na obni»enie jej oceny. W pewnych miejscach (np. w dowodzie gªownego
tw. 4.21) brakowaªo mi dostatecznej ilo±ci obja±nie«, szereg sformuªowa« nie jest
zrozumiaªych, a co gorsza, pewne stwierdzenia nie s¡ prawdziwe. Pozwol¦ sobie
wymieni¢ tylko niektóre z napotkanych problemów:
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• razi terminologia u»ywana w pracy; autor wskazuje jako gªówne jej ¹ró-
dªo monogra�e Engelkinga Topologia Ogólna, ale bardzo znacznie od niej
odbiega; wydaje si¦, »e zamiast si¦gn¡¢ do polskiego wydania tej ksi¡»ki,
usiªowaª samodzielnie tªumaczy¢ angielskie terminy (�waga� zamiast ci¦-
»aru przestrzeni topologicznej),
• zwraca uwag¦ niepoprawne uzasadnienie (str. 16) mo»liwo±ci rozwa»ania
rodziny R(X) wszystkich (z dokªadno±ci¡ do równowa»no±ci) uzwarce«
danej przestrzeni Tichonowa X,
• niekompletna de�nicja re�ektora na str. 29 (brak zaªo»enia D′ ∈ C),
• bª¦dne cytowanie Remark 1.2.8 z [7] na str. 47,
• w stwierdzeniu 5.43 na str. 97 pojawia si¦ poj¦cie przestrzeni stabilnie
zwartej, które jest zde�niowane dopiero na stronie 120,
• niezbyt zrozumiaªe stwierdzenia (np. na str. 100): � je±li f : L1 → L2

jest homomor�zmem ram, gdzie L1, L2 s¡ kratami zupeªnymi ...� (poj¦cie
ramy jest w¦»sze ni» poj¦cie kraty zupeªnej),
• niektóre obiekty s¡ u»ywane w kontek±cie nieobj¦tym ich de�nicj¡, np.
funktor FL jest zde�niowany dla T1-przestrzeni, a w stwierdzeniu 5.10
na str. 105 jest u»ywany dla T0-przestrzeni,
• próba skonstruowania uzwarcenia �echa-Stone'a dla dowolnej przestrzeni
topologicznej, poprzez zªo»enie funktora Tichonowa z funktorem β (str.
119-120, stwierdzenie 5.40), jest zupeªnie niezrozumiaªa, t¡ drog¡ nie
mo»na uzyska¢ jednej z podstawowych wªasno±ci uzwarcenia - zawiera-
nia kopii wyj±ciowej przestrzeni,
• indeks oznacze« nie jest kompletny, brakuje w nim tak»e odsyªaczy do
miejsc gdzie dane oznaczenie jest obja±nione.

Oprócz powy»szych usterek w rozprawie wyst¦puje pewna liczba literówek,
niektóre z nich, wyst¦puj¡ce w sªowach z j¦zyka potocznego rzucaj¡ si¦ w oczy
ju» przy pobie»nym przegl¡daniu pracy. Jest jasne, »e rozprawa zostaªa zªo»ona
do recenzji przed nale»ytym dopracowaniem i sprawdzeniem strony redakcyjnej.
Analizowanie tak przygotowanego tekstu pochªon¦ªo znacznie wi¦cej czasu i wy-
siªku ni» powinno.
Niestety, jest to najsªabsza rozprawa jak¡ zdarzyªo mi si¦ recenzowa¢, rozcza-

rowuje ona jeszcze bardziej, je±li we¹mie si¦ pod uwag¦, »e jest �rmowana przez
najlepszy instytut matematyczny w Polsce.
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