Streszczenie

Motywem przewodnim rozprawy jest zagadnienie generowania podgrupy kwantowej ustalonej
grupy kwantowej lokalnie zwartej. We wlasciwym dla badania grup kwantowych sformulowaniu
dualnym, miast o podgrupie kwantowej generowanej przez dany zbiér kwantowy méwimy $cisle o
obrazie Hopfa morfizmu. Terminy te powinny byé uwazane za tozsame, lecz ze wzgledu na charak-
terystyke teorii grup kwantowych, bedziemy sie starali uzywac terminu obraz Hopfa morfizmu.

Grupy kwantowe przyciagnely uwage, gdy S. L. Woronowicz zaproponowal, by uzywaé C*-
algebraicznego formalizmu do ich badania (zob. [22] 24]). Jednym z gtéwnych osiagnieé teorii jest
jednoczesne rozszerzenie dualnosci Pontrjagina i dualnosci Tannaki-Krajna na istotnie wicksza
klase obiektéw, zawierajaca zaréwno grupy abelowe (jak w klasycznej dualnodci Pontrjagina), jak
i grupy zwarte (jak w dualno$ci Tannaki-Krajna, ktéra proponuje alternatywny opis dualnosci,
w ktérej obiektem dualnym jest kategoria zamiast przestrzeni), jak wyjasniono w [23]. Wyniki te
rozszerzono dalej do ogdlnych lokalnie zwartych grup kwantowych w [I5] 18], czyniac tym samym
istotny postep w obszarze abstrakcyjnej analizy harmonicznej: istnieje dobrze zdefiniowany obiekt
dualny dowolnej lokalnie zwartej grupy (niekoniecznie zwartej badz abelowej), ktéry jest po prostu
grupa kwantowa lokalnie zwarta. Co wiecej, teoria ta jest zamknieta na branie obiektéw dualnych.

Teoria ta, choé¢ bardzo owocna z perspektywy analitycznej, wcigz wymaga dopracowania z per-
spektywy teoriogrupowej. Teoriogrupowa natura grup kwantowych nie zostata zbadana dokladnie
i dopiero niedawno poczyniono w tym kierunku pewne postepy. Na przyklad, pojecie podgrupy
([9]) 1 homomorfizmu ([I6]) zostaly dokladnie opisane zaledwie kilka lat temu, a na przyklad re-
lacja miedzy produktem poéiprostym oraz krotkimi ciagami dokladnymi zostala opisana bardzo
niedawno ([I3], 12]). To do$é¢ zaskakujace, ze teoriogrupowa natura grup kwantowych pozostawata
na uboczu tak dlugo. Aktualnie jednak stala sie bardzo aktywnym polem badan.

Grupy kwantowe zostaly stworzone w celu uchwycenia pewnego rodzaju kwantowych symetrii
ukrytych w modelach fizycznych. Teoria grup kwantowych, cho¢ bardzo atrakcyjna z perspektywy
matematycznej, wciaz nie jest gotowa do zastosowan w fizyce. W modelach mechaniki kwantowej,
obserwable modelowane sg przy pomocy operatoréw w przestrzeni Hilberta. Ich komutowanie moze
by¢ uchwycone przy pomocy klasycznych grup. Niemniej, dla zastosowan praktycznych, nie mozna
ograniczaé sie do ukladéw operatoréw komutujacych (ani zadnego rodzaju restrykcje dotyczace
komutowania nie powinny by¢ nakladane), za$ to teoria grup kwantowych potrafi uchwycié¢ syme-
trie zachowujaca dana miare nieprzemiennodci danego uktadu operatoréw, zob. np. [I] i referencje
tamze. Mamy nadzieje, ze dalsze rozwijanie matematycznych aspektéw teorii grup kwantowych
pozwoli na ich zastosowanie w modelach mechaniki kwantowej badz innych gateziach wspodlczesnej
fizyki teoretycznej.

Klasycznie, zbiory generujace sa przydatne do niektérych rozumowan indukeyjnych i w bada-
niu pewnego rodzaju zachowan w nieskonczonosci. Uzywa si¢ ich do zdefiniowania graféw Cayleya
(ktére dla grup kwantowych dyskretnych zostaly wprowadzone przez Vergnioux w [21]) i bezpo-
$rednio zwigzane z funkcjami dlugosci na grupach, ktére pozwalaja na naturalne partycjonowanie
grupy w wieksze 1 wieksze, lecz skonczone (czy tez zwarte) kawalki. Uzywa sie ich do badania
pewnych wlasnoéci aproksymacyjnych, jak wlasno$é Haagerupa czy K-$redniowalno$é (zob np.
[8, T0] oraz [19] 20], odpowiednio). Spodziewamy sig, ze poglebienie rozumienia pojecia zbioréw
generujacych w kontekscie lokalnie zwartych grup kwantowych moze okazaé sie owocne i otworzy¢
mozliwo$¢ lokalnego opisu tych witasnosci.

Jednym z najbardziej spektakularnych zastosowan zbioréw generujacych jest teoria Kestena



spaceréw losowych na grupach dyskretnych. W teorii tej, stan ukladu w chwili zero jest opi-
sywany przy pomocy rozkladu probabilistycznego na skonczonym zbiorze generujacym (i nawet
najprostszy rozklad jednostajny wystarcza do uzyskania istotnych wynikéw). Dynamika uktadu
opisywana jest potegami splotowymi tegoz rozktadu, za$ zachowanie asymptotyczne dynamiki
pozwala uchwycié¢ pewne nietrywialne wlasnosci grupy, np. to, czy jest (badZ nie) $redniowalna
(zob. oryginlna praca Kestena [I4], cho¢ dzi§ wynik ten jest uwazany za klasyczny i znajduje sie
w wielu podrecznikach dotyczacych metod probabilistycznych badania grup). Spodziewamy sig,
ze nasz opis zbioréw generujacych dla grup kwantowych pozwoli otworzy¢ nowsa perspektywe dla
badan podobnych zagadnien na grupach kwantowych lokalnie zwartych. Nalezy tutaj podkreslié,
ze spacery losowe na grupach kwantowych byly juz badane ([I1]), co pozwolilo uzyskaé niejeden
satysfakcjonujacy wynik.

Badania zbioréw generujacych moga by¢ takze uzyteczne w klasyfikacji podgrup ustalonej
grupy kwantowej: kazda z nich jest generowana przez pewien kwantowy podzbiér. Wysoka ranga
opisu struktury kraty podgrup kwantowych danej grupy kwantowej nie podlega dyskusji. Zadanie
to postawiono explicite w [4] w przypadku kwantowych grup permutacji S; i zwiazane byto z
klasycznym rozumieniem podgrup grupy permutacji: skoro sg to symetrie zbioru n-elementowego
bez struktury, jej podgrupy odpowiadaja symetriom zachowujacym pewna (geometryczna badz
kobimnatoryczna) strukture tej przestrzeni. Badania kwantowych symetrii graféw (m.in. [2] [6] [7])
oparte byly na wskazaniu podgrup kwantowych, ktore zachowywaly pewna strukture klasyczna.
Dokladny opis struktury podgrup kwantowych grup permutacji pozwolilby na zidentyfikowanie
pewnego rodzaju kwantowych struktur zbioru n-elementowego, ktérych to struktur symetrie bytby
opisywane przez te podgrupy kwantowe.

Rozprawa zawiera dokladny opis pojecia podgrupy kwantowej generowanej przez podzbiér
kwantowy (tj. obrazu Hopfa ustalonego morfizmu). Rozwazamy pytania w duchu tych zaanon-
sowanych na wstepie, lecz kluczowym skladnikiem pracy jest opis procedury generowania samej
w sobie. To doktadny opis procedury generowania pozwala uzyska¢ wyniki dotyczace wlasnosci
zbiorow generujacych. Material jest podzielony na cztery rozdziaty.

Rozdzial pierwszy zawiera, glownie choé nie jedynie, przygotowania potrzebne do czytania
rozprawy. Zebraliémy rozmaite wyniki wystepujace w literaturze dotyczace przestrzeni Banacha i
ich przeksztalcen (czesé pierwsza), teorii C*-algebr i algebr von Neumanna (czesé druga) oraz teorii
grup kwantowych (czeéé trzecia). Rozbudowana prezentacja moglaby by¢é bardziej skondensowana,
lecz zalezalo nam na zarysowaniu szerokiego obrazu. Szczegbélowy opis niektorych elementéw teorii
grup kwantowych byl réwniez pomocny dla wprowadzania obiektéw rozwazan w bardziej naturalny
i logiczny sposéb. Dzigki niemu wygodniej rowniez bylo wprowadzi¢ oznaczenia. W czesci 1.2.2
uwzgledniliSmy pewne wyniki wraz z dowodami, ktérych nie udalo nam si¢ znalezé w literaturze
w formie, w ktérej ich bedziemy potrzebowaé. Ich wersja jest na pewno znana ekspertom i nie
przypisujemy sobie ich odkrycia. Istotnie, gléwny wynik czesci 1.2.2 mozna znalezé w Appendiksie
ksiazki [B] w przypadku reprezentacji grup, za$§ my uzywaliémy ich w kontekscie reprezentacji
C*-algebr. Jednak nawet w przypadku reprezentacji grup dowod umieszczony w czesci 1.2.2 jest
krétszy 1 tatwiejszy niz ten zawarty w ksiazce [5].

Rozdzial drugi zawiera kluczowe elementy rozprawy. Koncepcja obrazu Hopfa jest zaprezen-
towana i badana doglebnie. W pierwszej czesci rozdziatlu podajemy dokladne sformutowanie pro-
blemu istnienia obrazu Hopfa. W czesci 2 podajemy konstrukcje i kilka pierwszych wlasnoéci algebr
von Neumanna, ktore graja w tej konstrukeji istotng role. Konczymy te czes¢ podajac dowdd wia-
snosci uniwersalnej obrazu Hopfa. Czesé trzecia poswiecona jest poréwnaniu naszej konstrukeji
obrazu Hopfa z innymi, znanymi w literaturze, pojeciami odpowiadajacych generowaniu grupy
kwantowej. W szczegdlnosci, konfrontujemy nasza konstrukcje z:

1. konstrukcja algebraiczna obrazu Hopfa dla *-algebr Hopfa 4 la Banica i Bichon;

2. konstrukcja C*-algebraiczng obrazu Hopfa dla zwartych grup kwantowych & la Skalski i
Soltan;

3. teorio-reprezentacyjnym opisem obrazu Hopfa zwartej macierzowej grupy kwantowej & la
Brannan, Collins i Vergnioux oraz



4. pojeciem (skoficzonego) zbioru generujacego dla dyskretnej grupy kwantowej & la Izumi i
Vergnioux.

W rozdziale 3 zebraliSmy rozmaite wyniki dotyczace konstrukcji obrazu Hopfa. Wiekszo$¢ z
nich jest sformulowanych dla lokalnie zwartych grup kwantowych, lecz czes¢ z nich bylidmy w
stanie udowodnié¢ jedynie przy pewnych dodatkowych zalozeniach. Motywem przewodnim tych
wynikow jest perspektywa lokalna, ktora zapewnia pojecie obrazu Hopfa. Formulujemy réwniez
pewne kryteria pozwalajace stwierdzi¢, czy dany zbior jest generujacym. Dalej podajemy pierwsze
przyklady kwantowych zbioréw generujacych. Czesé z nich otrzymujemy dzigki przeinterpretowa-
niu istniejacych wynikéw z literatury przy pomocy technik i wynikow rozdzialu 2. Formulujemy
réwniez wlasno$é (FAG) dotyczaca pewnej specjalnej roli podgrupy charakteréw w procedurze ge-
nerowania. Wtlasnosé ta ma charakter réwnowaznosci, w ktérej jedna z implikacji jest stosunkowo
prosta i wystarczy do uzyskania pewnych konkluzji w rozdziale czwartym. Implikacje przeciwna
nie zachodzi w pelnej ogdlnosci z powodoéw analitycznych, lecz formutujemy pewne warunki, przy
ktorych analityczne przeszkody przestaja gra¢ role. Jednak grupa kwantowa posiada wlasnosé
(FAG), jeste$my w stanie uzyskaé kilka ciekawych wnioskéw.

W rozdziale czwartym podajemy réwniez pierwszy prawdzwie kwantowy przyktad zbioru gene-
rujacego: kwantowe ciagi rosnace I 4 generuja kwantowa grupe permutacji SI , co daje odpowiedz
na pytanie Skalskiego i Soltana z [I7]. Do odpowiedzi na to pytanie uzywamy wlasnosci badanej w
rozdziale 3. Dalej podajemy pewne dodatkowe wyniki dotyczace kwantowej grupy permutacji S; .
Nie wszystkie z nich sa bezposrednio zwiazane z zagadnieniem obrazu Hopfa, lecz daja lepszy opis
tej grupy kwantowej. Bazujac na wczesniejszej pracy Baniki i Bichona ([3]), jesteSmy w stanie:

1. podaé grupe automorfizméw S;;
2. sklasyfikowaé wlozenia O_1(2) C S;;
3. sklasyfikowaé¢ wlozenia A7 C S;;

Powodem, dla ktérego koncentrujemy si¢ na wlozeniach O_1(2) 1 A w SZ jest fakt wynikajacy z
rezultatéw otrzymanych w [3]: sa to maksymalne podgrupy wlasciwe. Dzigki uzyskanej klasyfikacji
wlozen podgrup O_1(2) i AT w S jestedmy w stanie pokazaé, ze S; nie ma wiasnoéci (FAG), tj.
(FAG) jest faktycznie wlasnoscia grupy kwantowej, nie stwierdzeniem o wszystkich grupach kwan-
towych. Pokazujemy réwniez, jak < przy pomocy podanego kryterium mozna tatwo wywnioskowaé

hiperliniowoéé grupy kwantowej S
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