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STRESZCZENIE

Dysertacja ta poswiecona jest wyznaczeniu optymalnych oszacowan wartosci oczekiwanych
i wariancji kombinacji liniowych statystyk pozycyjnych oraz k-tych rekordéow skonstruowa-
nych na bazie niezaleznych zmiennych losowych o tym samym rozktadzie. Jest ona nowator-
ska w dwoch aspektach. Oszacowania wartosci oczekiwanych zostaly wyrazone w jednostkach
sredniej réznicy Giniego populacji, a oszacowania wariancji pojedynczych statystyk pozycyj-
nych i rekordéw zostaly uogélnione na przypadek nietrywialnych liniowych ich kombinacji.
Zasadnicza idea naszego rozumowania polega na przedstawieniu wartosci oczekiwanych, wa-
riancji i kowariancji statystyk pozycyjnych i rekordowych w postaci catkowej w taki sposob,
aby wyrazenie podcatkowe stanowito zlozenie pewnej funkeji (zwykle opisanej bardzo skom-
plikownym wzorem) z dystrybuanta rozwazanych zmiennych losowych. Ponizej prezentujemy
nasze ogoélne rezultaty wraz z przyktadowymi przypadkami szczegdlnymi.

Oszacowania wartosci oczekiwanych L-statystyk. Przypusémy, ze Xi,...,X,, s nie-
zdegenerownymi, niezaleznymi zmiennymi losowymi o tym samym rozktadzie ze skoriczong
srednig pu = EX;. Niech Xy, < ... < X,., oznaczajg ich statystyki pozycyjne. Najpierw
koncentrujemy sie na wyznaczeniu optymalnych oszacowan gornych i dolnych wartosci ocze-
kiwanych odpowiednio scentrowanych L-statystyk E > ;| ¢;(X;.,—u), dla dowolnie ustalonych
c1,...,¢, € R oraz ich specjalnych przypadkoéw. Sa one wyrazone w jednostkach sredniej réz-
nicy Giniego A = E|X;—Xs|. Dlac = (¢y, ..., ¢,) € R" ze $rednia arytmetyczna ¢ = % e
definiujemy funkcje

=0 = S g g ] (17wt

=0 k=1

okreslona na przedziale [0, 1].

Twierdzenie (patrz Twierdzenie 2) Przy powyzszych zaloZeniach i oznaczeniach, nastepujgce
oszacowania sq optymalne
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Jesli 0 < ug < 1 jest argumentem maksimum (odpowiednio minimum), to gérne (dolne) osza-
cowanzie jest osiggane wtedy 1 tylko wtedy, gdy dystrybuanta rozwazanych zmiennych losowych
ma postaé

0, z<a,
F(x) =% up, a<z<b,
1, x>0,

dla dowolnie ustalonych a < b.



Jesli maksimum (minimum) wynosi albo Z.(0) albo Z(1), to gérne (odpowiednio dolne)
oszacowanie jest osiggane w granicy przez rozklady dwu—punktowe takie, Ze prawdopodo-
bienstwa mniejszego punktu zbiegajg odpowiednio do 0 i 1.

Jezeli =, ma wielokrotne ekstrema, co zdarza sie bardzo rzadko, to réwniez inne rozktady
dyskretne osiagaja te oszacowania. Nie omawiamy ich w tym streszczeniu. W celu skrécenia
naszej prezentacji, bedziemy tez uzywac nastepujacej konwencji. Piszac, ze dolne albo gérne
oszacowanie wynosi Zc(ug) dla pewnego 0 < uy < 1, przyjmujemy milczaco, ze oszacowa-
nie to jest osiggane przez rozklady dwu-punktowe opisane w powyzszym twierdzeniu. Jezeli
oszacowanie jest réowne =Z¢(0) albo Z¢(1), to jest ono osiagane w granicy przez przez rozktady
dwu-punktowe o prawdopodobienstwie mniejszego punktu zbiegajacym odpowiednio do 0 i
1.
Dla pojedynczej statystyki pozycyjnej X,.,, 1 < r < n, funkcja =, upraszcza sie do

=) =S g (= 8 g (e

Stwierdzenie (patrz Stwierdzenie 1) (i) Dla skrajnych statystyk pozycyjnych mamy

= n—1 X m —_ 1
‘:1177«(0) - = 92 < ]EIT[L < \:lzn(l) - _57
1 Xpm — I n—1
En‘n = - < E—— < Snen 1) =
NURE : ="

(11) Dla sgsiadujgcych ze skrajnymi statystyk pozycyjnych, pochodne Z... (u), r = 2,n—1, majqg
jedyne miejsca zerowe, odpowiednio v1(2) i uy(n — 1) =1 — v1(2), i zachodzq nieréwnosci

XQ'n — M — 1
Zon(v1(2)) < E—— < E2,(0) = -,
2: (Ul( )) A 2: ( ) 9
—_ 1 an m o —_
Seta(l) = =5 < BB CE L (m(n - 1)),

(11i) Dla 3 <r <n-—2,Z (u) ma dwa miejsca zerowe uy(r) < vi(r) w (0,1), i wéwczas

™n

=l (1) < BT 2 ),
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W podobny sposéb szacujemy wartosci oczekiwane roéznic dwu statystyk pozycyjnych, ucie-
tych i Winsoryzowanych srednich, ich réznic oraz sredniego absolutnego odchylenia od me-
diany.
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Oszacowania wariancji kombinacji liniowych statystyk pozycyjnych. Rozwazamy
niezalezne zmienne losowe X1, ..., X, o tym samym rozktadzie z niezerowsg i skonczong wa-
riancjg. Definiujemy

i) =[S (80) (7 -]

2
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dla 0 <u <wv < 1. Niech V¢(u) = Pc(u,u).

Twierdzenie (patrz Twierdzenie 3) Przy powyziszych zalozeniach i oznaczeniach, zachodzi

V@T(Zn—l ciXi:n)
= < sup Dc(u,w).
Var X; 0<u<13<1 (v, 0)

Ponadto, jezeli
sup  Pe(u,v) = sup We(u),

O<ugo<1 O<u<1
to powyzsze oszacowanie jest optymalne.

Var(Z?:l ¢ Xin)

Pokazujemy takze, ze dolne oszacowanie ilorazu ST jest rowne 0 wtedy i tylko
wtedy, gdy cic, = 0. W przypadku spacji S;., = Xiv1.n — Xim, 1 < 7 < n < oo, funkcja ¥,

ma postaé
U, (u) = (?) w1 — )i [1 . (7;) w1 — )"

Stwierdzenie (patrz Stwierdzenia 9 i 10) Nastepujgce oszacowania s¢ optymalne.
(1) JeSlin > 3, to

0=Up,(1) < Wi,(z;n—");f(m < ¥y.,(0) = n,
=V, (0) < EpaFostn) < (1) =

0
(11) Jeslin >4 12 <i<n-—2, to pochodna V., ma albo jedno albo trzy miejsca zerowe, i
wtedy
VGT(XH»lm - in)
VYar X;

0= W;n(0) = ¥y, (1) <

VA

‘;[;i:n (Uo),
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gdzie ug jest albo pojedynczym miejscem zerowym pochodnej albo pierwszym bqdZ trzecim
miejscem zerowym V.. . Sposréd nich wybierany jest ten argument, dla ktorego wartosé V,.,,
jest wieksza.

Przypadek n = 2 oraz ¢ = 1, dla ktorego dolne oszacowanie jest dodatnie, nie jest omawiany
W tym streszczeniu.

Wartosci oczekiwane kombinacji liniowych rekordéw. Niech X, X, ... beda nieza-
leznymi zmiennymi losowymi o tym samym rozktadzie ze skonczong srednia p. Ponadto,
niech Ry i, Ra, . .. oznaczajy odpowiednie wartosci k-tych rekordow. Zatézmy, ze ER,, , < 00
dla pewnych ustalonych n i k. Ponizej opisujemy optymalne dolne i gérne oszacowania

wartosci oczekiwanych kombinacji liniowych k-tych rekordow E [Z?Zl ¢i(Riy — /L)}, scentro-
wanych wzgledem $redniej populacji, i wyrazonych w jednostkach s$redniej réznicy Giniego
A =E|X; — X5|. Uzywamy nastepujacych oznaczen

n-l {—kln(l—u)r B

2!

- 1 _
Enk(u) = o™ (1—u)k 1

i

Il
=)

(2

Eer(u) = z:czElk(u) = 21u [(1 — )kt T.L_ (zn: Cj) [—kln('l — )] - ancj |

gdzie ¢ = (¢q,...,¢,) € R™

Twierdzenie (patrz Twierdzenie 5) Przy powyzszych zaloZeniach i oznaczeniach nastepujgce
oszacowania

inf Z,0(0) < Zhr el — )

O<u<1 A O<u<l =

sq optymalne.

Warunki osiggalnosci sg podobne do tych z probleméw oszacowywania wartosci oczeki-
wanych L-statystyk. Jedyna réznica polega na tym, ze doktadne wartosci w punktach 0 i 1
sg zastapione przez odpowiednie granice, a dyskretne rozktady dwu-punktowe sa zastapione
przez ich ciagle przyblizenia. Zgodnie z powyzszym, wszystkie oszacowania dla kombinacji
rekordow sg osiggane w granicy. Dla pojedynczych rekordéw R, i, zachodzi ¢ = =, .

Stwierdzenie (patrz Stwierdzenie 12) Dla réznych liczb naturalych n > 2 i k > 1, mamy
nastepujace optymalne oszacowania.
(i) Dlan>2 ik =1, zachodzi

1 E(Rn,l - /~L>

5 = En,1(0+) <



(i1) Jezelin =k =2, to

1 _ E(R22 — —
T2 E22(1-) < : 22 9 < Ea2(04) =5
(iii) Dlan >3 ik =2
1 E(R,2 — _ 1
“p= i ) < FEEE <) >

gdzie uy jest jedynym miejscem zerowym =, 5 w przedziale (0,1).
() Dlan =2 oraz k > 3

1 E(RQ k — ,u) 1

——>= —— = L So(04) = =

5 2.k (U1) A < Z2x(0+) 5’
gdzie uy € (0,1) jest jedynym miejscem zerowym =y, in (0,1).
(v) Dla k >3 in > 3, mamy

1 — E<Rn,k - /L) <=

5 > :n,k(UZ) < A < :n,k(ul) >

gdzie 0 < uy < uy < 1 sq jedynymi rozwigzaniami réwnania =, (u) = 0.

N
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Podobnie wyznaczamy oszacowania wartos$ci oczekiwanych réznic wartosci k-tych rekordow
E(Ruk — Rmg), 1 <m <n.

Oszacowania wariancji kombinacji liniowych rekordéw. Niech X, X5,... beda nie-
zaleznymi zmiennymi losowymi o tym samym rozkltadzie i skonczonym drugim momencie.
Zatoézmy tez, ze IER?W < 00. Dla danych liczb naturalnych n i k, oraz dla ustalonego nieze-
rowego wektora ¢ = (cy,...,¢,) € R", definiujemy funkcje

o p(u,v) = “_“)1{[2":6] 1 u) Z‘: ( 5 o ) [—kln(il!—u)]i]
X nf ( z”: Cj) [—kln(;_v)]i

i=0 \j=it1
Y e ]21:1 zp: kln(l —u)|"M[—kIn(1 — v)]P~4
1<i<j<n o p=0 q=0 (i = Dlglp — @) (p +19)

okreslong na tréjkacie 0 < u < v < 1, a takze Wi (u) = Pep(u,u), 0 < u < 1.

Twierdzenie (patrz Twierdzenie 6) Przy powyzszych warunkach i oznaczeniach mamy

Var(3Xr, ¢iRik)
- =~ < sup Pep(u,v).
Var X; \0<u§€<1 C7k( )
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Ponadto, jesli

sup D r(u,v) = sup Vep(u),
O<ugv<l O<u<1

to oszacowanie jest optymalne.

Dowodzimy takze, ze dolne oszacowania wariancji kombinacji liniowych k-tych rekordow sa
rowne 0, za wyjatkiem przypadku k =11 ¢; # 0. Dla spacji k-tych rekordow R, 1% — Rk,
funkcja W, ma prostsza postac

\Dm,k(u) — [_kln(l — u)]m<1 — u)k_l - (1 _ u)k[—kln(l _ u)]m

um! m)!

Stwierdzenie (patrz Stwierdzenie 14) Nastepujgce oszacowania sq¢ optymalne.
(i) Jeslik=11im > 1, to
VCM”(Rerl 1= Rm 1)
: — <V, 1(1-) = :
Var X, a(l=) = o
(i1) Jezelim =1 oraz k > 2, to
VQT(RQ’](; — Rl,k)
Var X;
(iii) Jesli albo k =2 < m albo k > 3 oraz 2 < m < 2k, to
Var(RmH,k — RmJg)
Var X;

gdzie 0 < ug < 1 jest jedynym rozwigzaniem réwnania V¥, (u) = 0.

< Wk (uo),

(iv) Jezeli wreszcie k > 3 oraz m > 3k, to
Va?“(RmH,k — Rm,k)
VYar X;

gdzie 0 < ug < 1 argumentem, dla ktérego funkcja W, i osigga swoje globalne maksimum na
przedziale (0, 1).

< Wk (uo),

W ostatnim przypadku, formalnie mozemy jedynie udowodnic¢, ze W, , ma co najwyzej trzy
lokalne maksima.



