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Ewolucja fenotypowa to proces polegajacy na powolnych zmianach cech osobnikéw w populacji
dzigki doborowi naturalnemu, dziedziczeniu wraz z wystepowaniem mutacji i wpltywowi Srodowi-
ska. Poniewaz zaklada sie, ze fenotyp jest niezmienny w zyciu osobnika, pojawianie sie nowych cech
w populacji jest zwigzane tylko z narodzinami osobnikéw, a znikanie cech ze Smiertelnoscia i konku-
rencja. Utrwalanie si¢ istniejacych juz w populacji cech wynika z dziedziczenia po osobnikach dobrze
przystosowanych do srodowiska — im bardziej przystosowany jest osobnik, tym wieksza jest szansa
na jego sukces ewolucyjny i przekazanie swoich genéw potomkom, a w konsekwencji takze i cech
fenotypowych. Cechy fenotypowe to zewnetrzna realizacja dziatania genéw i wplywu $rodowiska.
Przystosowanie osobnika jest zatem zalezne od jego fenotypu (np. ubarwienie) i rozumiane jako ogét
czynnikéw wplywajacych zaréwno na dlugosé jego zycia jak i na liczbe i czestotliwo$é pojawiania sie
jego potomstwa. Lepsze przystosowanie owocuje zatem w utrwaleniu cechy w populacji i iloéciowej
dominacji nad gorzej przystosowanymi cechami.

W niniejszej rozprawie rozwazamy ewolucje cech fenotypowych w populacjach ptciowych. Pierw-
szym typem populacji plciowej sa tak zwane populacje hermafrodytyczne, w ktérych kazdy z osob-
nikéw posiada meski i zenski system rozrodczy. W tym przypadku dowolne dwa osobniki moga
laczy¢ sie w pary w celu wydania potomstwa. Mozliwe jest takze samozaplodnienie (w przypadku
roslin samozapylenie). Taki typ populacji jest wszedobylski i obejmuje organizmy zaréwno wodne
jak i ladowe. Typowe przyklady hermafrodytéw to rosliny kwitnace (np. tulipan), niektére gatunki
slimakow, gabka, tasiemiec. Drugim rozwazanym przez nas typem populacji sa populacje dwuptcio-
we, ktére dzieli sie na podpopulacje samic i samcéw (np. populacja ludzi). Tylko osobniki o prze-
ciwnych piciach mogg si¢ krzyzowaé. W wyniku krzyzowania cechy rodzicow zostaja dziedziczone
i w pewnym stopniu modyfikowane. Dziata tu wiele mechanizmoéw, m.in. dziedziczenie genetyczne,
losowe mutacje podczas mejozy, dziedziczenie epigenetyczne i dziatanie czynnikéw zewnetrznych ze
srodowiska, w ktérym zyja osobniki. Cecha nowego osobnika czesto jest zblizona do cechy jednego
z rodzicéw lub pewnej kombinacji cech obu rodzicach. Moze ona by¢ lepiej lub gorzej przystosowana
do obecnego $rodowiska.

Celem niniejszej rozprawy jest wieloskalowe modelowanie zmian cech osobnikéw wraz z uptywem
czasu. Pierwszy z opiséw, tak zwany indywidualny lub mikroskopowy, skupia si¢ na modelowaniu
kazdego z zyjacych osobnikéw z osobna wraz z interakcjami i zdarzeniami, ktore moga wystgpic.
Poniewaz wiekszo$¢ proceséw biologicznych jest bardzo skomplikowana, przyjmuje sie, ze interakcje

i zdarzenia sa losowe i do opisu populacji uzywa sie uktadéw réwnan stochastycznych. Drugi opis,



tak zwany makroskopowy, to opis zmian rozkladéw wystepowania cech w calej populacji. Czesto
wykorzystywanymi do tego opisu narzedziami matematycznymi sa réwnania ewolucyjne lub trans-
portu. Modelowanie wieloskalowe tgczy w sobie powyzsze dwa przypadki: w niektorych przypadkach
mozliwe jest uzyskanie przejécia granicznego z modelu mikroskopowego do réwnan makroskopowych
wraz z liczbg osobnikéw dazaca do nieskoniczonoéci. W praktyce czesto powyzsze przejécie graniczne
jest prawem wielkich liczb dla proceséw skokowych Markowa. Modelowanie wieloskalowe ma dwie
zalety. Poprzez przejécie graniczne otrzymuje sie rownania transportu, ktére z reguly sa prostsze
w badaniu niz uklady wielu réwnan stochastycznych z opisu mikroskopowego. Drugg zaleta jest
nadanie probabilistycznego sensu wyprowadzonym réwnaniom na rozklady — rozwiazania tych réw-
nan zachowuja sie podobnie do duzych, ale skoficzonych uktadéw réwnan stochastycznych. Jest to
réwniez podstawa do budowania probabilistycznych metod symulacyjnych dla réwnan transportu.

W naszym przypadku do opisu zdarzen i interakcji w skoniczonych populacjach uzywamy proce-
s6w skokowych na zbiorze miar catkowitoliczbowych, tak zwanych miar empirycznych. Smiertelnosé,
krzyzowanie, dziedziczenie cech i konkurencja wewnatrzgatunkowa sg zdarzeniami losowymi, a ich
parametry zaleza od indywidualnych cech osobnikéw. Matematycznie, zadanie takiego procesu to
wprowadzenie odpowiedniego réwnania stochastycznego wzgledem losowych miar Poissona lub wy-
korzystanie tak zwanego problemu martyngalowego. W przypadku hermafrodytycznym, przejscie
graniczne na zasadzie prawa wielkich liczb prowadzi do réwnania transportu o wartosciach w prze-

strzeni skoniczonych miar borelowskich nastepujacej postaci

d
aut = Mut - Dut - C’uh

gdzie M jest nieliniowym operatorem taczenia w pary i dziedziczenia cech, D liniowym operatorem
zwiazanym ze $miertelnoscig naturalng, a C nieliniowym operatorem konkurencji wewnatrzgatun-

kowej. W przypadku dwuptciowym otrzymujemy uktad réwnan transportu

iy = M (i, v) — Dip — Cr(pag, ),
Ly = M (i, i) — Davy — Colpae, 1),

gdzie M jest nieliniowym operatorem krzyzowania plciowego, D1, Dy sa operatorami $miertel-
noéci naturalnej u samic i samcéw odpowiednio, C i Co sg operatorami opisujacymi $miertelnoéé
w wyniku konkurencji w populacji samic i samcéw odpowiednio. Celem niniejszej rozprawy jest wy-
prowadzenie i zbadanie procesu skokowego oraz przejécie graniczne na zasadzie praw wielkich liczb
do rownan transportu. Ponadto, badajac odchylenia miedzy wartoSciami proceséw a rozwigzaniami
réwnan transportu, dowodzimy mocniejszego wyniku, mianowicie centralnego twierdzenia granicz-
nego. Zajmujemy sie rowniez zbadaniem asymptotycznego zachowania rozwigzan wyprowadzonych
réwnan transportu oraz podajemy biologiczne przyklady dziedziczenia cech.

Rozprawa sktada sie z trzech czeéci. W czedci ,Wyniki” podajemy wypowiedzi twierdzen doty-
czacych istnienia proceséw skokowych, twierdzen granicznych, twierdzen o istnieniu i jednoznacz-
nosci rozwiagzan rownan i uktadéw réwnan transportu oraz twierdzen o asymptotyce ich rozwigzan.
Ponadto podajemy wnioski i przyktady zastosowan tych twierdzen. Na koncu pierwszej czesci ko-

mentujemy zalozenia i interpretujemy wyniki oraz odnosimy sie do podobnych badan naukowych



i dokonujemy przegladu literatury. W drugiej czesci ,,Preliminaria i dowody wynikéw” wprowadza-
my niezbedna teorie, cytujemy potrzebne nam twierdzenia i dowodzimy rygorystycznie wszystkich
wynikow rozprawy zawartych w pierwszej czedci. Wigksze czedci teoretyczne, dotyczace miedzy
innymi ogdlnej teorii proceséw stochastycznych i ich zbieznosci oraz réwnan rézniczkowych w prze-
strzeniach unormowanych, pewnych nieréwnoéci oraz caltki Bochnera, znajduja sie w trzeciej czesci

rozprawy ,, Dodatek”.



