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Asymptotyczne zachowanie stochastycznych modeli

ró»nicowania si¦ komórek macierzystych

Streszczenie rozprawy doktorskiej

Rozprawa doktorska podejmuje problematyk¦ badania wpªywu stocha-
stycznych zaburze« na deterministyczny model ró»nicowania si¦ komórek
macierzystych oraz badania asymptotycznego zachowania powstaªych w ten
sposób modeli stochastycznych. Podstaw¡ bada« jest nast¦puj¡cy ukªad rów-
na« ró»niczkowych:

dc1
dt

= (2a1s(t)− 1)p1c1(t)− µ1c1,

dc2
dt

= (2a2s(t)− 1)p2c2(t) + 2(1− a1s(t))p1c1(t)− µ2c2(t),

...
dcn
dt

= 2(1− an−1s(t))pn−1cn−1(t)− µncn(t). (1)

opisuj¡cy proces ró»nicowania si¦ komórek macierzystych regulowany jed-
n¡ cytokin¡. Zmienne c1(t), c2(t), . . . , cn(t) opisuj¡ odpowiednio wielko±¢ po-
pulacji komórek macierzystych, komórek w i-tym stadium zró»nicowania dla
i = 2, . . . , n − 1 oraz komórek zró»nicowanych. Parametry p1, p2, . . . , pn−1
oznaczaj¡ wspóªczynniki podziaªu komórek w kolejnych podpopulacjach,
µ1, µ2, . . . , µn oznaczaj¡ wspóªczynniki ±mierci komórek a przez a1, a2, . . . an−1
oznaczamy frakcj¦ samo-odnowy w i-tym stadium zró»nicowania. Ukªad (1)
przedstawiony zostaª przez Ann¦ Marciniak-Czochr¦ w pracy [1].

Do bada« przedstawionych w rozprawie wykorzystana zostaªa
dwu-wymiarowa wersja modelu (1). Przedstawione zostan¡ dwa przypad-
ki wprowadzenia zaburze« stochastycznych, z których powstaªy: ukªad sto-
chastycznych równa« ró»niczkowych oraz kawaªkami deterministyczny proces
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Markowa. W rozprawie zawarty zostaª rozdziaª teoretyczny po±wi¦cony fak-
tom z teorii; póªgrup Markowa, procesów stochastycznych, kawaªkami deter-
ministycznych procesów Markowa. W rozdziale teoretycznym zawarte zostaªy
równie» informacje o zwi¡zkach tych procesów z póªgrupami Markowa.

W pierwszym przypadku zmieniono model deterministyczny na stocha-
styczny przez dodanie czªonu dyfuzyjnego i otrzymano nast¦puj¡cy ukªad
stochastycznych równa« ró»niczkowych:

dξ1(t) =

(
2a

1 + kξ2(t)
− 1

)
pξ1(t)dt+ α1ξ1(t)dW1,t,

dξ2(t) =

(
2

(
1− a

1 + kξ2(t)

)
pξ1(t)− µξ2(t)

)
dt+ α2ξ2(t)dW2,t. (2)

Zakªadaj¡c dodatkowo, »e procesy W1,W2 s¡ nieskorelowane oraz, »e
α1, α2 s¡ wi¦ksze od zera. Ukªad (2) zostaje przebadany, zostaje pokazane
istnienie rozwi¡za« oraz kilka faktów na temat zachowania si¦ trajektorii
tego procesu. Gªównym wynikiem rozprawy dotycz¡cym ukªadu (2) jest zba-
danie asymptotycznego zachowania si¦ rozkªadu tego procesu. W tym celu
wykorzystywana zostaje teoria póªgrup operatorów Markowa, której zarys
przedstawiony zostaje w pracy. W naszym przypadku wyst¦puj¡ trzy ró»ne
mo»liwe zachowania w czasie d¡»¡cym do niesko«czono±ci: asymptotyczna
stabilno±¢ - gdy istnieje g¦sto±¢ niezmiennicza dla póªgrupy Markowa gene-
rowanej przez ukªad (2) oraz kolejne iteraty tej póªgrupy zbiegaj¡ do tej
g¦sto±ci; wymiatanie ze zbioru - gdy trajektorie procesu, s¡ "wymiatane" z
rodziny zbiorów zwartych, co jest równoznaczne z tym, »e prawdopodobie«-
stwo zdarzenia, »e trajektorie procesu pozostan¡ dªugi czas w danym zbiorze
jest bliskie zeru; wymiatanie do zera - gdy rozkªad graniczny jest singularny
a trajektorie procesu s¡ wymiatane ze zbiorów ró»nych ni» dowolnie maªe
s¡siedztwo zera. Poniewa» w ogólnym przypadku asymptotyczne zachowania
póªgrup Markowa nie musz¡ si¦ wyklucza¢, bardzo przydatnym sformuªowa-
niem jest alternatywa Foguela, która podaje warunki, dla których póªgrupa
jest asymptotycznie stabilna albo wymiataj¡ca. W przypadku niezdegene-
rowanych stochastycznych równa« ró»niczkowych alternatywa Foguela jest
ªatwa do sprawdzenia i pokazane zostaje, »e póªgrupa Markowa zwi¡zana
z ukªadem (2) jest albo asymptotycznie stabilna albo wymiataj¡ca. W celu
pokazania, »e póªgrupa nie jest wymiataj¡ca wykorzystuje si¦ teorie funk-
cji Hasminskiíego która jest odpowiednikiem funkcjonaªu Lapunowa w teorii
równa« ró»niczkowych zwyczajnych. W pracy pokazana jest ogólna meto-
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da konstrukcji funkcji Hasminskiíego oraz dokªadna konstrukcja funkcji Ha-
sminskiíego dla ukªadu (2). Sformuªowane zostaje nast¦puj¡ce twierdzenie o
asymptotycznej stabilno±ci ukªadu (2):

Twierdzenie 1 Niech (ξ1(t), ξ2(t)) b¦dzie rozwi¡zaniem ukªadu (2) oraz za-
ªó»my, »e

(2a− 1)p− α2
1

2
> 0. (3)

Wówczas, póªgrupa Markowa {P (t)}t≥0 generowana przez proces stochastycz-
ny (ξ1(t), ξ2(t)) jest asymptotycznie stabilna.

Je»eli warunek przedstawiony w powy»szym twierdzeniu nie jest speªnio-
ny wykazano równie», »e proces ξ1(t) zmierza do zera z prawie na pewno.
Proces ξ1(t) opisuje populacje komórek macierzystych. Korzystaj¡c z biolo-
gicznych zaªo»e« mówi¡cych, »e populacja komórek dorosªych jest utrzymy-
wana tylko poprzez napªyw ró»nicuj¡cych si¦ komórek mo»na sformuªowa¢
wniosek, »e je±li warunek (3) nie jest speªniony to wówczas obie populacje
wymr¡.

W przypadku drugim rozwa»ane jest stochastyczne zaburzenie parametru
frakcji samoodnowy "a" dwu-wymiarowej wersji ukªadu (1). Powodem zabu-
rzania tego parametru s¡ jego wªasno±ci biologiczne oraz to, »e jego warto±¢
ma bezpo±redni wpªyw na stabilno±¢ stochastycznego ukªadu (2) oraz ukªa-
du deterministycznego. Zaªo»ono, »e parametr samoodnowy jest procesem
stochastycznym a(t) przyjmuj¡cym dwie warto±ci 0 < a0 <

1
2
< a1 < 1 z

cz¦stotliwo±ciami odpowiednio q1, q0, które s¡ wi¦ksze od zera. W taki spo-
sób z modelu stochastycznego powstaª kawaªkami deterministyczny proces
Markowa, którego trajektorie mo»na opisa¢ nast¦puj¡cym ukªadem:

x′0(t) =

(
2a(t)

1 + kx1(t)
− 1

)
px0(t)

x′1(t) = 2

(
1− a(t)

1 + kx1(t)

)
px0(t)− µx1(t). (4)

W rozprawie zbadane zostaje zachowanie trajektorii procesu opisanego
ukªadem (4) i skonstruowany jest zbiór A, do którego wszystkie trajektorie
wejd¡ po odpowiednio dªugim czasie i ju» z niego nie wyjd¡. Gra�cznie wyka-
zane zostaje, »e dla dowolne punkty nale»¡ce do atraktora A poza punktem
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(0, 0) mog¡ si¦ komunikowa¢ poprzez trajektorie procesu (4). Przy wyko-
rzystaniu tego faktu, warunku typu Hörmandera dla kawaªkami determini-
stycznych procesów Markowa, oraz faktów z teorii póªgrup Markowa pokaza-
ne zostaje, »e póªgrupa zwi¡zana z kawaªkami deterministycznym procesem
Markowa opisanym modelem (4) jest albo asymptotycznie stabilna albo wy-
miatana do zera. Gªównym wynikiem dotycz¡cym modelu (4) jest znalezienie
warunków, dla których zwi¡zana z nim póªgrupa Markowa jest asymptotycz-
nie stabilna. W rozprawie sformuªowane zostaje nast¦puj¡ce twierdzenie o
asymptotycznej stabilno±ci kawaªkami deterministycznego procesu opisanego
ukªadem (4):

Twierdzenie 2 Niech {P (t)}t≥0 b¦dzie póªgrup¡ generowan¡ przez ukªad (4)
i niech parametry a0, a1, q0, q1, speªniaj¡ poni»sz¡ nierówno±¢

(2a1 − 1)q0 + (2a0 − 1)q1 > 0. (5)

Wówczas, póªgrupa {P (t)}t≥0 jest asymptotycznie stabilna. Co wi¦cej, jej g¦-
sto±¢ niezmiennicza f∗ ma no±nik w A = A× {a0, a1}.

W celu wykluczenia wymiatania wykorzystuje si¦ równanie typu Fokkera-
Plancka opisuj¡ce g¦sto±ci procesu (4)oraz badane s¡ "−α"-momenty tego
procesu.

Ko«cowa cz¦±¢ pracy po±wi¦cona zostaje symulacjom numerycznym o±mio-
wymiarowego ukªadu stochastycznych równa« ró»niczkowych powstaªego w
sposób analogiczny jak ukªad dwu-wymiarowy oraz dwu-wymiarowego ukªa-
du stochastycznych równa« i kawaªkami deterministycznego procesu Marko-
wa. W symulacjach przedstawione zostaj¡ zachowania trajektorii procesów
badanych w pracy w przypadkach asymptotycznej stabilno±ci oraz wymia-
tania póªgrup z nimi zwi¡zanych. Przedstawione zostaj¡ równie» symulacje
wpªywu zaburze« na ró»nych poziomach zró»nicowania. Na podstawie sy-
mulacji trajektorii tych procesów oraz symulacji ich g¦sto±ci formuªowane
zostaj¡ wnioski na temat wpªywu stochastycznych zaburze« dziaªaj¡cych na
ró»nych poziomach zró»nicowania na proces odnowy populacji komórek zró»-
nicowanych. Przedstawione zostaje równie» porównanie wpªywu zaburze« na
proces ró»nicowania skªadaj¡cy si¦ z dwóch stadiów ró»nicowania i z wielu
stadiów ró»nicowania.
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