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Asymptotyczne zachowanie stochastycznych modeli
réznicowania sie komoérek macierzystych

Streszczenie rozprawy doktorskiej

Rozprawa doktorska podejmuje problematyke badania wplywu stocha-
stycznych zaburzen na deterministyczny model réznicowania sie komorek
macierzystych oraz badania asymptotycznego zachowania powstatych w ten
sposob modeli stochastycznych. Podstawa badan jest nastepujacy uktad row-
nan rézniczkowych:
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opisujacy proces roznicowania sie komorek macierzystych regulowany jed-

ng cytoking. Zmienne ¢ (t), ca(t), ..., c,(t) opisuja odpowiednio wielko$é po-
pulacji komorek macierzystych, komoérek w i-tym stadium zréznicowania dla
1 = 2,...,n — 1 oraz komérek zréznicowanych. Parametry py,po, ..., Pno1
oznaczaja wspoOlczynniki podziatu komoérek w kolejnych podpopulacjach,
1, fh2, « - ., [y OZRACZA] WSpOtczynniki Smierci komorek a przez ay, as, ... a,_1

oznaczamy frakcje samo-odnowy w i-tym stadium zréznicowania. Uklad (1)
przedstawiony zostal przez Anne Marciniak-Czochre w pracy [1].

Do badan przedstawionych w rozprawie wykorzystana zostata
dwu-wymiarowa wersja modelu (1). Przedstawione zostana dwa przypad-
ki wprowadzenia zaburzen stochastycznych, z ktérych powstaly: uktad sto-
chastycznych réwnan rozniczkowych oraz kawatkami deterministyczny proces



Markowa. W rozprawie zawarty zostal rozdzial teoretyczny poswiecony fak-
tom z teorii; potgrup Markowa, proceséw stochastycznych, kawatkami deter-
ministycznych procesow Markowa. W rozdziale teoretycznym zawarte zostaly
rowniez informacje o zwiazkach tych proceséw z potgrupami Markowa.

W pierwszym przypadku zmieniono model deterministyczny na stocha-
styczny przez dodanie czlonu dyfuzyjnego i otrzymano nastepujacy uktad
stochastycznych réwnan rézniczkowych:
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déi(t) = (Hk—&(t) - 1) P& (t)dt + & (1) dWh g,
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Zakladajac dodatkowo, ze procesy Wi, W5 sg nieskorelowane oraz, ze
aq,ap sa wieksze od zera. Uklad (2) zostaje przebadany, zostaje pokazane
istnienie rozwiazan oraz kilka faktow na temat zachowania sie trajektorii
tego procesu. Gtownym wynikiem rozprawy dotyczacym uktadu (2) jest zba-
danie asymptotycznego zachowania sie rozkladu tego procesu. W tym celu
wykorzystywana zostaje teoria potgrup operatorow Markowa, ktorej zarys
przedstawiony zostaje w pracy. W naszym przypadku wystepuja trzy rozne
mozliwe zachowania w czasie dazacym do nieskonczonosci: asymptotyczna
stabilnos¢ - gdy istnieje gesto$¢ niezmiennicza dla pétgrupy Markowa gene-
rowanej przez uklad (2) oraz kolejne iteraty tej polgrupy zbiegaja do tej
gestosci; wymiatanie ze zbioru - gdy trajektorie procesu, sg "wymiatane" z
rodziny zbioréw zwartych, co jest rownoznaczne z tym, ze prawdopodobien-
stwo zdarzenia, ze trajektorie procesu pozostang dtugi czas w danym zbiorze
jest bliskie zeru; wymiatanie do zera - gdy rozktad graniczny jest singularny
a trajektorie procesu sa wymiatane ze zbioréw réznych niz dowolnie mate
sgsiedztwo zera. Poniewaz w ogblnym przypadku asymptotyczne zachowania
polgrup Markowa nie musza si¢ wykluczaé, bardzo przydatnym sformutowa-
niem jest alternatywa Foguela, ktora podaje warunki, dla ktorych potgrupa
jest asymptotycznie stabilna albo wymiatajaca. W przypadku niezdegene-
rowanych stochastycznych rownan rézniczkowych alternatywa Foguela jest
tatwa do sprawdzenia i pokazane zostaje, ze poélgrupa Markowa zwigzana
z uktadem (2) jest albo asymptotycznie stabilna albo wymiatajaca. W celu
pokazania, ze polgrupa nie jest wymiatajaca wykorzystuje sie teorie funk-
cji Hasminskifego ktora jest odpowiednikiem funkcjonatu Lapunowa w teorii
rownan rézniczkowych zwyczajnych. W pracy pokazana jest ogbélna meto-



da konstrukcji funkcji Hasminskiiego oraz doktadna konstrukcja funkcji Ha-
sminskifego dla uktadu (2). Sformulowane zostaje nastepujace twierdzenie o
asymptotycznej stabilnosci uktadu (2):

Twierdzenie 1 Niech (&(t),&2(t)) bedzie rozwigzaniem uktadu (2) oraz za-
tozmy, ze
02
(2a —1)p — 71 > 0. (3)
Wowczas, potgrupa Markowa {P(t)}+>0 generowana przez proces stochastycz-
ny (&1(t),&(t)) jest asymptotycznie stabilna.

Jezeli warunek przedstawiony w powyzszym twierdzeniu nie jest spetnio-
ny wykazano rowniez, ze proces &;(t) zmierza do zera z prawie na pewno.
Proces &;(t) opisuje populacje komorek macierzystych. Korzystajac z biolo-
gicznych zalozen mowiacych, ze populacja komoérek dorostych jest utrzymy-
wana tylko poprzez naplyw réznicujacych sie komoérek mozna sformutowaé
wniosek, ze jesli warunek (3) nie jest spelniony to wowczas obie populacje
Wymra.

W przypadku drugim rozwazane jest stochastyczne zaburzenie parametru
frakcji samoodnowy "a" dwu-wymiarowej wersji uktadu (1). Powodem zabu-
rzania tego parametru sa jego wlasnosci biologiczne oraz to, ze jego wartoscé
ma bezposredni wplyw na stabilnos¢ stochastycznego uktadu (2) oraz ukta-
du deterministycznego. Zalozono, ze parametr samoodnowy jest procesem
stochastycznym a(t) przyjmujacym dwie wartosci 0 < ap < % <ap <1z
czestotliwoéciami odpowiednio ¢, qq, ktore sa wieksze od zera. W taki spo-
sob z modelu stochastycznego powstal kawatkami deterministyczny proces
Markowa, ktorego trajektorie mozna opisa¢ nastepujacym uktadem:
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W rozprawie zbadane zostaje zachowanie trajektorii procesu opisanego
uktadem (4) i skonstruowany jest zbior A, do ktorego wszystkie trajektorie
wejda po odpowiednio dtugim czasie i juz z niego nie wyjda. Graficznie wyka-
zane zostaje, ze dla dowolne punkty nalezace do atraktora A poza punktem



(0,0) moga sie komunikowa¢ poprzez trajektorie procesu (4). Przy wyko-
rzystaniu tego faktu, warunku typu Hormandera dla kawatkami determini-
stycznych proceséw Markowa, oraz faktow z teorii pétgrup Markowa pokaza-
ne zostaje, ze polgrupa zwigzana z kawaltkami deterministycznym procesem
Markowa opisanym modelem (4) jest albo asymptotycznie stabilna albo wy-
miatana do zera. Glownym wynikiem dotyczacym modelu (4) jest znalezienie
warunkow, dla ktorych zwiazana z nim potgrupa Markowa jest asymptotycz-
nie stabilna. W rozprawie sformutowane zostaje nastepujace twierdzenie o
asymptotycznej stabilnosci kawatkami deterministycznego procesu opisanego
uktadem (4):

Twierdzenie 2 Niech {P(t)}i>0 bedzie potgrupa generowang przez uktad (4)
i niech parametry ag, ai, qo, q1, SPeINLajq ponizszqg nierownosé

(2&1 — 1)(]0 -+ (2(1,0 — 1)6]1 > 0. (5)

Wowczas, potgrupa {P(t)}i>o jest asymptotycznie stabilna. Co wiecej, jej ge-
stosé niezmiennicza f. ma nosnik w A = A x {ag, a1 }.

W celu wykluczenia wymiatania wykorzystuje sie réwnanie typu Fokkera-
Plancka opisujace gestosci procesu (4)oraz badane sa "—a"-momenty tego
procesu.

Koricowa cze$¢ pracy poswiecona zostaje symulacjom numerycznym osmio-
wymiarowego uktadu stochastycznych rownan rozniczkowych powstatego w
sposob analogiczny jak uktad dwu-wymiarowy oraz dwu-wymiarowego ukta-
du stochastycznych réwnan i kawaltkami deterministycznego procesu Marko-
wa. W symulacjach przedstawione zostaja zachowania trajektorii procesow
badanych w pracy w przypadkach asymptotycznej stabilnosci oraz wymia-
tania polgrup z nimi zwigzanych. Przedstawione zostaja réwniez symulacje
wplywu zaburzen na réznych poziomach zréznicowania. Na podstawie sy-
mulacji trajektorii tych proceséw oraz symulacji ich gestoéci formutowane
zostaja wnioski na temat wplywu stochastycznych zaburzen dziatajacych na
roznych poziomach zréznicowania na proces odnowy populacji komoérek zroz-
nicowanych. Przedstawione zostaje rowniez poréwnanie wplywu zaburzen na
proces roznicowania sktadajacy sie z dwoch stadiow réznicowania i z wielu
stadiéw réznicowania.
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