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pt. ,Langevin Monte Carlo as convex optimization in the space of measures”

Uwagi ogoélne. Rozprawa doktorska mgr. Szymona Majewskiego napisana zostala w
jezyku angielskim, liczy 68 stron. Sklada si¢ z pieciu rozdzialow, dodatku oraz biblio-
grafii liczacej 51 pozycji. W bibliografii znalez¢ mozna jedna prace doktoranta wspolng
z promotorem dr. hab. Blazejem Miasojedowem (UW) oraz promotorem pomocniczym
dr. Alainem Durmusem (ENS Paris-Saclay). Praca ta zostala opublikowana w 2019 r. w
wysoko notowany czasopi$mie Journal of Machine Learning Research i zostala juz zauwa-

zona przez innych badaczy — w bazie Google Scholar ma az 32 cytowania.

Przedmiot rozprawy. W rozprawie analizowane jest klasyczne d-wymiarowe rownanie

Langevina
dX, = —VU(X,)dt + V2dW,, (1)

wyprowadzone w podstawowej postaci przez Paula Langevina ponad sto lat temu. Lange-
vin otrzymal to rownanie 1908 roku, wykorzystujac klasyczne zasady dynamiki newtonow-
skiej, na wiele lat przed formalizujacymi je matematycznie pracami It6. W powyzszym
rownaniu W; to proces Wienera, natomiast U to potencjal, w ktorym porusza sie cza-
steczka brownowska.

Roéwnanie Langevina jest nieprzerwanie, od ponad stu lat, przedmiotem intensywnych
badan wielu naukowcow na Swiecie, gtownie ze wzgledu na bardzo szerokie zastosowania
w modelowaniu uktadow fizycznych. Réwniez ostatnich latach, dzigki rozwojowi metod
eksperymentalnych typu single particle tracking, rownanie (1) z niegaussowskim szumem
oraz losowym czasem okazalo si¢ by¢ waznym modelem opisujacym dynamike ukladow
ztozonych. Inne bardzo aktualne kierunki rozwoju, w ktorych wykorzystuje sie (1) to

metody bayesowskie dla zbiorow danych typu big data oraz powiazane z nimi metody
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Monte Carlo. Tematyka rozprawy jest klasyczna, nie ulega jednak watpliwosci, ze bardzo
aktualna i wazna.

Przy odpowiednich zalozeniach na potencjal U, rownanie (1) posiada rozwiazanie sta-
cjonarne. Jednakze miara niezmiennicza p w jawnej postaci znana jest w niewielu przy-
padkach. Do jej aproksymacji stosuje sie zatem metody Monte Carlo oparte o schemat
Eulera dla (1), postaci

X1 = X — et VU (X)) + v/ 27%41Grpr- (2)

Tutaj v to wielkosci kolejnych krokow w schemacie, natomiast Gy, to niezalezne standar-
dowe wektory gaussowskie.

Istnieje bardzo bogata literatura dotyczaca analizy bledow oraz szybkosci zbiezno-
$ci schematu (2). Omawiana rozprawa poSwiecona jest tym wla$nie zagadnieniom, jed-
nak doktorant proponuje tu zupelnie nowe, oryginalne podejscie, wykorzystujace metody
optymalizacyjne na odpowiednich przestrzeniach metrycznych miar probabilistycznych
(przestrzenie Wassersteina). Inspiracja dla autora jest praca Jordan et al. STAM J. Math.
Anal. 29 (1998), w ktorej pokazano, ze potok gradientowy funkcjonatu energii zwiazanego
z potencjalem U jest rozwigzaniem w slabym sensie rownania Kolmogorowa (Fokkera-
Plancka) odpowiadajacego (1). Dodatkowo, przy odpowiednich zalozeniach na wypuklosé
potencjalu U, minimum funkcjonalu energii jest réwne mierze niezmienniczej pu. Powyz-
sze zaleznosci i analogie sugeruja, ze wlasnosci schematu aproksymacji (2) mozna badaé
za pomoca metod optymalizacji wypuktej na przestrzeniach miar probabilistycznych. W
niniejszej rozprawie ta koncepcja zostala z sukcesem zrealizowana, co pozwolilo uzyska¢
szereg wynikow, ktore poprawiaja znane w literaturze wyniki innych autoréw.

Chcialbym w tym miejscu podkresli¢, ze pomyst autora, aby do analizy réwnania
Langevina i zbiezno$ci schematu Eulera zastosowa¢ metody optymalizacyjne, jest bardzo

oryginalny i nietrywialny. Od samego poczatku zrobil na mnie duze wrazenie.

Opis wynikéw rozprawy. Pierwszy rozdzial stanowi wstep, w ktorym zaprezentowana
zostala tematyka rozprawy na tle istniejacych w literaturze wynikow.

W drugim rozdziale wprowadzono wykorzystywane w pracy definicje, twierdzenia i
wlasnoéci dotyczace rownania Langevina, optymalizacji wypuklej, przestrzeni Wasserste-
ina i funkcjonaléw na nich, potokéow gradientowych dla funkcjonaléow energii oraz nierow-
nosci transportowych. Ze wzgledu na skondensowana forme, rozdzial ten byt trudny do
czytania, ale niewatpliwie pomocny w zrozumieniu szczegétow pozniejszych rozwazan.

W rozdziale trzecim zamieszczone zostaly najwazniejsze wyniki rozprawy. Autor za-

czyna od rozwazan na temat analogii pomiedzy zagadnieniem wypuklej optymalizacji, a

2



wyznaczaniem miary niezmienniczej p, ktéra minimalizuje potok gradientowy funkcjonatu

energii. Rozwazania te prowadza do nieréwnosci
2v(Fu(pRy) — Fu(v)) < (L—my)W5 (p,v) — W5 (uR,, v) + C7*, (3)

ktora jest odpowiednikiem nieréwnosci wykorzystywanej w jednokrokowych metodach
optymalizacji wypuktej. Tutaj, v — odpowiednio mata stala, C' > 0, m — parametr sil-
nej wypukloéci U, v — miara prawdopodobienstwa, Fy; — funkcjonal energii, R, — jadro
Markowa powiazane z (2), W2 — metryka Wassersteina.

Kluczowa nieréwno$¢ (3) zostata udowodniona w Tw. 3.1. Dowod polegal na osobnym
szacowaniu ujemnej entropii oraz funkcjonaltu energii potencjalnej w trzech kolejnych Le-
matach 3.3 — 3.5. Zwlaszcza dowod Lematu 3.5, w ktérym wykorzystano stabe rozwiazania
rownania Fokkera-Plancka, wydal mi si¢ ciekawy.

Z nierownosci (3) autor wyprowadzil szereg wynikow dotyczacych zbieznosci schematu
(2) do miary niezmienniczej p. W szczegolnosci, w Tw. 3.10 podano ograniczenie na odle-
glos¢ Wassersteina pomiedzy n-ta iteracja schematu Eulera, a miara p. Co istotne, wynik
ten poprawia oszacowania dla stalych i niemalejacych krokéw ~ uzyskane w pracach Da-
lalyan, Karagulyan (2019) oraz Durmus, Moulines (2019).

Rozdzial czwarty stanowi rozszerzenie wynikow rozdziatu trzeciego na przypadek tzw.
gradientu stochastycznego oraz subgradientu stochastycznego. W sytuacji, kiedy nume-
ryczna ewaluacja gradientu VU jest kosztowna, w schemacie Eulera (2) stosuje si¢ jego
nieobcigzony estymator. W wielu przypadkach pozwala to na istotne przyspieszenie obli-
czen, dzieki czemu metody wykorzystujace gradient stochastyczny w ostatnich latach zy-
skaly spora popularnosé. Do analizy gradientow stochastycznych autor stosuje analogiczna
strategie, jak w rozdziale trzecim. W Tw. 4.1 dowodzona jest jednokrokowa nieréwno$c¢
typu (3). Co ciekawe, wynik jest niemal identyczny, jak ten z rozdzialu wczesniejszego.
Oszacowanie rozni sie jedynie dodatkowym bledem rzedu v2. W podobny sposob przebiega
rowniez sam dowod oraz analiza zbieznosci schematu Eulera ze stochastycznym gradien-
tem. Potrzebne jest tu jednak dodatkowe, naturalne zalozenie, ze estymator gradientu ma
jednostajnie ograniczona wariancje. Na uwage zasluguje fakt, ze wyniki z tego rozdziatu
uzyskane zostaly bez zalozenia o gltadkosci potencjatu U, co jest rzadkoscia w literaturze.

Rozdzial piaty poswiecony jest analizie odleglosci pomiedzy miara niezmiennicza p dla
rownania Langevina (1), a miara niezmiennicza 1, dla procesu Markowa indukowanego
przez schemat (2). Autor, wykorzystujac Tw. 3.1 w prosty i elegancki sposob wyznacza
w Tw. 5.2 oszacowania na relatywna entropie, catkowite wahanie oraz odleglo$¢ Wasser-
steina pomiedzy p oraz . W dalszej czedci rozdziatu, przy dodatkowych zalozeniach na

regularno$¢ potencjatu U, autor uzyskuje mocniejsze oszacowania na odleglosci pomiedzy
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Znaczenie tematyki i ocena wynikow. Glowne wyniki rozprawy oraz pozostale ba-
dane w niej zagadnienia dotyczace zbieznosci schematu Eulera, sa niewatpliwie aktualne
i cickawe. Na szczegolne uznanie zastuguje pomyst autora, aby do analizy réownania Lan-
gevina i zbieznosci schematu Eulera zastosowa¢ metody optymalizacyjne. Jest to nowe i
bardzo obiecujace podejécie. Mozna mie¢ nadziej¢, ze z pomoca tego typu metod moz-
liwe bedzie rowniez badanie réwnar Langevina z niegaussowskimi szumami. czy tez ze
zmienionym losowo czasem.

Badania w dziedzinie rownan Langevina oraz ich rozszerzen ze stochastycznym gra-
dientem w dalszym ciggu sg intensywnie rozwijana w wielu wiodacych osrodkach na-
ukowych na $wiecie. Doktorantowi udato si¢ dowie$¢ szeregu oszacowan poprawiajacych
znane dotad wyniki uzyskane przez innych autoréw. Dodatkowo, dzigki wykorzystaniu
metod optymalizacyjnych, w przypadku gradientu stochastycznego udato si¢ uniknac za-
lozenia o gladkosci potencjatu U. Wyniki te niewatpliwie stanowig istotny wktad do teorii
procesow stochastycznych, a w szczeg6lnosei stochastycznych réwnan rézniczkowych. Zo-
staly one juz zauwazone przez wielu matematykéw oraz fizykow.

Metody matematyczne wykorzystywane w rozprawie sa nietrywialne i czesto trudne
technicznie. W przeprowadzonych dowodach autor musial wykaza¢ si¢ sprawnoscig ra-
chunkowa oraz znajomoscia teorii prawdopodobienstwa i proceséow stochastycznych, me-
tod optymalizacji wypuktej oraz analizy funkcjonalnej.

Rozprawa jest zredagowana przejrzyscie i starannie. Poza kilkoma drobnymi literow-
kami, nie znalazlem istotnych btedéw lub niescistosci. W pracy zabraklo mi praktycznych
zastosowan uzyskanych wynikow. Majac na uwadze fakt, iz jej tematyka jest Scisle zwigza-
nia z zastosowaniami, jest to sprawa istotna. Zastosowania uzyskanych wynikow w proble-
mie bayesowskiej regresji logistycznej znalaztem jednak w artykule autora opublikowanym

w Journal of Machine Learning Research 20 (2019), wiec czuje si¢ usatysfakcjonowany.

Konkluzja. Podsumowujac stwierdzam, ze rozprawa mgr. Szymona Majewskiego spel-
nia wszystkie warunki ustawowe i zwyczajowe stawiane rozprawom doktorskim i wnosze

o dopuszczenie jej do dalszych etapow postepowania doktorskiego.
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