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Poczatki teorii grup losowych siegaja pracy Gromova [Gro93|, w ktérej wpro-
wadzit on konstrukcje skonczenie generowanej grupy poprzez losowanie jej pre-
zentacji (nazywang modelem Gromova grupy losowej). Pierwotnymi motywa-
cjami do wprowadzenia tego pojecia byly pytania: , jakie wladciwosci sa typowe
dla grup?” oraz ,jak wyglada typowy element grupy?”. Wyniki badan pokazatly,
ze ,typowe” (w sensie wspomnianego modelu) grupy moga by¢ dosé egzotyczne,
tzn. posiadaé stosunkowo rzadkie wlasnosci, jak np. wlasno$é¢ (T) Kazhdana
(definicje i szerokie oméwienie pojecia mozna znalezé w [BAIHVO0S]).

Pytanie o posiadanie wlasnosci (T) przez grupy losowe jest jednym z najwaz-
niejszych pytan w dziedzinie, co wynika stad, ze w ogdlnosci ciezko buduje sie
nieoczywiste przyklady grup z wlasnoscia (T). Szczegdluym przypadkiem tego
pytania jest znalezienie precyzyjnych parametréw losowania, dla ktérych grupy
losowe maja wlasnosé (T). Drugim réwnie waznym zagadnieniem jest pytanie
o to, czy grupa losowa dopuszcza metrycznie wlasciwe i kozwarte dzialanie na
kompleksie kostkowym CAT(0), co mozna intuicyjnie rozumie¢ jako dzialanie
na kompleksie, ktory jest niedodatnio zakrzywiony.

Prezentacje grup losowych w modelu Gromova zawieraja duzo bardzo dlu-
gich sléw (dlugosé i liczba stéw daza do nieskoriczonosci), wobec czego kom-
pleks Cayleya takiej grupy sklada sie z dwuwymiarowych komérek bedacych
l-katami, gdzie wartosci [ sa bardzo duze. Analiza geometrii takiego kompleksu
jest skomplikowana, dlatego jedna z mozliwoéci jest analiza moodeli k-katnych,
w ktérych dlugoéé stéw w prezentacji jest stala, a jedynie ich liczba dazy do
nieskonczonoéci razem z liczba generatoréw grupy.

W rozprawie przedstawiono analize modelu czworokatnego i szcze$ciokat-
nego. Wyniki zawarte w tej rozprawie, razem ze znanymi faktami w dziedzinie,
dostarczaja pewnego obrazu dotyczacego wystepowania wlasnosci (T) w réznych
modelach k-katnych.

1 k-katny model grupy losowej

W tej sekcji wprowadzimy formalnie model k-katny, ktory z jednej strony jest
uogdlnieniem znanych modeli: tréjkatnego (wprowadzonego w pracy [Zuk03])
i czworokatnego (wprowadzonego w pracy [Odrl6]), za$ z drugiej moze byé
postrzegany jako aproksymacja modelu Gromova rodzing prostszych modeli.

Definicja 1.1 (model k-katny). Niech n > 2 bedzie liczba naturalna i niech
Sp bedzie zbiorem n liter. Ustalmy parametr d € (0,1) nazywany gestoscig.



Niech W, bedzie zbiorem wszystkich cyklicznie zredukowanych stéw ditugosci
k nad S,, (dopuszczamy odwrotnosci elementéw z S,, jako litery). Niech R,
bedzie podzbiorem W,, zawierajacym (2n — 1)*? elementéw, wybranym losowo
z rozktadu jednostajnego spoéréd wszystkich podzbiorow W, o tej liczebnodci.
Grupg losowg w modelu G(n, k,d) nazywamy grupe zadana poprzez prezentacje
(Sn|Ry). Model G(n, k, d) nazywamy tez modelem k-kgtnym o n generatorach i
gestosci d).

Dla k = 3 nazywamy ten model modelem tréjkgtnym lub modelem Zuka, dla
k = 4 modelem czworokgtnym, a dla k = 6 modelem szeSciokgtnym.

Niech P oznacza pewna wlaso$é grup (np. wlasnosé (T) lub wlasnosé Ha-
agerupa). Powiemy, ze wlasno$¢ P zachodzi z przytlaczajecym prawdopodobieri-
stwem (z p.p.) w modelu k-katnym o gestosci d jesli prawdopodobienistwo tego,
ze grupa losowa w modelu G(n, k, d) ma Wlasno$é P dazy do 1 gdy n dazy do
nieskonczonosci.

Powiemy, ze liczba dp jest ostrym progiem prawdopodobienstwa dla wlasnosci
P, jesli zachodza nastepujace warunki:

e dla gestodci < dp grupa losowa w k-katnym modelu z p.p. nie ma wta-
snosci P,

e dla gestosci > dp grupa losowa w k-katnym modelu z p.p. ma wlasnosé

P.

2 Gléwne wyniki i ich kontekst

W tej sekcji przedstawimy gtéwne wyniki oraz podamy uzasadnienie ich znacze-
nia.

Twierdzenie A. Ostry prég prawdopodobieristwa wystepowania wlasnodci (T)
w modelu szesciokgtnym wynosi %

Dowdd twierdzenia A sklada sie z dwéch czesci: pokazania, ze w modelu
szesciokatnym dla gestosci > % grupy losowe z p.p. maja wlasnos$é (T), oraz
udowodnienia, ze dla gestosci < % z p.p. nie maja wlasnosci (T). Pierwsza
cze$¢ dowodu jest powtdérzeniem znanego argumentu przedstawionego w pracach
[Zuk03] i [KK13].

Dowéd braku wlasnosci (T) dla gestosci < % jest jednym z gléwnych celéw
rozprawy.

Gléwna idea dowodu braku wlasnosci (T) polega na skonstruowaniu nietry-
wialnego dziatania grupy losowej na kompleksie kostkowym CAT(0). W tym
celu znajdujemy najpierw dziatanie grupy losowej na przestrzeni ze $cianami.
Ogolna idea konstruowania dziatania grupy losowej na przestrzeni ze $cianami
pochodzi z prac [OW11] oraz [PM14]. Gléwna trudnoscia jest znalezienie sys-
temu Scian dobrze dopasowanego do geometrii kompleksu Cayleya grupy.

Znalezienie ostrego progu na wystepowanie wlasnosci (T) w modelu szescio-
katnym byto mozliwe, z uwagi na fakt, ze metody geometryczne, ktore pozwalaja
znajdowaé nietrywialne dzialania na kompleksach kostkowych CAT(0) przestaja



dziataé¢ przy dokladnie tej samej gestosci, przy ktorej zaczyna dziataé¢ kryterium
spektralne pozwalajace dowodzi¢ wystepowania wlasnosci (T).

Ostry prég prawdopodobienstwa dla wystepowania wlasnosci (T) Kazhdana
znany jest jeszcze w modelu tréjkatnym Zuka i réwniez wynosi on % W modelu
Zuka grupy losowe dla gestosci mniejszych od % sg z p.p. wolne, wigc brak
wlasnosci (T) jest tego oczywista konsekwencja. Ciekawym punktem badan
jest przyjrzenie sie¢ przejsciu przez gestosé % w ,powiekszeniu”, tj. zbadanie
tego, co dzieje sie w otoczeniu tej gestoéci. Wyniki dotyczace tego tematu
mozna znalezé w pracach [AES14] i [AES15]. W modelu szesciokatnym dla
gestosci > é grupa losowa nie jest wolna, gdyz ma dodatnia charakterystyke
Eulera, wobec tego przejicie przez prég % ma w tym modelu inny charakter niz
w modelu tréjkatnym.

Twierdzenie A jest krokiem w kierunku zrozumienia istotnego problemu do-
tyczacego znalezienia ostrego progu prawdopodobienstwa na wystepowanie wia-
snodci (T) w modelu Gromova. Modele k-katne mozna traktowaé jak aproksy-
macje modelu Gromova, a tym samym jako pole testowe dla metod mogacych
postuzy¢ badaniom modelu Gromova.

Kolejnym waznym wynikiem w rozprawie jest ponizsze twierdzenie.

Twierdzenie B. W modelu czworokgtnym dla gestosci < % grupa losowa z p.p.
nie ma wiasnosci (7T).

Dowéd Twierdzenia B znajduje polega na zastosowaniu tych samych technik,
co w dowodzie Twierdzenia A.

Twierdzenie C. Dla gestosci d < 1—3’0 grupa losowa w modelu czworokgtnym z
p.p. dziala wilasciwie © kozwarcie na kompleksie kostkowym CAT(0).

Dow6d Twierdzenia C zostal opublikowany przez autora w pracy [Odrl8].
Gléwna idea dowodu jest znalezienie metrycznie wlasciwego dziatania grupy
losowej na przestrzeni ze $cianami, a nastepnie uzycie konstrukeji Sageeva (opi-
sanej w [CNO05]) do zbudowania zadanego dzialania na kompleksie kostkowym
CAT(0). Wymaga to skonstruowania odpowieniego systemu $cian spelniajacego
znacznie silniejsze warunki niz system $cian uzyty w dowodzie Twierdzenia B.
Metody, ktére proponujemy prawdopodobnie moga by¢é skuteczne az do gesto-
Sci %, jednak z powodu duzych trudnosci technicznych przedstawiamy dowdd z
silniejszym ograniczeniem na gestos¢ modelu.

7 Twierdzenia C plynie wazny wniosek:

Whiosek D. Grupa losowa w modelu czworokgtnym o gestosci < 13—0 z p.p. jest
rezydualnie skoriczona oraz ma wlasnosé Haagerupa.

Na potrzeby uzyskania wynikéw zawartych w rozprawie stworzono tez szereg
narzedzi geometrycznych oraz wzmocniono znane metody: opisano uogdlnienie
nieréwnosci izoperymetrycznej (dotyczacej diagraméw van Kampena grup lo-
sowych) na pewna klase diagraméw nieplanarnych, wprowadzono nowe pojecia
geometryczne: diagramy kolnierzowane przez wiele segmentéw hipergrafu oraz
pokazano metode redukcji takich diagraméw. Dodatkowo, wprowadzono drzewo



petli oraz drzewo diagramoéw. Pojecia te mogg znalez¢ w przysztosci zastosowa-
nie w analizie innych modeli grup losowych.
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