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Recenzja rozprawy doktorskiej mgr Tomasza Odrzygdzdzia pt.:
”Skrecone sciany w grupach losowych”

Przedstawiona rozprawa napisana jest w jezyku angielskim i sktada sig z pieciu rozdzia-
16w, z ktorych pilerwszy stanowi wprowadzenie, zas trzeci ustala terminologie i stosowane
w rozprawie oznaczenia. Cze$¢ wynikéw rozprawy (zasadniczo, zawarto$¢ rozdziatéw 2 i
5) zostala juz opisana w osobnych artykulach autora, z ktérych jeden to niepublikowany
preprint [Odr14], za$ drugi, zawierajacy takze wyniki z tego pierwszego, to artykut [Odrl8]
przyjety do druku w czasopis$mie Israel Journal of Mathematics.

Problematyka rozprawy

Rozprawa dotyczy aktualnej problematyki grup losowych, i koncentruje sie na pyta-
niu o spehianie przez takie grupy wiasnodci (T) Kazdana, a jeszcze bardziej o spelnianie
rozmaitych silnych zaprzeczen tego warunku, takich jak posiadanie podgrupy kowymiaru
1 lub dopuszczanie geometryeznego dzialania na niedodatnio zakrzywionym kompleksie
kostkowym. Ten drugi warunek, znacznie silniejszy niz ten pierwszy, bede nazywaé w tej re-
cenzji CAT(0)-kostkowos$ciq grupy. Przypomnijmy w tym miejscu, ze grupy losowe tworzy
sie przy pomocy pewnych modeli generujacych, za pomoca, losowo dobieranych relacji dla
odpowiednich zbioréw generatoréw, przy czym liczba wylosowanych relacji zalezy od do-
datkowego parametru zwanego gestoscig, oznaczanego zwykle przez d, i przyjmujacego
wartoséci w przedziale [0,1]. Spelnianie wybranej wlasnosci przez grupe losows o zadanej
gestodcl d € [0,1] oznacza, ze prawdopodobieristwo spelniania tej wlasnosci dazy do 1 w
miare jak inne ruchome parametry (w zaleznosdci od wybranego modelu) liczby generatoréw
lub dlugodci losowanych relacji daza do nieskoticzonodei.

Juz w chwili “narodzin” problematyki grup losowych, na poczatku lat 90-tych XX
wieku, M. Gromov ustalil, ze dla parametru gestodci d < 1/12 grupa losowa w opisanym
przez niego modelu (zwanym modelemn Gromova) spelnia warunek C'(1/6) matych skregleri,
a wice jest CAT(0)-kostkowa. Okolo roku 2000 Andrzej Zuk opist tzw. model trdjkatny grup
losowych i zaobserwowal intrygujace zjawisko “przejécia fazowego” dla wartosci d = 1/3:
dla d < 1/3 grupa losowa w modelu tréjkatnym jest wolna, zas dla d > 1/3 jest grupa
Kazhdana. Zuk zaanonsowal takze Kazhdanowskosé grup losowych w modelu Gromova,
dla gestoéci d > 1/3, ale poprawny dowéd tego faktu przeprowadzili dopiero kilka lat temu
bracia Marcin i Michat Kotowscy. Zakres gestosci pomiedzy 1/12 a 1/3 w modelu Gromova
stanowit przez kilka lat wyzwanie, az okoto roku 2010 Ollivier i Wise poprawili weczesne ob-
serwacje Gromova dowodzac, ze dla gestodci d < 1/6 losowa grupa jest C AT'(0)-kostkowa,
za$ dla szerszego zakresu gestosci d < 1/5 posiada ciagle jeszcze podgrupe kowymiaru
1. W roku 2014 John Mackay i Piotr Przytycki bardzo pomystowo wzmocnili metody Ol-
liviera i Wise’a (po raz pierwszy stosujac pomysl, ktory nalezy uznac¢ za prekursora metody
skrecych écian stosowanej przez autora w ninicjszej rozprawie) pokazujac, ze grupa losowa
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w modelu Gromova posiada podgrupe kowymiaru 1 az do gestoéci d < 5/24. W chwili
obecnej nie wiadomo czy grupy losowe Gromova dla zakresu gestodei 5/24 < d < 1/3
spetniajg wlasnosé¢ (T) Kazhdana.

Tomasz Odrzygdidi zajal sie analogicznym pytaniem dla grup losowych w tzw. mod-
elach wielokatnych, a doktadniej w modelu kwadratowym i szedciokatnym, ktére sa odpo-
wiednimi analogonami modelu tréjkatnego rozwazanego przez Zuka.

Gléwne wyniki rozprawy

Najwazniejsze osiagniecia w przedstawionej rozprawie doktorskiej Tomasza Odrzygds-
dzia to:

(a) zaobserwowanie ostrego przejicia fazowego na spelnianie wlasnosei (T) Kazhdana dla
parametru d = 1/3 w modelu sze$ciokatnym grup losowych,

(b) dowdd, ze grupa losowa w modelu kwadratowym dla d < 3/8 nie jest Kazhdanowska
(bo posiada podgrupe kowymiaru 1), natomiast dla d < 3/10 jest nawet CAT(0)-
kostkowa.

Wynik (a) jest bardzo interesujacy ze wzgledu na ostroéé wykazanego zjawiska. Jed-

noczesnie wiadomo, ze powyzej gestosci 1/6 losowe grupy szedciokatne nie sa wolne, wiec

przejscie fazowe do Kazhdanowskosci ma tu inny charakter niz w modelu tréjkatnym Zuka.

Jesli chodzi zas o model kwadratowy, wynik (b) warto skonfrontowaé z anonsowanym

wspolnym rezultatem autora z Orlefem i Przytyckim, ustalajacym Kazhdanowskogé loso-

wych grup kwadratowych dla gestosci d > 5/12.

Bardziej szczegélowe oméwienie wynikéw rozprawy oraz charakterystyka
uzytych technik

Rozdzial 2 rozprawy zawiera nowe ujecie opracowanej przez autora jeszcze w preprin-
cie [Odrl4] z czaséw studenckich techniki nieplanarnej nieréwnodci izoperyvmetrycznej.
Wersja lokalna tego wyniku jest bardzo eleganckim uogélnieniem, zwlaszcza na poziomie
wprowadzonych przez autora pojeé, “tradycyjnej” nieréwnosci wykazanej przez Olliviera.
Wersja globalna, tak jak pojawia si¢ w rozprawie, jest nieco inna niz wersje wezesniejsze,
dostosowana do potrzeb w kolejnych rozdzialach rozprawy. Warto tu dodaé, ze tech-
nika nieplanarnej nieréwnosci izoperymetrycznej bedzie zapewne szerzej wykorzystywana
w przyszlych badaniach grup losowych, co mozna przewidywaé obserwujac, ze juz byta
stosowana we wspomnianej powyzej pracy Mackaya i Przytyckiego [PM14].

Rozdziat 4 dotyczy wykazania obecnosci podgrupy kowymiaru 1 w losowej grupie
szesciokatnej dla gestodci d < 1/3 i w losowe]j grupie kwadratowej dla gestosci d < 3/8.
Autor rzetelnie adaptuje tu metode hipergraféw ze wspomnianej powyzej pracy Olliviera
i Wise’a [OW11], z rozmaitymi subtelnymi nowszymi uzupelnieniami. Najwazniejszym
nowym pomystem technicznym jest idea tzw. skreconych $cian (ang. bent walls), po
raz pierwszy pomyslana i efektywnie zastosowana przez Mackaya i Przytyckiego w pracy
[PM14], ale tu uzyta przez autora we wlasny twérczy i odmienny sposéb. Drugim, takze
bardzo istotnym uzupetnieniem, jest analiza tzw. drzew okotnierzowanych diagraméw (ang.
trees of quasi-collared diagrams), o ile moge to ocenié, opracowana oryginalnie przez au-
tora 1 zastosowana po raz pierszy w tej rozprawie. Kolejne uzupehlienie, to odpowiednie
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wykorzystanie innego pomystu Mackaya i Przytyckiego, polegajace na wykazaniu istnienia
w grupie elementu zachowujacego pewna hipersciane, ale transponujacego komponenty,
na ktdre ta hipersciana rozcina kompleks Cayley’a grupy. Wszystko to jest niebanalna
matematyka, w dobrych proporcjach bazujaca na oryginalnych wlasnych pomystach jak
i na zaawansowanych metodach opracowanych przez innych autordéw, i prowadzacs do
efektywnych rezultatow.

W ostatnim Rozdziale 5 autor dowodzi istnienia geometrycznego dziatania na niedo-
datnio zakrzywionym kompleksie kostkowym dla grup losowych kwadratowych przy gesto-
$ci d < 3/10. Dowéd opiera sie na konstrukeji struktury przestrzeni ze $cianami posiadaja-
cej odpowiednia, wlasno$é metryczna (co jest typowo stosowanym i chyba najefektywniej-
szym ze znanych schematem dowodu tej wlasno$ci w rozmaitych sytuacjach). Przed-
stawiony przez autora dowdéd wymagal uzycia nowego typu skreconych hiperécian (tzw.
colored walls). I w tym rozdziale autor sprawnie wykorzystal wprowadzone przez siebie
Iub odpowiednio adaptowane wspomniane weczesniej techniki, uzyskujac bardzo mocna,
konkluzje.

Ocena rozprawy

Przedstawiona rozprawa zawiera rezultaty nietrywialne, dotyczace aktualnej prob-
lematyki. Odpowiadaja one na naturalne pytania pojawiajace si¢ w zwiazku z badaniami
innych autoréw. Autor postluguje sie szeroka gama technik geometrycznych, oraz kombi-
natorycznych. Wykazuje tez znakomita orientacje w aktualnym stanie wiedzy w badanej
problematyce, i z duza tatwodcia stosuje trudne rezultaty innych autoréw.

Pewne zastrzezenia mam co do starannosci zredagowania rozprawy. Zdumiewajaco
czesto pojawiajs sie w niej np. niekonsekwencje i pomylki w oznaczeniach. Obecna
jest tez pewna niestabilnosé polegajaca na zbyt drobiazgowym dowodzeniu niektérych
krétkich obserwacji, przy jednoczesnym niedostatku wyjasnied w dlugich i zawiklanych
rozumowaniach. Druga polowa Rozdzialu 4 jest bardzo nonszalancka, i robi wrazenie
pisanej niezwykle pospiesznie. Przykladem przejawu takiej nonszalancji niech bedzie np.
brak jawnej dyskusji orientacji krawedzi w sformutowaniu z dowodu Lematu 4.2.18 méwia-
cym, ze antypodyczne krawedzie sa etykictowane ta, sama litera, . Liste (niekompletna)
drobniejszych mankamentéw i omylek przytaczam na samym koncu tej recenzji.

Powyzsze zastrzezenia co do jakosci redakcji nie wplywaja jednak na moje przekonanie,
ze argumentacja przedstawiona w rozprawie jest kompletna.

Podsumowanie

W moim przekonaniu przedstawiona rozprawa zawiera oryginalne i wartodciowe rezul-
taty, a tym samym spelnia wymagania ustawowe. Wnioskuje o dopuszezenie mgr Tomasza
Odrzygozdzia do dalszych etapdéw przewodu doktorskiego.

Lista usterek

- str.6, 1.10: powinno by¢ ” Theorem A” zamiast ” Theorem B”;
- str. 8, Definition 2.0.3: trzeba sie domysla¢ co znaczy sformulowanie ”locally injec-
tive around edges”; druga uwaga: przed sformulowaniem tej definicji mozna bylo odeslaé
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czytelnika do pé7niej przytoczonych w pracy Definicji 3.2.1 i 3.2.2 (kompleksu prezenta-
cyjnego i kompleksu Cayleya) i zwiazanych z nimi oznaczen;

- str.8, Definition 2.0.4: sformulowanie ”an edge path” jest niejasne; czy chodzi o droge
WLOZONA" A wogdle w tej definicji D mogloby by¢ z zalozenia diagramem dyskowym,
i wtedy watpliwosci bytoby mniej.

- str.8, Definition 2.0.5: rola prezentacji < S|R > w tej definicji jest zerowa; ta
definicja dotyczy czystych komplekséw kombinatorycznych;

- str.8, Definition 2.0.5 i uwaga w akapicie zaraz po tej definicji: aby nieréwnodé (2.2)
reprezentowala to co autor formuluje w uwadze (o liczbie ekstra cieé), po jej prawej stronie
powinno si¢ jeszcze dopisaé sktadnik ” —2|+|”; taki dopisek skutkowalby np. tym, ze jedli
Y = Z totaki Y jest diagramem with 0-small hull (bez tego dopisku ¥ = Z jest diagramem
with 2-small hull);

- str.8, nieréwnosé (2.4): stala ¢ w nieréwnosci (2.4) to 2-krotnoéé stalej = z nieréwnosci
(2.3), co jest odrobine niefortunne i mylace;

- str.14, Corollary 2.2.5: w tezie powinno byé¢ dodane (zapewne omytkowo zostalo
pominiete), ze taka losowa grupa jest w.o.p. hiperboliczna;

- str.17, 3. linia Definicji 3.2.4: warto doda¢ ”V” po "the set”, gdyz inaczej natacja
V nie jest formalnie wprowadzona, i trzeba sie domyslaé intencji autora;

- str.17, L13: termin "the edge” uzyty w tym miejscu jest niefortunny, bo zadna
naturalna krawedz nie taczy tych érodkéw anty podycznych krawedzi;

- str.17, linia 20 od dotu: powinno by¢ ¢, ic] ;

- str.17, 2 ostatnie akapity: kilka razy w oznaczeniach intra-segmentéw pojawia sie
duza litera A zamiast malej A;

- str.17, linia 3 od dolu: powinno byé ¢(v;) zamiast p(e;), i tp samo dla indeksu 2;

- str.17, Definicja 3.2.5: brakuje jawnego sformulowania warunku, ze kolejne punkty
Tj, i1 sa Srodkami przciwleglych (antypodycznych) krawedzi ww wspélnej koméree;

- str.18. Definition 3.2.6: méwienie o ”istnieniu” wierzchotkéw x i y jest tu niefortunne;
takie wierzchotki sa jednoznacznie zdeterminowane, zas pojecie ” przedtuzalnosdci” (prolong)
po prostu wymaga od tych wierzchotkéw x i y spelniania pewnej zaleznosci (dokladniej,
bycia antypodycznymi);

- str.19, Definition 3.3.2: wydaje si¢ ze A moze by¢ niekiedy raczej diagramem pla-
narnym niz dyskowym, jako ze droga P moze mieé¢ samoprzeciecia w X, nawet jesli nie ma
ich w L; analogiczna uwaga dotyczy byé moze diagramu Z w Definicji 2.0.5.

- str.20, linia 2. od dolu: ¢;, powinno by¢ zastapione przez c;

- str.23, 6 linia dowodu Proposition 3.4.1: zamiast W,, powinno byé W?;

- str.24, 1.3: brakuje znaku ”=" po symbolu G*;

- str.25, linia 5. od dotu: symbol P nie byt zdefiniowany ani nie jest nigdzie pézniej
uzywany;

- str.35, linia 6 od dohu: zabraklo “modutu” wokél symbolu 9D,

- str. 43, 1.5: powinno byé “Dy and D,”;

- str.44, 2. linia sformulowania Lematu 4.2.18: brakuje “there” przed “exists” oraz
“a” przed “group”;

- str. 43, druga linia dowodu Twierdzenia A: powinno byé “acts” zamiast “act”.
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