®
Warszawa 30.10.2015

Recenzja rozprawy doktorskiej magistra Wojciecha Lubawskiego
zatytulowanej
"Maps between classifying spaces of the unitary groups”
(W calej recenzji referencje podawane sg zgodnie z bibliografia rozprawy.)
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Rozprawa doktorska magistra Lubawskiego dotyczy waznego, dzis$ juz klasycznego
problemu teorii homotopii. Dla dowolnych zwartych i spéjnych grup Lie G 1 H chcielibySmy
znalezé opis zbioru klas homotopii odwzorowan ich przestrzeni klasyfikujacych [BG, BH].
Odpowiedz na to pytanie jest kluczowa z kilku powodéw, z ktérych wymienig tylko jeden.
Klasy homotopii odwzorowail z dowolnej przestrzeni X do BG klasyfikuja G-wiazki nad
X. Dobre zrozumienie zbioru [BG, BH] jest wiec kluczowe we wszystkich rozwazaniach
z zastosowaniem teorii wiazek, czyli praktycznie zawsze w pracy z uzyciem pojecia roz-
maitosei.

Praca z przestrzeniami klasyfikujacymi zwartych grup Lie wydaje si¢ by¢ bardzo
obiecujaca z punktu widzenia teorii homotopii ze wzgledu na szersze mozliwosci stosowa-
nia narzedzi algebraicznych, niedostepnych dla innych przestrzeni. Niech T' oznacza torus
maksymalny w grupie G. Zanurzenie i : T < G indukuje odwzorowanie Bi : BT — BG,
ktére na poziomie teorii homotopii jest jedyne . Badajac odwzorowanie f : BG — BH
dostajemy jego obciecie f o Bi : BT — BH o duzo prostszej dziedzinie. Co wiecej ten
przypadek odwzorowan przestrzeni klasyfikujacych jest w pelni rozstrzygniety. Najprost-
sza wersja twierdzenia Dwyera-Zabrodskiego ([11]) z lat osiemdziesiatych zeszlego stulecia
méwi, ze istnieje bijekcja zbioréw Hom(T, H)/Inn(H) i [BT, BH| zadana poprzez przy-
porzadkowanie homomorfizmowi o : T — H jego odwzorowania klasyfikujacego Ba :
BT — BH. Mamy wiec w pelni algebraiczny opis klas homotopii odwzorowan BT w BH.
Dzielenie homomorfizméw przez automorfizmy wewnetrzne grupy H ma charakter ogdlny
- wiadomo, ze sprzeganie przez element ze skladowej jednosci indukuje na BH przek-
sztalcenie homotopijne z identycznoécia. A wiec rodzi sie pytanie: czy opis [BG, BH]
jako Hom(G, H)/Inn(H) ma charakter ogélny? Od dawna wiadomo, ze odpowiedZ na
tak postawione pytanie jest negatywna. Juz w latach siedemdziesiatych Sullivan skon-
struowal przyklad tzw. odwzorowan Adamsa Y* : BG — BG. Nie pochodza one od
homomorfizméw G — G a po obcieciu do torusa maksymalnego odpowiadaja homomor-
fizmom t s t*. W latach dziewieédziesiatych Jackowski, McClure i Oliver ([15]) pokazali,
ze dla prostej zwartej grupy Lie G kazde odwzorowanie BG — BG jest homotopijne z
Ba o ¢* dla jednoznacznie wyznaczonych a € Hom(G,G)/Innn(G) i naturalnej liczby
k (wzglednie pierwszej z rzedem grupy Weyla Wg grupy G). Co wiecej ci sami autorzy
podali przyklady $wiadczace o tym, ze tak prosty opis dla [BG, BH| przy G # H jest
niemozliwy.

Praca Wojciecha Lubawskiego dotyczy badania odwzorowai BG — BH, gdzie G i
H sa grupami unitarnymi. Pomyst zastosowany w omawianym opracowaniu wywodzi sie
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z nastepujacego rozumowania. Niech Ty oznacza torus maksymalny w grupie G. Kazde
odwzorowanie f : BG — BH (bedziemy je nazywaé homotopijna reprezentacja grupy G
w grupie H) po obcieciu do BTg jest wyznaczone przez homomorfizm Tg — H a wiec
wyznacza element £¢ € R(Tq), gdzie R(T¢) oznacza piersciei charakteréw torusa Tg. Co
wiecej homomorfizm ten jest niezmienniczy ze wzgledu na dziatanie grupy We. Twierdzenie
Weyla pozwala na utozsamienie R(Tg)"¢ z R(G). A wiec problem opisania homotopi-
jnych reprezentacji [BG, BH] bedzie rozstrzygniety, jesli bedziemy potrafili stwierdzac,
ktére wirtualne charaktery z pierécienia R(G) odpowiadaja odwzorowaniom przestrzeni
klasyfikujacych. Takie charaktery nazywane sa w pracy charakterami homotopijnymi.

Najwazniejszy wynik w omawianej pracy podaje pelna klasyfikacje odwzorowaii ze
zbioru [BU,,BU,,] dla n > 18 i m < t(n) = in(n — 1)(n + 2). Gléwne argumenty
homotopijne sa w wickszoéci zawarte w pracach tylko cytowanych w omawiane] rozprawie.
Osiagnieciem rozprawy jest petna klasyfikacja charakteréw w okreslonym powyzej zakresie
wymiaréw, ktérych kombinacje moga prowadzi¢ do uzyskania charakterow homotopijnych.

Niech p oznacza liczbe pierwsza a P (pod)zbiér liczb pierwszych. Niech Ng,, (p-
normalizator) oznacza przeciwobraz p-podgrupy Sylowa grupy Weyla W w normalizatorze
torusa maksymalnego G. Kluczowym dla calej pracy pojeciem z teorii reprezentacji jest
pojecie p-charakteru grupy. Wirtualny charakter £ grupy G nazywa sie p-charakterem
jesli jest prawdziwym charakterem po obcieciu do Ng, (pochodzi od homomorfizmu
Ng,p — Un) a P-charakterem jesli jest p-charakterem dla wszystkich p € P. Definicja
p-charaktern pojawia sie w rozdziale pierwszym pracy, obok niezbednych dla zrozumienia
rozprawy wynikéw z teorii reprezentacji, dobrze znanych z literatury. Warta odnotowania
jest tu konstrukcja redukeji charakteru (reprezentacji) do podgrupy, zdefiniowana tylko w
pewnych, ale dla prezentowanych dowodéw kluczowych sytuacjach.

Rozdzial drugi omawianej pracy zawiera podstawows charakteryzacje p-charakterow
grupy unitarnej, kluczowa dla wszystkich dalszych obliczen. Poczatkowa czes¢ tego rozdzia-
tu zawiera opis podgrup Ng, w grupach unitarnych i klasyfikacje ich nieredukowalnych
reprezentacji. Uzywane tu sa standardowe metody, dobrze znane z literatury przed-
miotu, pozwalajace w miare latwo opisywaé reprezentacje produktu pélprostego w jezyku
reprezentacji jego wyréznionych podgrup. Dla pelniejszej charakteryzacji p-charakterow
niezbedne sa dwie nowe obserwacje. Pierwsza, zawarta w podrozdziale 2.4 pozwala na
przeprowadzanie rozumowari indukcyjnych przy pewnych zalozeniach o wagach obciecia
charakteru do torusa maksymalnego. Twierdzenie 2.4.4 opisuje jak sprawdzac, ze dany
charakter grupy U, jest p-charakterem uzywajac jego redukcji do podgrupy U, 1. Jak
pokonywaé wspomniane ograniczenia wagowe pokazane jest w twierdzeniu 2.5.2., bardzo in-
teresujacym jako wynik z teorii reprezentacji grup unitarnych. Podany jest w nim warunek
konieczny i dostateczny na to aby charakter grupy U,, ktérego suma wag jest podzielna
przez p, byl p-charakterem. Uzyskana odpowiedz jest latwa do sprawdzania, bo w catosci
jest podana w jezyku wag rozwazanego charakteru.

W rozdziale trzecim autor najpierw podaje i weryfikuje liste nieprzywiedlnych charak-
ter6w grupy U, w wymiarach nie przekraczajacych t(n). Lista ta pozwala nastepnie
stworzy¢ liste charakteréw, ktére sa P-charakterami w pewnym zakresie swoich paramet-
réw. Lista obejmuje 11 typéw charakteréw i sprawdzanie ich przynaleznosci do zbioru
‘P-charakteréw odbywa sie poprzez analize wszystkich przypadkéw "case by case”. W
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rozdziale czwartym podany jest dowéd Twierdzenia B, bedacego w mojej opinii gtéwnym
osiagnieciem pracy. Podany jest tu pelny zestaw P-charakteréw dla n > 18 w wymiarach
nie przekraczajacych t(n). Dowdd opiera sie¢ na trzech filarach:

- Konstrukeje z rozdziatlu trzeciego dostarczaja potencjalny zbiér generatoréw dla P-
charakteréw w wybranym zakresie wymiardow.

- Stwierdzenie 4.1.1 klasyfikuje potencjalne skladniki proste P-charakteru. Wynika z
niego, ze P-charakter grupy U, w podanym zakresie wymiaréw moze mieé tylko cztery
rézne wagi. Tutaj gérne ograniczenie na wymiar reprezentacji ma kluczowe znaczenie.

- Lemat 4.2.3 podaje nieréwno$¢ pozwalajaca dobrze szacowaé dla grupy U, po pier-
wsze krotnosci charakteréw wchodzacych w rozklad danego charakteru a po drugie wza-
jemne relacje miedzy nimi. Tutaj kluczowa role odgrywa znikoma liczba réznych wag,
ktére autor musi wziaé¢ pod uwage, jak rowniez ograniczenie wymiarowe.

Krotki rozdzial piaty poswiecony jest homotopijnym zastosowaniom uzyskanych wezes-
niej wynikow. W pierwszej istotnej obserwacji pokazane jest, ze kazdy charakter homo-
topijny jest P-charakterem. Nastepnie zdefiniowane sa charaktery p-homotopijne. Sa to
takie wirtualne charaktery p grupy G, ze p = &, dla pewnej reprezentacji p : Tg — Uy, 1
istnieje odwzorowanie f : BG — (BUm)Q takie, ze ponizszy diagram jest przemienny.

Bl —% ¢ Bl
+ \:
BE L (B

Tutaj (.) 1’3 oznacza topologiczne p-uzupelnienie przestrzeni a pionowe strzalki sa kanon-
iczne, indukowane przez zanurzenie T — G 1 konstrukcje uzupelniania. Kazdy p-homoto-
pijny charakter jest tez p-charakterem co udowodnione jest w Stwierdzeniu 5.1.5.

Stwierdzenie 5.1.7 méwi, ze homotopijne charaktery grupy G sa tym samym co czes¢
wspolna zbioréw p-charakteréw homotopijnych po wszystkich p € P. Krétki dowdd tego
wyniku w calodci polega na uzyciu jednego z rezultatéw pracy Jackowskiego, McClura
i Olivera ([16]), gdzie podano przepis jak z rodziny p-charakteréw homotopijnych skon-
struowad jeden charakter homotopijny. A wiec aby opisa¢ charaktery homotopijne wystar-
czy sklasyfikowaé P charaktery i pokazaé, ktére z nich podnosza sie do prawdziwych
odwzorowan. Podany w koncéwee rozdzialu piatego dowdd Twierdzenia A opisujacego
wszystkie homotopijne charaktery BU,, — BU,, polega wiec na uzyciu Twierdzenia B
i dodatkowych obserwacji zawartych w podrozdziale 5.2, ktére pozawalaja rozstrzygaé
problem podnoszenia a pochodza z prac cytowanych w rozprawie. Jedna z tych obserwacji
jest szczegdlnie cickawa i bardzo wazna dla konstrukcji egzotycznych przyktadéw charak-
teréw homotopijnych. Méwi sie, ze P-charakter v ma wlasnoéé odszczepiania jesli dla
dowolnego P-charakteru p , z faktu ze v + p jest charakterem homotopijnym wynika, ze
1 tez ma te wlasno$é. 7 pracy Jackowskiego i Olivera ([19]) wynika, ze reprezentacja
trywialna ma wlasnoéé odszezepiania. W jeszcze nie opublikowanej pracy Lubawskiego i
Ziemianskiego ([21]) pokazano, 7e reprezentacja identycznodciowa i odwzorowanie Adamsa
»F maja wlasnosé odszcezepiania, przy czym trzeba tu zakladaé, ze k i n! sa wzglednie pier-
wsze. Poniewaz wiele charakteréw homotopijnych przedstawia sie jako suma ze sktadnikami
bedacymi wielokrotnoéciami opisanych powyzej odszczepialnych reprezentacji pozwala to,
po odjeciu odpowiedniego skladnika, na otrzymanie nowych, nie przewidzianych innymi
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wynikami przykladéw reprezentacji homotopijnych. Jednoczesnie jest to klucz do dowodu
pelosci listy w Twierdzeniu A. Ostatnia potrzebna do dowodu twierdzenia A obserwacja
jest stwierdzenie 5.2.6, ktére moéwi, ze p-homotopijny charakter po skreceniu operacja
Adamsa ¥F ma te sama wlasnoéé o ile k i p sa wzglednie pierwsze.

KONKLUZJA: Rozprawa magistra Lubawskiego dotyczy waznych zagad-
nien teorii homotopii. Od czasu homotopijnej klasyfikacji odwzorowan BG —
BG dla zwartej i prostej grupy Lie (publikacja w Annals of Math.) wszelkie
préby rozszerzenia wynikéw na opis zbioru [BG, BH| albo opis homotopijnych
reprezentacji grupy G spelzaly na niczym. Praca magistra Lubawskiego jest
pierwszym przykladem opracowania, gdzie w ograniczonym zakresie wymia-
réw, udalo sie uzyskaé pelna odpowiedi. Doktorant wykazal sie doskonaly
znajomoscia teorii zwartych grup Lie i ich reprezentacji, a jego skomplikowane
kombinatorycznie obliczenia musza budzi¢ respekt. Pojawiajace sie jako wynik
pracy ”egzotyczne ” odwzorowania BU, — BU,, doskonale pokazuja jak skom-
plikowana jest teoria reprezentacji homotopijnych i jak daleko jestesmy od
jej pelnego zrozumienia. Wytyczaja tez wyrazny kierunek, w ktérym nalezy
podazaé chcac zrozumieé zbiér [BG, BH]|. Uwazam, Ze rozprawa w pelni spetnia
wymagania stawiane rozprawom doktorskim i wnosze o dopuszczenie magistra
Lubawskiego do dalszych etapéw przewodu.

Po pozytywnym podsumowaniu rozprawy chcialbym na koniec troche ponarzekaé.
Rozprawa w swej wiekszej czedci jest bardzo techniczna. Trudne i Zzmudne sprawdzanie
wielu przypadkéw réznych ukltadéw wag jest dokonywane "case by case”. W takiej sytu-
acji dobra redakcja techniczna rozprawy ma podstawowe znaczenie. Niestety strona tech-
niczna pracy nie jest najlepsza i bardzo utrudnia czytanie. Nie wnosze¢ o formalne doko-
nanie poprawek przez doktoranta ale chcialtbym zwréci¢ uwage na usterki z nastepujacego
powodu: praca jest napisana po angielsku wiec moze by¢ zrédlem tekstu dla publikacji
naukowej. Nie zamierzam spisywaé wszystkich bledéw literowych, podaje tylko kilka uwag
o charakterze bardziej ogdlnym.

I. Gdy dowdd jakiego$ twierdzenia polega na sprawdzaniu kilkunastu réznych przy-
padkéw przy uzyciu podobnego zestawu argumentéw wlasciwym jest napisanie przynajm-
niej jednego przypadku ze wszystkimi szczegélami. Czytelnik widzi wtedy, jakie metody
sg uzyte i gdzie lezy uzytecznosé wezesniejszych lematéw/stwierdzen. Tego bardzo brakuje
W rozprawie.

II. Dla czytelnika kolosalne znaczenie ma dobre sprawdzenie oznaczen i ich pelna
zgodnoéé. Niestety nie zawsze ta zasada jest w rozprawie stosowana. Przyktadowo:

- str. 34, wiersze 10-14 od géry. W formulach wystepujacych w tych pieciu wierszach
pojawiaja sie odwzorowania oznaczane 1, ¢ i . Wszystkie one powinny by¢ oznaczone .

I11. Do rozdzialow:

Rozdzial 1. W tym rozdziale autor uporczywie dla dwdéch reprezentacji zespolonych
V i W grupy G pisze Homg(W, V) @ W jako dziedzine odwzorowania ewaluacji. To nie
ma sensu, tensorujemy nad C. Ponadto w czesci 1.5 w oznaczeniach mylona jest redukcja
reprezentacji (red) i obciecie reprezenatacji do podgrupy (res). Nie jest to stwierdze-
nie merytoryczne tylko wylacznie dotyczace redakeji technicznej. Na stronie 5 warto by
dokonczy¢ zdanie w czwartej linii od dotu.



Rozdzial 2. Twierdzenie 2.4.2 - startujemy od charakteru U,, i obcinamy go do U, _1 x
Uy a nie odwrét. Warto ujednolici¢ pisowni¢ i oznaczaé iloczyn dwéch funkeji zawsze fg
lub f-g. W pewnych miejscach stwierdzenie czy f(...) oznacza ewaluacje w punkcie czy
iloczyn wymaga glebszego namyshu.

Rozdzialy 3 1 4. Przede wszystkim to tych rozdzialéw dotycza uwagi I i IL.
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