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Rozprawa doktorska pani Y. Qiao koncentruje si¢ na pewnych zagadnie-
niach dotyczacych dynamiki toplogicznej. W gltéwnej mierze poswiecona jest
badaniu entropii (w tym ciggowej, wymiarem entropii), chaosu oraz zagad-
nieniu zanurzalnosci (znajdowania uktadéw uniwersalnych z punktu widzenia
dynamiki topologicznej). Zatem praca dotyczy waznych i bardzo aktualnych
problemow dynamicznych, tematyki zywej i obecnej w wielu pracach zna-
komitych matematykéw na Swiecie. Rozprawa (chodzi o jej cztery gtéwne
rozdzialy) zostata napisana w oparciu o 4 prace przyjete do druku kolejno w
Science China Math., Discrete Cont. Dynam. Systems, Monatshfete Math.
oraz Nonlinearity. Rozprawa liczy ok. 70 stron.

Czes¢ pierwsza rozprawy (17 stron) to wprowadzenie do jej tematyki. Po-
jawiaja sie tu podstawowe pojecia, cytowanych jest wiele (w tym nietrywial-
nych) faktéw, ktére beda potrzebne w czterech gtéwnych rozdziatach pracy.
Czes¢ ta robi na mnie do$¢ dobre wrazanie, napisana jest kompetentnie, a
bogactwo poje¢ i rezultatow, ktore w catosci sa wykorzystywane w dalszej
czesci rozprawy, Swiadczy o zaawansowaniu i dobrym poziomie naukowym
tematyki badawczej. (Z drobnych niedociagnieé tej czesci pracy: oznaczenia
zbioru miar sa podwdjne, albo M(X), albo M(X), w tw. 1.11 mamy brak
czynnika 1/n sredniujacego w trzech wzorach, brak odestania do literatury



w tw. 1.1.16, ciag Morse’a od dluzszego czasu jest juz powszechnie nazy-
wany ciggiem Thue-Morse’a, z oczywistych powodow o-algebra produktowa
nie powinna by¢ oznaczana poprzez produkt kartezjanski swoich czynnikow,
potaczenie rozbi¢ jest uzywane zanim jest ono formalnie zdefiniowane (patrz
str. 23), nie do konica zrozumiate jest uzywanie zwrotéw typu (str. 25),, Unfor-
tunately, there is no such variational principle for the general sequence entro-
py, see [GooT4] for examples”, gdy jednak podstawowa nieréwnos¢ zachodzi
(patrz rowniez str. 29), brakuje czynnikéw sredniujacych 1/n w definicji $red-
niego chaosu Li-Yorke’a, brakuje podania literatury do podrozdziatu 1.6.1,
oprocz tego niewielka liczba literéwek i potknieé¢ jezykowych).

W rozdziale 2. rozprawy szacuje sie ztoznos¢ topologiczng s(n, €) ciaglych
produktéw Anzaia, tzn. ciagtych przesztalcen torusa (addytywnego) T? za-
danych wzorem:

T:(z,y) = (x4, f(x) +y)
Zaktadamy, ze f : T — T jest funkcjg ciggla o wahaniu ograniczonym i o
stopniu topologicznym réznym od zera. Glowny rezultat (tw. 2.2.1 1 2.2.2.)
to oszacowanie:
n|deg f|

(1) m < S(H,E) <

gdzie n(-) oznacza modut ciggtosci funkeji f. Dowdd jest nawet elegancki, ale
jego redakcja nie jest najlepsza. W zasadzie technika polega na dzieleniu prze-
ciwdziedziny na odpowiednio krétkie przedziaty, braniu przeciwobrazow, co
daje rozbicie dziedziny i badaniu rozchodzenia si¢ orbit na rozbiciu produkto-
wym (duza cze$é rachunkéw jest wykonywana na podniesieniu funkcji ciggtej
na okregu do funkcji rzeczywistej okreslonej na R - tego typu rozgraniczenia
nie sa nawet widoczne w definicjach!). Konsekwencja powyzszego rezultatu
jest udzielenie negatywnej odpowiedzi na pytanie Hosta, Kra i Maassa z 2014
r. (pytanie 2.1.1), dotyczacego charakteryzacji dystalnych uktadéw minimal-
nych o niskiej ztozonosci jako 2-krokowych niluktadéw. Niemniej uzyskanie
tego kontrprzyktadu jest teraz konsekwencja twierdzenia Glasnera wskazu-
jacego, ze wsrod ciaglych produktéw Anzaia jedynymi 2-krokowymi nilukta-
dami sa produkty zadane przez kocykle afiniczne (z doktadnoscia do koho-
mologii). Dalsza cze$¢ tego rozdzialu skupia sie na badaniu podstawowych
zagadnien topologicznych ciggltych produktéw Anzaia i jako czesé badaw-
cza, W mojej opinii, jest najstabsza czescig rozprawy. Z niezrozumiatego dla
mnie powodu za motywacje przywotuje sie ksigzke Auslandera, gdy tymcza-
sem literatura dotyczaca dynamiki topologicznej grupowych rozszerzen jest
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ogromna (i pewno zaczyna si¢ od prac Parry’ego). Fakt (tw. 2.3.2), ze dla
stopnia réznego od zera mamy minimalno$¢ wynika z oczywistego powodu
- kobrzegi maja stopien topologiczny zero. Wyznaczenie faktora réwnocig-
glego, to albo napisanie wzoréw na funkcje wlasne (r-ania funkcyjne), albo
zauwazenie, ze T dziala na T? poprzez translacje na drugiej wspohrzednej,
komutujac z T', konstrukcja w tw. 2.4.1 poprzez tzw. ,mate mianowniki” jest
klasyczna i dobrze znana. Redakcja tej czesci pracy (np. tw. 2.3.2, tw. 2.4.1)
sugeruje, ze rezultaty te sg nowe, gdy tymczasem jest to klasyka. Chciatbym
jednak dodaé, ze dowody (elementarne) napisane przez autorke rozprawy
wydaja mi sie nowe (w drugiej linijce dowodu lematu 2.3.3 powinno by¢
(1, 0), (22,32)).

Rozdziat 3. rozprawy jest uogdlnieniem znanego rezultatu Glasnera i We-
issa (z 1995 roku) o entropijnych zaleznosciach uktadu (X, T") i indukowanego
ukladu (M(X),T) (dziatanie T' na miarach na przestrzeni X) na przypadek
ciagowej entropii. Glowny rezultat (tw. 3.1.1) orzeka, ze, dla rosnacego ciagu
S liczb naturalnych, entropia ciaggowa hfop(X ,T) = 0 wtedy i tylko wtedy,
gdy ciagowa entropia (wzdtuz S) jest zerem dla uktadu indukowanego. Bar-
dzo tadny dowdd tego twierdzenia, ktorego jednym z gléwnych elementow
jest uzyskiwanie zbioréw separujacych jako kombinacji odpowiednich miar
Diraca, bazuje na catkiem gtebokim lemacie kombinatorycznym z ww. pracy
Glasnera i Weissa. (Lemat ten wskazuje na réznice w (skonczenie wymiaro-
wych!) przestrzeniach Banacha £} i £° i stad otrzymujemy do$¢ niespodzie-
wane zwiazki pomiedzy uktadami dynamicznymi i lokalng teorig przestrzeni
Banacha.) Szkoda, ze autorka nie przeprowadzita poréwnania swojego dowo-
du z oryginalnym dowodem Glasnera i Weissa. Wydaje sie, ze (z wyjatkiem
wskazanego lematu) dowdéd w rozprawie jest jednak inny (i prostszy), wyko-
rzystujacy bezposrednio wlasnosci metryki na M (X). Tw. 3.1.1 ma interesu-
jace konsekwencje dotyczace rownosci wymiaru entropijnego uktadéw (X, T')
i (M(X),T) (jak réwniez miarowego wymiaru entropijnego). Jesli chodzi o
strone redakcyjna, to w tej czedci rozprawy najmniej podoba mi sie tw. 3.3.1 1
jego dowdd. Po prostu rozwazania dotyczace zanurzania (X, T) w (M (X),T)
powinny by¢ juz w czesci wstepnej (podrozdzial 1.1.7) i ta sama uwaga doty-
czy zerowania sie ciggowej entropii polaczenia (uktadéw o zerowej ciagowe;j
entropi). Poniewaz, jak to juz zauwazono we wstepie, quasi-faktory sa fakto-
rami (w zwyklym sensie) samopotaczen, tw. 3.3.1 jest oczywiste.

Rozdziat 4. rozprawy dotyczy chaosu Li-Yorka. Gtownym rezultatem jest
tu tw. 4.3.3., ktére (nieco upraszczajac) stanowi, ze uktad topologiczny (X, T')
o dodatniej entropii jest $rednio N-chaotyczny (dla dow. N > 2) w sensie
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Li-Yorke’a wzdtuz dowolnego podciagu rosnacego (a,,) liczb naturalnych, uni-
wersalnego dla zbieznosci punktowej (w gre wchodzi wiec zbidr liczb pierw-
szych, czy ciag czesci catkowitych wielomiandw, itd.). Twierdzenie to uogdl-
nia m.in. znane twierdzenia Blancharda, Glasnera, Kolyady i Maassa o cha-
osie Li-Yorke’a i Downarowicza o $rednim chaosie Li-Yorke’a uktadéw o do-
datniej entropii. Dowod tw. 4.3.3 wymaga kilku krokéw. Zaczyna sie od wy-
gladajacego dos¢ zaskakujaco tw. 4.1.3 (lepiej byloby to twierdzenie nazwaé
jednak lematem) o tym, ze faktor Pinskera jest faktorem charakterystycz-
nym dla zbieznosci w L? dla ciggéw rosnacych. Tutaj w dowodzie kluczows
role odgrywa klasyczne twierdzenia Rochlina-Sinaja o istnieniu rozbicia do-
skonalego. Podrozdzial 4.2 jest poswiecony rozwazaniom dotyczacym ciggdéw
uniwersalnych dla zbieznosci punktowej, gdzie chcemy powiedziec co$ o grani-
cy (m.in. wygladajacy dosé¢ zaskakujaco wn. 4.2.4, ze granica jest ,wtasciwa”
dla uktadéw Kolmogorowa). Teraz kluczowe dla dowodu tw. 4.3.3 robi sie
tw. 4.3.1, ktére dzieki istnieniu miary ergodycznej o dodatniej entropii po-
zwala zastosowaé aparat relatywnych produktéw (nad faktorem Pinskera,)
do wykazania istnienia zbioréw Cantora w zbiorach punktéw asymptotycz-
nych (w przéd lub w tyt) dla p.w. z € X poprzez uzycie tw. Mycielskiego
o istnieniu zbiorow Cantora w podzbiorach Gy i gestych przestrzeni produk-
towych. W dowodzie tw. 4.3.1 istotnie wykorzystuje sie rezultat Huanga, Li
i Ye o gestosci punktow asymptotycznych w nosniku miary warunkowej. Do
rozdziatu tego miatbym dwie uwagi. Po pierwsze tw. 4.1.3 wydaje sie by¢
dobrze znane — jest to po prostu oczywisty wniosek z klasycznego twierdze-
nia Bluma-Hansona (a dowdd tw. 4.1.3 uzywajacy rozbicia doskonatego, to
zwykte narzedzie do wykazywania, ze na dopeieniu przestrzeni L? fakto-
ra Pinskera widmo jest lebesgue’owskie). Po drugie, dlaczego wn. 4.2.4 nie
wynika bezposrednio z definicji ciagu dobrego dla zbieznosci punktowej (co
implikuje przeciez zbieznoéé w L?) i tego, ze w L? granica érednich jest ze-
rem (tw. 4.1.3)7 Czy we wniosku tym nie wystarczy zalozenie mieszania?
Chciatbym jednak dodaé, ze nie wydaje sie, aby te uwagi wpltywaly na tw.
4.3.1, ktore uzywa wspomnianego wyzej rezultatu Huanga, Li i Ye, gdzie
dodatnio$¢ entropii jest kluczowa.

Rozdziat piaty rozprawy dotyczy zagadnien zanurzalnosci w dynamice to-
pologicznej, tzn. poszukiwanie uniwersalnego uktadu dynamicznego dla za-
danej klasy K ukladéw (chcemy, aby uktady z K mozna bylo ,zobaczy¢”
jako poduktady ukladu uniwersalnego). Przez dlugie lata jedynym znanym
ograniczeniem byt wymiar zbioru punktéw okresowych (o zadanym okresie),



a pytanie Auslandera, czy uktad shiftowy (|0, 1]Z, S) jest uniwersalny dla
klasy M wszystkich uktadéw minimalnych pozostawato otwarte przez wiele
lat (pewne pozytywne rezultaty dla przestrzeni o skonczonym wymiarze to-
pologicznym skonczonym zostaly uzyskane przez Jaworskiego i Nerurkara).
Przetom nastapit w roku 2000, gdy Lindenstrauus i Weiss uzyli teorii srednie-
go wymiaru (Gromowa). Przypomnijmy, ze srednim wymiarem mdim (X, T)
uktadu dynamicznego (X, T') nazywamy liczbe

mdim(X,T") := sup lim lwidimE(X, dy,),
e>0 "N
gdzie d,, jest metryka ,dynamiczng’, natomiast widim.(X,d) oznacza naj-
mniejszg liczbe naturalna ¢ > 1 taka, ze mozemy znalez¢ pokrycie f-elementowe
przestrzeni X o $rednicy < e. Powyzsza definicja przepisuje sie naturalnie
dla dziatan grupy Z* (dzielimy przez n*, a metryki dynamiczne liczymy dla
Jkwadratow” {0, ..., n—1}%). Otéz naturalny shift (([0, 1]d)Zk, S®k) jako Z*-
dziatanie ma wymiar d i stad mamy naturalne ograniczenie na jego uniwersal-
no$c¢. Lindenstrauss i Weiss skonstruowali uktad minimalny o $rednim wymia-
rze > 1, odpowiadajac (negatywnie) na pytanie Auslandera. Fascynujacym
zagadnieniem jest teraz odwrocenie problemu, tzn. zatozenie odpowiedniego
matego sredniego wymiaru (i ograniczenia na punkty okresowe) i préba dowo-
du zanurzalnosci w przestrzen shiftowa. Gtebokie wyniki w tej tematyce uzy-
skali Lindentrauss, Tsukamoto i Gutman (chociaz gtéwna hipoteza Linden-
straussa i Tsukamoto — mdim(X,7T") < d/2, dim({z € X : Tz = z}) < dn/2
dla wszystkich n > 1, to (X,T) zanurza sie w (([0,1]d)Z,S) — pozostaje
otwarta). Zagadnieniom tym poswiecony jest rozdzial 5.2 rozprawy, ktore-
go gtéwnym wynikiem jest tw. 5.2.4 o zanurzalnosci rozszerzenn ZF-dzialan
(przy zatozeniach na wymiar Rochlina podstawy rozszerzenia). llustracja te-
go twierdzenia sg rozszerzenia (X, T), mdim(X,T) < L/2, tzw. Z*-obrotéw
niewymiernych (dziatajacych na T*), ktére okazujg sie byé zanurzalne w

(([o, 1]2kL+1)Zk,S®k). (Patrzac jednak na dow6d wn. 5.2.7, wydaje sie, ze
jest to ogdlny rezultat dotyczacy tzw. ZF-dziatan produktowych homeomor-
fizméw majacych wymiar Rochlina 1.) Twierdzenia o zanurzalnosci sa $cisle
zwigzane z problemem rekonstrukcji uktadu dynamicznego z ,,obserwabli” i
to zagadnienie te wydaje sie najwazniejsze w rozdziale 5. Dotyczy to w szcze-
gélnosci twierdzenia Takensa z 1981 r. o zanurzalnosdci (Takens udowodnit
twierdzenie dla gtadkich ,obserwabli” na rozmaitosciach). Tw. 5.3.1, ktérego
dowdd zajmuje niemal 10 stron i ktére uogdlnia wezesniejszy rezultat Gut-



mana, orzeka, ze przy zalozeniach: dim(X) = d, dim({z : T"z = z}) < mn/2
dla 1 € n < 2d, odwzorowanie

X 3z (h(z), h(T2),...,h(T%x)) € ([0, 1]™)>**

jest zanurzenim dla typowej (topologicznie) funkeji ciagtej h (w przestrzeni
Banacha C(X, [0, 1])™) jest, moim zdaniem, centralnym rezultatem rozprawy
doktorskie;j.

Oceniajac rozprawe, nalezy przede wszystkim podkreslié réznorodnoscé
zagadnien w niej rozpatrywanych i, zwigzanym z tym, bogactwem stosowa-
nych metod dynamiki topologicznej. Za najwartoéciowszy rezultat rozprawy
uznatbym twierdzenie Takensa z rozdziatu 5., ktorego dowdd wymagat i sporo
wysitku, i pomystowosci. Pozostate wyniki rozprawy sa w wiekszosci dobre,
choé¢ trudno byltoby moéwié, ze wnosza one duzo nowego w nasze rozumienie
entropii ciagowej, ztozonosei w teorii uktadéw dynamicznych, czy tez zbiezno-
sci prawie wszedzie wzdhiz podciagéw w twierdzeniu ergodycznym. Podoba
mi sie réwniez rezultat o srednim chaosie Li-Yorke'a dla uktadéw z dodatnia
entropia wzdhiz podciagdéw uniwersalnych dla zbieznosci punktowej. Weze-
$niej wskazatem kilka stabszych fragmentéw rozprawy, ale, w mojej ocenie,
nie wplywaja one na ogélna dobra wartosé naukowa rozprawy.

Konkluzja: Uwazam, ze przedktadana rozprawa doktorska spetnia wy-
mogi ustawowe i zwyczajowe potrzebne do uzyskania stopnia naukowego dok-
tora nauk matematycznych. Wnosze zatem o dopuszezenie mgr Yixiao Qiao
do dalszych etapéw przewodu doktorskiego.
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