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Geometria o-minimalna moze by¢ postrzegana jako naturalne uogélnienie zbiorow se-
mialgebraicznych. Dla przypomnienia odnotujmy, ze zbiory semialgebraiczne w R"™ to
najmniejsza rodzina SA, C R™ taka, ze

(1) jezeli P € R[Xy,...,X,], to
{r eR" | P(z) =0} € SA,, {r eR"| P(x) >0} € SA,,
(2) jezeli A, B € SA,, to AUB,AN B oraz R"\A € SA,,.

Na mocy stynnego twierdzenia Tarskiego-Seidenberga, rodzina {SA, },en jest zamknigta
ze wzgledu na operacje rzutowania:

Niech A € SA, 1. Wtedy 11(A) € SA,, gdzie 11 jest naturalnym rzutwa-
niem na n pierwszych wspétrzednych.
Drugim zrédtem inspiracji do wprowadzenia pojecia struktury o-minimalnej byty ba-
dania nad zbiorami semianalitycznymi i subanalitycznymsi, prowadzonymi m. in. przez
Lojasiewicza, Gabrietowa oraz Hironake:

niech M bedzie rzeczywista rozmaitoscig analityczna. Méwimy, ze X C M
jest semianalityczny, jezeli dla wszystkich a € M istnieje otwarte otoczenie
U, punktu a takie, ze X\U jest skonczona suma zbioréw postaci

{reU] filx)y=...= fu(r) =0, g1(x) >0...g(x) >0},

gdzie fi,..., fm,91,--.,q sa funkcjami analitycznymi na U. Méwimy, ze
X C M jest subanalityczny, jezeli dla kazdego a € M istnieje otwarte
otoczenie U, punktu a oraz relatywnie zwarty zbior Y € M x R™ taki, ze
U\X jest rzutem Y na M.

Zbiory semialgebraiczne jak i subanalityczne posiadajg caty szereg dobrych wlasnosci
topologicznych, takich jak: istnienie rozktadow komoérkowych, stratyfikacji, triangulacji.
W latach 80. van den Dries ([vdD]) zauwazyt, ze wiele wtasnosci zbior6w semialgebra-
icznych wynikaja z zaledwie kilu prostych aksjomatéw. Wkrétce potem, pojecia struktury
o-minimalnej po raz pierwszy uzyli Pillay ze Steinhornem ([PS]). Dzisiaj przyjmuje sie
nastepujaca definicje:
Méwimy, ze S = {S,, }nen jest strukturg, jezeli kazdy S, jest rodzina pod-
zbioréw R", oraz spelnione sg nastepujace warunki:
(1) S, zawiera wszystkie podzbiory algebraiczne w R™,
(2) dla kazdego n, S, jest podalgebra Boole’a zbioru potegowego R™,
(3) jezeli A € S, oraz B € S;,, to A X B € S40,
(4) jezeli I : R*™ — R™ jet naturalnym rzutowaniem na pierwszych
n Wspoh“zqdnych oraz A € S,41, to II(A) € S,..
Struktura S jest o-minimalna jezeli spetnia jeden dodatkowy warunek:
elementy S; to skonczone sumy punktow i przedziatow.

Jednym z najbardziej interesujacych kierunkéw badan struktur o-minimalnych jest od-
krywanie nowych takich struktur. Waznym i przelomowym wynikiem w tej dziedzinie

jest twierdzenie Wilkiego ([W2]), ktore jest dalekim uogélnieniem stynnego twierdzenia
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Gabrietowa o dopelnieniu. Lion w [L], postugujac sie tym twierdzeniem podaje warun-
ki wystarczajace (i konieczne) na to, aby pewne rodziny funkcyjne byty definiowalne
w strukturze o-minimalnej. Wynik Liona do tej pory nie byl uzywany. Dysertacja po-
Swiecona jest pewnym jego zastosowaniom.

Praca sktada si¢ z czterech rozdziatow. Pierwsza, wprowadzajaca cze$é¢ poswiccona jest
krotkiemu przedstawieniu twierdzeniu Liona. Przypomniane zostaje pojecie regularnej
geometrycznej rodziny funkcji oraz wtasno$é O-regularnosci:

Rodzina geometryczna & = {®,,},c n jest O-regularna, jezeli dla kazdego
n € N oraz kazdego odwzorowania g = (g1,...,9,) : R® — R", gdzie
gi € 6, (i =1,...,n), zbiér regularnych rozwiazan g~'(t) jest skorficzony
dla kazdego t € R™.

Samo twierdzenie Liona moze by¢ formutowane nastepujaco

Niech & = {8, }nen bedzie reqularng geometryczng rodzing funkcji. Jezeli

jest ona O-regularna, to ma wlasnosé jednostajnej skonczonosci wiokien,

tzn. dla dowolnych n,p € N oraz g = (g1,...,9,): R" — RP, gdzie g; € &,

(i= 1, ...,p), istnieje N € N takie, Ze liczba skladowych spojnych zbioru

g L(t) jest nie wicksza niz N dla dowolnego t € RP.
Powyzszy rezultat w potaczeniu z twierdzeniem Wilkiego-Karpinskiego-Mcintyre’a ([KM])
pozwala na stwierdzenie, ze O-regularne geometryczne rodziny funkcji sa definiowalne
w pewnej strukturze o-minimalnej.

W rozdziale drugim zostaje ustalona wielomianowo ograniczona struktura o-minimalna
S. Dolaczany jest do niej wykres funkcji ¢ : [0,00) — R klasy C!, ktéra spelnia naste-
pujace warunki:

(1) dla kazdego K > 0 funkcja ¢| k] jest definiowalna oraz rosngca na (A, oo|, gdzie
A>0,

(2) ¢(t)/t* — oo, dla t — oo oraz kazdego k € N,

(3) niech M > 0 oraz o, ..., a, € Q. Niech U C R" bedzie zbiorem zdefiniowanym przez
nieré6wnosci

MY < g(20) -+ §lan) o < M;

wtedy funkcja ¢(x1)* - - p(x,)* : U — R jest definiowalna w S,

(4) niech ay, ..., a, € Q; wtedy funkcja

¢ (p(x1)™ - p(20)™)  R" — R
jest definiowalna w S na zbiorze
A={(mr,. .. ) ER | $)™ -+ 4™ > G(A)} .

Badane sa regularne rozwigzania uktadéw rownan

Py(¢(21),..., $(wm),7) =0
(%) s :
P(6(x1),. .., ¢lam), x) =0,
gdzie
P=(P,...,P,):U—R" UCR"xR"
jest odwzorowaniem definiowalnym klasy C' oraz m < n. Gléwnymi narzedziami w tej
czesci pracy jest twierdzenie przygotowawcze Liona-Rolina-Parusinskiego oraz lokalno-

globalna wersja twierdzenia o funkcji uwiktanych w strukturach o-minimalnych. Otrzy-

mane jest nastepujace twierdzenie
2



Uklady réwnan (x) majg skornczong liczbe pierwiastkéw regularnych.

W przypadku, gdy S zawiera rodzing £ = {exp |1 }ren, funkcje ¢ mozna tatwo scharak-
teryzowac:

Niech S bedzie wielomianowo ograniczong stukturg o-minimalng zawie-
rajgcg €. Niech ¢ bedzie kietkiem funkcji w nieskoriczonosci spetniajgcej
warunki (1) — (4). Wtedy jest on postaci e”®, gdzie P jest definiowalne
oraz limy_,, P(t) = 0.
Jako wniosek z twierdzenia o skonczonosci pierwiastkéw regularnych oraz twierdzenia
Liona otrzymujemy dwa wazne, dobrze znane fakty

Niech S bedzie wielomianowo ograniczong stukturg o-minimalng zawiera-
jacq E. Wtedy struktura Sexp, generowana przez S oraz funkcje wyktadniczq
jest o-minimalna.

Niech S bedzie strukturg semialgebraiczng. Wtedy Sexp jest o-minimalna
(patrz [W1]).

W rozdziale trzecim rozwazane sa algebry R C C(R™, 0) kietkéw klasy prawie C*, czyli
dopuszczajacych reprezentantéw dowolnie wysokiej klasy C*. Algebry R sa rozszerzane
do algebr S poprzez dotaczenie do niej wielomianéw, funkcji uwiktanych oraz dopusz-
czenie operacji brania pochodnych czatkowych i zlozen (pod pewnymi warunkami). Dla
quasianalitycznych algebr R (tzn. takich, ktérych elementy sa niezerowe wtedy i tylko
wtedy, gdy ich wielomian Taylora jest niezerowy) przeprowadzona zostaje lokalna wersja
sprowadzania jej elementéw do postaci normal crossings:

Niech P € S oraz {z,},.y C R™ bedzie ciggiem takim, ze x, — 0. Witedy

18tniejq:

(1) {tv},en CR™, 1, — 0,

(2> ¢ - <¢17 R 7¢m) S Sm7 ¢(0) - O;

takie, ze P o ¢ jest w postaci normal crossings oraz ¢(t,) = x, (po ewen-

tualnym przejsciu do podciggu).
Podane zostaje kryterium na to, aby rodziny A funkcji przycietych gtadkich byty defi-
niowalne w pewnej strukturze o-minimalnej (jest to warunek podobny do tego z pracy
[RSW]). Podane sa przyktady zastosowania tego warunku do struktury R,, oraz klas
Denjoy-Carlemana silnie log-wypuktych.

Czwarty, ostatni rozdzial pracy rozpoczyna si¢ od podania przyktadow funkeji postaci
f=g+h:[-1/2,1/2] — R, gdzie g jest funkcja analityczna rézniczkowo przestepna
(tzn. nie spelnia zadnej relacji wielomianowo-rézniczkowej nad Q), a h jest funkcja ptaska
w zerze oraz semialgebraiczng poza kazdym otoczeniem zera. Grelowski w [Gr] zauwaza,
ze kietek tej funkcji w zerze generuje ciato Hardy’ego. Pojawia si¢ naturalne pytanie:

Czy f jest definiowalne w pewnej strukturze o-minimalnej?

Okazuje si¢ ze w ogdlnosci tak nie jest. Podany zostaje przyktad zwiazany z funkcja gam-
ma Eulera. Warunkiem wystarczajacym na to, aby f byta funkcja definiowalna w pewne;j
strukturze o-minimalnej jest warunek silnej przestepnosci narzucony na funkcje g:

Niech p € C*(I), gdzie I jest przedzialem otwartym w R. Niech
An = {(1’1, Ce ,In) e R" ’ Hz;é] xTr; = xj}.
Powiemy, ze p jest silnie przestepna, jezeli

vnEN v(901,...,9671)€I”\AnEIBEN vaN
tr.deg g (a:l, e Ty Jmp (1), - - ,jmp(xn)> >n(m+2)— B.
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Metodami podobnymi do tych z pracy Rolina oraz Le Galla [LeGR] zostaje pokaza-
na quasianalitycznos¢ pewnych algebr kietkéw funkcji. O-minimalnos¢ struktury Ry jest
prostym wnioskiem z twierdzenia Liona oraz procedury sprowadzania kietkoéw do postaci
normal crossings.

Praca zakonczona jest podaniem bogatej rodziny przyktadow ciat Hardy’ego, ktoére nie
moga by¢ ciatami Hardy’ego zadnej struktury o-minimalnej. Szczegdlnie ciekawy wydaje
sie by¢ nastepujacy przyktad:

Istniejq funkcje fi, fo takie, Ze struktury Ry oraz Ry, sq¢ o-minimalne,
R(z)(f1, f2) jest ciatem Hardy’ego (f1, fo traktujemy jako kielki w zerze),
ale Ry, 4, nie jest strukturg o-minimalng.
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