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1 Podstawa habilitacji

Podstaw¦ habilitacji stanowi seria 7 artykuªów pod wspólnym tytuªem

Characters of discrete in�nite groups and related questions

Lista artykuªów obejmuj¡cych osi¡gni¦cie habilitacyjne
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[H2] A. Dudko and R. Grigorchuk. On irreducibility and disjointness of Koopman and quasi-
regular representations of weakly branch groups. In: Modern Theory and Dynamical
Systems: A Tribute to Dmitry Victorovich Anosov. Contemp. Math. 692, AMS, 2017,
pp. 51-66.

[H3] A. Dudko and R. Grigorchuk. On spectra of Koopman, groupoid and quasi-regular
representations. J. Mod. Dynam. 11 (2017), pp. 99-123.

[H4] A. Dudko and R. Grigorchuk. On diagonal actions of branch groups and the correspon-
ding characters. J. Funct. Anal. 274.11 (2018), pp. 3033-3055.

[H5] A. Dudko and K. Medynets. Finite factor representations of Higman-Thompson groups.
Groups Geom. Dynam. 8.2 (2014), pp. 375-389.

[H6] A. Dudko and K. Medynets. On characters of inductive limits of symmetric groups. J.
Funct. Anal. 264.7 (2013), pp. 1565-1598.

[H7] A. Dudko and K. Medynets. On invariant random subgroups of block-diagonal limits
of symmetric groups. Proc. AMS 147.6 (2019), pp. 2481-2494.

2 Wst¦p

Teoria charakterów zostaªa stworzona przez Georga Frobeniusa i Williama Burnside'a w zwi¡zku
z problemem klasy�kacji grup sko«czonych. Charakter grupy sko«czonej to macierzowy ±lad
reprezentacji grupy. Charaktery peªni¡ centraln¡ rol¦ w klasy�kacji grup sko«czonych i w do-
wodach wielu wa»nych rezultatów teorii grup, jak twierdzenie Feita-Thompsona i twiedzenie
Burnside'a. Charaktery grup symetrycznych maj¡ zastosowania w kombinatoryce diagramów
Younga i innych obiektów.

Dla grup niesko«czonych charaktery znajduj¡ zastosowania przede wszystkim do bada-
nia reprezentacji grup. Struktura zbioru wszystkich reprezentacji mo»e by¢ skomplikowana.
Charaktery niesko«czonych grup dyskretnych odpowiadaj¡ wa»nej klasie reprezentacji typu
sko«czonego i w wielu wypadkach s¡ istotne przy klasy�kacji takich reprezentacji.

Inne pole zastosowa« to wªasno±ci asymptotyczne grup sko«czonych i ich charakterów.
Jak zauwa»yli Sergei Kerov i Anatoly Vershik, charaktery grup lokalnie sko«czonych mo»na
rozpatrywa¢ jako granice charakterów grup sko«czonych i rozwija¢ asymptotyczn¡ teori¦
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charakterów, bazuj¡c na grupach symetrycznych. Doprowadziªo to do odkrycia wielu feno-
menów kombinatorycznych zwi¡zanych z asymptotycznym zachowaniem diagramów Younga
i �tableaux�.

Charakterów mo»na te» u»y¢ do skonstruowania grupy dualnej Pontriagina dla grup
nieprzemiennych i rozwijania analizy harmonicznej na takich grupach. Charaktery i repre-
zentacje typu sko«czonego s¡ w naturalny sposób generowane przez ergodyczne dziaªania
grup i wiele wªasno±ci takich dziaªa« mo»na wyrazi¢ w j¦zyku charakterów i reprezentacji.
Prezentowana rozprawa habilitacyjna jest po±wi¦cona badaniu charakterów ró»nych klas nie-
sko«czonych grup dyskretnych oraz relacji mi¦dzy wªasno±ciami charakterów i wªasno±ciami
dziaªa« grup, a tak»e innym zagadnieniom pokrewnym.

2.1 Charaktery i reprezentacje

De�nicja 1. Charakter grupy G to funkcja χ : G→ C speªniaj¡ca nast¦puj¡ce warunki:

1) χ(g1g2) = χ(g2g1) dla dowolnych g1, g2 ∈ G;

2) macierz
{
χ
(
gig
−1
j

)}n
i,j=1

jest dodatnio póªokre±lona dla dowolnych n i g1, . . . , gn ∈ G;

3) χ(e) = 1, gdzie e jest jedynk¡ grupy.

Najprostsze przykªady to: charakter trywialny χu dany wzorem χu(g) = 1 dla g ∈ G i cha-
rakter regularny χreg(g) = δg,e (równy 1 w jedynce grupy i zero na pozostaªych elementach).
Dla nich wªasno±ci 1)− 3) ªatwo sprawdzi¢ bezpo±rednio.

Charaktery pojawiaj¡ si¦ w naturalny sposób w teorii reprezentacji. Rozpatrujemy tu je-
dynie reprezentacje unitarne, czyli homomor�zmy π grupy G w grup¦ operatorów unitarnych
na pewnej przestrzeni Hilberta H. Je±li przestrze« ta jest sko«czenie wymiarowa, mo»emy
okre±li¢ charakter reprezentacji π wzorem

χπ(g) =
1

dim(H)
Tr(π(g)),

gdzie Tr jest ±ladem macierzy. Je±li przestrze« H jest niesko«czenie wymiarowa, mo»emy
stowarzyszy¢ z π pewn¡ algebr¦ von Neumanna Mπ (najmniejsz¡ algebr¦ operatorów, do-
mkniet¡ w ∗-sªabej topologii i zawieraj¡c¡ π(G)). Je±li algebra Mπ jest typu sko«czonego
(zob. np. [40], roz. 5), to ma ±lad tr (naturalne uogólnienie ±ladu macierzowego) i funkcja
χ(g) = tr(π(g)) jest charakterem na G. W ten sposób charaktery odgrywaj¡ istotn¡ rol¦ w
klasy�kacji reprezentacji grup.

Zauwa»my, »e charaktery grupy G tworz¡ sympleks, tj. dla dowolnych charakterów χ1,
χ2 na G oraz liczby 0 6 α 6 1 funkcja χ = αχ1 + (1 − α)χ2 jest te» charakterem.
Punkty ekstremalne tego sympleksu nosz¡ nazw¦ charakterów nieprzywiedlnych. Wiadomo,
»e dla grupy abelowej Γ charaktery nieprzywiedlne to dokªadnie homomor�zmy grupowe
ϕ : Γ → T = {z ∈ C : |z| = 1}. W szczególno±ci na lokalnie zwartej grupie abelowej Γ
ci¡gªe charaktery nieprzywiedlne tworz¡ grup¦ dualn¡ Pontriagina dla Γ, wa»n¡ w analizie
harmonicznej na Γ. Zbiór charakterów nieprzywiedlnych grupy nieabelowej jest naturalnym
uogólnieniem grupy dualnej Pontriagina, pozwalaj¡cym w wielu wypadkach na rozwijanie
analizy harmonicznej na takich grupach.
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Jednym z gªównych problemów teorii charakterów jest opisanie wszystkich charakterów
nieprzywiedlnych. Problem ten zostaª rozwi¡zany tylko dla niektórych klas grup:

• niesko«czona grupa symetryczna S(∞) [41] (zob. te»
[30], [36]);

• niesko«czona ogólna grupa liniowa nad ciaªem sko«czonym GL(∞,Fq)
[39];

• niesko«czenie wymiarowa grupa unitarna U(∞) [46];

• ogólna grupa liniowa GLn(K) i specjalna grupa liniowa SLn(K) nad ciaªem niesko«-
czonym K [31];

• specjalna grupa liniowa o wspóªczynnikach caªkowitych SLn(Z), n > 3
[3];

• grupa przetasowa« (rearrangements) wymiernych przedziaªu
[23];

• granice sko«czonych grup alternuj¡cych wzgl¦dem zanurze« diagonalnych
[33].

Naturalnym ¹ródªem przykªadów charakterów s¡ dziaªania grup. Je±li grupa przeliczalna
G dziaªa z zachowaniem miary na przestrzeni Lebesgue'a (X,µ), to funkcja χµ(g) = µ(Fix(g)),
gdzie Fix(g) = {x ∈ X : gx = x}, jest charakterem. Vershik spopularyzowaª hipotez¦, »e je±li
grupa G jest dostatecznie �bogata�, to wszystkie charaktery s¡ tej postaci (by¢ mo»e z do-
kªadno±ci¡ do czynnika multyplikatywnego) [45]). Hipoteza ta jest sªuszna dla powy»szych
klas grup.

Jednym z gªównych rezultatów przedkªadanej pracy habilitacyjnej jest opis charakterów
nieprzywiedlnych i potwierdzenie tej hipotezy dla dwóch innych klas grup:

1) Obszerna klasa grup aproksymatywnie sko«czonych (zwanych równie» peªnymi grupami
diagramów Brattelego lub krótko AF-grupami). Grupy te s¡ granicami prostymi sko«czo-
nych grup symetrycznych wzgl¦dem zanurze« blokowo-diagonalnych. Grupy te pojawiªy si¦
w pracach Herman-Putnam-Skau [27] oraz Giordano-Putnam-Skau [22, 21] w zwi¡zku z teo-
ri¡ równowa»no±ci orbitalnej dla minimalnych ukªadów dynamicznych Cantora oraz teori¡
C∗-algebr. Autorzy ci pokazali, »e informacj¦ o strukturze algebraicznej AF-grup mo»na
wykorzysta¢ do rozró»niania zwi¡zanych z nimi ukªadów dynamicznych i C∗-algebr.

W pracy [11] opisaªem charaktery nieprzywiedlne pewnej specjalnej AF-grupy, mianowi-
cie tzw. peªnej grupy dla ergodycznej hipersko«czonej relacji równowa»no±ci. Grup¦ t¦ mo»na
rozpatrywa¢ jako granic¦ prost¡ sko«czonych grup symetrycznych S(2n) wzgl¦dem zanurze«
s ∈ S(2n)→ (s, s) ∈ S(2n+1). Goryachko i Petrov w pracy [23] opisali innymi metodami cha-
raktery nieprzywiedlne AF-grupy, któr¡ mo»na rozpatrywa¢ jako granic¦ prost¡ grup S(n!).
W pracy [H6] (wspólnej z Medynetsem), stosuj¡c techniki rozwini¦te w [11] i wªasno±ci dyna-
miczne AF-grup, opisali±my wszystkie charaktery nieprzywiedlne ka»dej AF-grupy prostej,
która ma sko«czenie wiele miar ergodycznych na przestrzeni dróg odpowiedniego diagramu
Brattelego.
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2) Grupy z rodzin Higmana-Thompsona {Fn,r}, {Gn,r}. Grupy te peªni¡ wa»n¡ rol¦ w teorii
grup (zob. np. [9]). Najbardziej znana jest grupa Thompsona F = F2,1, skªadaj¡ca si¦ ze
wszystkich kawaªkami liniowych przeksztaªce« ci¡gªych przedziaªu [0, 1] z osobliwo±ciami w
punktach { p

2q
: p, q ∈ N} z nachyleniem {2q : q ∈ Z}. Pytanie, czy grupa F jest amenabelna,

od dawna pozostaje otwarte.
W pracy [H5] (wspólnej z Medynetsem) podali±my peªen opis charakterów nieprzywiedl-

nych dla grup z rodziny Higmana-Thompsona. Pokazali±my, »e dla ka»dej grupy Higmana-
Thompsona G zbiór charakterów nieprzywiedlnych skªada si¦ z charakteru regularnego χreg

oraz z homomor�zmów grupowych φ : G/G′ → T z abelianizacji grupy G do okr¦gu jednost-
kowego. Jako zastosowanie do teorii ergodycznej pokazali±my, »e dla dowolnej grupy prostej
Higmana-Thompsona ka»de wierne dziaªanie zachowuj¡ce miar¦ na przestrzeni probabili-
stycznej jest zasadniczo wolne.

Wcze±niej, wspólnie z Nikolajem Nessonowem podali±my peªny opis charakterów nieprzywie-
dlnych dla iloczynów póªprostych niesko«czonej grupy symetrycznej i niesko«czonej pot¦gi
kartezja«skiej grupy dyskretnej, S(∞) n Γ∞ (czasami nazywanych niesko«czonymi produk-
tami wiankowymi). Grupy S(∞) n Γ∞ s¡ naturalnymi rozszerzeniami niesko«czonej grupy
symetrycznej S(∞). Gdy grupa Γ jest sko«czona, charaktery grupy S(∞)nΓ∞ byªy badane
przez Boyera [7] z punktu widzenia C∗-algebr iK0-funktora. W pracy [13] wspólnej z Nessono-
wem podali±my peªny opis charakterów nieprzywiedlnych dla S(∞)nΓ∞ dla dowolnej grupy
Γ. Jest to uogólnienie rezultatu Thoma [41], który klasy�kuje charaktery nieprzywiedlne dla
S(∞). Ponadto w pracah [14] i [15] opisali±my projektywne charaktery nieprzywiedlne grup
S(∞) n Z∞n . Jest to uogólnienie rezultatu Nazarowa [35], dotycz¡cego S(∞).

Co ciekawe, dla powy»szych trzech klas grup sympleksy charakterów s¡ bardzo ró»nych
rozmiarów. Dla niesko«czonego produktu wiankowego istnieje kontinuum charakterów nie-
przywiedlnych. Dla grup aproksymatywnie sko«czonych mamy przeliczalnie wiele charakte-
rów. Dla grup prostych Higmana-Thompsona s¡ tylko dwa charaktery: trywialny i regularny.

2.2 Nieprzywiedlno±¢ reprezentacji zwi¡zanych z dziaªaniami grup

Reprezentacj¦, której nie mo»na zapisa¢ jako sum¦ prost¡ innych reprezentacji, nazywamy
nieprzywiedln¡. Podobnie jak reprezentacje faktorialne, reprezentacje nieprzywiedlne stano-
wi¡ podstawowe cz¦±ci skªadowe bardziej skomplikowanych reprezentacji. Ich rol¦ mo»na
porówna¢ do roli liczb pierwszych w teorii liczb. Dla niesko«czonych grup dyskretnych cz¦-
sto nie udaje si¦ opisa¢ wszystkich reprezentacji nieprzywiedlnych. Wtedy wa»ne staje si¦
wskazanie du»ych klas takich reprezentacji albo udowodnienie, »e konkretne reprezentacje s¡
nieprzywiedlne.

Maj¡c dan¡ grup¦ przeliczaln¡ G dziaªaj¡c¡ na zbiorze X oraz punkt x ∈ X, de�niujemy
reprezentacj¦ kwaziregularn¡ ρx w l2(Gx), gdzie Gx jest orbit¡ punktu x, wzorem

(ρx(g)f)(y) = f(g−1y).

Zauwa»my, »e klasa izomor�zmu reprezentacji ρx zale»y tylko od stabilizatora StG(x) punktu x.
Efektywne kryterium nieprzywiedlno±ci reprezentacji kwaziregularneh zostaªo podane

przez Mackeya. Przypomnijmy, »e podgrupyH1, H2 grupy G s¡ wspóªmierne, je±liH1∩H2 ma
sko«czony indeks w H1 oraz w H2. Podgrupy H1 i H2 s¡ kwazisprz¦»one w G, je±li podgrupa
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gH1g
−1 jest wspóªmierna z H2 dla pewnego g ∈ G. De�niujemy komensurator podgrupy

H < G jako podgrup¦ okre±lon¡ wzorem

commG(H) = {g ∈ G : H ∩ gHg−1 ma sko«czony indeks w H oraz w gHg−1}.

Mackey udowodniª:

Twierdzenie 2. 1) Niech H b¦dzie podgrup¡ niesko«czonej przeliczalnej grupy dyskret-
nej G. Wtedy reprezentacja kwaziregularna ρG/H jest nieprzywiedlna wtedy i tylko wtedy,
gdy commG(H) = H.
2) Niech H1, H2 b¦d¡ podgrupami w G takimi, »e commG(Hi) = Hi, i = 1, 2. Wtedy repre-
zentacje ρG/H1 i ρG/H2 s¡ unitarnie równowa»ne wtedy i tylko wtedy, gdy podgrupy H1 i H2

s¡ kwazisprz¦»one.

Je±li grupa G dziaªa na przestrzeni mierzalnej (X,µ), gdzie µ jest miar¡ probabilistyczn¡,
z zachowaniem miary, to istnieje naturalna reprezentacja Koopmana κ grupy G w L2(X,µ),
okre±lona wzorem

(κ(g)f)(x) = f(g−1x).

Wa»no±¢ tej reprezentacji polega na tym, »e wªasno±ci spektralne κ znajduj¡ odbicie we
wªasno±ciach dynamicznych dziaªania grupy, jak ergodyczno±¢ lub sªabe mieszanie.

Wiadomo, »e je±li dziaªanie jest ergodyczne, to operatory κ(g) wraz z operatorami mno-
»enia przez funkcje z L∞(X,µ) generuj¡ caª¡ algebr¦ operatorów ograniczonych na L2(X,µ)
w sªabej topologii operatorowej. Reprezentacja κ ma jako podprzestrze« niezmiennicz¡ zbiór
funkcji staªych na X. Naturalne jest pytanie, czy reprezentacja κ jest nieprzywiedlna na
dopeªnieniu ortogonalnym tej podprzestrzeni w L2(X,µ) (wtedy mówimy, »e κ jest prawie
nieprzywiedlna). Pytanie to zostaªo postawione w pracy Vershika [44] (Problem 4). Od-
powied¹ jest pozytywna bardzo rzadko. Jednym z niewielu przykªadów jest dowolna g¦sta
podgrupa grupy Aut([0, 1], µ) wszystkich automor�zmów przedziaªu jednostkowego, zacho-
wuj¡cych miar¦ Lebesgue'a µ, ze sªab¡ topologi¡.

Ogólniej, je±li miara µ jest tylko kwaziniezmiennicza, mo»na nadal okre±li¢ reprezentacj¦
Koopmana, stosuj¡c pochodn¡ Radona-Nikodyma:

(κ(g)f)(x) =

√
dµ(g−1(x))

dµ(x)
f(g−1x).

Je±li miara µ nie jest niezmiennicza, to funkcje staªe nie stanowi¡ podprzestrzeni niezmien-
niczej i reprezentacja Koopmana mo»e by¢ nieprzywiedlna w caªym L2(X,µ). Znanych jest
kilka przykªadów dziaªa« z miarami kwaziniezmienniczymi, dla których reprezentacja Koop-
mana jest nieprzywiedlna:

• dziaªania nieprzemiennych grup wolnych na swoich brzegach
(zob. [32] i prace tam cytowane);

• dziaªania krat grup Liego (lub grup algebraicznych) na ich brzegach Poissona-Furstenberga
(zob. [4] i prace tam cytowane);
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• dziaªanie grupy podstawowej rozmaito±ci zwartej o ujemnej krzywi¹nie na brzegu tej
rozmaito±ci z miarami klasy Patersona-Sullivana [2];

• kanoniczne dziaªanie grup Thompsona na odcinku z miar¡ Lebesgue'a
[20].

Przypadek ogólny nie jest jednak nale»ycie zbadany i znalezienie innych przykªadów stanowi
wyzwanie.

Jeden z wa»nych rezultatów mojej habilitacji dotyczy nieprzywiedlno±ci i rozª¡czno±ci
reprezentacji Koopmana i reprezentacji kwaziregularnej dla dwoch klas dziaªa« grup:

1) Wspólnie z Grigorchukiem pokazali±my w [H2], »e reprezentacje kwaziregularne i pewne
reprezentacje Koopmana stowarzyszone z dziaªaniami grup sªabo gaª¦ziowych na brzegach
drzew ukorzenionych s¡ nieprzywiedlne i parami rozª¡czne.

2) W [H1] pokazaªem, »e reprezentacje Koopmana dla dziaªa« grup Higmana-Thompsona na
odcinkach i ogólnie dla dziaªa« ±ci¡gaj¡cych miar¦ s¡ nieprzywiedlne.

2.3 Dziaªania niewolne

Dziaªanie grupy G na przestrzeni borelowskiej (X,Σ) przez automor�zmy borelowskie wy-
znacza w naturalny sposób odwzorowanie z sympleksu M(X,Σ, G) niezmienniczych miar
probabilistycznych do sympleksu charakterów X (G), okre±lone wzorem

µ→ χµ, χµ(g) = µ(Fix(g)), g ∈ G. (2.1)

Powstaje naturalne pytanie, czy punkty ekstremalne wM(X,Σ, G) (tj. niezmiennicze miary
ergodyczne) przechodz¡ na punkty ekstremalne w X (G) (tj. charaktery nieprzywiedlne).
Okazuje si¦, »e ogólna odpowied¹ jest negatywna. Je±li np. miara µ ma t¦ wªasno±¢, »e
dziaªanie grupy G na (X,Σ, µ) jest zasadniczo wolne (tzn. µ(Fix(g)) = 0 dla ka»dego g ∈
G \ {e}), to χµ jest charakterem regularnym. Je±li grupa G nie ma niesko«czonych klas
elementów sprz¦»onych, to charakter ten jest przywiedlny.

Aby bada¢, kiedy charaktery odpowiadaj¡ce miarom ergodycznym s¡ nieprzywiedlne,
Vershik [44] wprowadziª poj¦cie dziaªania niewolnego. Zaªó»my, »e G jest grup¡ przeli-
czaln¡ dziaªaj¡c¡ na przestrzeni probabilistycznej (X,Σ, µ) z zachowaniem miary. Stabili-
zator punktu x ∈ X oznaczamy przez StG(x) = {g ∈ G : gx = x}.

De�nicja 3. Mówimy, »e powy»sze dziaªanie jest totalnie niewolne (w skrócie TNF), je±li
rodzina zbiorów Fix(g) dla g ∈ G ª¡cznie ze zbiorami miary zero generuje σ-algebr¦ Σ.

De�nicja 4. Mówimy, »e powy»sze dziaªanie jest ekstremalnie niewolne (w skrócie ENF),
je±li istnieje podzbiór A ⊂ X z µ(A) = 1 taki, »e StG(x) 6= StG(y), je±li x, y ∈ A, x 6= y.

Vershik [44] (zob. te» [45]) pokazaª, »e dla grup przeliczalnych te dwa poj¦cia si¦ pokrywaj¡.
Postawiª on równie» hipotez¦, »e ergodyczne dziaªanie grupy przeliczalnej G na (X,Σ, µ) z
zachowaniem miary jest totalnie niewolne wtedy i tylko wtedy, gdy charakter χµ jest nieprzy-
wiedlny. W pracy [H4] (wspólnej z Grigorchukiem) wykazali±my jednak, »e obie implikacje
tej hipotezy s¡ faªszywe.
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W tej samej pracy badali±my charaktery grup sªabo gaª¦ziowych. S¡ to grupy dziaªaj¡ce
na drzewach ukorzenionych z zachowaniem pewnych warunków. Ta klasa grup ma liczne
zastosowania w teorii grup, kombinatoryce, teorii spektralnej, dynamice holomor�cznej i ra-
chunku prawdopodobie«stwa. Zawiera ona ciekawe grupy o nietypowych wªasno±ciach, jak
grupa Grigorchuka czy grupa Basilica, przynosz¡ce rozwi¡zania dawno postawionych pro-
blemów. Aby bada¢ te grupy, wprowadzili±my dwa nowe rodzaje dziaªa« niewolnych. Tu
przedstawimy poj¦cie, istotne przy omawianiu charakterów nieprzywiedlnych.

De�nicja 5. Zaªó»my, »e grupa przeliczalna G dziaªa na przestrzeni Lebesgue'a (X,Σ, µ)
z zachowaniem miary. Mówimy, »e dziaªanie to jest perfekcyjnie niewolne (w skrócie PNF),
je±li istnieje rodzina A podzbiorów mierzalnych w X, która wraz ze zbiorami miary zero
generuje Σ i dla ka»dego A ∈ A, GA-orbita {gx : g ∈ GA} ⊂ X jest niesko«czona dla
µ-prawie wszystkich x ∈ A.

Dla ergodycznych dziaªa« grup przeliczalnych z zachowaniem miary pokazali±my w [H4],
»e PNF implikuje TNF, i podali±my nowy dowód równowa»no±ci TNF i ENF. Wykorzystuj¡c
te rezultaty, skonstruowali±my niesko«czon¡ przeliczaln¡ rodzin¦ charakterów nieprzywiedl-
nych dla ka»dej grupy sªabo gaª¦ziowej. Wydaje si¦, »e opisanie wszystkich charakterów
nieprzywiedlnych dla dowolnych takich grup jest zadaniem maªo realistycznym. Zauwa»my,
»e wykorzystuj¡c rezultaty niedawnej pracy [5], mo»na dla takich grup skonstruowa¢ zbiór
charakterów nieprzywiedlnych mocy kontinuum.

2.4 Losowe podgrupy niezmiennicze

Charaktery i dziaªania niewolne s¡ ±ci±le zwi¡zane z losowymi podgrupami niezmienniczymi.
Rozpatrzmy zbior Sub(G) wszystkich podgrup grupy G. Zbiór ten ma topologi¦ Tichonowa
jako podzbiór w {0, 1}G. Grupa G dziaªa na Sub(G) przez sprz¦»enie:

H ∈ Sub(G)→ g(H) = gHg−1 ∈ Sub(G).

Losowa podgrupa niezmiennicza (IRS, invariant random subgroup) w G to G-niezmiennicza
miara probabilistyczna na Sub(G).

Je±li N jest podgrup¡ normaln¡ w G, to miara Diraca δN skupiona na N jest IRS. Tak
wi¦c IRS jest uogólnieniem podgrupy normalnej. Mówimy, »e IRS jest ci¡gªa, je±li nie ma
atomów.

Zaªó»my, »e grupa G dziaªa na przestrzeni Lebesgue'a (X,µ) z zachowaniem miary. Roz-
wa»my odwzorowanie

Ψ : X → Sub(G), Ψ(x) = StG(x). (2.2)

Je±li dziaªanie jest ekstremalnie niewolne, to Ψ jest izomor�zmem modulo zbiory miary
zero mi¦dzy (X,µ) i (Sub(G),Ψ∗µ) (zob. [44]), gdzie Ψ∗µ oznacza miar¦ indukowan¡. Je±li
ponadto dziaªanie jest ergodyczne i zachowuje miar¦, a miara µ jest bezatomowa, to Ψ∗µ jest
ci¡gª¡ IRS w G. Ponadto w [1] i [10] udowodniono, »e ka»da IRS mo»e by¢ otrzymana w ten
sposób. Tak wi¦c IRS s¡ wa»ne z punktu widzenia charakteryzacji dziaªa« zachowuj¡cych
miar¦.

Naturalnym problemem jest klasy�kacja ergodycznych losowych podgrup niezmienni-
czych (w skrócie EIRS) dla danej grupy. Problem ten zostaª rozwi¡zany tylko dla niektórych
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klas grup. Vershik [45] opisaª EIRS w S(∞). Thomas i Tucker-Drob [42], [43] opisali EIRS
w granicach induktywnych grup symetrycznych wzgl¦dem zanurze« diagonalnych oraz w
granicach induktywnych grup alternuj¡cych.

Niech φ b¦dzie IRS w G. Poniewa» φ jest miar¡ na Sub(G) niezmiennicz¡ wzgl¦dem
dziaªania grupy G, φ wyznacza charakter grupy G za pomoc¡ wzoru (2.1):

χφ(g) = φ({H ∈ Sub(G) : gHg−1 = H}), g ∈ G.

Z drugiej strony, na podstawie [1] istnieje borelowska przestrze« probabilistyczna (X,Σ, µ)
taka, »e φ = Ψ∗µ, gdzie Ψ jest odwzorowaniem z (2.2). Mo»na te» skonstruowa¢ charakter
χ′φ, wychodz¡c od miary µ. Co ciekawe, prowadzi to do innego wzoru:

χ′φ(g) = φ({H ∈ Sub(G) : g ∈ H}).

Dla pewnych grup charaktery χφ i χ′φ pokrywaj¡ si¦ dla dowolnej IRS φ. Przykªady to nie-
sko«czona grupa symetryczna [45], grupy aproksymatywnie sko«czone badane w [H7] i grupy
Higmana-Thompsona [H5]. S¡ jednak przykªady, gdzie χφ 6= χ′φ. W przygotowywanej wspól-
nej pracy z Grigorchukiem pokazujemy, »e dla grup gaª¦ziowych pewne IRS skonstruowane
w [5] maj¡ t¦ wªasno±¢.

Relacje mi¦dzy charakterami a IRS mo»na wykorzystywa¢ do uzyskiwania rezultatów
o IRS. Z opisu charakterów nieprzywiedlnych grup Higmana-Thompsona [H5] wynika, »e
ka»da grupa G z tej klasy ma tylko dwie EIRS: δ{e} i δG, gdzie {e} jest podgrup¡ try-
wialn¡. W pracy [H7] (z Medynetsem), wykorzystuj¡c opis charakterów nieprzywiedlnych
grup aproksymatywnie sko«czonych z [H6] opisujemy EIRS dla tych grup. Zauwa»my, »e
dla grup badanych w pracach [H5] i [H7] charaktery χφ and χ′φ pokrywaj¡ si¦ dla ka»dej
IRS φ. Ponadto dla tych grup odwzorowanie φ → χφ ustala bijekcj¦ mi¦dzy charakterami
nieprzywiedlnymi a ergodycznymi losowymi podgrupami niezmienniczymi. Klasa AF-grup
rozwa»ana w [H7] zawiera klas¦ granic induktywnych grup symetrycznych wzgl¦dem zanu-
rze« diagonalnych. Tak wi¦c rezultaty pracy [H7] uogólniaj¡ klasy�kacj¦ EIRS z [42].

2.5 Wa»ny przykªad: niesko«czona grupa symetryczna S(∞)

Niesko«czona grupa symetryczna S(∞) nale»y do grup, których charaktery s¡ najcz¦±ciej
badane. Grupa ta jest okre±lona jako zbiór tych bijekcji zbioru liczb caªkowitych dodat-
nich, które �ruszaj¡� tylko sko«czenie wiele elementów. Mo»na j¡ uwa»a¢ za granic¦ prost¡
sko«czonych grup symetrycznych S(n) permutuj¡cych liczby caªkowite od 1 do n.

Charaktery nieprzywiedlne grupy S(∞) pierwszy opisaª Thoma [41] z analitycznego
punktu widzenia, u»ywaj¡c ci¡gów caªkowicie dodatnich. Pó¹niej Vershik i Kerov [30] po-
dali inny dowód, w którym charaktery nieprzywiedlne grupy S(∞) s¡ granicami ci¡gów
charakaterów grup S(n). To podej±cie bywa nazywane asymptotyczn¡ teori¡ charakterów.
Inne podej±cie rozwin¦li Olshansky i Okunkov. W pracy [36] Okunkov udowodniª twierdze-
nie Thoma, stosuj¡c metody póªgrupowe Olshansky'ego. Poni»ej krótko omawiamy rezultat
Thoma i obja±niamy metody Kerova-Vershika. W moich pracach dotycz¡cych charakterów
stosowaªem pewien wariant podej±cia Okunkova-Olshansky'ego; zostanie on omówiony w dal-
szych podrozdziaªach.
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Dla s ∈ S(∞) no±nik supp(s) to zbiór tych liczb caªkowitych dodatnich i, dla których
s(i) 6= i. Element s ∈ S(∞) jest cyklem dªugo±ci r > 1, je±li ma tylko jedn¡ orbit¦ dªugo±ci r.
Ka»dy element s ∈ S(∞) mo»na jednoznacznie (z dokªadno±ci¡ do porz¡dku czynników)
zapisa¢ jako iloczyn cykli s1s2 · · · sm o rozª¡cznych no±nikach.

Charaktery nieprzywiedlne grupy S(∞) mo»na sparametryzowa¢ za pomoc¡ dwóch (sko«-
czonych lub niesko«czonych) nierosn¡cych ci¡gów dodatnich liczb caªkowitych α = {αj}, β =
{βk} (zwanych parametrami Thoma) speªniaj¡cych warunek

∑
αj +

∑
βk > 1. Maj¡c takie

dwa ci¡gi, de�niujemy funkcj¦ φ = φα,β na S(∞) nast¦puj¡co:

(1) je±li s ∈ S(∞) ma rozkªad na cykle s = s1 · · · sm, to

φ(s) =
m∏
i=1

φ (si) ;

(2) je±li s jest cyklem dªugo±ci r, to

φ(s) =
∑
j

αrj + (−1)r−1
∑
k

βrk.

Twierdzenie 6 (Thoma). Funkcja χ na S(∞) jest charakterem nieprzywiedlnym wtedy
i tylko wtedy, gdy χ = φα,β dla pewnych parametrów Thoma α, β.

Mamy S(∞) =
⋃
n∈N S(n), gdzie S(n) jest grup¡ bijekcji zbioru {1, 2, . . . , n}. Kerov

i Vershik zauwa»yli, »e ka»dy charakter nieprzywiedlny χ grupy S(∞) jest granic¡ punktow¡
ci¡gu χn charakterów nieprzywiedlnych grup S(n):

χ(s) = lim
n→∞

χn(s) dla ka»dego s ∈ S(∞).

Charaktery grupy S(n) s¡ sparametryzowane przez diagramy Younga o n kwadratach. Niech
{λn} b¦dzie ci¡giem diagramów Younga, gdzie λn skªada si¦ z n kwadratów. Oznaczmy
przez rn,i i cn,i dªugo±¢ i-tego wiersza i i-tej kolumny w λn i niech χλn b¦dzie charakterem
nieprzywiedlnym grupy S(n) odpowiadaj¡cym λn. Kerov i Vershik pokazali, »e ci¡g χλn jest
zbie»ny do pewnej funkcji χ wtedy i tylko wtedy, gdy istniej¡ granice

αi = lim
n→∞

rn,i/n, βi = lim
n→∞

cn,i/n.

Ponadto χ jest wtedy powy»sz¡ funkcj¡ φα,β. Kerov i Vershik podali nowy dowód faktu,
»e φα,β jest charakterem, konstruuj¡c reprezentacj¦ πα,β typu sko«czonego tak¡, »e φα,β =
tr(πα,β).

Autorzy ci zauwa»yli ciekaw¡ asymptotyczn¡ wªasno±¢ diagramów Younga. Niech Λn

oznacza zbiór wszystkich diagramów Younga o n kwadratach. Charakter regularny χreg grupy
S(n) ma rozkªad

χreg =
∑
λ∈Λn

cλχλ, gdzie cλ > 0,
∑
λ∈Λn

cλ = 1.

Wspóªczynniki cλ maj¡ precyzyjny opis kombinatoryczny i de�niuj¡ pewn¡ miar¦ na Λn,
zwan¡ miar¡ Plancherela. W [29] Kerov i Vershik pokazali, »e przy n→∞ ksztaªt typowego
diagramu Younga (po odpowiednim przeskalowaniu) d¡»y do pewnej krzywej. Wªasno±¢ ta
byªa nast¦pnie badana przez wielu autorów. Znaleziono w szczególno±ci wa»ne zwi¡zki z
warto±ciami wªasnymi macierzy losowych (zob. [6] i bibliogra�¦ tam»e).
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3 U»yte metody i zaobserwowane wªasno±ci

W tym rozdziale omawiam metody, których u»ywam do badania charakterów i reprezentacj
grup dyskretnych, oraz rozmaite wªasno±ci charakterów, które mo»na zaobserwowa¢.

3.1 Konstrukcja Gelfanda-Naimarka-Segala i reprezentacje fakto-

rialne

Jedn¡ z wa»nych metod badania charakterów jest zastosowanie teorii reprezentacj grup. Jak
widzieli±my we wst¦pie, reprezentacje pewnego typu prowadz¡ do charakterów. Odwrotny
kierunek jest te» mo»liwy. Niech χ b¦dzie charakterem grupy przeliczalnej G. Wtedy istnieje
reprezentacja π grupy G w pewnej przestrzeni Hilberta H z wyró»nionym wektorem ξ o tej
wªasno±ci, »e

χ(g) = (π(g)ξ, ξ) dla ka»dego g ∈ G, (3.1)

gdzie (·, ·) jest iloczynem skalarnym w H. Trójk¦ (π,H, ξ) nazywamy konstrukcj¡ Gelfanda-
Naimarka-Segala (w skrócie konstrukcj¡ GNS). Opis tej konstrukcji wraz z pewnymi jej
dodatkowymi wªasno±ciami mo»na znale¹¢ np. w [H6].

Je±li S jest pewnym zbiorem operatorów w przestrzeni Hilberta H, to jego komutant S ′

skªada si¦ z wszystkich operatorów przemiennych z operatorami z S:

S ′ = {A ∈ B(H) : AB = BA dla ka»dego B ∈ S},

gdzie B(H) jest algebr¡ wszystkich ograniczonych operatorów liniowych w H. Je±li π jest
reprezentacj¡ unitarn¡ grupy G, oznaczmy przez Mπ algebr¦ von Neumanna generowan¡
przez operatory reprezentacji π. Algebr¦ t¦ mo»na otrzyma¢ jako drugi komutant zbioru
S = π(G) = {π(g) : g ∈ G}, tj.Mπ = (π(G))′′.

De�nicja 7. Reprezentacj¦ π grupy G nazywamy faktorialn¡, je±liMπ jest faktorem, tj. ma
trywialne centrum:Mπ ∩M′

π = CId.

Konstrukcja GNS prowadzi do bijekcji mi¦dzy charakterami nieprzywiedlnymi grupy G
a reprezentacjami faktorialnymi typu sko«czonego. W ten sposób opis charakterów sprowadza
si¦ do opisu reprezentacji. W moich pracach stosuj¦ rozmaite metody teorii reprezentacji,
aby uzyska¢ rezultaty dotycz¡ce charakterów. Reprezentacji mo»na te» u»y¢, by wykaza¢,
»e dana funkcja χ na grupie G jest charakterem. Bezpo±redni dowód, »e χ speªnia warunek
2) de�nicji 1, mo»e by¢ skomplikowany; niekiedy pro±ciej jest wskaza¢ reprezentacj¦ π typu
sko«czonego maj¡c¡ ±lad tr na algebrze Mπ i tak¡, »e χ(g) = tr(π(g)) dla ka»dego g ∈ G.
W pracy [13] (wspólnej z Nessonovem) wykorzystali±my t¦ ide¦, by skonstruowa¢ charaktery
nieprzywiedlne na niesko«czonych produktach wiankowych S(∞) n Γ∞.

3.2 Konstrukcja grupoidowa

Opiszemy tu inn¡ wa»n¡ konstrukcj¦ reprezentacji, zwan¡ konstrukcj¡ grupoidow¡. Szczegóªy
mo»na znale¹¢ w [19].
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Niech (X,µ) b¦dzie standardow¡ przestrzeni¡ probabilistyczn¡, na której grupa przeli-
czalna G dziaªa z zachowaniem miary. Oznaczmy przez R relacj¦ równowa»no±ci orbitalnej
na X:

R = {(x, y) ∈ X ×X : y = gx dla pewnego g ∈ G}.
Dla A ⊂ R i x ∈ X de�niujemy Ax = A ∩ (X × {x}). Okre±lamy miar¦ ν na R wzorem

ν(A) =

∫
X

|Ax|dµ(x).

De�nicja 8. (Lewa) reprezentacja grupoidowa grupyG to reprezentacja unitarna π w L2(R, ν)
okre±lona wzorem

(π(g)f)((x, y)) = f(g−1x, y).

Niech ξ b¦dzie wektorem jednostkowym danym przez ξ(x, y) = δx,y ∈ L2(R, ν), gdzie δx,y
jest delt¡ Kroneckera. Zauwa»my, »e

(π(g)ξ, ξ) = µ(Fix(g)) dla ka»dego g ∈ G.

Funkcja χ(g) = µ(Fix(g)) jest zatem dodatnio okre±lona (speªnia warunek 2) de�nicji 1)
i jest charakterem.

Konstrukcj¦ grupoidow¡ mo»na tak»e wykorzysta¢, aby uzyska¢ informacje o dziaªaniach
grupy przeliczalnej na borelowskich przestrzeniach probabilistycznych na podstawie wªasno-
±ci charakterów tej grupy. Na przykªad w pracy [H5] stosujemy t¦ metod¦, by udowodni¢
nast¦puj¡cy rezultat (zob. te» [38]):

Twierdzenie 9. Zaªó»my, »e ka»da faktorialna reprezentacja typu sko«czonego przeliczalnej
ICC grupy G jest albo przeliczalna, albo typu I, oraz »e G ma co najwy»ej przeliczalnie wiele
reprezentacji faktorialnych typu sko«czonego. Wtedy ka»de wierne dziaªanie ergodyczne grupy
G zachowuj¡ce miar¦ jest zasadniczo wolne.

Rezultat ten wykorzystali±my do udowodnienia, »e wierne dziaªania ergodyczne prostych
grup Higmana-Thompsona s¡ zasadniczo wolne.

3.3 Multiplikatywno±¢ charakterów nieprzywiedlnych

Dla wielu wa»nych przykªadów grup (w tym dla wi¦kszo±ci grup rozwa»anych w tym autore-
feracie) charaktery nieprzywiedlne maj¡ pewn¡ wªasno±¢ multiplikatywno±ci, która uªatwia
ich opis. Wªasno±¢ ta z grubsza stwierdza, »e dla elementów g1, g2 ∈ G speªniaj¡cych pewne
warunki mamy

χ(g1g2) = χ(g1)χ(g2)

dla dowolnego charakteru nieprzywiedlnego grupy G. Aby to zilustrowa¢, rozwa»my niesko«-
czon¡ grup¦ symetryczn¡ S(∞), czyli grup¦ bijekcji zbioru N ruszaj¡cych jedynie sko«czenie
wiele elementów. Dla s ∈ S(∞) oznaczmy przez supp(s) zbiór tych liczb caªkowitych, których
s nie pozostawia na miejscu. Wªasno±¢ multiplikatywno±ci dla S(∞) jest nast¦puj¡ca:

Stwierdzenie 10. Niech χ b¦dzie charakterem nieprzywiedlnym grupy S(∞). Wtedy χ(s1s2)
= χ(s1)χ(s2) dla dowolnych s1, s2 ∈ S(∞) speªniajacych warunek supp(s1) ∩ supp(s2) = ∅.
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Naszkicujemy dowód dla elementów specjalnego typu. Dla i ∈ N niech σi ∈ S(∞) zamie-
nia miejscami i oraz i+ 1, a inne elementy pozostawia na miejscu. Niech i, k ∈ N, k > i+ 1.
Rozwa»my konstrukcj¦ GNS (π,H, ξ) odpowiadaj¡c¡ χ. Zauwa»my, »e dla l > k elementy
σiσk i σiσl s¡ sprz¦»one. Zatem

χ(σiσk) = χ(σiσl) = (π(σiσl)ξ, ξ). (3.2)

Przyjmijmy dla prostoty, »e ci¡g operatorów π(σl) jest zbie»ny (w sªabej topologii operato-
rowej) do pewnego operatora A (w przeciwnym razie przechodzimy do zbie»nego podci¡gu).
Poniewa» ka»dy element g ∈ S(∞) rusza tylko sko«czenie wiele liczb caªkowitych, dla du»ych
l operatory π(σl) i π(g) s¡ ze sob¡ przemienne. Wynika st¡d, »e A komutuje ze wszystkimi
operatorami π(g), g ∈ S(∞), a wi¦c A ∈ M′

π. Z drugiej strony A ∈ Mπ, jako granica ope-
ratorów reprezentacji π. Wobec tego A ∈ Mπ ∩M′

π = CId, poniewa» π jest reprezentacj¡
faktorialn¡. Ponadto σl jest sprz¦»one z σk dla ka»dego l, a zatem

(Aξ, ξ) = lim(π(σl)ξ, ξ) = limχ(σl) = χ(σk).

Wynika st¡d, »e A = χ(σk)Id. Przechodz¡c do granicy l→∞ w (3.2), otrzymujemy »¡dany
rezultat:

χ(σiσk) = (π(σi)Aξ, ξ) = χ(σk)(π(σi)ξ, ξ) = χ(σi)χ(σk).

W pracach [H4-H7] udowodnili±my ró»nego rodzaju wªasno±ci multiplikatywne dla ró»-
nych klas grup. Wªasno±ci te zostaªy wykorzystane do klasy�kacji charakterów nieprzywie-
dlnych.

3.4 Rozszerzanie reprezentacji

Reprezentacj¦ grupy niesko«czonej G mo»na niekiedy rozszerzy¢ na inny, wi¦kszy obiekt al-
gebraiczny zawieraj¡cy G (np. póªgrup¦). Badaj¡c rozszerzon¡ reprezentacj¦, mo»na cz¦sto
uzyska¢ warto±ciowe informacje o reprezentacji wyj±ciowej. Metoda ta zostaªa spopularyzo-
wana przez G. Olshanskiego, który w [37] zastosowaª j¡ efektywnie do badania reprezentacji
pewnych grup zwi¡zanych z S(∞).

Zilustrujemy t¦ metod¦ na przykªadzie reprezentacji faktorialnej sko«czonego typu grupy
S(∞); niech π b¦dzie tak¡ reprezentacj¡. Dla i 6= k ∈ N niech σi,k ∈ S(∞) oznacza permu-
tacj¦ zamieniaj¡c¡ miejscami i oraz k i nieruszaj¡c¡ pozostaªych liczb caªkowitych. W po-
przednich oznaczeniach σi = σi,i+1. Mo»na pokaza¢, »e istnieje sªaba granica operatorowa

Oi = lim
k→∞

π(σi,k) (3.3)

(zob. [37] lub [36]). Granice te s¡ parami przemienne ze sob¡ dla ró»nych i ∈ N, a tak»e
zachodz¡ naturalne relacje komutacyjne z operatorami reprezentacji: π(s)Oi = Os(i)π(s) dla
ka»dego s ∈ S(∞), i ∈ N. Pozwala to na rozszerzenie reprezentacji π z S(∞) na póªgrup¦
S(∞) n Z∞+ za pomoc¡ wzoru π(ei) = Oi, gdzie ei ∈ Z∞+ ma 1 na miejscu i oraz 0 na
pozostaªych miejscach. W istocie Olshanski [37] pokazaª, »e π mo»na rozszerzy¢ do pewnej
póªgrupy chipów, której tu nie rozpatrujemy, by unik¡¢ szczegóªów technicznych.
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W [36], stosuj¡c metody kombinatoryczne, Okunkov pokazaª, »e Oi ma widmo czysto
punktowe zªo»one z dwóch (sko«czonych lub niesko«czonych) ci¡gów {αj}, {−βk}, gdzie
αj, βk > 0 oraz ∑

j

αj +
∑
k

βk 6 1.

Okunkov podaª nowy dowód opisu charakterów nieprzywiedlnych S(∞) z pracy Thoma [41].
Ci¡gi {αj}, {βk} s¡ parametrami Thoma charakteru nieprzywiedlnego, odpowiadaj¡cego π.
W pracach [13], [14] i [15] (wspólnych z Nessonovem) zastosowali±my operatory Okunkova
Oi do opisu reprezentacji faktorialnych typu sko«czonego oraz charakterów nieprzywiedlnych
niesko«czonych produktów wiankowych S(∞) n Γ∞.

Metoda póªgrupowa znajduje równie» zastosowanie dla grup dziaªaj¡cych na przestrze-
niach borelowskich lub topologicznych. Zaªó»my, »e grupa G dziaªa na przestrzeni topolo-
gicznej X. Oznaczmy przez supp(g) = {x ∈ X : gx 6= x} no±nik elementu g ∈ G. Dla
ka»dego podzbioru otwartego A ⊂ X rozpatrujemy podgrup¦ elementów o no±niku w A:

GA = {g ∈ G : supp(g) ⊂ A}.

Niech π b¦dzie reprezentacj¡ grupy G w przestrzeni Hilberta H. Rozwa»my podprzestrze«
wektorów GA-niezmienniczych:

HA = {η ∈ H : π(g)η = η dla ka»dego g ∈ GA}.

Niech PA b¦dzie rzutowaniem ortogonalnym na HA. Rzutowania te speªniaj¡ naturalne re-
lacje komutacyjne z operatorami reprezentacji π:

π(g)PA = Pg(A)π(g).

Rzutowania PA i PB nie s¡ na ogóª ze sob¡ przemienne, je±li A ∩ B 6= ∅. W pracy [H6]
(wspólnej z Medynetsem) pokazali±my jednak, »e je±li grupa aproksymatywnie sko«czona G
dziaªa na przestrzeni dróg X diagramu Brattelego oraz π jest reprezentacj¡ faktorialn¡ typu
sko«czonego, to

PAPB = PBPA = PA∪B dla dowolnych otwarto-domkni¦tych A,B ⊂ X.

Wtedy π oraz χ mo»na rozszerzy¢ do reprezentacji póªgrupy G n ΣX , gdzie ΣX jest póª-
grup¡ abelow¡ podzbiorów domkni¦tych w X z mno»eniem A · B = A ∪ B. Rzutowania PA
graj¡ istotn¡ rol¦ w opisie charakterów nieprzywiedlnych grup aproksymatywnie sko«czo-
nych. W pracy [H4] (z Grigorchukiem) zastosowali±my je do badania charakterów grup sªabo
gaª¦ziowych, a tak»e w pracy [H7] (z Medynetsem) do badania IRS w grupach aproksyma-
tywnie sko«czonych.

4 Gªówne rezultaty

Poni»ej opisuj¦ gªówne rezultaty pracy habilitacyjnej (4.1-4.4). W podrozdziaªach 4.5-4.6
krótko omawiam niektóre inne moje wyniki.
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4.1 Grupy aproksymatywnie sko«czone

Grupy aproksymatywnie sko«czone mo»na wygodnie opisa¢ jako grupy dziaªaj¡ce na diagra-
mach Brattelego.

De�nicja 11. Diagram Brattelego to graf niesko«czony B = (V,E), którego zbiór wierz-
choªków V =

⋃
i>0 Vi i zbiór kraw¦dzi E =

⋃
i>1Ei maj¡ rozkªady na rozª¡czne zbiory Vi

oraz Ei (poziomy diagramu), przy czym
(i) V0 = {v0} jest jednym punktem;
(ii) zbiory Vi i Ei s¡ sko«czone;
(iii) ka»da kraw¦d¹ z Ei ª¡czy wierzchoªek z Vi−1 z wierzchoªkiem z Vi.

Oznaczmy przez XB zbiór wszystkich niesko«czonych dróg w B zaczynaj¡cych si¦ w
v0i przechodz¡cych przez ka»dy poziom Vi dokªadnie raz. Wprowadzamy w XB topologi¦
generowan¡ przez zbiory cylindryczne U(e1, . . . , en) = {x ∈ XB : xi = ei, i = 1, . . . , n}, gdzie
(e1, . . . , en), ej ∈ Ej, jest sko«czon¡ drog¡ w B. Przestrze«XB z t¡ topologi¡ jest przestrzeni¡
Cantora. Je±li B jest diagramem Brattelego, to dla ka»dego n > 1 oznaczamy przez Gn grup¦
tych homeomor�zmów przestrzeni XB, które permutuj¡ jedynie pierwsze n pocz¡tkowych
odcinków dróg niesko«czonych {e1, . . . , en, en+1 . . .} ∈ XB. Przyjmijmy GB =

⋃
n>1Gn.

De�nicja 12. Grup¦ GB nazywamy peªn¡ grup¡ diagramu Brattelego B.

Peªne grupy diagramów Brattelego nazywa si¦ te» grupami aproksymatywnie sko«czo-
nymi.

Pewne wªasno±ci dynamiczne i algebraiczne peªnych grup diagramów Brattelego s¡ wy-
znaczone przez wªasno±ci kombinatoryczne diagramów Brattelego (zob. [H6], roz. 2.1).

Uwaga 1. Niech B = (V,E) b¦dzie diagramem Brattelego, a GB jego peªn¡ grup¡.

1. Ukªad dynamiczny (XB, GB) jest minimalny, tj. ka»da GB-orbita jest g¦sta, wtedy
i tylko wtedy, gdy diagram B jest prosty, tzn. dla ka»dego n > 1 istnieje m > n takie,
»e ka»dy wierzchoªek z Vn jest poª¡czony z ka»dym wierzchoªkiem z Vm.

2. Ukªad dynamiczny (XB, GB) jest minimalny wtedy i tylko wtedy, gdy komutant grupy
GB jest grup¡ prost¡, tj. nie ma nietrywialnych podgrup normalnych.

3. Grupa GB jest prosta wtedy i tylko wtedy, gdy dla ka»dego n > 1 istnieje m > n takie,
»e ka»dy wierzchoªek z Vn jest poª¡czony z ka»dym wierzchoªkiem z Vm oraz liczba
dróg ª¡cz¡cych te wierzchoªki jest parzysta. Takie diagramy Brattelego nazywamy pa-
rzystymi. Grupa GB pokrywa si¦ wtedy ze swoim komutantem.

4. Przypu±¢my, »e istnieje d ∈ N takie, »e |Vi| 6 d dla ka»dego i ∈ N. Wtedy ukªad
dynamiczny (XB, GB) ma co najwy»ej d niezmienniczych miar ergodycznych.

Gªówny rezultat pracy [H6] jest nast¦puj¡cy:
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Twierdzenie 13. Niech GB b¦dzie peªn¡ grup¡ prostego diagramu Brattelego B. Zaªó»my,
»e grupa GB jest prosta i (GB, XB) ma sko«czenie wiele niezmienniczych miar ergodycz-
nych µ1, . . . , µk. Dla ka»dego charakteru nieprzywiedlnego χ grupy GB istniej¡ parametry
α1, . . . , αk ∈ {0, 1, . . . ,∞} takie, »e

χ(g) = µ1(Fix(g))α1 · · ·µk(Fix(g))αk (4.1)

dla ka»dego g ∈ G. Tutaj Fix(g) = {x ∈ XB : g(x) = x}.

Zauwa»my, »e wzór (4.1) mo»na zapisa¢, wykorzystuj¡c odzorowanie (2.1) prowadz¡ce od
miar do charakterów. Rozwa»my mianowicie miar¦ µα = µ⊗α1

1 ⊗ · · · ⊗ µ⊗αk
k na Xα1+...+αk

B .
Wtedy wzór (4.1) mo»na zapisa¢ jako χ(g) = µα(Fix(g)), g ∈ G. Twierdzenie 13 potwierdza
zatem hipotez¦ Vershika dla klasy AF-grup. Ponadto, wykorzystuj¡c rezultaty pracy [H6],
w [H7] pokazali±my, »e wszystkie nietrywialne ergodyczne podgrupy losowe dla AF-grup s¡
postaci ϕ = Ψ∗µα, α ∈ Zk+ (zob. (2.2)).

4.2 Dziaªania ±cie±nialne i grupy Higmana-Thompsona

De�nicja 14. Niech n i r b¦d¡ ustalonymi liczbami naturalnymi. Grupa Fn,r skªada si¦ z
tych kawaªkami liniowych, rosn¡cych homeomor�zmów h przedziaªu [0, r], których punkty
osobliwe nale»¡ do zbioru Z[1/n] = { p

nk : p, k ∈ N}, przy czym pochodna funkcji h w ka»dym
punkcie nieosobliwym jest równa nk dla pewnego k ∈ Z.

Grupa Gn,r skªada si¦ z tych prawostronnie ci¡gªych bijekcji przedziaªu [0, r) na siebie,
które s¡ kawaªkami liniowe, maj¡ sko«czenie wiele punktów nieci¡gªo±ci i punktów osobliwych
i wszystkie te punkty nale»¡ do Z[1/n]; ponadto wszystkie nachylenia funkcji nale»¡ do
{nk : k ∈ Z} i funkcja przeprowadza Z[1/n] ∩ [0, r) na siebie.

Zauwa»my, »e Fn,r ⊂ Gn,r. W istocie, Fn,r skªada si¦ dokªadnie z tych elementów g ∈
Gn,r, które s¡ ci¡gªe. Komutanty grup Fn,r i Gn,r s¡ proste. Abelianizacja grupy Fn,r jest
izomor�czna z Zn (zob. [8], roz. 4). Abelianizacja grupy Gn,r jest trywialna dla n parzystego
i równa Z/2Z dla n nieparzystego (zob. [28]).

W pracy [H5], aby bada¢ charaktery grup Higmana-Thompsona, wprowadzamy poj¦cie
dziaªa« ±cie±nialnych. Zaªó»my, »e grupa G dziaªa na niesko«czonej przestrzeni topologicznej
Hausdor�a X. Dla g ∈ G de�niujemy no±nik wzorem supp(g) = {x ∈ X : g(x) 6= x}.

De�nicja 15. Mówimy, »e dziaªanie grupy G na X jest ±cie±nialne, je±li istnieje baza U
topologii w X o nast¦puj¡cych wªasno±ciach:

(i) dla ka»dego g ∈ G istnieje U ∈ U takie, »e supp(g) ⊂ U ;

(ii) dla ka»dego U1, U2 ∈ U istnieje g ∈ G takie, »e g(U1) ⊂ U2;

(iii) dla dowolnych U1, U2, U3 ∈ U z U1 ∩ U2 = ∅ istnieje g ∈ G takie, »e g(U1) ∩ U3 = ∅
oraz supp(g) ∩ U2 = ∅.

(iv) dla dowolnych U1, U2 ∈ U istnieje U3 ∈ U takie, »e U3 ⊃ U1 ∪ U2.

Udowodniamy:
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Twierdzenie 16. Zaªó»my, »e prosta grupa przeliczalna G ma dziaªanie ±cie±nialne na re-
gularnej przestrzeni Hausdor�a X. Wtedy ka»dy charakter grupy G jest kombinacj¡ liniow¡
charakteru regularnego i charakteru trywialnego.

Dowodzimy równie», »e komutant F ′n,r ma dziaªanie ±cie±nialne na [0, r], sk¡d wywnio-
skowujemy:

Twierdzenie 17. Niech G = Fn,r lub G = Gn,r dla pewnych n, r. Wtedy G′ ma tylko dwa
charaktery nieprzywiedlne: regularny i trywialny. Jesli χ jest charakterem nieprzywiedlnym
grupy G, to albo χ jest charakterem regularnym, albo χ(g) = ρ([g]), gdzie [g] jest obrazem
elementu g w abelianizacji G/G′, a ρ : G/G′ → T jest pewnym homomor�zmem grup.

St¡d otrzymujemy wniosek, »e wszystkie wierne dziaªania ergodyczne grup Higmana-
Thompsona, zachowuj¡ce miar¦, s¡ zasadniczo wolne.

Jako zastosowanie dziaªa« ±cie±nialnych i twierdzenia 16, w [H5] udowodnili±my twier-
dzenie 17 dla peªnych grup nieredukowalnych przesuni¦¢ typu sko«czonego. De�nicje mo»na
znale¹¢ w [34].

4.3 Grupy sªabo gaª¦ziowe

Grupy sªabo gaª¦ziowe to klasa grup dziaªaj¡cych na drzewach ukorzenionych. Dla prostoty
ograniczymy si¦ do regularnych drzew ukorzenionych.

De�nicja 18. d-regularne drzewo ukorzenione Td to drzewo, którego zbiór wierzchoªków ma
rozkªad V =

⋃
i>0 Vi na rozª¡czne zbiory Vi (poziomy drzewa) o nast¦puj¡cych wªasno±ciach:

(i) V0 = {v0} jest pojedynczym wierzchoªkiem, poª¡czonym z d wierzchoªkami z V1;
(ii) ka»dy wierzchoªek z Vn dla n ∈ N jest poª¡czony z dokªadnie d + 1 wierzchoªkami:

jednym z Vn−1 i d wierzchoªkami z Vn+1.

Ustalmy d > 2. Niech Aut(Td) oznacza grup¦ wszystkich automor�zmów grafu Td. Za-
uwa»my, »e elementy grupy Aut(Td) zachowuj¡ poziomy Vn. Brzeg ∂Td to zbiór wszystkich
niesko«czonych dróg w Td o pocz¡tku w v0 i przechodz¡cych przez ka»dy poziom Vn dokªad-
nie jeden raz. Dla ka»dego v ∈ Vn istnieje poddrzewo Tv ⊂ Td z korzeniem w v, izomor�czne z
Td. Niech ∂Tv ⊂ ∂Td b¦dzie jego brzegiem. Wprowad¹my w ∂Td topologi¦ generowan¡ przez
zbiory ∂Tv, v ∈ V . Grupa Aut(Td) dziaªa w sposób ci¡gªy na ∂Td. Przestrze« ∂T ma dokªad-
nie jedn¡ miar¦ Aut(Td)-niezmiennicz¡ µ. Jest to miara Bernoullego taka, »e µ(∂Tv) = 1

dn

dla ka»dego v ∈ Vn, n ∈ N.
Niech G < Aut(Td). Dla n ∈ N i v ∈ Vn oznaczmy przez StG(v) stabilizator wierzchoªka

v, a przez StG(n) podgrup¦ stabilizuj¡c¡ wszystkie punkty z Vn:

StG(v) = {g ∈ G : gv = v}, StG(n) =
⋂
v∈Vn

StG(v).

Zauwa»my, »e podgrupy StG(n), n ∈ N, s¡ normalne w G i maj¡ sko«czony indeks. De�niu-
jemy sztywny stabilizator ristG(v) wierzchoªka v jako podgrup¦ tych elementów g ∈ G. które
dziaªaj¡ trywialnie na poddrzewie Tv. Sztywny stabilizator n-tego poziomu de�niujemy jako
podgrup¦ generowan¡ przez sztywne stabilizatory wszystkich wierzchoªków v ∈ Vn, tj.

ristG(n) = 〈ristG(v) : v ∈ Vn〉.
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De�nicja 19. Grup¦ G < Aut(Td) nazywamy gaª¦ziow¡, je±li dziaªa w sposób przechodni na
ka»dym poziomie Vn drzewa Td, przy czym dla ka»dego n podgrupa ristG(n) ma sko«czony
indeks w G. Grup¦ G < Aut(Td) nazywamy sªabo gaª¦ziow¡, je±li dziaªa w sposób przechodni
na ka»dym poziomie Vn oraz grupa ristG(n) jest niesko«czona dla ka»dego n (równowa»nie,
grupa ristG(v) jest nietrywialna dla ka»dego wierzchoªka v).

Zauwa»my, »e ka»da grupa gaª¦ziowa jest sªabo gaª¦ziowa. Z Proposition 6.5 w pracy [26]
wynika, »e (G, ∂Td, µ) jest ergodyczne wtedy i tylko wtedy, gdy dziaªanie G jest przechodnie
na ka»dym poziomie Vn. Podobnie rzecz si¦ ma dla innych wªasno±ci, jak minimalno±¢, topo-
logiczna przechodnio±¢ i jednoznaczna ergodyczno±¢. W szczególno±ci dziaªanie grup sªabo
gaª¦ziowych na (∂Td, µ) jest ergodyczne.

Dla n ∈ N i G < Aut(Td) rozwa»my dziaªanie diagonalne grupy G na (∂T nd , µ
⊗n):

g(x1, . . . , xn) = (gx1, . . . , gxn) dla g ∈ G, (x1, . . . , xn) ∈ ∂T nd .

W [H4] udowodnili±my

Stwierdzenie 20. Dla ka»dej grupy sªabo gaª¦ziowej G < Aut(Td) i ka»dego n ∈ N dziaªanie
diagonalne grupy G na (∂T nd , µ

⊗n) jest perfekcyjnie niewolne (zob. de�nicj¦ 5). Je±li grupa G
jest gaª¦ziowa oraz n > 2, to dziaªanie to ma niesko«czenie (przeliczalnie) wiele skªadowych
ergodycznych.

Jako wniosek, dla ka»dej grupy gaª¦ziowej otrzymali±my niesko«czenie (przeliczalnie)
wiele charakterów nieprzywiedlnych i ergodycznych losowych podgrup niezmienniczych.

Przypomnijmy, »e je±li T jest d-regularnym drzewem ukorzenionym, to jego brzeg ∂T
mo»na uto»sami¢ z przestrzeni¡ ci¡gów {xj}j∈N, gdzie xj ∈ {1, . . . , d}. Niech

P =
{
p = (p1, p2, . . . , pd) : pi > 0 dla i = 1, 2, . . . , d oraz

d∑
i=1

pi = 1
}

(4.2)

b¦dzie zbiorem wszystkich rozkªadów prawdopodobie«stwa na alfabecie {1, 2, . . . , d}, przy-
pisuj¡cych dodatnie prawdopodobie«stwo ka»dej literze, oraz niech

P∗ = {p ∈ P : pi 6= pj dla dowolnych 1 6 i < j 6 d}. (4.3)

Dla p ∈ P oznaczmy przez µp =
∏

N p miar¦ Bernoullego na ∂T . Gówny rezultat pracy [H2]
jest nast¦puj¡cy:

Twierdzenie 21. Niech G b¦dzie przeliczaln¡, podwykªadniczo ograniczon¡ grup¡ sªabo gaª¦-
ziow¡, dziaªaj¡c¡ na pewnym regularnym drzewie ukorzenionym, oraz niech p ∈ P∗. Wtedy:

1) reprezentacja Koopmana κp stowarzyszona z dziaªaniem grupy G na (∂T, µp) jest nie-
przywiedlna;

2) reprezentacja ta nie jest unitarnie równowa»na »adnej reprezentacji kwaziregularnej
ρx, x ∈ ∂T ;

3) reprezentacje Koopmana odpowiadaj¡ce ró»nym p ∈ P∗ s¡ parami rozª¡czne.

�Grupa podwykªadniczo ograniczona� oznacza tu grup¦ podwykªadniczo ograniczonych au-
tomor�zmów drzewa T . Zauwa»my, »e na mocy tego twierdzenia dla ka»dej grupy sªabo
gaª¦ziowej otrzymujemy kontinuum ró»nych nieprzywiedlnych reprezentacji Koopmana.
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4.4 Widma reprezentacji zwi¡zanych z dziaªaniami grup

W [H3] badali±my z Grigorchukiem zwi¡zki pomi¦dzy wªasno±ciami spektralnymi reprezenta-
cji Koopmana, kwaziregularnych i grupoidowych. Dla danej reprezentacji unitarnej U grupy
G i danego elementu m ∈ C[G] (lub ogólnie m ∈ l1(G)) rozwa»my operator typu Hecke

U(m) =
∑
s∈G

m(s)U(s).

Oznaczmy przez σ(A) widmo operatora A. Gªówny rezultat pracy [H3] jest nast¦puj¡cy:

Twierdzenie 22. 1) Je±li grupa przeliczalna G dziaªa ergodycznie na standardowej prze-
strzeni probabilistycznej (X,µ), zachowuj¡c miar¦, oraz m ∈ C[G], to

σ(κ(m)) ⊃ σ(ρx(m)) = σ(π(m)) (4.4)

dla µ-prawie wszystkich x ∈ X, gdzie κ jest reprezentacj¡ Koopmana, π jest reprezentacj¡
grupoidow¡ stowarzyszon¡ z dziaªaniem G na X, a ρx s¡ reprezentacjami kwaziregularnymi.
2) Je±li ponadto (G,X, µ) jest hipersko«czone, to

σ(κ(m)) = σ(π(m)). (4.5)

3) Je±li zachodz¡ zaªo»enia punktu 1) oraz miara µ jest G-niezmiennicza i nieatomowa, to
σ(κ0(m)) = σ(π(m)), gdzie κ0 jest ograniczeniem reprezentacji κ do dopeªnienia ortogonal-
nego przestrzeni funkcji staªych w L2(X,µ).

Jako zastosowanie znale¹li±my widmo grupy torsyjnej G = 〈a, b, c, d〉 po±redniego wzrostu
skonstruowanej przez Grigorchuka w [25] i badanej w pracy [24] oraz w innych pracach.

Twierdzenie 23. Widmem grafu Cayleya grupy G jest [−2, 0] ∪ [2, 4].

4.5 Niesko«czone produkty wiankowe

Niech Γ b¦dzie grup¡ z topologi¡ dyskretn¡, a Γn jej n-tym iloczynem kartezja«skim. Niech
e b¦dzie jedynk¡ w Γ. Dla ka»dego n ∈ N grupa Γn−1 zanurza si¦ w Γn za pomoc¡ wzoru

(γ1, γ2, . . . , γn−1)→ (γ1, γ2, . . . , γn−1, e).

Niech Γ∞ oznacza granic¦ prost¡ grup Γn. Mo»na j¡ uwa»a¢ za grup¦ ci¡gów niesko«czonych
w Γ o prawie wszystkich elementach równych e. Niesko«czona grupa symetryczna S(∞)
dziaªa na Γ∞, permutuj¡c wspóªrz¦dne. Iloczyn póªprosty S(∞) n Γ∞ nazywamy niesko«-
czonym produktem wiankowym.

W pracy [13] klasy�kujemy charaktery nieprzywiedlne grupy S(∞) n Γ. Aby unikn¡¢
zb¦dnych szczegóªów technicznych, opiszemy tu jedynie przestrze« parametrów dla tych cha-
rakterów. Podobnie jak dla grupy S(∞), rozpatrujemy dwa (sko«czone lub niesko«czone)
ci¡gi nierosn¡ce liczb α = {αk}, β = {βj} speªniaj¡ce warunek∑

k

αk +
∑
j

βj 6 1. (4.6)
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Niech ρ = {ρk} , % = {%j} b¦d¡ dwoma ci¡gami (tej samej mocy co odpowiednio α i β)
sko«czenie wymiarowych reprezentacji nieprzywiedlnych grupy Γ o tej wªasno±ci, »e∑

k

αk · dim ρk +
∑
j

βj · dim %j 6 1.

Je±li nierówno±¢ ta jest ostra, oznaczmy przez τ reprezentacj¦ grupy Γ typu sko«czonego;
w przeciwnym razie niech τ oznacza funkcj¦ na Γ to»samo±ciowo równ¡ zeru. Pokazujemy,
»e charaktery nieprzywiedlne grupy S(∞) n Γ∞ s¡ sparametryzowane przez powy»sze ro-
dziny liczb i reprezentacji {α, β, ρ, %, τ}, np. istnieje bijekcja mi¦dzy zbiorem takich rodzin
a zbiorem charakterów nieprzywiedlnych grupy S(∞) n Γ∞.

4.6 Rezultaty z dynamiki holomor�cznej

Dynamika holomor�czna bada iteracje odwzorowa« holomor�cznych (tj. analitycznych w
sensie zespolonym). Typowe przykªady to wielomiany i funkcje wymierne. Jednym z klu-
czowych obiektów zainteresowania jest zbiór tych punktów, dla których iteracje danego od-
wzorowania zachowuj¡ si¦ chaotycznie, tzw. zbiór Julii. W szeregu prac badaªem zªo»ono±¢
obliczeniow¡ zbiorów Julii. Z grubsza mówi¡c, chodziªo o ustalenie, jak szybko mo»na uzy-
ska¢ za pomoc¡ komputera dokªadne aproksymacje danego zbioru Julii. Znalazªem kilka
wa»nych przypadków, w których ta zªo»ono±¢ jest wielomianowa, co pozwala na uzyskiwanie
efektywnych obrazów na ekranie:

• odwzorowania wymierne z nierekurentnymi orbitami krytycznymi
[12];

• odwzorowania wymierne speªniaj¡ce warunek Colleta-Eckmanna
[17] (praca wspólna z Yampolskim);

• wielomiany Feigenbauma drugiego stopnia
[18] (praca wspólna z Yampolskim).

Jednym z najwa»niejszych moich rezultatów w dynamice holomor�cznej jest rozstrzy-
gni¦cie dawno postawionego pytania o to, czy zbiór Julii znanego wielomianu Feigenbauma
ma dodatni¡ miar¦. Wspólnie z Sutherlandem pokazali±my [16], »e zbiór ten ma wymiar
Hausdor�a mniejszy ni» 2, a zatem ma miar¦ zero.

Przedmiotem mojej pracy doktorskiej byªy dwie kwestie:
1) wielomianowa zªo»ono±¢ obliczeniowa dla zbiorów Julii odwzrorowa« wymiernych z niere-
kurentnymi orbitami krytycznymi;
2) opis dynamiki odwzorowa« wymiernych, które maj¡ prosty paraboliczny punkt staªy
(tj. punkt staªy o krotno±ci 1 z niezerow¡ drug¡ pochodn¡ w tym punkcie), z u»yciem teorii
odradzania (resurgent theory).

5 Curriculum vitae

5.1 Granty, nagrody i wyró»nienia

• Grant Polonez Polskiego Centrum Nauki, 2017-2019 (gªówny badacz).
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• Daniel B. DeLury Teaching Award, University of Toronto, 2012.

• Connaught Graduate Scholarship, 2008-2012 (Connaught Foundation).

• Ontario Graduate Scholarship, 2008-2011.

• Nagroda Akademii Nauk Ukrainy, 2007.

• Srebrne medale Mi¦dzynarodowych Olimpiadach Matematycznych, Glasgow, 2002, i
Washington, 2001.

5.2 Wyst¡pienia na zaproszenie na konferencjach

• January 28, 2019, Can one hear the shape of a group?, Alfred Renyi Institute of Ma-
thematics, Budapest, Hungary.

• January 17, 2019, On computational complexity of Cremer Julia sets, Ergodic Theory
and Dynamical Systems Seminar, University of Warwick, Coventy, UK.

• January 15, 2019, On Hausdor� dimension of the Feigenbaum Julia set, Dynamical
Systems Seminar, Imperial College London, UK.

• July 23, 2018, On Hausdor� dimension of the Feigenbaum Julia set, Dynamical Systems
Seminar, University of Barcelona, Spain.

• July 5, 2018, On computability and computational complexity of Julia sets, New De-
velopments in Complex Analysis and Function Theory, University of Crete, Heraklion,
Greece.

• March 27, 2018, On the Lebesgue measure of the Feigenbaum Julia set, Algorithmic
Questions in Dynamical Systems, Institut de Mathématiques de Toulouse, France.

• August 14, 2017, On the Julia set of the Feigenbaum quadratic polynomial, Conference
�Just a little calculation in dynamics�, B¦dlewo, Poland.

• April 5, 2016, On computational aspects of the Feigenbaum �xed point of period-
doubling renormalization, Workshop �Computation in Dynamics�, ICERM, Brown Uni-
versity, USA.

• March 20, 2016, On measure of the Feigenbaum �xed point Julia set, AMS special
session �Holomorphic Dynamics�, Spring Eastern Sectional Meeting, Stony Brook Uni-
versity, USA.

• February 26, 2016, On spectra of Koopman, groupoid and quasi-regular representations,
New York Applied Algebra Collogquium, CUNY Graduate Center, USA.

• November 12, 2015, On Koopman, groupoid and quasi-regular representations and
weakly branch groups, Conference �Geometric and Probabilistic Methods in Group
Theory and Dynamical Systems�, Texas A&M University, USA.
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• September 12, 2014, On diagonal actions of branch groups and the corresponding
characters, Linear Analysis Seminar, Texas A&M University, USA.

• September 10, 2014, Representations associated with group actions and spectra of
Hecke type operators, Groups and Dynamics Seminar, Texas A&M University, USA.

• February 25, 2014, On characters of approximately �nite groups and Higman-Thompson
groups, Conference �Groups acting on rooted trees and around�, Paris, France.

• December 8, 2013, The Julia set of the Feigenbaum map is poly-time computable,
Section �Holomorphic dynamics and related topics�, CMS Winter meeting, Ottawa,
Canada.

5.3 Dziaªalno±¢ organizacyjna

• Wspóªorganizowanie konferencji �Dynamics, measures and dimensions�, B¦dlewo, 7-12
kwietnia, 2019.

• Zima 2019 - dzi±: wspóªorganizowanie seminarium Holomorphic Dynamics Learning w
IMPAN.

• Wspóªorganizowanie konferencji �On geometric complexity of Julia sets�, B¦dlewo, 18-
23 marca, 2018.

• Jesie« 2017 - dzi±: wspóªorganizowanie Dynamics Seminar w IMPAN.

• Jesie« 2016 - wiosna 2017: wspóªorganizowanie Dynamics Seminar i Dynamics Mini-
Courses w Mathematics Department, University of Toronto.

• Wspóªorganizowanie AMS special session on Holomorphic Dynamics at Spring Eastern
Sectional Meeting, Stony Brook University, 19-20 kwietnia, 2016.

• Jesie« 2012 � 2016: redaktor serii preprintów IMS.

• Jesie« 2012: mini-kurs Dynamics of parabolic germs via Resurgent Theory.

• Jesie« 2011: koordynowanie Dynamics Learning Seminar w Mathematics Department,
University of Toronto.

• 2009 - 2010: prowadzenie Graduate Student Seminar w Mathematics Department, Uni-
versity of Toronto.

• 2008 � 2009: prowadzenie kóªek matematycznych dla uczniów szkóª ±rednich w Univer-
sity of Toronto, Mississauga i na kampusach St. George.

Recenzowanie prac do: Journal of European Mathematical Society, Mathematical Reports -
Comptes rendus mathématiques, Communications in Mathematical Physics, Mathematical
Reviews, Discrete and Continuous Dynamical Systems.
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