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1 Podstawa habilitacji

Podstawe habilitacji stanowi seria 7 artykutow pod wspolnym tytutem
Characters of discrete infinite groups and related questions
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2 Wstep

Teoria charakterow zostata stworzona przez Georga Frobeniusa i Williama Burnside’a w zwiazku
z problemem klasyfikacji grup skoniczonych. Charakter grupy skoniczonej to macierzowy $lad
reprezentacji grupy. Charaktery pelnia centralna role w klasyfikacji grup skoniczonych i w do-
wodach wielu waznych rezultatow teorii grup, jak twierdzenie Feita-Thompsona i twiedzenie
Burnside’a. Charaktery grup symetrycznych maja zastosowania w kombinatoryce diagramow
Younga i innych obiektow.

Dla grup nieskonczonych charaktery znajduja zastosowania przede wszystkim do bada-
nia reprezentacji grup. Struktura zbioru wszystkich reprezentacji moze by¢ skomplikowana.
Charaktery nieskoniczonych grup dyskretnych odpowiadaja waznej klasie reprezentacji typu
skonczonego i w wielu wypadkach sg istotne przy klasyfikacji takich reprezentacji.

Inne pole zastosowan to wtasnosci asymptotyczne grup skoniczonych i ich charakteréow.
Jak zauwazyli Sergei Kerov i Anatoly Vershik, charaktery grup lokalnie skoficzonych mozna
rozpatrywac¢ jako granice charakteréow grup skonczonych i rozwija¢ asymptotyczna teorie



charakterow, bazujac na grupach symetrycznych. Doprowadzito to do odkrycia wielu feno-
menéw kombinatorycznych zwigzanych z asymptotycznym zachowaniem diagraméw Younga
i tableaux”.

Charakterow mozna tez uzy¢ do skonstruowania grupy dualnej Pontriagina dla grup
nieprzemiennych i rozwijania analizy harmonicznej na takich grupach. Charaktery i repre-
zentacje typu skoriczonego sa w naturalny sposob generowane przez ergodyczne dzialania
grup i wiele wlasnoéci takich dziatan mozna wyrazi¢ w jezyku charakterow i reprezentacji.
Prezentowana rozprawa habilitacyjna jest poSwiecona badaniu charakteréw réznych klas nie-
skoniczonych grup dyskretnych oraz relacji miedzy wtasnosciami charakteréow i wtasnosciami
dziatan grup, a takze innym zagadnieniom pokrewnym.

2.1 Charaktery i reprezentacje

Definicja 1. Charakter grupy G to funkcja y : G — C spelniajaca nastepujace warunki:

1) x(g192) = x(g291) dla dowolnych g1, g2 € G;

2) macierz {X (gigj_l) }:szl jest dodatnio potokreslona dla dowolnych ni gy, ..., 9, € G;
3) x(e) =1, gdzie e jest jedynka grupy.

Najprostsze przyklady to: charakter trywialny y,, dany wzorem x,(g) = 1 dla g € G'i cha-
rakter regularny Xreg(g) = dg (réwny 1 w jedynce grupy i zero na pozostalych elementach).
Dla nich wlasnosci 1) — 3) tatwo sprawdzi¢ bezposrednio.

Charaktery pojawiaja sie w naturalny sposob w teorii reprezentacji. Rozpatrujemy tu je-
dynie reprezentacje unitarne, czyli homomorfizmy 7 grupy G' w grupe operatordéw unitarnych
na pewnej przestrzeni Hilberta H. Jesli przestrzen ta jest skoniczenie wymiarowa, mozemy
okredli¢ charakter reprezentacji m wzorem

1

= (hm—(H)TY(W(Q)),

Xﬂ(9>

gdzie Tr jest Sladem macierzy. Jesli przestrzenn H jest nieskonczenie wymiarowa, mozemy
stowarzyszy¢ z m pewna algebre von Neumanna M, (najmniejsza algebre operatorow, do-
mknieta w x-stabej topologii i zawierajaca 7(G)). Jesli algebra M, jest typu skoriczonego
(zob. np. [40], roz. 5), to ma Slad tr (naturalne uogolnienie sladu macierzowego) i funkcja
x(g) = tr(m(g)) jest charakterem na G. W ten sposob charaktery odgrywaja istotna role w
klasyfikacji reprezentacji grup.

Zauwazmy, ze charaktery grupy G tworza sympleks, tj. dla dowolnych charakterow yq,
X2 na G oraz liczby 0 < a < 1 funkcja x = ax; + (1 — a)xz jest tez charakterem.
Punkty ekstremalne tego sympleksu nosza nazwe charakterow nieprzywiedlnych. Wiadomo,
ze dla grupy abelowej I' charaktery nieprzywiedlne to doktadnie homomorfizmy grupowe
o : ' > T ={z € C: |z]| =1}. W szczegolnosci na lokalnie zwartej grupie abelowej I'
ciggte charaktery nieprzywiedlne tworza grupe dualng Pontriagina dla I', wazna w analizie
harmonicznej na I'. Zbiér charakteréw nieprzywiedlnych grupy nieabelowej jest naturalnym
uogodlnieniem grupy dualnej Pontriagina, pozwalajacym w wielu wypadkach na rozwijanie
analizy harmonicznej na takich grupach.



Jednym z glownych problemoéw teorii charakterow jest opisanie wszystkich charakterdw
nieprzywiedlnych. Problem ten zostal rozwigzany tylko dla niektorych klas grup:

e nieskoriczona grupa symetryczna S(oco) [41] (zob. tez
[30], [36]);

e nieskonczona ogdlna grupa liniowa nad ciatem skoriczonym GL(oo,F,)

[39];
e nieskoriczenie wymiarowa grupa unitarna U(oo) [46];

e ogoblna grupa liniowa GL,(K) i specjalna grupa liniowa SL,(K) nad ciatem nieskon-
czonym K [31];

e specjalna grupa liniowa o wspotczynnikach catkowitych SL,(Z), n > 3
[3]:

e grupa przetasowan (rearrangements) wymiernych przedziatu

[23];

e granice skorniczonych grup alternujacych wzgledem zanurzen diagonalnych
[33].

Naturalnym zZrodtem przyktadow charakterow sa dziatania grup. Jesli grupa przeliczalna
G dziata z zachowaniem miary na przestrzeni Lebesgue’a (X, i1), to funkcja x,(g) = p(Fix(g)),
gdzie Fix(g) = {z € X : gr = x}, jest charakterem. Vershik spopularyzowal hipoteze, ze jesli
grupa G jest dostatecznie ,bogata”, to wszystkie charaktery s tej postaci (by¢ moze z do-
ktadnoscig do czynnika multyplikatywnego) [45]). Hipoteza ta jest stuszna dla powyzszych
klas grup.

Jednym z gtéwnych rezultatow przedktadanej pracy habilitacyjnej jest opis charakterow
nieprzywiedlnych i potwierdzenie tej hipotezy dla dwoch innych klas grup:

1) Obszerna klasa grup aproksymatywnie skonczonych (zwanych réowniez pelnymi grupami
diagramow Brattelego lub krotko AF-grupami). Grupy te sa granicami prostymi skonczo-
nych grup symetrycznych wzgledem zanurzenn blokowo-diagonalnych. Grupy te pojawily sie
w pracach Herman-Putnam-Skau [27] oraz Giordano-Putnam-Skau [22, 21| w zwiazku z teo-
rig rownowaznoéci orbitalnej dla minimalnych ukladéw dynamicznych Cantora oraz teorig
C*-algebr. Autorzy ci pokazali, ze informacje o strukturze algebraicznej AF-grup mozna
wykorzysta¢ do rozrézniania zwiazanych z nimi uktadéw dynamicznych i C*-algebr.

W pracy [11] opisatem charaktery nieprzywiedlne pewnej specjalnej AF-grupy, mianowi-
cie tzw. pelnej grupy dla ergodycznej hiperskonczonej relacji rownowaznosci. Grupe te mozna
rozpatrywac jako granice prosta skoriczonych grup symetrycznych S(2") wzgledem zanurzen
s € S(2") — (s,s) € S(2"*1). Goryachko i Petrov w pracy |23| opisali innymi metodami cha-
raktery nieprzywiedlne AF-grupy, ktora mozna rozpatrywaé jako granice prosta grup S(n!).
W pracy [H6| (wspolnej z Medynetsem), stosujac techniki rozwiniete w [11] i wlasnosci dyna-
miczne AF-grup, opisaliSmy wszystkie charaktery nieprzywiedlne kazdej AF-grupy prostej,
ktora ma skonczenie wiele miar ergodycznych na przestrzeni droég odpowiedniego diagramu
Brattelego.



2) Grupy z rodzin Higmana-Thompsona {F, ,},{G,,}. Grupy te pelnia wazna role w teorii
grup (zob. np. [9]). Najbardziej znana jest grupa Thompsona F' = Fj;, skladajaca si¢ ze
wszystkich kawatkami liniowych przeksztalcen ciagltych przedziatu [0, 1] z osobliwosciami w
punktach {2 : p,¢q € N} z nachyleniem {29 : ¢ € Z}. Pytanie, czy grupa F jest amenabelna,
od dawna pozostaje otwarte.

W pracy [H5| (wspolnej z Medynetsem) podalismy peten opis charakteréw nieprzywiedl-
nych dla grup z rodziny Higmana-Thompsona. Pokazalismy, ze dla kazdej grupy Higmana-
Thompsona G zbiér charakteréw nieprzywiedlnych sktada sie z charakteru regularnego Xyeq
oraz z homomorfizméw grupowych ¢ : G/G’ — T z abelianizacji grupy G do okregu jednost-
kowego. Jako zastosowanie do teorii ergodycznej pokazaliSmy, ze dla dowolnej grupy prostej
Higmana-Thompsona kazde wierne dzialanie zachowujace miare na przestrzeni probabili-
stycznej jest zasadniczo wolne.

Wezesniej, wspolnie z Nikolajem Nessonowem podalismy pelny opis charakteréw nieprzywie-
dlnych dla iloczynow polprostych nieskonczonej grupy symetrycznej i nieskonczonej potegi
kartezjanskiej grupy dyskretnej, S(oo) x I' (czasami nazywanych nieskonczonymi produk-
tami wiankowymi). Grupy S(oco) X '™ sa naturalnymi rozszerzeniami nieskonczonej grupy
symetrycznej S(00). Gdy grupa I' jest skoriczona, charaktery grupy S(oo) x I' byly badane
przez Boyera |7] z punktu widzenia C*-algebr i Ky-funktora. W pracy [13] wspolnej z Nessono-
wem podalismy pelny opis charakteréw nieprzywiedlnych dla S(oc) x I'* dla dowolnej grupy
I'. Jest to uogolnienie rezultatu Thoma [41], ktory klasyfikuje charaktery nieprzywiedlne dla
S(00). Ponadto w pracah [14] i [15] opisaliSmy projektywne charaktery nieprzywiedlne grup
S(o00) X Z5°. Jest to uogodlnienie rezultatu Nazarowa [35], dotyczacego S(00).

Co ciekawe, dla powyzszych trzech klas grup sympleksy charakteréw sa bardzo réznych
rozmiaréw. Dla nieskoriczonego produktu wiankowego istnieje kontinuum charakteré6w nie-
przywiedlnych. Dla grup aproksymatywnie skoriczonych mamy przeliczalnie wiele charakte-
row. Dla grup prostych Higmana-Thompsona sg tylko dwa charaktery: trywialny i regularny.

2.2 Nieprzywiedlno$é reprezentacji zwigzanych z dzialaniami grup

Reprezentacje, ktorej nie mozna zapisa¢ jako sume prosta innych reprezentacji, nazywamy
nieprzywieding. Podobnie jak reprezentacje faktorialne, reprezentacje nieprzywiedlne stano-
wia podstawowe czesci sktadowe bardziej skomplikowanych reprezentacji. Ich role mozna
porownadé do roli liczb pierwszych w teorii liczb. Dla nieskoriczonych grup dyskretnych cze-
sto nie udaje sie opisa¢ wszystkich reprezentacji nieprzywiedlnych. Wtedy wazne staje sie
wskazanie duzych klas takich reprezentacji albo udowodnienie, ze konkretne reprezentacje sa
nieprzywiedlne.

Majac dang grupe przeliczalna G dzialajaca na zbiorze X oraz punkt x € X, definiujemy
reprezentacje kwaziregularng p, w 1*(Gx), gdzie Gr jest orbitg punktu z, wzorem

(p(9) N (y) = flg"y)

Zauwazmy, ze klasa izomorfizmu reprezentacji p, zalezy tylko od stabilizatora Stg(z) punktu .
Efektywne kryterium nieprzywiedlnosci reprezentacji kwaziregularneh zostalo podane

przez Mackeya. Przypomnijmy, ze podgrupy Hy, Ho grupy G sa wspdétmierne, jesli HyNHy ma

skonczony indeks w H; oraz w Hs. Podgrupy H; i Hs sa kwazisprzezone w G, jesli podgrupa



gH, g™ ! jest wspolmierna z H, dla pewnego g € G. Definiujemy komensurator podgrupy
H < G jako podgrupe okreslong wzorem

commg(H) = {g € G: HNgHg ' ma skonczony indeks w H oraz w gHg '}.
Mackey udowodnit:

Twierdzenie 2. 1) Niech H bedzie podgrupg nieskoriczonej przeliczalnej grupy dyskret-
nej G. Wtedy reprezentacja kwazireqularna pg/p jest nieprzywiedina wtedy i tylko wtedy,
gdy commg(H) = H.

2) Niech Hy, Hy bedg podgrupami w G takimi, ze commg(H;) = H;, i = 1,2. Wtedy repre-
zentacje pa/u, 1t PG/H, $¢ unitarnie réwnowazne wiedy i tylko wtedy, gdy podgrupy H, i@ Hy
sq kwazisprzezone.

Jesli grupa G dziata na przestrzeni mierzalnej (X, u), gdzie p jest miara probabilistyczna,
z zachowaniem miary, to istnieje naturalna reprezentacja Koopmana r grapy G w L*(X, i),
okreslona wzorem

(5(9).f)(x) = f(g~ ).

Wazno$é tej reprezentacji polega na tym, ze wtlasnosci spektralne s znajduja odbicie we
wlasnosciach dynamicznych dzialania grupy, jak ergodycznos$é lub stabe mieszanie.

Wiadomo, ze jesli dziatanie jest ergodyczne, to operatory x(g) wraz z operatorami mno-
zenia przez funkcje z L™ (X, ) generuja calg algebre operatoréw ograniczonych na L?( X, u1)
w stabej topologii operatorowej. Reprezentacja x ma jako podprzestrzen niezmienniczg zbioér
funkcji staltych na X. Naturalne jest pytanie, czy reprezentacja k jest nieprzywiedlna na
dopelnieniu ortogonalnym tej podprzestrzeni w L*(X, ) (wtedy mowimy, ze k jest prawie
nieprzywiedina). Pytanie to zostalo postawione w pracy Vershika [44] (Problem 4). Od-
powiedzZ jest pozytywna bardzo rzadko. Jednym z niewielu przyktadow jest dowolna gesta
podgrupa grupy Aut([0, 1], u) wszystkich automorfizmow przedziatu jednostkowego, zacho-
wujacych miare Lebesgue’a u, ze staba topologia.

Ogolniej, jesli miara p jest tylko kwaziniezmiennicza, mozna nadal okresli¢ reprezentacje
Koopmana, stosujac pochodng Radona-Nikodyma:

rla) ) =[P pig )

Jesli miara p nie jest niezmiennicza, to funkcje state nie stanowia podprzestrzeni niezmien-
niczej i reprezentacja Koopmana moze by¢ nieprzywiedlna w catym L?(X, p). Znanych jest
kilka przyktadéw dziatan z miarami kwaziniezmienniczymi, dla ktorych reprezentacja Koop-
mana jest nieprzywiedlna:

e dzialania nieprzemiennych grup wolnych na swoich brzegach
(zob. [32] i prace tam cytowane);

e dzialania krat grup Liego (lub grup algebraicznych) na ich brzegach Poissona-Furstenberga
(zob. [4] i prace tam cytowane);



e dzialanie grupy podstawowej rozmaitos$ci zwartej o ujemnej krzywiznie na brzegu tej
rozmaitosci z miarami klasy Patersona-Sullivana [2];

e kanoniczne dziatanie grup Thompsona na odcinku z miara Lebesgue’a
[20].

Przypadek ogo6lny nie jest jednak nalezycie zbadany i znalezienie innych przyktadow stanowi
wyzwanie.

Jeden z waznych rezultatow mojej habilitacji dotyczy nieprzywiedlnosci i roztgcznodci
reprezentacji Koopmana i reprezentacji kwaziregularnej dla dwoch klas dziatan grup:

1) Wspolnie z Grigorchukiem pokazalismy w [H2|, ze reprezentacje kwaziregularne i pewne
reprezentacje Koopmana stowarzyszone z dziataniami grup stabo gateziowych na brzegach
drzew ukorzenionych sg nieprzywiedlne i parami roztaczne.

2) W [H1| pokazalem, ze reprezentacje Koopmana dla dzialan grup Higmana-Thompsona na
odcinkach i ogolnie dla dziatan Sciggajgcych miare sa nieprzywiedlne.

2.3 Dzialania niewolne

Dzialanie grupy G na przestrzeni borelowskiej (X, X)) przez automorfizmy borelowskie wy-
znacza w naturalny sposob odwzorowanie z sympleksu M (X, ¥, G) niezmienniczych miar
probabilistycznych do sympleksu charakterow X' (G), okreslone wzorem

= Xp Xulg) = u(Fix(g)), 9 € G. (2.1)

Powstaje naturalne pytanie, czy punkty ekstremalne w M(X, X, G) (tj. niezmiennicze miary
ergodyczne) przechodza na punkty ekstremalne w X (G) (tj. charaktery nieprzywiedlne).
Okazuje sie, ze ogbélna odpowiedZ jest negatywna. Jesli np. miara p ma te wilasnosé, ze
dzialanie grupy G na (X, X, p) jest zasadniczo wolne (tzn. u(Fix(g)) = 0 dla kazdego g €
G\ {e}), to x, jest charakterem regularnym. Jesli grupa G nie ma nieskonczonych klas
elementow sprzezonych, to charakter ten jest przywiedlny.

Aby badaé, kiedy charaktery odpowiadajace miarom ergodycznym sa nieprzywiedlne,
Vershik [44] wprowadzil pojecie dziatania niewolnego. Zalozmy, ze G jest grupa przeli-
czalng dzialajaca na przestrzeni probabilistycznej (X, %, 1) z zachowaniem miary. Stabili-
zator punktu z € X oznaczamy przez Stg(z) = {g € G : g = z}.

Definicja 3. Mowimy, ze powyzsze dzialanie jest totalnie niewolne (w skrocie TNF), jesli
rodzina zbioréw Fix(g) dla g € G tacznie ze zbiorami miary zero generuje o-algebre 3.

Definicja 4. Mowimy, ze powyzsze dziatanie jest ekstremalnie niewolne (w skrocie ENF),
jesli istnieje podzbior A C X z u(A) = 1 taki, ze Stg(z) # Sta(y), jesli z,y € A, x # y.

Vershik [44] (zob. tez [45]) pokazal, ze dla grup przeliczalnych te dwa pojecia sie pokrywaja.
Postawil on rowniez hipoteze, ze ergodyczne dzialanie grupy przeliczalnej G na (X, %, p) z
zachowaniem miary jest totalnie niewolne wtedy i tylko wtedy, gdy charakter x,, jest nieprzy-
wiedlny. W pracy [H4| (wspdélnej z Grigorchukiem) wykazali$my jednak, ze obie implikacje
tej hipotezy sa falszywe.



W tej samej pracy badaliSmy charaktery grup stabo gateziowych. Sa to grupy dzialajace
na drzewach ukorzenionych z zachowaniem pewnych warunkéw. Ta klasa grup ma liczne
zastosowania w teorii grup, kombinatoryce, teorii spektralnej, dynamice holomorficznej i ra-
chunku prawdopodobienstwa. Zawiera ona ciekawe grupy o nietypowych wtasnosciach, jak
grupa Grigorchuka czy grupa Basilica, przynoszace rozwigzania dawno postawionych pro-
bleméw. Aby badaé te grupy, wprowadziliSmy dwa nowe rodzaje dzialan niewolnych. Tu
przedstawimy pojecie, istotne przy omawianiu charakteré6w nieprzywiedlnych.

Definicja 5. Zalozmy, ze grupa przeliczalna G dziala na przestrzeni Lebesgue’a (X, 3, u)
z zachowaniem miary. Mowimy, ze dziatanie to jest perfekcyjnie niewolne (w skrocie PNF),
jesli istnieje rodzina A podzbioréw mierzalnych w X, ktora wraz ze zbiorami miary zero
generuje 3 i dla kazdego A € A, G-orbita {gx : g € G4} C X jest nieskoriczona dla
pu-prawie wszystkich x € A.

Dla ergodycznych dzialan grup przeliczalnych z zachowaniem miary pokazalismy w [H4],
ze PNF implikuje TNF, i podaliémy nowy dowdd réwnowaznosci TNF 1 ENF. Wykorzystujac
te rezultaty, skonstruowaliSmy nieskonczong przeliczalng rodzine charakteréw nieprzywiedl-
nych dla kazdej grupy stabo gateziowej. Wydaje sie, ze opisanie wszystkich charakterow
nieprzywiedlnych dla dowolnych takich grup jest zadaniem matlo realistycznym. Zauwazmy,
ze wykorzystujac rezultaty niedawnej pracy [5], mozna dla takich grup skonstruowac¢ zbior
charakterow nieprzywiedlnych mocy kontinuum.

2.4 Losowe podgrupy niezmiennicze

Charaktery i dziatania niewolne sa $cidle zwigzane z losowymi podgrupami niezmienniczymi.
Rozpatrzmy zbior Sub(G) wszystkich podgrup grupy G. Zbioér ten ma topologie Tichonowa
jako podzbior w {0,1}%. Grupa G dziata na Sub(G) przez sprzezenie:

H € Sub(G) — g(H) = gHg™' € Sub(G).

Losowa podgrupa niezmiennicza (IRS, invariant random subgroup) w G to G-niezmiennicza
miara probabilistyczna na Sub(G).

Jesli N jest podgrupa normalng w G, to miara Diraca dy skupiona na N jest IRS. Tak
wiec IRS jest uogolnieniem podgrupy normalnej. Mowimy, ze IRS jest ciagla, jesli nie ma
atomow.

Zalozmy, ze grupa G dziala na przestrzeni Lebesgue’a (X, u) 7z zachowaniem miary. Roz-
wazmy odwzorowanie

U: X — Sub(G), ¥(z)=Ste(z). (2.2)

Jesli dziatanie jest ekstremalnie niewolne, to ¥ jest izomorfizmem modulo zbiory miary
zero miedzy (X, u) i (Sub(G), W) (zob. [44]), gdzie W.u oznacza miare indukowana. Jesli
ponadto dzialanie jest ergodyczne i zachowuje miare, a miara p jest bezatomowa, to W, jest
ciagta IRS w G. Ponadto w [1] i [10] udowodniono, ze kazda IRS moze by¢ otrzymana w ten
sposob. Tak wiec TRS sg wazne z punktu widzenia charakteryzacji dziatan zachowujacych
miare.

Naturalnym problemem jest klasyfikacja ergodycznych losowych podgrup niezmienni-
czych (w skrocie EIRS) dla danej grupy. Problem ten zostal rozwiazany tylko dla niektorych
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klas grup. Vershik [45] opisal EIRS w S(c0). Thomas i Tucker-Drob [42], [43] opisali EIRS
w granicach induktywnych grup symetrycznych wzgledem zanurzen diagonalnych oraz w
granicach induktywnych grup alternujacych.

Niech ¢ bedzie IRS w G. Poniewaz ¢ jest miara na Sub(G) niezmiennicza wzgledem
dzialania grupy G, ¢ wyznacza charakter grupy G za pomoca wzoru (2.1):

Xo(9) = ¢({H € Sub(G) : yHg™' = H}), g€ G.

Z drugiej strony, na podstawie [1] istnieje borelowska przestrzen probabilistyczna (X, 3, u)
taka, ze ¢ = U*pu, gdzie ¥ jest odwzorowaniem z (2.2). Mozna tez skonstruowa¢ charakter
Xy» wychodzac od miary . Co ciekawe, prowadzi to do innego wzoru:

Xo(9) = o({H € Sub(G) : g € H}).

Dla pewnych grup charaktery x, i xi, pokrywaja si¢ dla dowolnej IRS ¢. Przyklady to nie-
skoriczona grupa symetryczna [45], grupy aproksymatywnie skoniczone badane w [H7| i grupy
Higmana-Thompsona [H5]. Sa jednak przyklady, gdzie x4 # xj. W przygotowywanej wspol-
nej pracy z Grigorchukiem pokazujemy, ze dla grup gateziowych pewne IRS skonstruowane
w [5] maja te whasnosé.

Relacje miedzy charakterami a IRS mozna wykorzystywaé¢ do uzyskiwania rezultatow
o IRS. Z opisu charakteréw nieprzywiedlnych grup Higmana-Thompsona [H5| wynika, ze
kazda grupa G z tej klasy ma tylko dwie EIRS: 0 i ¢, gdzie {e} jest podgrupa try-
wialna. W pracy [H7] (z Medynetsem), wykorzystujac opis charakterow nieprzywiedlnych
grup aproksymatywnie skoriczonych z |[H6| opisujemy EIRS dla tych grup. Zauwazmy, ze
dla grup badanych w pracach [H5] i [H7] charaktery x, and x|, pokrywaja si¢ dla kazdej
IRS ¢. Ponadto dla tych grup odwzorowanie ¢ — x4 ustala bijekcje miedzy charakterami
nieprzywiedlnymi a ergodycznymi losowymi podgrupami niezmienniczymi. Klasa AF-grup
rozwazana w [H7| zawiera klase granic induktywnych grup symetrycznych wzgledem zanu-
rzeni diagonalnych. Tak wiec rezultaty pracy [H7] uogolniaja klasyfikacje EIRS z [42].

2.5 Wazny przyklad: nieskoriczona grupa symetryczna S(co)

Nieskoriczona grupa symetryczna S(oo) nalezy do grup, ktorych charaktery sa najczesciej
badane. Grupa ta jest okre$lona jako zbior tych bijekeji zbioru liczb catkowitych dodat-
nich, ktore ,ruszaja” tylko skoniczenie wiele elementéw. Mozna jg uwazaé za granice prosta
skoniczonych grup symetrycznych S(n) permutujacych liczby catkowite od 1 do n.

Charaktery nieprzywiedlne grupy S(oo) pierwszy opisal Thoma [41] z analitycznego
punktu widzenia, uzywajac ciagéw catkowicie dodatnich. Pozniej Vershik i Kerov [30] po-
dali inny dowod, w ktorym charaktery nieprzywiedlne grupy S(oo) sa granicami ciagow
charakaterow grup S(n). To podejscie bywa nazywane asymptotyczng teorig charaktercw.
Inne podejscie rozwineli Olshansky i Okunkov. W pracy [36] Okunkov udowodnit twierdze-
nie Thoma, stosujac metody potgrupowe Olshansky’ego. Ponizej krotko omawiamy rezultat
Thoma i objasniamy metody Kerova-Vershika. W moich pracach dotyczacych charakterow
stosowalem pewien wariant podejscia Okunkova-Olshansky’ego; zostanie on omoéwiony w dal-
szych podrozdziatach.
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Dla s € S(oc0) nosnik supp(s) to zbioér tych liczb catkowitych dodatnich ¢, dla ktorych
s(i) # i. Element s € S(00) jest cyklem dlugosci » > 1, jesli ma tylko jedng orbite dtugosci r.
Kazdy element s € S(o0) mozna jednoznacznie (z doktadnoscia do porzadku czynnikow)
zapisac jako iloczyn cykli s15 - - - s, 0 roztacznych nosnikach.

Charaktery nieprzywiedlne grupy S(00) mozna sparametryzowa¢ za pomoca dwoch (skori-
czonych lub nieskoniczonych) nierosnacych ciagow dodatnich liczb catkowitych o = {a;}, 8 =
{Bk} (zwanych parametrami Thoma) spelniajacych warunek Y a; 4+ > 8, > 1. Majac takie
dwa ciagi, definiujemy funkcje ¢ = ¢, p na S(co) nastepujaco:

(1) jesli s € S(o0) ma rozklad na cykle s = sy -+ s, to
o(s) =[] o (si);
i=1

(2) jesli s jest cyklem dtugosci r, to
o(s) = af+ (=11 B
] k

Twierdzenie 6 (Thoma). Funkcja x na S(00) jest charakterem nieprzywiedlnym wtedy
i tylko witedy, gdy x = ¢ dla pewnych parametrow Thoma «, 3.

Mamy S(00) = ey S(n), gdzie S(n) jest grupa bijekcji zbioru {1,2,...,n}. Kerov
i Vershik zauwazyli, ze kazdy charakter nieprzywiedlny y grupy S(oo) jest granica punktows
ciagu x, charakterow nieprzywiedlnych grup S(n):

x(s) = lim x,(s) dla kazdego s € S(00).
n—oo

Charaktery grupy S(n) sa sparametryzowane przez diagramy Younga o n kwadratach. Niech
{A\n} bedzie ciagiem diagraméw Younga, gdzie A, sklada sie z n kwadratow. Oznaczmy
przez ry; i ¢, ; dlugosc¢ i-tego wiersza i i-tej kolumny w A, i niech x,, bedzie charakterem
nieprzywiedlnym grupy S(n) odpowiadajacym A,. Kerov i Vershik pokazali, ze ciag x», jest
zbiezny do pewnej funkcji xy wtedy i tylko wtedy, gdy istnieja granice

a; = lim 7,,;/n, B; = lim ¢,;/n.

Ponadto x jest wtedy powyzsza funkcja ¢, 3. Kerov i Vershik podali nowy dowod faktu,
ze ¢qp jest charakterem, konstruujac reprezentacje m, s typu skoiiczonego taka, ze ¢np =
tr (70, 8)-

Autorzy ci zauwazyli ciekawg asymptotyczng wlasno$é¢ diagraméw Younga. Niech A,
oznacza zbiér wszystkich diagraméw Younga o n kwadratach. Charakter regularny x,es grupy
S(n) ma rozktad

Xreg = Z X, gdzie c) > 0, Z cy = 1.
AEA, XA,
Wspoétezynniki ¢y, maja precyzyjny opis kombinatoryczny i definiuja pewna miare na A,
zwana miarg Plancherela. W [29] Kerov i Vershik pokazali, ze przy n — oo ksztalt typowego
diagramu Younga (po odpowiednim przeskalowaniu) dazy do pewnej krzywej. Whasnosé ta
byta nastepnie badana przez wielu autoréow. Znaleziono w szczeg6lnosci wazne zwigzki z
warto$ciami wlasnymi macierzy losowych (zob. [6] i bibliografi¢ tamze).
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3 Uzyte metody i zaobserwowane wlasno$ci

W tym rozdziale omawiam metody, ktorych uzywam do badania charakteréw i reprezentacj
grup dyskretnych, oraz rozmaite wtasnosci charakterow, ktore mozna zaobserwowac.

3.1 Konstrukcja Gelfanda-Naimarka-Segala i reprezentacje fakto-
rialne

Jedng z waznych metod badania charakteréw jest zastosowanie teorii reprezentacj grup. Jak
widzieliémy we wstepie, reprezentacje pewnego typu prowadza do charakterow. Odwrotny
kierunek jest tez mozliwy. Niech x bedzie charakterem grupy przeliczalnej G. Wtedy istnieje
reprezentacja w grupy G' w pewnej przestrzeni Hilberta H z wyréznionym wektorem & o tej
wlasnosci, ze

x(9) = (7(9)§,€) dla kazdego g € G, (3.1)

gdzie (-,-) jest iloczynem skalarnym w H. Trojke (m, H, &) nazywamy konstrukcjq Gelfanda-
Naimarka-Segala (w skrocie konstrukcja GNS). Opis tej konstrukeji wraz z pewnymi jej
dodatkowymi wlasno$ciami mozna znalez¢ np. w [H6].

Jedli S jest pewnym zbiorem operatoréw w przestrzeni Hilberta H, to jego komutant S’
sktada sie z wszystkich operatoré6w przemiennych z operatorami z S:

S"'={A e B(H): AB = BA dla kazdego B € S},

gdzie B(H) jest algebra wszystkich ograniczonych operator6w liniowych w H. Jesli 7 jest
reprezentacjg unitarng grupy G, oznaczmy przez M, algebre von Neumanna generowana
przez operatory reprezentacji m. Algebre te mozna otrzymac jako drugi komutant zbioru

S =m(G) ={r(g) : g € G}, tj. Mz = (n(G))".

Definicja 7. Reprezentacje 7w grupy G nazywamy faktorialng, jesli M jest faktorem, tj. ma
trywialne centrum: M, N M, = CId.

Konstrukcja GNS prowadzi do bijekcji miedzy charakterami nieprzywiedlnymi grupy G
a reprezentacjami faktorialnymi typu skoriczonego. W ten sposob opis charakteréw sprowadza
sie do opisu reprezentacji. W moich pracach stosuje rozmaite metody teorii reprezentacji,
aby uzyska¢ rezultaty dotyczace charakterow. Reprezentacji mozna tez uzy¢, by wykazad,
ze dana funkcja x na grupie G jest charakterem. Bezposredni dowod, ze x spelnia warunek
2) definicji 1, moze by¢ skomplikowany; niekiedy prosciej jest wskazaé reprezentacje m typu
skoriczonego majaca $lad tr na algebrze M, i taka, ze x(g) = tr(m(g)) dla kazdego g € G.
W pracy [13] (wspolnej z Nessonovem) wykorzystalismy te idee, by skonstruowac charaktery
nieprzywiedlne na nieskonczonych produktach wiankowych S(oo) x I'*°.

3.2 Konstrukcja grupoidowa

Opiszemy tu inng wazna konstrukcje reprezentacji, zwana konstrukcjqg grupoidowq. Szczegoly
mozna znalezé¢ w [19)].

12



Niech (X, ) bedzie standardowa przestrzenia probabilistyczng, na ktérej grupa przeli-
czalna G dziata z zachowaniem miary. Oznaczmy przez R relacje rownowaznosci orbitalnej
na X:

R ={(z,y) € X x X :y =ga dla pewnego g € G}.

Dla AC R iz € X definiujemy A, = AN (X x {z}). Okreslamy miare v na R wzorem

o) = [ |Addduo)

Definicja 8. (Lewa) reprezentacja grupoidowa grupy G to reprezentacja unitarna w w L?(R, v/)
okreslona wzorem

(m(9) /) ((z,y)) = flg~ 'z, y).

Niech ¢ bedzie wektorem jednostkowym danym przez £(x,y) = 0, € L*(R,v), gdzie 0,
jest deltg Kroneckera. Zauwazmy, ze

(m(9)¢, &) = u(Fix(g)) dla kazdego g € G.

Funkcja x(g9) = wu(Fix(g)) jest zatem dodatnio okreslona (spelnia warunek 2) definicji 1)
i jest charakterem.

Konstrukcje grupoidows mozna takze wykorzystac, aby uzyskaé¢ informacje o dziataniach
grupy przeliczalnej na borelowskich przestrzeniach probabilistycznych na podstawie wlasno-
Sci charakterow tej grupy. Na przyktad w pracy [H5| stosujemy te metode, by udowodni¢
nastepujacy rezultat (zob. tez [38]):

Twierdzenie 9. Zalozmy, ze kazda faktorialna reprezentacja typu skonczonego przeliczalnej
1CC grupy G jest albo przeliczalna, albo typu I, oraz ze G ma co najwyzej przeliczalnie wiele
reprezentacyi faktorialnych typu skoniczonego. Wiedy kazde wierne dziatanie ergodyczne grupy
G zachowujgce miare jest zasadniczo wolne.

Rezultat ten wykorzystaliSmy do udowodnienia, ze wierne dziatania ergodyczne prostych
grup Higmana-Thompsona sa zasadniczo wolne.

3.3 Multiplikatywno$¢é charakteré6w nieprzywiedlnych

Dla wielu waznych przyktadow grup (w tym dla wiekszosci grup rozwazanych w tym autore-
feracie) charaktery nieprzywiedlne maja pewna wtasnos$é multiplikatywnosci, ktora ulatwia
ich opis. Wtasnoé¢ ta z grubsza stwierdza, ze dla elementow gy, g2 € G spelniajacych pewne
warunki mamy

x(g192) = x(91)x(92)
dla dowolnego charakteru nieprzywiedlnego grupy G. Aby to zilustrowa¢, rozwazmy nieskon-
czong grupe symetryczna S(o0), czyli grupe bijekcji zbioru N ruszajacych jedynie skonczenie
wiele elementow. Dla s € S(o0) oznaczmy przez supp(s) zbior tych liczb catkowitych, ktorych
s nie pozostawia na miejscu. Wtasnosé¢ multiplikatywnosci dla S(o0) jest nastepujaca:

Stwierdzenie 10. Niech x bedzie charakterem nieprzywiedlnym grupy S(oo). Wtedy x(s12)
= x(s1)x(s2) dla dowolnych s1, s, € S(0) spetniajacych warunek supp(s;) Nsupp(se) = <.
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Naszkicujemy dowod dla elementéw specjalnego typu. Dla i € N niech o; € S(00) zamie-
nia miejscami ¢ oraz ¢ + 1, a inne elementy pozostawia na miejscu. Niech ¢,k € N, £ > 7 + 1.
Rozwazmy konstrukcje GNS (7, H, ) odpowiadajaca x. Zauwazmy, ze dla [ > k elementy
0,0} 1 0,07 sa sprzezone. Zatem

x(aiox) = x(oi01) = (w(0:91)¢, §)- (3:2)

Przyjmijmy dla prostoty, ze ciag operatorow 7(o;) jest zbiezny (w stabej topologii operato-
rowej) do pewnego operatora A (w przeciwnym razie przechodzimy do zbieznego podciagu).
Poniewaz kazdy element g € S(00) rusza tylko skonczenie wiele liczb catkowitych, dla duzych
[ operatory 7(o;) i m(g) sa ze soba przemienne. Wynika stad, ze A komutuje ze wszystkimi
operatorami 7(g), g € S(00), a wiec A € M’.. Z drugiej strony A € M., jako granica ope-
ratorow reprezentacji m. Wobec tego A € M, N M’ = CId, poniewaz 7 jest reprezentacja
faktorialng. Ponadto o; jest sprzezone z o dla kazdego [, a zatem

(A¢,€) = lim(m(01)¢, §) = lim x(01) = X (o).

Wynika stad, ze A = x(ox)Id. Przechodzac do granicy | — oo w (3.2), otrzymujemy zadany
rezultat:

x(oiok) = (w(03) AE, §) = x(0%)(7(0:)€, £) = x(03)x(o%)-

W pracach |[H4-H7| udowodnilismy r6znego rodzaju wlasnosci multiplikatywne dla roz-
nych klas grup. Wtasnoéci te zostaly wykorzystane do klasyfikacji charakterow nieprzywie-
dlnych.

3.4 Rozszerzanie reprezentacji

Reprezentacje grupy nieskoriczonej G mozna niekiedy rozszerzy¢ na inny, wiekszy obiekt al-
gebraiczny zawierajacy G (np. potgrupe). Badajac rozszerzona reprezentacje, mozna czesto
uzyska¢ wartosciowe informacje o reprezentacji wyjsciowej. Metoda ta zostata spopularyzo-
wana przez G. Olshanskiego, ktory w [37] zastosowal ja efektywnie do badania reprezentacji
pewnych grup zwiazanych z S(00).

Zilustrujemy te metode na przyktadzie reprezentacji faktorialnej skonczonego typu grupy
S(00); niech 7 bedzie taka reprezentacja. Dla i # k € N niech o, € S(00) oznacza permu-
tacje zamieniajaca miejscami ¢ oraz k i nieruszajaca pozostatych liczb catkowitych. W po-
przednich oznaczeniach o; = 0;,41. Mozna pokazaé, ze istnieje staba granica operatorowa

O; = lim 7(o; ) (3.3)
k—o00

(zob. [37] lub [36]). Granice te sa parami przemienne ze soba dla réznych i € N, a takze
zachodza naturalne relacje komutacyjne z operatorami reprezentacji: 7(s)O0; = Oy (s) dla
kazdego s € S(00), i € N. Pozwala to na rozszerzenie reprezentacji m z S(oo) na potgrupe
S(o0) x Z° za pomocy wzoru w(e;) = O;, gdzie e; € Z ma 1 na miejscu ¢ oraz 0 na
pozostalych miejscach. W istocie Olshanski [37] pokazal, ze m mozna rozszerzy¢ do pewnej
potgrupy chipow, ktorej tu nie rozpatrujemy, by unikaé¢ szczegd6tow technicznych.
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W [36], stosujac metody kombinatoryczne, Okunkov pokazal, ze O; ma widmo czysto
punktowe zlozone z dwoch (skoniczonych lub nieskoniczonych) ciagow {a;}, {—0k}, gdzie

a;, B, > 0 oraz
So+ Ykt
j k

Okunkov podal nowy dowod opisu charakterow nieprzywiedlnych S(oo) z pracy Thoma [41].
Ciagi {o;}, {fk} sa parametrami Thoma charakteru nieprzywiedlnego, odpowiadajacego .
W pracach [13], [14] i [15] (wspolnych z Nessonovem) zastosowaliSmy operatory Okunkova
O; do opisu reprezentacji faktorialnych typu skonczonego oraz charakteréw nieprzywiedlnych
nieskoriczonych produktéow wiankowych S(oo0) x I'*°.

Metoda potgrupowa znajduje réwniez zastosowanie dla grup dziatajacych na przestrze-
niach borelowskich lub topologicznych. Zal6zmy, ze grupa G dziata na przestrzeni topolo-
gicznej X. Oznaczmy przez supp(g) = {x € X : gr # x} nosnik elementu g € G. Dla
kazdego podzbioru otwartego A C X rozpatrujemy podgrupe elementéw o nosniku w A:

Ga={g€ G :supp(g) C A}.

Niech 7 bedzie reprezentacja grupy G w przestrzeni Hilberta H. Rozwazmy podprzestrzen
wektorow G 4-niezmienniczych:

Ha={neH:n(g)n=mn dlakazdego g € Ga}.

Niech P, bedzie rzutowaniem ortogonalnym na H 4. Rzutowania te spelniajg naturalne re-
lacje komutacyjne z operatorami reprezentacji 7:

7(g)Pa = Pyaym(g).

Rzutowania P4 i Pg nie sa na ogol ze soba przemienne, jesi AN B # @. W pracy |H6]
(wspolnej z Medynetsem) pokazalismy jednak, ze jesli grupa aproksymatywnie skonczona G
dziata na przestrzeni drog X diagramu Brattelego oraz 7 jest reprezentacja faktorialng typu
skoniczonego, to

PyPg = PgP, = P,y dla dowolnych otwarto-domknietych A, B C X.

Wtedy 7 oraz x mozna rozszerzy¢ do reprezentacji potgrupy G x Xy, gdzie Yx jest pol-
grupa abelowa podzbioréw domknietych w X z mnozeniem A - B = AU B. Rzutowania Py
graja istotng role w opisie charakteréw nieprzywiedlnych grup aproksymatywnie skoriczo-
nych. W pracy |H4| (z Grigorchukiem) zastosowalismy je do badania charakteréw grup stabo
galeziowych, a takze w pracy [H7] (z Medynetsem) do badania IRS w grupach aproksyma-
tywnie skonczonych.

4 Gloéwne rezultaty

Ponizej opisuje glowne rezultaty pracy habilitacyjnej (4.1-4.4). W podrozdzialach 4.5-4.6
krotko omawiam niektore inne moje wyniki.
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4.1 Grupy aproksymatywnie skonczone

Grupy aproksymatywnie skoficzone mozna wygodnie opisaé¢ jako grupy dzialajace na diagra-
mach Brattelego.

Definicja 11. Diagram Brattelego to graf nieskoriczony B = (V, E), ktorego zbior wierz-
chotkow V' = 5, Vi 1 zbior krawedzi £ = J,5, £ maja rozktady na rozltaczne zbiory V;
oraz F; (poziomy diagramu), przy czym

(i) Vo = {wo} jest jednym punktem;

(ii) zbiory V; i E; sa skonczone;

(iii) kazda krawedz z E; taczy wierzcholek z V;_y z wierzcholkiem z V.

i1

Oznaczmy przez Xp zbior wszystkich nieskoriczonych drog w B zaczynajacych sie w
vol przechodzacych przez kazdy poziom V; dokladnie raz. Wprowadzamy w Xp topologie
generowana przez zbiory cylindryczne Ul(ey,...,e,) ={x € Xp:12; =¢;, i =1,...,n}, gdzie
(€1,...,€n), € € Ej, jest skoniczona droga w B. Przestrzen Xp z ta topologia jest przestrzenia
Cantora. Jesli B jest diagramem Brattelego, to dla kazdego n > 1 oznaczamy przez G,, grupe
tych homeomorfizméw przestrzeni Xpg, ktore permutuja jedynie pierwsze n poczatkowych
odcinkow drog nieskoriczonych {e1, ... e, €501 ...} € Xp. Przyjmijmy Gg = Uzt Gn-

Definicja 12. Grupe G nazywamy petng grupg diagramu Brattelego B.

Pelne grupy diagramoéw Brattelego nazywa sie tez grupami aproksymatywnie skoriczo-
nymi.

Pewne wtasnosci dynamiczne i algebraiczne pelnych grup diagramoéw Brattelego sa wy-
znaczone przez wlasnosci kombinatoryczne diagramow Brattelego (zob. [H6], roz. 2.1).

Uwaga 1. Niech B = (V, E) bedzie diagramem Brattelego, a G jego pelna grupa.

1. Uklad dynamiczny (Xp,Gp) jest minimalny, tj. kazda Gp-orbita jest gesta, wtedy
i tylko wtedy, gdy diagram B jest prosty, tzn. dla kazdego n > 1 istnieje m > n takie,
ze kazdy wierzchotek z V), jest polaczony z kazdym wierzchotkiem z V,,.

2. Uktad dynamiczny (Xpg, Gg) jest minimalny wtedy i tylko wtedy, gdy komutant grupy
Gp jest grupa prosta, tj. nie ma nietrywialnych podgrup normalnych.

3. Grupa Gp jest prosta wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego n > 1 istnieje m > n takie,
ze kazdy wierzchotek z V), jest polaczony z kazdym wierzchotkiem z V), oraz liczba
drog taczacych te wierzchotki jest parzysta. Takie diagramy Brattelego nazywamy pa-
rzystymi. Grupa G g pokrywa sie wtedy ze swoim komutantem.

4. Przypus$émy, ze istnieje d € N takie, ze |V;| < d dla kazdego i € N. Wtedy uklad
dynamiczny (Xp,Gp) ma co najwyzej d niezmienniczych miar ergodycznych.

Glowny rezultat pracy [H6| jest nastepujacy:
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Twierdzenie 13. Niech Gp bedzie pelng grupg prostego diagramu Brattelego B. Zatozmy,
ze grupa Gp jest prosta i (G, Xp) ma skoriczenie wiele niezmienniczych miar ergodycz-
nych py, ..., ug. Dla kazdego charakteru nieprzywiedlnego x grupy Gp istniejg parametry
ag,...,q €40,1,...,00} takie, ze

x(g) = p(Fix(g))*" - e (Fix(g))** (4.1)
dla kazdego g € G. Tutaj Fix(g) = {z € Xp : g(x) = z}.

Zauwazmy, ze wzor (4.1) mozna zapisa¢, wykorzystujac odzorowanie (2.1) prowadzace od
miar do charakteréow. Rozwazmy mianowicie miarg p1o, = pi™ @ --- @ pp™ na Xt rox,
Wtedy wzor (4.1) mozna zapisaé jako x(g) = ua(Fix(g)), g € G. Twierdzenie 13 potwierdza
zatem hipoteze Vershika dla klasy AF-grup. Ponadto, wykorzystujac rezultaty pracy [H6|,
w |H7| pokazalismy, ze wszystkie nietrywialne ergodyczne podgrupy losowe dla AF-grup sa

postaci ¢ = W, pu,, o € Z% (zob. (2.2)).

4.2 Dzialania $Scie$nialne i grupy Higmana-Thompsona

Definicja 14. Niech n i r beda ustalonymi liczbami naturalnymi. Grupa F), , sktada sie z
tych kawatkami liniowych, rosnacych homeomorfizmow h przedziatu [0, r], ktorych punkty
osobliwe naleza do zbioru Z[1/n] = { X : p,k € N}, przy czym pochodna funkcji h w kazdym
punkcie nieosobliwym jest rowna n* dla pewnego k € Z.

Grupa G,,, sklada si¢ z tych prawostronnie ciaglych bijekcji przedziatu [0,r) na siebie,
ktore sg kawatkami liniowe, majg skoniczenie wiele punktow niecigglosci i punktow osobliwych
i wszystkie te punkty naleza do Z[1/n]; ponadto wszystkie nachylenia funkcji naleza do
{n*: k € Z} i funkcja przeprowadza Z[1/n] N[0, r) na siebie.

Zauwazmy, ze F,,, C G,,. W istocie, F,,, sklada sie dokladnie z tych elementéw g €
G, ktore sa ciagle. Komutanty grup £, i G, , sa proste. Abelianizacja grupy F),, jest
izomorficzna z Z™ (zob. [8], roz. 4). Abelianizacja grupy G, jest trywialna dla n parzystego
i rowna Z /27 dla n nieparzystego (zob. [28]).

W pracy [H5|, aby bada¢ charaktery grup Higmana-Thompsona, wprowadzamy pojecie
dziatan Scie$nialnych. Zaldézmy, ze grupa G dziata na nieskonczonej przestrzeni topologicznej
Hausdorffa X. Dla g € G definiujemy nosnik wzorem supp(g) = {z € X : g(z) # z}.

Definicja 15. Mowimy, ze dziatanie grupy G na X jest Sciesnialne, jesli istnieje baza 4
topologii w X o nastepujacych wlasnosciach:

(i) dla kazdego g € G istnieje U € 4 takie, ze supp(g) C U,
(ii) dla kazdego Uy, U, € 4 istnieje g € G takie, ze g(Uy) C Us;

(iii) dla dowolnych Uy, Us, Us € 8 7z Uy N U, = & istnieje g € G takie, ze g(Uy) NUs = &
oraz supp(g) N Uy = 2.

(iv) dla dowolnych Uy, Uy € 4 istnieje Us € 4 takie, ze Uz D Uy U Us.

Udowodniamy:
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Twierdzenie 16. Zalozimy, zZe prosta grupa przeliczalna G ma dziatanie Sciesnialne na re-
gularnej przestrzeni Hausdorffa X. Wtedy kazdy charakter grupy G jest kombinacjg liniowq
charakteru reqularnego © charakteru trywialnego.

Dowodzimy réwniez, ze komutant F = ma dzialanie Scie$nialne na [0, r], skad wywnio-
skowujemy:

Twierdzenie 17. Niech G = F,,, lub G = G, dla pewnych n,r. Wtedy G' ma tylko dwa
charaktery nieprzywiedine: reqularny i trywialny. Jesli x jest charakterem nieprzywiedlnym
grupy G, to albo x jest charakterem regularnym, albo x(g) = p([g]), gdzie [g] jest obrazem
elementu g w abelianizacji G/G', a p: G/G' — T jest pewnym homomorfizmem grup.

Stad otrzymujemy wniosek, ze wszystkie wierne dziatania ergodyczne grup Higmana-
Thompsona, zachowujgce miare, sg zasadniczo wolne.

Jako zastosowanie dziatan $ciesnialnych i twierdzenia 16, w [H5| udowodnilismy twier-
dzenie 17 dla petlnych grup nieredukowalnych przesunie¢ typu skoniczonego. Definicje mozna
znalez¢ w [34].

4.3 Grupy slabo galeziowe

Grupy stabo gateziowe to klasa grup dziatajacych na drzewach ukorzenionych. Dla prostoty
ograniczymy sie do reqularnych drzew ukorzenionych.

Definicja 18. d-reqularne drzewo ukorzenione Ty to drzewo, ktorego zbior wierzchotkow ma
rozktad V' = (., Vi na rozlaczne zbiory V; (poziomy drzewa) o nastepujacych whasnoéciach:
(i) Vo = {wo} jest pojedynczym wierzcholkiem, potaczonym z d wierzchotkami z V7;

(ii) kazdy wierzchotek z V,, dla n € N jest potaczony z doktadnie d + 1 wierzchotkami:
jednym z V,, 1 i d wierzchotkami z V,, ;.

Ustalmy d > 2. Niech Aut(7y) oznacza grupe wszystkich automorfizméw grafu T,. Za-
uwazmy, ze elementy grupy Aut(7},) zachowuja poziomy V,. Brzeg 0T, to zbidr wszystkich
nieskonczonych drog w T; o poczatku w vy 1 przechodzacych przez kazdy poziom V,, doktad-
nie jeden raz. Dla kazdego v € V,, istnieje poddrzewo T,, C T, z korzeniem w v, izomorficzne z
T,;. Niech 0T, C 0T}, bedzie jego brzegiem. Wprowadzmy w 0Ty topologie generowang przez
zbiory 0T, v € V. Grupa Aut(T}) dziata w sposob ciagly na 9T}. Przestrzeni 0T ma doklad-
nie jedng miare Aut(7y)-niezmiennicza p. Jest to miara Bernoullego taka, ze u(97,) = %
dla kazdego v € V,,, n € N.

Niech G < Aut(Ty). Dlan € Niv € V,, oznaczmy przez Ste(v) stabilizator wierzchotka
v, a przez Stg(n) podgrupe stabilizujaca wszystkie punkty z V;:

Stg(v) ={g € G : gv =0}, Stg(n)= ﬂ Stg(v).

Zauwazmy, ze podgrupy Stg(n), n € N, sa normalne w G i maja skoniczony indeks. Definiu-
jemy sztywny stabilizator ristg(v) wierzchotka v jako podgrupe tych elementéow g € G. ktore
dzialaja trywialnie na poddrzewie T,,. Sztywny stabilizator n-tego poziomu definiujemy jako
podgrupe generowang przez sztywne stabilizatory wszystkich wierzchotkéw v € V,,, tj.

ristg(n) = (ristg(v) : v € V,,).
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Definicja 19. Grupe G < Aut(7},) nazywamy galeziowq, jesli dziata w sposéb przechodni na
kazdym poziomie V,, drzewa T}, przy czym dla kazdego n podgrupa ristg(n) ma skonczony
indeks w G. Grupe G < Aut(7Ty) nazywamy stabo galeziowgq, jesli dziala w sposob przechodni
na kazdym poziomie V,, oraz grupa ristg(n) jest nieskonczona dla kazdego n (réwnowaznie,
grupa ristg(v) jest nietrywialna dla kazdego wierzchotka v).

Zauwazmy, ze kazda grupa galteziowa jest stabo gateziowa. Z Proposition 6.5 w pracy [26]
wynika, ze (G, 0Ty, ) jest ergodyczne wtedy i tylko wtedy, gdy dziatanie G jest przechodnie
na kazdym poziomie V,,. Podobnie rzecz si¢ ma dla innych wtasnosci, jak minimalnosé, topo-
logiczna przechodnio$¢ i jednoznaczna ergodyczno$é. W szczegdlnosci dziatanie grup stabo
galteziowych na (0T}, ) jest ergodyczne.

Dlan € Ni G < Aut(T}) rozwazmy dziatanie diagonalne grupy G na (977, u®"):

g(x1, ..., x) = (921,...,92,) dla g € G, (21,...,2,) € OT}.
W |H4] udowodnilismy

Stwierdzenie 20. Dla kazdej grupy stabo gateziowej G < Aut(Ty) i kazdego n € N dziatanie
diagonalne grupy G na (0T, u®") jest perfekcyjnie niewolne (zob. definicje 5). Jesli grupa G
jest gateziowa oraz n = 2, to dzialanie to ma nieskoniczenie (przeliczalnie) wiele sktadowych
ergodycznych.

Jako wniosek, dla kazdej grupy galeziowej otrzymaliémy nieskonczenie (przeliczalnie)
wiele charakterow nieprzywiedlnych i ergodycznych losowych podgrup niezmienniczych.

Przypomnijmy, ze jesli T jest d-regularnym drzewem ukorzenionym, to jego brzeg 0T
mozna utozsami¢ z przestrzenia ciagéow {z;},en, gdzie x; € {1,...,d}. Niech

d
P = {p:(pl,pz,...,pd) :p;>0dla i=1,2,...,d oraz sz‘zl} (4.2)
i=1

bedzie zbiorem wszystkich rozktadow prawdopodobienistwa na alfabecie {1,2,...,d}, przy-
pisujacych dodatnie prawdopodobienstwo kazdej literze, oraz niech

P*={pe€P:p #p; dladowolnych 1<i<j<d}. (4.3)

Dla p € P oznaczmy przez j, = [ [y p miare Bernoullego na 07. Goéwny rezultat pracy [H2]
jest nastepujacy:

Twierdzenie 21. Niech G bedzie przeliczalng, podwyktadniczo ograniczong grupg stabo gate-
ziowq, dziatajgeqg na pewnym reqularnym drzewie ukorzenionym, oraz niech p € P*. Wiedy:

1) reprezentacja Koopmana k, stowarzyszona z dziataniem grupy G na (0T, u,) jest nie-
przywiedina;

2) reprezentacja ta nie jest unitarnie réwnowazna Zadnej reprezentacji kwazireqularnej
Pz, x € OT;

3) reprezentacje Koopmana odpowiadajgce réznym p € P* sq parami roztgczne.

,Grupa podwyktadniczo ograniczona” oznacza tu grupe podwykladniczo ograniczonych au-
tomorfizmow drzewa T. Zauwazmy, ze na mocy tego twierdzenia dla kazdej grupy stabo
gateziowej otrzymujemy kontinuum réznych nieprzywiedlnych reprezentacji Koopmana.
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4.4 Widma reprezentacji zwigzanych z dzialaniami grup

W [H3| badali$my z Grigorchukiem zwiazki pomiedzy wlasnosciami spektralnymi reprezenta-
cji Koopmana, kwaziregularnych i grupoidowych. Dla danej reprezentacji unitarnej U grupy
G i danego elementu m € C[G] (Iub ogolnie m € I'(G)) rozwazmy operator typu Hecke

U(m) =Y m(s)U(s).

Oznaczmy przez o(A) widmo operatora A. Gtowny rezultat pracy |H3| jest nastepujacy:

Twierdzenie 22. 1) Jesli grupa przeliczalna G dziata ergodycznie na standardowej prze-
strzeni probabilistycznej (X, 1), zachowujge miare, oraz m € C[G], to

a(k(m)) 2 o(pa(m)) = o(x(m)) (4.4)

dla p-prawie wszystkich x € X, gdzie k jest reprezentacjg Koopmana, m jest reprezentacjq
grupoidowq stowarzyszonq z dziataniem G na X, a p, sq reprezentacjami kwaziregularnymi.
2) Jesli ponadto (G, X, u) jest hiperskoriczone, to

o(k(m)) = o(x(m)). (4.5)

3) Jesli zachodzq zatozenia punktu 1) oraz miara p jest G-niezmiennicza i nieatomowa, to
o(ko(m)) = a(m(m)), gdzie ko jest ograniczeniem reprezentacji k do dopetnienia ortogonal-
nego przestrzeni funkcji statych w L*(X, ).

Jako zastosowanie znalezliémy widmo grupy torsyjnej G = (a,b,c,d) posredniego wzrostu
skonstruowanej przez Grigorchuka w [25] i badanej w pracy [24] oraz w innych pracach.

Twierdzenie 23. Widmem grafu Cayleya grupy G jest [—2,0] U [2,4].

4.5 Nieskonczone produkty wiankowe

Niech I' bedzie grupa z topologia dyskretna, a I'" jej n-tym iloczynem kartezjanskim. Niech
e bedzie jedynkag w I'. Dla kazdego n € N grupa I'™~! zanurza sie w I'™ za pomoca wzoru

(71772, e ,’Yn—l) — (’71,’72, . 771171’6)'

Niech I'* oznacza granice prosta grup ['". Mozna ja uwazaé za grupe ciagdéw nieskoriczonych
w ' o prawie wszystkich elementach rownych e. Nieskoriczona grupa symetryczna S(oco)
dziala na T'*°, permutujac wspohrzedne. Iloczyn potprosty S(oo) X '™ nazywamy nieskori-
czonym produktem wiankowym.

W pracy [13] klasyfikujemy charaktery nieprzywiedlne grupy S(oo) x I'. Aby uniknaé¢
zbednych szczegoltow technicznych, opiszemy tu jedynie przestrzen parametréw dla tych cha-
rakterow. Podobnie jak dla grupy S(oo), rozpatrujemy dwa (skonczone lub nieskonczone)
ciagi nierosnace liczb a = {ay}, 5 = {f;} spelniajace warunek

Zak+26j < L (1.6)
k J
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Niech p = {pr}, 0 = {0;} beda dwoma ciagami (tej samej mocy co odpowiednio o i )
skoniczenie wymiarowych reprezentacji nieprzywiedlnych grupy I' o tej wlasnosci, ze

Zak-dimpk+2ﬁj~dimgj < 1
Kk J

Jesli nier6wnoSé ta jest ostra, oznaczmy przez 7 reprezentacje grupy I' typu skoriczonego;
w przeciwnym razie niech 7 oznacza funkcje na I' tozsamosciowo rowna zeru. Pokazujemy,
ze charaktery nieprzywiedlne grupy S(oc) x '™ sa sparametryzowane przez powyzsze ro-
dziny liczb i reprezentacji {a, 3, p, 0, 7}, np. istnieje bijekcja miedzy zbiorem takich rodzin
a zbiorem charakterow nieprzywiedlnych grupy S(oo) x I'*°.

4.6 Rezultaty z dynamiki holomorficznej

Dynamika holomorficzna bada iteracje odwzorowan holomorficznych (tj. analitycznych w
sensie zespolonym). Typowe przyklady to wielomiany i funkcje wymierne. Jednym z klu-
czowych obiektow zainteresowania jest zbior tych punktéow, dla ktorych iteracje danego od-
wzorowania zachowuja sie chaotycznie, tzw. zbior Julii. W szeregu prac badatem ztozonosé
obliczeniowq zbioréw Julii. Z grubsza moéwiac, chodzito o ustalenie, jak szybko mozna uzy-
ska¢ za pomoca komputera doktadne aproksymacje danego zbioru Julii. Znalaztem kilka
waznych przypadkow, w ktorych ta ztozonosé jest wielomianowa, co pozwala na uzyskiwanie
efektywnych obrazow na ekranie:

e odwzorowania wymierne z nierekurentnymi orbitami krytycznymi
[12];

e odwzorowania wymierne spetniajace warunek Colleta-FEckmanna
[17] (praca wspélna z Yampolskim);

e wielomiany Feigenbauma drugiego stopnia
[18] (praca wspoélna z Yampolskim).

Jednym z najwazniejszych moich rezultatow w dynamice holomorficznej jest rozstrzy-
gniecie dawno postawionego pytania o to, czy zbior Julii znanego wielomianu Feigenbauma
ma dodatnia miare. Wspoélnie z Sutherlandem pokazalismy [16], ze zbior ten ma wymiar
Hausdorffa mniejszy niz 2, a zatem ma miare zero.

Przedmiotem mojej pracy doktorskiej byly dwie kwestie:

1) wielomianowa ztozonosé obliczeniowa dla zbioréw Julii odwzrorowarn wymiernych z niere-
kurentnymi orbitami krytycznymi;

2) opis dynamiki odwzorowan wymiernych, ktére maja prosty paraboliczny punkt staty
(tj. punkt staly o krotnosci 1 z niezerowa druga pochodna w tym punkcie), z uzyciem teorii
odradzania (resurgent theory).

5 Curriculum vitae

5.1 Granty, nagrody i wyré6znienia

e Grant Polonez Polskiego Centrum Nauki, 2017-2019 (gltowny badacz).
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5.2

Daniel B. DeLury Teaching Award, University of Toronto, 2012.
Connaught Graduate Scholarship, 2008-2012 (Connaught Foundation).
Ontario Graduate Scholarship, 2008-2011.

Nagroda Akademii Nauk Ukrainy, 2007.

Srebrne medale Miedzynarodowych Olimpiadach Matematycznych, Glasgow, 2002, i
Washington, 2001.

Wystapienia na zaproszenie na konferencjach

January 28, 2019, Can one hear the shape of a group?, Alfred Renyi Institute of Ma-
thematics, Budapest, Hungary.

January 17, 2019, On computational complexity of Cremer Julia sets, Ergodic Theory
and Dynamical Systems Seminar, University of Warwick, Coventy, UK.

January 15, 2019, On Hausdorff dimension of the Feigenbaum Julia set, Dynamical
Systems Seminar, Imperial College London, UK.

July 23, 2018, On Hausdorff dimension of the Feigenbaum Julia set, Dynamical Systems
Seminar, University of Barcelona, Spain.

July 5, 2018, On computability and computational complexity of Julia sets, New De-
velopments in Complex Analysis and Function Theory, University of Crete, Heraklion,
Greece.

March 27, 2018, On the Lebesgue measure of the Feigenbaum Julia set, Algorithmic
Questions in Dynamical Systems, Institut de Mathématiques de Toulouse, France.

August 14, 2017, On the Julia set of the Feigenbaum quadratic polynomial, Conference
“Just a little calculation in dynamics”, Bedlewo, Poland.

April 5, 2016, On computational aspects of the Feigenbaum fixed point of period-
doubling renormalization, Workshop “Computation in Dynamics”, ICERM, Brown Uni-
versity, USA.

March 20, 2016, On measure of the Feigenbaum fixed point Julia set, AMS special
session “Holomorphic Dynamics”, Spring Eastern Sectional Meeting, Stony Brook Uni-
versity, USA.

February 26, 2016, On spectra of Koopman, groupoid and quasi-regular representations,
New York Applied Algebra Collogquium, CUNY Graduate Center, USA.

November 12, 2015, On Koopman, groupoid and quasi-regular representations and
weakly branch groups, Conference “Geometric and Probabilistic Methods in Group
Theory and Dynamical Systems”, Texas A&M University, USA.
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5.3

September 12, 2014, On diagonal actions of branch groups and the corresponding
characters, Linear Analysis Seminar, Texas A&M University, USA.

September 10, 2014, Representations associated with group actions and spectra of
Hecke type operators, Groups and Dynamics Seminar, Texas A&M University, USA.

February 25, 2014, On characters of approximately finite groups and Higman-Thompson
groups, Conference “Groups acting on rooted trees and around”, Paris, France.

December 8, 2013, The Julia set of the Feigenbaum map is poly-time computable,
Section “Holomorphic dynamics and related topics”, CMS Winter meeting, Ottawa,
Canada.

Dzialalno$é organizacyjna

Wspoélorganizowanie konferencji “Dynamics, measures and dimensions”, Bedlewo, 7-12
kwietnia, 2019.

Zima 2019 - dzis: wspolorganizowanie seminarium Holomorphic Dynamics Learning w

IMPAN.

Wspoétorganizowanie konferencji “On geometric complexity of Julia sets”, Bedlewo, 18-
23 marca, 2018.

Jesien 2017 - dzi$: wspoélorganizowanie Dynamics Seminar w IMPAN.

Jesien 2016 - wiosna 2017: wspoétorganizowanie Dynamics Seminar i Dynamics Mini-
Courses w Mathematics Department, University of Toronto.

Wspoélorganizowanie AMS special session on Holomorphic Dynamics at Spring Eastern
Sectional Meeting, Stony Brook University, 19-20 kwietnia, 2016.

Jesienn 2012 — 2016: redaktor serii preprintow IMS.
Jesienn 2012: mini-kurs Dynamics of parabolic germs via Resurgent Theory.

Jesien 2011: koordynowanie Dynamics Learning Seminar w Mathematics Department,
University of Toronto.

2009 - 2010: prowadzenie Graduate Student Seminar w Mathematics Department, Uni-
versity of Toronto.

2008 — 2009: prowadzenie kotek matematycznych dla uczniow szkét srednich w Univer-
sity of Toronto, Mississauga i na kampusach St. George.

Recenzowanie prac do: Journal of European Mathematical Society, Mathematical Reports -
Comptes rendus mathématiques, Communications in Mathematical Physics, Mathematical
Reviews, Discrete and Continuous Dynamical Systems.
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