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(c) Omówienie prac sk�adaj�cych si� na osi�gni�cie naukowe

Przed przystƒpieniem do szczegó�owego omówienia prac, poni�ej przedstawiÿ ich krótkie streszczenia.

H1. Udowodnili�my twierdzenie Cotlara dla liczb pierwszych, które mówi �e dla dowolnego uk�adu dyna-
micznego (- ,B, `, (), gdzie (- ,B, `) jestf-sko�czonƒ przestrzeniƒ z miarƒ `, a ( : - ! - , mierzal-
nym i odwracalnym przekszta�ceniem zachowujƒcym miarÿ oraz dla dowolnej funkcji 5 2 !A (- , `),
A > 1, granica

lim
#!1

’
?2±P\[1,# ]

5

�
(
?

G

� log ?
?

istnieje dla `-prawie wszystkich G 2 - , gdzie P jest zbiorem liczb pierwszych.

H2. Udowodnili�my wielowymiarowy odpowiednik twierdzenia Birkho�a–Bourgaina wzd�u� wielowy-
miarowych podzbiorów liczb ca�kowitych zadanych przez rodzinÿ przekszta�ce� wielomianowych:
Dla ka�dej f-sko�czonej przestrzeni z miarƒ (- ,B, `) i dowolnej rodziny przekszta�ce� {(1, . . . , (3}
komutujƒcych, odwracalnych i zachowujƒcych miarÿ oraz dla ka�dego 5 2 ! ? (- , `), ? > 1, granica

lim
#!1

1

#
:

’
=2N:\[1,# ]:

5

�
(
P1 (=)

(
P2 (=)
2 · · · (P3 (=)

3
G

�

istnieje dla `-prawie wszystkich G 2 - , gdzie P 9 jest wielomianem o warto�ciach ca�kowitych na Z: .
Otrzymali�my to pokazujƒc oszacowania dla pó�normy wariacyjnej.

H3. Pokaza�em, rozszerzenie punktowych twierdze� ergodycznych Birkho�a–Bourgaina i Cotlara do wie-
lowymiarowych podzbiorów liczb pierwszych zadanych przez rodzinÿ przekszta�ce� wielomianowych
jak w [H2]. Udowodni�em to pokazujƒc oszacowania na A-wariacyjnƒ pó�normÿ dla dyskretnych
operatorów Radona.

H4. Udowodni�em oszacowania na A-wariacyjnƒ pó�normÿ dla operatorów Radona wzd�u� cienkich pod-
zbiorów liczb pierwszych postaci

�
? 2 P : {i1(?)} < k(?)

 
. Wyniki te pociƒgajƒ rozszerzenia

punktowych twierdze� Birkho�a–Bourgaina i Cotlara.

H5. Rozwa�a�em ergodyczny system dynamiczny (- ,B, `, (), w którym (- ,B, `) jest przestrzeniƒ pro-
babilistycznƒ. Pokaza�em, �e dla ka�dej funkcji nale�ƒcej do przestrzeni Orlicza

! (log !)2(log log !) (- , `),

�rednie ergodyczne
1

c(#)
’
?2P#

5

�
(
?

G

�
,

zbiegajƒ dla `-prawie wszystkich G 2 - , tj. P# oznacza zbiór liczb pierwszych nie wiÿkszych ni� # a
c(#) = #P# .
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Wst�p 1

Prace sk�adajƒce siÿ na osiƒgniÿcie naukowe traktujƒ o dyskretnych operatorach osobliwych. Ich badanie
zapoczƒtkowa� Hilbert zauwa�ajƒc, �e operator �dis okre�lony dla funkcji o sko�czonym no�niku 5 : Z! C
wzorem

�dis 5 (G) =
’

=2Z\{0}
5 (G � =) 1

=

spe�nia oszacowanie
k�dis 5 k✓2  ⇠k 5 k

✓
2 ,

dla pewnej dodatniej sta�ej ⇠. W 1928 roku Riesz [42] udowodni�, �e dla ka�dego ? 2 (1,1) istnieje sta�a
⇠? > 0 taka, �e nierówno�∆ ��

�dis 5
��
✓
?  ⇠? k 5 k✓? ,

jest spe�niona dla wszystkich funkcji 5 : Z! C. Pokaza� równie�, �e operator � zadany wzorem

� 5 (G) = lim
n!0+

π
|H |>n

5 (G � H)dH
H

,

jest ograniczony na !
? (R) dla wszystkich ? 2 (1,1). Dwa lata pó�niej w [17], Hardy i Littlewood

udowodnili, �e zarówno funkcja maksymalna

"dis 5 (G) = sup
# 2N

1

#

#’
==1

| 5 (G � =) | ,

jak i jej ciƒg�y odpowiednik

" 5 (G) = sup
C>0

1

C

π
C

0
| 5 (G � H) | dH,

sƒ ograniczone na ✓? (Z) i ! ? (R), odpowiednio, dla wszystkich ? 2 (1,1]. Powy�sze wyniki zainicjowa�y
wieloletnie badania, czego efektem jest bogata teoria Calderóna–Zygmunda. Pó�niejsze prace g�ównie
dotyczy�y ciƒg�ych operatorów osobliwych, ze wzglÿdu na to, �e ich dyskretne odpowiedniki mo�na by�o
otrzyma∆ adaptujƒc metody ciƒg�e. Znakomitym �ród�em referencji jest tutaj monografia [44]. W tym
miejscu warto zaznaczy∆, �e wprawdzie operatory zdefiniowane powy�ej nie sƒ ograniczone na ✓1(Z) i
!
1(R), odpowiednio, ale spe�niajƒ oszacowania s�abego typu (1, 1). PrzypomnÚmy, �e operator ) spe�nia

oszacowania s�abego typu (1, 1), je�li dla pewnej sta�ej ⇠ > 0 i wszystkich funkcji 5 2 !
1(R) zachodzi

nierówno�∆
sup
_>0

_ ·
���
G 2 R : |) 5 (G) | � _

 ��  ⇠k 5 k
!
1 .

W ostatnim czasie rozwój teorii Calderóna–Zygmunda obejmowa� równie� badanie ograniczono�ci maksy-
malnych transformat Radona, których najprostszym przyk�adem jest

' 5 (G) = sup
C>0

1

C

π
C

0

��
5 (G � H2)

�� dH.
1W tej czÿ�ci opiera�em siÿ na autoreferacie [31] i wstÿpie do [38].
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Zauwa�my, �e dla nieujemnej funkcji 5 , przez prostƒ zamianÿ zmiennych, dostajemy kolejno

1

C

π
C

0
5 (G � H2)dH = 1

2C

π
C
2

0
5 (G � H) dHp

H

=
1’
==0

1

2C

π 2�=C2

2�=�1C2
5 (G � H) dHp

H


1’
==0

2�
=
2" 5 (G). (1)

W szczególno�ci otrzymane punktowe oszacowanie (1) implikuje, �e ' jest ograniczony na !
? (R) dla

? 2 (1,1] i s�abego typu (1, 1). W tym miejscu naturalnym jest pytanie:

Czy dyskretny odpowiednik operatora ', tj.

'dis 5 (G) = sup
# 2N

��
'# 5 (G)

��
,

gdzie

'# 5 (G) =
1

#

#�1’
==0

5 (G � =2),

jest ograniczony na ✓? (Z) dla ? 2 (1,1)?

W latach osiemdziesiƒtych zagadnieniem tym zainteresowa� siÿ Bourgain, co zaowocowa�o cyklem prac
[9–11] stanowiƒcych fundamenty dyskretnej analizy harmonicznej. Okaza�o siÿ, �e �rednie '# majƒ inne
zachowanie ni� ich ciƒg�e odpowiedniki. �eby to zobrazowa∆ skorzystamy z transformaty Fouriera. Dla
funkcji 5 o sko�czonym no�niku mo�emy napisa∆

'# 5 (G) =
π 1/2

�1/2
5̂ (b)<# (b)4�2c8 b G db,

gdzie 5̂ i <# sƒ funkcjami 1-okresowymi zadanymi wzorami

5̂ (b) =
’
G2Z

5 (G)42c8 b G oraz <# (b) = 1

#

#�1’
==0

4
2c8=2 b

.

Rozwa�my dowolny nieskracalny u�amek 0/@. Wtedy dla ka�dego : 2 N mamy

<:@ (0/@) =
1

:@

:@�1’
==0

4
2c8=20/@

=
1

@

@�1’
A=0

4
2cA20/@ = ⌧ (0/@).

PrzypomnÚmy, �e w 1818 roku Gauss udowodni�, �e

|⌧ (0/@) | =
8>>><
>>>:

0 je�li @ ⌘ 2 (mod 4),
@
� 1

2

�� � 0
@

� �� je�li @ ⌘ 1 (mod 2),p
2@�

1
2

�� � @
0

� �� je�li @ ⌘ 0 (mod 4),
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gdzie
�
0

@

�
jest symbolem Jacobiego przyjmujƒcym warto�ci 0, �1 lub 1. Z drugiej strony ciƒg�y mno�nik

�# (b) =
π 1

0
4
2c8 b (# G)2 dG

spe�nia oszacowanie ���# (b)
��  ⇠#�1 |b |� 1

2 . (2)

W szczególno�ci |�:@ (0/@) | maleje wraz ze wzrostem : .
Przeprowadzone rozumowanie sugeruje, �e asymptotyczne zachowanie <# skoncentrowane jest wokó�

punktów b majƒcych diofantyczne aproksymacje o ma�ych mianownikach. Istotnie, Bourgain pokaza�, �e dla
dowolnych V > U > 0, je�li ����b � 0

@

����  #
�2+U

dla pewnych 1  0  @  #
V , (0, @) = 1, to

<# (b) = ⌧ (0/@)�# (b � 0/@) + O(#U�V). (3)

Zatem dla otrzymania pe�nego opisu mno�nika <# pozostaje zbada∆ �uki poboczne, tj.

[0, 1] \
✓ ÿ
1@# V

@ÿ
0=1

(0,@)=1

M# (0/@)
◆
,

gdzie przez M# (0/@) oznaczamy �uk g�ówny

M# (0/@) =
�
b 2 [0, 1] :

��
b � 0/@

��  #
�2+U 

. (4)

W tym miejscu idealnym narzÿdziem okaza�a siÿ nierówno�∆ Weyla, z której wynika, �e dla dowolnego V > 0
istnieje sta�a ⇠ > 0 taka, �e je�li ����b � 0

@

����  1

@
2
,

dla pewnych 1  0  @, (0, @) = 1, #V  @  #
2�V , to dla wszystkich # 2 N,

|<# (b) |  ⇠#� V
4 .

Powy�sza analiza mno�nika <# oparta jest na metodzie �uków opracowanej w latach dwudziestych przez
Hardy’ego i Littlewooda w kontek�cie formu�y asymptotycznej w problemie Waringa. Podsumowujƒc,
mno�nik <# mo�na przybli�y∆ przez sumÿ zlokalizowanych wyra�e� ⌧ (0/@)�# (· � 0/@), gdzie 0/@
przebiega pewien zbiór u�amków o ma�ych mianownikach wzglÿdem skali # . B�ƒd przybli�enia jest niesiony
przez �uki poboczne a jego wielko�∆ mo�na kontrolowa∆ przy u�yciu nierówno�ci Weyla. W konsekwencji,
oszacowanie 'dis w ✓

2 mo�na sprowadzi∆ do oszacowa� maksymalnych dla mno�nika przybli�ajƒcego. Te
ostatnie opierajƒ siÿ na roz�ƒczno�ci �uków (4) i maleniu sum Gaussa ⌧ (0/@).

W tym miejscu pojawia siÿ kolejna istotna ró�nica miÿdzy dyskretnƒ a ciƒg�ƒ analizƒ harmonicznƒ. W tej
ostatniej, operatory Radona dajƒ funkcjÿ maksymalnƒ s�abego typu (1, 1), co w po�ƒczeniu z oszacowaniami
na !2 i w oparciu o teoriÿ interpolacji, pozwala wywnioskowa∆ oszacowania na ! ? dla ? 2 (1, 2). Ponad
dwadzie�cia lat po ukazaniu siÿ prac Bourgaina, Buczolich i Mauldain w [12], udowodnili, �e operator
maksymalny 'dis nie jest s�abego typu (1, 1). W pewnym sensie uzasadnia to dlaczego oszacowania w ✓

?

dla ? < 2 wymaga�y nowych pomys�ów.
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Drugim kamieniem milowym dla rozwoju dyskretnej analizy harmonicznej jest praca Ionescu i Waingera
[21], w której rozpatrywane by�y dyskretne operatory osobliwe, tj.

)dis 5 (G) =
’

=2Z\{0}
5

�
G � %(=)

� 1
=

,

gdzie % jest wielomianem o warto�ciach ca�kowitych takim, �e %(0) = 0. W pracy tej autorzy pokazali, �e
dla ka�dego ? 2 (1,1) istnieje sta�a ⇠? > 0 taka, �e

��
)dis 5

��
✓
?  ⇠? k 5 k✓? ,

dla wszystkich funkcji 5 : Z ! C o sko�czonym no�niku. Jednak najwiÿkszym wk�adem w rozwój
dziedziny by�o opracowanie subtelnej metody wyboru u�amków 0/@, tak aby powsta�y mno�nik pozwala�
wykorzysta∆ silnƒ ortogonalno�∆.

Operatory dyskretne w naturalny sposób pojawiajƒ siÿ w zagadnieniach ergodycznych. Niech (- ,B, `, ()
bÿdzie uk�adem dynamicznym, tj. (- ,B, `) jest f-sko�czonƒ przestrzeniƒ z miarƒ, a ( : - ! - odwracal-
nym przekszta�ceniem zachowujƒcym miarÿ `. W 1931 roku w pracy [4] Birkho� udowodni�, �e dla ka�dej
funkcji 5 2 ! ? (- , `), ? 2 [1,1), granica

lim
#!1

1

#

#�1’
==0

5

�
(
=

G

�

istnieje dla `-prawie wszystkich G 2 - . Klasyczny dowód tego twierdzenia przebiega w dwóch etapach: W
pierwszym wyznaczamy w !

2(- , `) gÿstƒ klasÿ funkcji, dla której zachodzi punktowa zbie�no�∆. W tym
celu rozwa�amy nastÿpujƒce dwa podzbiory

I =
�
5 2 !2(- , `) : 5 ((G) = 5 (G)

 
i B =

�
6((G) � 6(G) : 6 2 !2(- , `) \ !1(- , `)

 
.

Jak �atwo zauwa�y∆, dla 5 2 I mamy M# 5 = 5 , gdzie

M# 5 (G) =
1

#

#�1’
==0

5

�
(
=

G

�
,

natomiast dla 5 2 B otrzymujemy

��M# 5 (G)
�� = 1

#

��
6((# G) � 6(G)

��  2

#

k6k!1 .

Pozostaje uzasadni∆, �e I � B jest gÿste w !
2(- , `), co nie jest trudnym zadaniem. W drugim kroku

pokazujemy oszacowania maksymalne��� sup
# 2N

��M# 5

�����
!
?
 ⇠? k 5 k!? , ? > 1 (5)

lub
sup
_>0

_ · `
n
G 2 - : sup

# 2N

��M# 5 (G)
��
> _

o
 ⇠1k 5 k!1 . (6)

W �wietle zasady transferencji Calderóna uk�ad dynamiczny (Z,P(Z),#, () z�o�ony ze zbioru liczb ca�-
kowitych wraz z miarƒ liczƒcƒ i operatorem przesuniÿcia ( 5 (G) = 5 (G + 1), jest modelowym uk�adem
dynamicznym, tzn. oszacowania maksymalne dla (Z,P(Z),#, () pociƒgajƒ oszacowania maksymalne dla
dowolnego systemu dynamicznego. Dla (Z,P(Z),#, () prawdziwo�∆ nierówno�ci (5) i (6) wynika z w�a-
sno�ci funkcji maksymalnej rozwa�anej przez Hardy’ego i Littlewooda.
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W pracy [11], Bourgain udowodni�, �e dla ka�dego ? 2 (1,1) i 5 2 ! ? (- , `), granica

lim
#!1

1

#

#�1’
==0

5

�
(
=
2
G

�

istnieje dla `-prawie wszystkich G 2 - . Wprawdzie zasada transferencji Calderóna pozwala otrzyma∆
oszacowania maksymalne z oszacowa� dla '# , to jednak znalezienie gÿstej klasy, dla której zachodzi
punktowa zbie�no�∆, jest k�opotliwe. Dlatego Bourgain zaproponowa� badanie nierówno�ci oscylacyjnej na
!
2(- , `). Mianowicie, pokaza�, �e je�li dla dowolnego ciƒgu (# 9 : 9 2 N0) takiego, �e # 9+1 � 2# 9 , i

ka�dego � 2 N istnieje sta�a ⇠� > 0, dla której

�’
9=1

��� sup
# 2 (# 9�1,# 9 ]

��R# 5 � R# 9�1 5
�����2
!
2
 ⇠� k 5 k2

!
2 , (7)

gdzie

R# 5 (G) =
1

#

#�1’
==0

5

�
(
=
2
G

�
,

przy czym lim�!1⇠�/� = 0, to ciƒg (R# 5 : # 2 N) jest zbie�ny `-prawie wszÿdzie. Korzystajƒc
teraz z transferencji, oszacowanie (7) mo�na wywnioskowa∆ z odpowiedniego oszacowania dla modelowego
systemu dynamicznego, którego dowód jest nieznacznie trudniejszy ni� pokazanie nierówno�ci maksymalnej
w ✓

2(Z).
Prace Bourgaina zainspirowa�y badania nad operatorami osobliwymi modelowanymi wzd�u� podciƒgów

liczb naturalnych 0 = (0= : = 2 N) posiadajƒcych pewne w�a�ciwo�ci arytmetyczne, tzn. operatorów postaci

"
0

dis 5 (G) = sup
# 2N

1

#

����
#’
==1

5 (G � 0=)
���� oraz �

0

dis 5 (G) =
1’
==1

5 (G � 0=) � 5 (G + 0=)
=

.

Jeszcze w latach osiemdziesiƒtych, Bourgain [8] zainteresowa� siÿ przypadkiem �rednich wzd�u� liczb pierw-
szych P, tj.

"
P
dis 5 (G) = sup

# 2N

1

c(#)

����
’
?2P#

5 (G � ?)
����,

gdzie P# jest zbiorem liczb pierwszych nie wiÿkszych od # i c(#) = #P# . Autor zauwa�y�, �e mo�na
tutaj zastosowa∆ podobny schemat rozumowania jak dla ciƒgu (=2). Argument wymaga� zmiany definicji
�uków g�ównych, natomiast na �ukach pobocznych, w miejscu nierówno�ci Weyla skorzysta� z nierówno�ci
Vinogradov’a. Pozwoli�o to pokaza∆ nierówno�∆ maksymalnƒ w ✓

2(Z). Rozszerzenie do ✓? (Z) dla ? > 1
zosta�o opublikowane przez Wierdla w [45].

Na koniec wspomnÚmy, �e niedawno w pracach [29, 30] Mirek studiowa� ciekawƒ klasÿ ciƒgów postaci
B⌘ = (b⌘(=)c : = 2 N) i P⌘ = B⌘ \ P, gdzie ⌘(G) = G2! (G) jest funkcjƒ nale�ƒcƒ do rodziny zdefiniowanej
przez Leitmanna w [27] dla 1 < 2 < 1 + n . W szczególno�ci autor udowodni�, �e dla ka�dego A 2 (1,1]
istnieje ⇠A > 0 taka, �e dla dowolnej funkcji 5 2 ✓A (Z),

��� sup
# 2N

1

#(B⌘ \ [1, #])
’

=2B⌘\[1,# ]

��
5 (G � =)

�����
✓
A
 ⇠A k 5 k✓A

oraz ��� sup
# 2N

1

#(P⌘ \ [1, #])
’

?2P⌘\[1,# ]

��
5 (G �, (?))

�����
✓
A
 ⇠A k 5 k✓A , (8)
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gdzie, : Z! Z jest dowolnym wielomianem stopnia � 1. Ponadto, w przypadku zbiorów B⌘ autor pokaza�
równie� oszacowanie maksymalne s�abego typu (1, 1). W pracy [Pre0] rozszerzy�em ten wynik na przypadek
2 = 1. Dalsze przyk�ady ciƒgów liczb naturalnych oraz odpowiadajƒcych im funkcji maksymalnych mo�na
znale�∆ w [43].

W kolejnych piÿciu sekcjach omówiÿ najwa�niejsze rezultaty otrzymane w pracach sk�adajƒcych siÿ na
osiƒgniÿcie naukowe.

H1. Cotlar’s ergodic theorem along the prime numbers

W 1955 roku Cotlar w pracy [15] pokaza� zbie�no�∆ `-prawie wszÿdzie ergodycznej przyciÿtej transformaty
Hilberta, tzn. dla ka�dego 5 2 !A (- , `), A 2 [1,1) istnienie granicy

lim
#!1

’
1 |= |#

5

�
(
=
G

�
=

dla `-prawie wszystkich G 2 - . Analogiczne twierdzenie dla liczb pierwszych badali�my w [H1].

Twierdzenie 1. [H1, Theorem 1] Niech (- ,B, `, () bÿdzie uk�adem dynamicznym. Wtedy dla ka�dej funkcji
5 2 !A (- , `), A 2 (1,1), granica

lim
#!1

’
?2±P#

5

�
(
?

G

� log |? |
?

istnieje dla `-prawie wszystkich G 2 - .

Z pomocƒ transferencji Calderóna zagadnienie punktowej zbie�no�ci mo�emy sprowadzi∆ do odpowied-
niego problemu dla modelowego systemu dynamicznego. W tym kontek�cie mo�emy bada∆ bardziej ogólne
przyciÿte operatory osobliwe zadane jƒdrem Calderóna–Zygmunda 2 C1(R\{0}) spe�niajƒcym nierówno�∆

|G | | (G) | + |G |2 | 0(G) |  1,

dla |G | � 1, wraz z warunkiem skraca�

sup
_�1

����
π
1 |G |_

 (G) dG
����  1.

Wtedy operator osobliwy wzd�u� liczb pierwszych definiujemy dla funkcji o sko�czonym no�niku 5 : Z! C
wzorem

) 5 (G) =
’
?2±P

5 (G � ?) (?) log |? | .

Niech )# bÿdzie przyciÿciem ) , tzn.

)# 5 (G) =
’
?2±P#

5 (G � ?) (?) log |? | .

W istocie udowodnili�my nastÿpujƒce twierdzenie.

Twierdzenie 2. [H1, Theorem 2] Funkcja maksymalna

)⇤ 5 (G) = sup
# 2N

��
)# 5 (G)

��
,

jest ograniczona na ✓A (Z) dla dowolnego A 2 (1,1). Ponadto, punktowa granica

lim
#!1

)# 5 (G)

istnieje i jest równa ) 5 oraz ) jest ograniczony na ✓A (Z) dla dowolnego A 2 (1,1).

8



Zwró∆my uwagÿ, �e w przeciwie�stwie do nierówno�ci maksymalnej, punktowa zbie�no�∆ nie jest
w�asno�ciƒ, która podlega zasadzie transferencji Calderóna. Dlatego dla dowodu wykorzystali�my pó�normÿ
oscylacyjnƒ. Niech �# bÿdzie przyciÿtym operatorem Hilberta, tj.

�# 5 (G) =
’
?2±P#

5 (G � ?) log |? |
?

.

Twierdzenie 1 wynika z poni�szego rezultatu.

Twierdzenie 3. [H1, Theorem 5] Niech (: 9 : 9 2 N) bÿdzie rosnƒcym ciƒgiem liczb naturalnych i g 2 (1, 2].
Wtedy dla ka�dego � 2 N istnieje ⇠� > 0 taka, �e dla dowolnej 5 2 ✓2(Z),

�’
9=1

�� sup
=2 (: 9�1,: 9 ]

��
�g= 5 � �

g
: 9�1

����2
✓
2  ⇠� k 5 k2

✓
2

przy czym lim�!1⇠�/� = 0.

Dowód Twierdzenia 2 dla A = 2wymaga dobrego zrozumienia mno�ników, które odpowiadajƒ przyciÿtym
operatorom osobliwym. Podobnie jak w przypadku operatora u�redniajƒcego, adaptacja metody �uków
Hardy’ego–Littlewooda w po�ƒczeniu z nierówno�ciƒ Vinogradova pozwoli�a skonstruowa∆ odpowiedni
mno�nik przybli�ajƒcy. Dla A < 2, poczƒtkowo chcieli�my dostosowa∆ elegancki argument Wierdla [45]
oparty na pewnej w�asno�ci liczb pierwszych. Jak siÿ jednak okaza�o rozumowanie to zawiera b�ƒd, który w
przypadku operatora u�redniajƒcego jest �atwy do poprawienia, ale dla przyciÿtych ca�ek osobliwych ju� takim
nie jest. Dlatego zaproponowali�my inne podej�cie, które z jednej strony uzupe�nia dowód Wierdla, z drugiej
— istotnie upraszcza metodÿ Bourgaina. Pokazali�my tak�e, �e funkcja o dostatecznie zlokalizowanym
spektrum wzglÿdem & ma normÿ ✓A równo roz�o�onƒ w klasach modulo &. Pomys� ten rozwÚali�my w
pó�niejszych badaniach. Wed�ug mojej wiedzy, jako pierwsi podjÿli�my badanie przyciÿtych dyskretnych
operatorów osobliwych.

Warto wspomnie∆, �e Twierdzenie 2 rozszerza twierdzenie Ionescu–Waingera [21] na zbiór liczb pierw-
szych. Warto te� zaznaczy∆, �e nasze podej�cie jest inne i daje silniejszy wynik poniewa� badali�my
funkcjÿ maksymalnƒ dla przyciÿtych operatorów osobliwych, która jest obiektem trudniejszym do analizy
ni� sam operator. Dziÿki temu mogli�my zdefiniowa∆ ergodycznƒ ca�kÿ osobliwƒ jako punktowƒ granicÿ jej
przyciÿ∆.

Wariacyjny odpowiednik Twierdzenia 2 pozwalajƒcy uniknƒ∆ badania pó�normy oscylacyjnej, udowod-
nili�my w pracy [35].

H2. Discrete maximal functions in higher dimensions and applications to ergodic theory

Niech (- ,B, `) bÿdzie f-sko�czonƒ przestrzeniƒ z miarƒ oraz {(1, . . . , (3} komutujƒcƒ rodzinƒ odwracal-
nych przekszta�ce� zachowujƒcych miarÿ `. Niech P = (P1, . . . ,P3) : Z: ! Z3 oznacza przekszta�cenie
wielomianowe takie, �e ka�da sk�adowa P 9 jest wielomianem :-zmiennych o warto�ciach ca�kowitych spe�-
niajƒcym P 9 (0) = 0. Zdefiniujmy �rednie

�P
#
(G) = #�:

’
=2N:

#

5

⇣
(
P1 (=)
1 (

P2 (=)
2 · · · (P3 (=)

3
G

⌘
,

gdzie N# =
�
1, 2, . . . , #

 
. G�ównym wynikiem pracy [H2] jest nastÿpujƒce twierdzenie ergodyczne.

Twierdzenie 4. [H2, Theorem A] Za�ó�my, �e ? 2 (1,1). Dla ka�dego 5 2 ! ? (- , `) istnieje 5 ⇤ 2 ! ? (- , `)
taka, �e

lim
#!1

�P
#
5 (G) = 5

⇤(G)

dla `-prawie wszystkich G 2 - .
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Dla dowodu punktowej zbie�no�ci Bourgain, obok oszacowania maksymalnego, pokazywa� oszacowanie
pó�normy oscylacyjnej. Istnieje jednak pó�norma bardziej odpowiednia do badania punktowej zbie�no�ci, tj.
pó�norma wariacyjna, która dla dowolnego ciƒgu (0= : = 2 N) zdefiniowana jest wzorem

+A (0= : = 2 N) = sup
=0<=1<...<=�

⇣ �’
9=1

��
0= 9 � 0= 9�1

��A ⌘ 1
A
.

Rzeczywi�cie, je�li A > 2 to dla dowolnego ciƒgu (# 9 : 9 2 N0) takiego, �e # 9+1 � 2# 9 , z nierówno�ci
Höldera mamy ⇣ �’

9=1

sup
=2 (# 9�1,# 9 ]

��
0= � 0# 9�1

��2⌘ 1
2  �

1
2�

1
A+A (0= : = 2 N).

Ponadto,
sup
=2N

|0= |  |00 | ++A (0= : = 2 N). (9)

W ko�cu, jak �atwo zauwa�y∆, +A (0= : = 2 N) < 1 dla pewnego A � 1 implikuje, �e ciƒg (0=) jest zbie�ny.
Powy�sze w�asno�ci pó�normy wariacyjnej uzasadniajƒ, �e dla dowodu Twierdzenia 4 wystarczy pokaza∆, �e
je�li 5 2 ! ? (- , `) to ��

+A

�
�P
#
5 : # 2 N

���
!
? < 1.

Oszacowania wariacyjne podlegajƒ zasadzie transferencji Calderóna, dlatego mo�emy ograniczy∆ siÿ do bada-
nia modelowego systemu dynamicznego, tj. (Z3 ,P(Z3),#) z rodzinƒ operatorów przesuniÿcia {(1, (2, . . . , (3},
gdzie ( 9 5 (G) = 5 (G + 4 9). W tym kontek�cie operator �P

#
przyjmuje posta∆

�
P
#
5 (G) = #�:

’
=2N:

#

5

�
G � P(=)

�
.

Twierdzenie 5. [H2, Theorem C] Niech ? 2 (1,1) i A > max{?, ?0}. Wtedy istnieje sta�a ⇠? > 0 taka, �e
dla dowolnej funkcji 5 2 ✓? (Z3),

��
+A

�
�
P
#
5 : # 2 N

���
✓
?  ⇠?

A

A � 2
k 5 k✓? .

Ponadto, sta�a ⇠? nie zale�y od wspó�czynników przekszta�cenia wielomianowego P.

Oszacowania wariacyjne w analizie harmonicznej, jak i w teorii ergodycznej, by�y ju� tematem kilku prac,
m.in. [23–25,46]. W szczególno�ci praca Krause [25] zainspirowa�a nas do badania pó�normy wariacyjnej w
wielu wymiarach. Nasz dowód Twierdzenia 5 silnie zale�y od oszacowania maksymalnego, które w istocie
jest uogólnieniem pracy Bourgaina [11] na wiele wymiarów.

Twierdzenie 6. [H2, Theorem D] Dla ka�dego ? 2 (1,1] istnieje sta�a ⇠ > 0 taka, �e dla ka�dego
5 2 ✓? (Z3), �� sup

# 2N

��
�
P
#
5

����
✓
?  ⇠k 5 k✓? . (10)

Ponadto, sta�a ⇠ nie zale�y od wspó�czynników przekszta�cenia wielomianowego P.

Oszacowania maksymalne (10) mia�y istotny wk�ad w rozwój projektu z Mirkiem i Steinem dotyczƒcym
oszacowa� w ✓

? funkcji maksymalnej dla przyciÿtych operatorów osobliwych typu Radona. Mianowicie w
pracy [33] pokazali�my, �e dla ka�dego ? 2 (1,1) istnieje ⇠ > 0 taka, �e dla dowolnej funkcji 5 2 ✓? (Z3),

�� sup
# 2N

��
)
P
#
5

����
✓
?  ⇠k 5 k✓? , (11)
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gdzie ) P
#

jest przyciÿtym operatorem osobliwym, tzn.

)
P
#
5 (G) =

’
H2Z:# \{0}

5 (G � P(H)) (H),

przy czym  jest jƒdrem Calderóna–Zygmunda na R: oraz Z# = {�# , . . . ,�1, 0, 1, . . . #}. W dowodzie
nierówno�ci (11) musieli�my zamieni∆ supremum po zbiorze liczb naturalnych na supremum po liczbach
diadycznych {2= : = 2 N0}. Wprawdzie operatory ) P

#
nie sƒ dodatnie, ale dla # 2 [2=, 2=+1) mamy

punktowe oszacowanie ��
)
P
#
5 (G)

��  ⇠ ���
)
P
2= 5 (G)

�� + �P
#
| 5 | (G)

�
dla pewnej sta�ej ⇠ > 0, co pociƒga

�� sup
# 2N

��
)
P
#
5

����
✓
?  ⇠

⇣�� sup
=2N0

��
)
P
2= 5

����
✓
? +

�� sup
# 2N

�
P
#
| 5 |

��
✓
?

⌘
.

Dowód Twierdzenia 6 korzysta z pomys�u zaczerpniÿtego z pracy [21], gdzie ograniczono�∆ na ✓?

osobliwego operatora typu Radona pokazano rozbÚajƒc go na dwie czÿ�ci, z których pierwsza kontrolowana
jest na ✓? druga na ✓2, w po�ƒczeniu z pewnƒ metodƒ interpolacyjnƒ. Dok�adniej, dla ka�dego n 2 (0, 1] i
_ > 0 skonstruowali�my operator �_,n

#
taki, �e

��� sup
# 2N

��
�
P
#
5 � �_,n

#
5

�����
✓
2
 ⇡ n _

�1k 5 k
✓
2

oraz dla ka�dego ? 2 (1,1), ��� sup
# 2N

��
�
_,n

#
5

�����
✓
?
 ⇠n _n k 5 k✓? .

Powy�sze oszacowania w po�ƒczeniu ze wspomnianƒ technikƒ interpolacyjnƒ pozwoli�y udowodni∆ (10).
Otrzymali�my w ten sposób dowód oszacowa� maksymalnych inny ni� w pracy [11]. W oparciu o ar-
gument interpolacyjny opisany w [25], dla dowodu Twierdzenia 6 wystarczy pokaza∆ Twierdzenie 5 oraz
oszacowanie A-wariacyjne dla ? = 2 i dowolnego A > 2. Z uwagi na nierówno�∆ (9), budujƒc teoriÿ ✓2

mogli�my ograniczy∆ siÿ do badania pó�normy A-wariacyjnej. W przypadku oszacowa� maksymalnych
teoriÿ ✓2 Bourgain opar� na metodzie �uków Hardy’ego–Littlewooda, nierówno�ci Weyla i Lemacie Logaryt-
micznym [11, Lemma 4.1], patrz (23). Tutaj zaproponowali�my inne podej�cie. Mianowicie, zamiast Lematu
Logarytmicznego skorzystali�my z nastÿpujƒcej nierówno�ci numerycznej

+A (0 9 : 0  9  2B) 
p
2

B’
8=0

⇣ 2B�8�1’
9=0

��
0 ( 9+1)28 � 0 928

��2⌘ 1
2
. (12)

Nierówno�∆ ta pozwoli�a nam bezpo�rednio analizowa∆ mno�nik przybli�ajƒcy dajƒc oszacowanie wariacyjne
w ✓

2 dla ma�ych kostek. Dla du�ych kostek rozwiniÿcie podej�cia opracowanego w [H1], umo�liwi�o nam
porównanie dyskretnych norm ✓

? mno�ników przybli�ajƒcych z ciƒg�ymi normami ! ? pewnych mno�ników
na R3 , o których wiadomo, �e dajƒ funkcjÿ maksymalnƒ ograniczonƒ na ! ?. Idea ta w po�ƒczeniu z argu-
mentem interpolacyjnym [21] nie by�a wcze�niej u�ywana i da�a nowy dowód oszacowania maksymalnego
w ✓

? dla du�ych kostek. W ko�cu, oszacowanie maksymalne w ✓
? dla ? < 2 i ma�ych kostek pokazali-

�my z logarytmicznƒ stratƒ. W tym miejscu adaptowali�my pomys� Bourgaina z [11, Lemma 7.32] podajƒc
nieznacznie prostszy dowód.
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H3. Variational estimates for discrete operators modeled on multi-dimensional polynomial subsets of
primes

Niech (- ,B, `) bÿdzie f-sko�czonƒ przestrzeniƒ z miarƒ oraz {(1, . . . , (3} rodzinƒ komutujƒcych, odwra-
calnych przekszta�ce� zachowujƒcych miarÿ `. Niech P = (P1, . . . ,P3) : Z: ! Z3 oznacza przekszta�cenie
wielomianowe takie, �e ka�da sk�adowa P 9 jest wielomianem :-zmiennych o warto�ciach ca�kowitych spe�-
niajƒcym P 9 (0) = 0. Niech ⌫ bÿdzie otwartym i ograniczonym podzbiorem R: zawierajƒcym poczƒtek
uk�adu wspó�rzÿdnych takim, �e dla pewnego ] > 0 i wszystkich # 2 N,

[�]# , ]#]: ✓ ⌫# ✓ [�# , #]: ,

gdzie dla _ > 0 po�o�yli�my
⌫_ =

�
G 2 R: : _�1G 2 ⌫

 
.

W pracy [H3] rozwa�a�em �rednie

�P
#
5 (G) = 1

c⌫ (#)
’
=2N:0

’
?2P:00

5

⇣
)
P1 (=,?)
1 · · ·) P3 (=,?)

3
G

⌘
1⌫# (=, ?),

gdzie : = : 0 + : 00 oraz
c⌫ (#) =

’
=2N:0

’
?2P:00

1⌫# (=, ?).

Jednym z g�ównych wyników pracy jest poni�sze twierdzenie.

Twierdzenie 7. [H3, Theorem A] Za�ó�my, �e ? 2 (1,1). Dla ka�dego 5 2 ! ? (- , `) istnieje 5 ⇤ 2 ! ? (- , `)
taka, �e

lim
#!1

�P
#
5 (G) = 5

⇤(G)

dla `-prawie wszystkich G 2 - .

Sumy wzd�u� liczb pierwszych sƒ bardzo nieregularne, dlatego wygodniej jest pracowa∆ z wa�onymi
�rednimi postaci

�P
#
5 (G) = 1

o⌫ (#)
’
=2N:0

’
?2P:00

5

⇣
)
P1 (=,?)
1 · · ·) P3 (=,?)

3
G

⌘
1⌫# (=, ?)

✓
:
00÷
9=1

log ? 9

◆
, (13)

gdzie

o⌫ (#) =
’
=2N:0

’
?2P:00

1⌫# (=, ?)
✓
:
00÷
9=1

log ? 9

◆
.

Jak pokaza�em w artykule [H3], punktowa zbie�no�∆ (�P
#
: # 2 N) mo�e by∆ wywnioskowana z w�a�ciwo�ci

(�P
#
: # 2 N).

Obok operatorów u�redniajƒcych rozwa�a�em punktowƒ zbie�no�∆ przyciÿtych dyskretnych operatorów
osobliwych. Precyzyjniej, niech  2 C1(R: \ {0}) bÿdzie jƒdrem Calderóna–Zygmunda spe�niajƒcym
nierówno�∆

kGk: | (G) | + kGk:�1 kr (G)k  1,

dla G 2 R: , kGk � 1, wraz z warunkiem skraca�π
⌫_\⌫_0

 (G) dG = 0,
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dla dowolnych 0 < _
0  _. Wtedy przyciÿty dyskretny operator osobliwy ⌥P

#
zadany jest wzorem

⌥P
#
5 (G) =

’
=2Z:0

’
?2 (±P):00

5

⇣
)
P1 (=,?)
1 · · ·) P3 (=,?)

3
G

⌘
 (=, ?)1⌫# (=, ?)

✓
:
00÷
9=1

log
��
? 9

�� ◆
. (14)

Wagi logarytmiczne w (13) i (14) odpowiadajƒ gÿsto�ci liczb pierwszych. W pracy udowodni�em nastÿpujƒce
twierdzenie, które jest rozszerzeniem twierdzenia ergodycznego Cotlara [15].

Twierdzenie 8. [H3, Theorem B] Za�ó�my, �e ? 2 (1,1). Dla ka�dego 5 2 ! ? (- , `) istnieje 5 ⇤ 2 ! ? (- , `)
taka, �e

lim
#!1

⌥P
#
5 (G) = 5

⇤(G)

dla `-prawie wszystkich G 2 - .

W�a�ciwo�ci pó�normy wariacyjnej pozwalajƒ wywnioskowa∆ Twierdzenia 7 i 8 z nastÿpujƒcego wyniku.

Twierdzenie 9. [H3, Theorem C] Dla ka�dego ? 2 (1,1) istnieje sta�a ⇠? > 0 taka, �e dla ka�dego
A 2 (2,1) i wszystkich funkcji 5 2 ! ? (- , `),

��
+A (�P

#
5 : # 2 N)

��
!
?  ⇠?

A

A � 2
k 5 k!? (15)

oraz ��
+A (⌥P

#
5 : # 2 N)

��
!
?  ⇠?

A

A � 2
k 5 k!? . (16)

Sta�a ⇠? nie zale�y od wspó�czynników przekszta�cenia wielomianowego P.

Oszacowania wariacyjne dla dyskretnych operatorów by�y tematem prac [23,25,32,34,35,46,H2]. W [25],
Krause studiowa� przypadek 3 = : = : 0 = 1 i otrzyma� nierówno�∆ (15) dla ? 2 (1,1) i A > max{?, ?0}. Z
drugiej strony, Zorin-Kranich w [46] dla tego samego przypadku otrzyma� nierówno�∆ (15) dla wszystkich
A 2 (2,1), ale dla ?w pewnym otoczeniu 2. Dopiero ostatnio w [32] udowodnili�my wariacyjne oszacowania
dla pe�nego zakresu parametrów, tzn. ? 2 (1,1) i A 2 (2,1), co odpowiada przypadkowi : 00 = 0. W [46],
Zorin-Kranich pokaza� te� (15) dla operatorów u�redniajƒcych modelowanych na liczbach pierwszych, tj.
kiedy 3 = : = :

00 = 1 z wielomianem P(G) = G. Warto wspomnie∆, �e oszacowania wariacyjne dla
operatorów dyskretnych opierajƒ siÿ na oszacowaniach dla ich ciƒg�ych odpowiedników otrzymanych w [24],
zobacz tak� [32, Appendix].

Wariacyjne oszacowania dla dyskretnych operatorów osobliwych by�y badane w [14,32,34,35]. W [35],
otrzymali�my nierówno�∆ (16), dla przyciÿtej transformaty Hilberta modelowanej na liczbach pierwszych,
co odpowiada 3 = : = :

00 = 1 z wielomianem %(G) = G. W rzeczywisto�ci, dyskretne operatory osobliwe
typu Radona wymaga�y nowego podej�cia. Bardzo wa�ny kamie� milowy zosta� po�o�ony przez Ionescu i
Waingera w [21]. W ko�cu, pe�ne badania nad wariacyjnymi oszacowaniami dla dyskretnych przyciÿtych
operatorów osobliwych typu Radona otrzymali�my w [32], co odpowiada 3 = : = : 0.

Odnoszƒc siÿ do punktowych twierdze� ergodycznych wzd�u� liczb pierwszych, istniejƒ pewne wyniki
oparte na normie oscylacyjnej. W [8], Bourgain pokaza� punktowƒ zbie�no�∆ �rednich wzd�u� liczb pierw-
szych dla funkcji z !2(- , `). Nastÿpnie jego wynik by� rozszerzony na wszystkie ! ? (- , `), ? > 1, przez
Wierdla w [45], zobacz tak�e [11, Section 9]. Nie d�ugo po tym, Nair w [36] udowodni� Twierdzenie 7 dla
!
2(- , `), 3 = : = : 00 = 1, i dowolnego wielomianu o ca�kowitych wspó�czynnikach. Nair tak�e studiowa�

�rednie ergodyczne dla funkcji z ! ? (- , `), ? < 2, jednak [37, Lemma 14] zawiera b�ƒd. W rzeczywisto�ci,
oszacowania mno�nika ,# nie sƒ wystarczajƒce do pokazania, �e suma rozwa�ana na ko�cu dowodu ma
oszacowania niezale�ne od |U � 0/1 |. W ko�cu, rozszerzenie ergodycznego twierdzenia Cotlara na liczby
pierwsze by�o badane w [H1], zobacz tak�e [35].
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W �wietle zasady transferencji Calderóna, dowodzƒc Twierdzenie 9 mo�emy pracowa∆ z modelowym
systemem dynamicznym. Niech "P

#
i �P

#
bÿdƒ odpowiadajƒcymi operatorami, tzn.

"
P
#
5 (G) = 1

o⌫ (#)
’
=2N:0

’
?2P:00

5

�
G � P(=, ?)

�
1⌫# (=, ?)

✓
:
00÷
9=1

log ? 9

◆

oraz

�
P
#
5 (G) =

’
=2Z:0

’
?2 (±P):00

5

�
G � P(=, ?)

�
 (=, ?)1⌫# (=, ?)

✓
:
00÷
9=1

log
��
? 9

�� ◆
.

Przejdziemy teraz do opisu metody dowodu Twierdzenia 9 dla modelowego systemu dynamicznego. Dla
uproszczenia prezentacji skupimy siÿ na operatorach u�redniajƒcych. Niech m# bÿdzie dyskretnym mno�-
nikiem Fouriera odpowiadajƒcym "

P
#

. Aby poradzi∆ sobie z krótkimi wariacjami zastosowa�em trik ostat-
nio u�yty w pracy [34], porównaj tak�e [46]. Mianowicie, dla danego d 2 (0, 1) rozwa�a�em zbiór
Dd = {#= : = 2 N}, gdzie #= = b2=dc. Podzieli�em A-wariacyjnƒ pó�normÿ na dwie czÿ�ci: d�ugie
wariacje i krótkie wariacje. Dla ka�dego ? 2 (1,1) dobra�em d w taki sposób, �e oszacowanie w ✓

? krót-
kich wariacji by�o stosunkowo �atwe. Nastÿpnie, aby kontrolowa∆ d�ugie wariacje skorzysta�em z rozk�adu
jedno�ci, który zbudowali�my w [32], tj.

1 =
=�1’
B=0

⌅V
=,B

+
✓
1 �

=�1’
B=0

⌅V
=,B

◆

dla pewnego parametru V 2 N. Ka�dy projektor ⌅V
=,B

ma no�nik zawarty w sko�czonej sumie roz�ƒcznych
kostek majƒcych �rodki w punktach wymiernych nale�ƒcych do ⌘

V

B
. W ten sposób, rozró�ni�em czÿ�∆ mno�-

nika, gdzie mog�em wyznaczy∆ jego asymptotykÿ, od mocno oscylujƒcej. Do kontroli oscylujƒcej czÿ�ci
wykorzysta�em nierówno�∆ Weyla–Vinagradova z logarytmicznƒ stratƒ w po�ƒczeniu z oszacowaniem na
normÿ ✓? na mno�niki typu Ionescu–Wainger. Nierówno�∆ Weyla–Vinogradova jest jednƒ z nowo�ci w oma-
wianej pracy. Korzystajƒc z nierówno�ci trójkƒta �atwo zauwa�y∆, �e dla kontroli pierwszej czÿ�ci wystarczy
udowodni∆ ���+A ⇣F �1

⇣
m#=⌅

V

=,B
5̂

⌘
: = > B

⌘���
✓
?
 ⇠? (B + 1)�2k 5 k✓? . (17)

Najpierw, u�ywajƒc metody �uków Hardy’ego–Littlewooda, wyznaczy�em asymptotykÿ mno�ników m#= .
W tym miejscu natrafi�em na pierwszƒ ró�nicÿ w stosunku do [32]. Mianowicie, dla b dostatecznie bliskiego
punktu wymiernego 0/@ mamy

m#= (b) = ⌧ (0/@)�#= (b � 0/@) + O
⇣
exp

⇣
� 2

p
log #=

⌘⌘
, (18)

pod warunkiem, �e 1  @  (log #=)V
0
, gdzie ⌧ (0/@) jest sumƒ gaussowskƒ i �#= wersjƒ ca�kowƒ

m#= . Ograniczenie na wielko�∆ mianowników jest konsekwencjƒ tego, �e dla wiÿkszych @ twierdzenie
Siegela–Walfisza ma dodatkowy sk�adnik zwiƒzany z ewentualnym zerem Siegela. Drugim problemem jest
wolniejsze malenie b�ÿdu w (18). W szczególno�ci ma to wp�yw na rozmiary kostek w rozk�adzie jedno�ci.
Oba fakty powodujƒ, �e analiza mno�nika przybli�ajƒcego jest trudniejsza. Aby temu zaradzi∆, pracowa�em
bezpo�rednio z m#= . Ponadto, dosta�em ujednolicone podej�cie do wariacyjnych oszacowa� dla operatorów
u�redniajƒcych i przyciÿtych dyskretnych operatorów osobliwych.

Wracajƒc do szkicu dowodu, w celu pokazania (17), pó�normÿ wariacyjnƒ podzieli�em na dwie czÿ�ci: B <
= < 2^B i 2^B  =, gdzie ^B ' (B + 1)d/10. Dla du�ych skali 2^B < =, transferowa�em oszacowanie w !

? dla A-
wariacyjnej pó�normy odpowiedniego ciƒg�ego mno�nika. Poniewa� sumy gaussowskie spe�niajƒ |⌧ (0/@) | .
@
�X dla pewnej X > 0 pokaza�em, �e norma ✓2 maleje jak (B + 1)�XVd. W konsekwencji, dobierajƒc V
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dostatecznie du�e, w oparciu o interpolacjÿ, otrzyma�em oszacowanie rzÿdu (B + 1)�2 na normÿ w ✓
? dla

A-wariacyjnej pó�normy dla du�ych skali. W przypadku ma�ych skali B < =  2^B , oszacowanie normy
✓
2 otrzyma�em z pomocƒ numerycznej nierówno�ci (12). Tak�e i tym razem pokaza�em, �e norma ✓2

jest ograniczona przez (B + 1)�XVd+1. Z powodu s�abszej asymptotyki w (18), oszacowanie pó�normy A-
wariacyjnej dla ma�ych skali wymaga� nowego podej�cia. Pomys� polega na dalszym podzieleniu zbioru
indeksów na diadyczne bloki i skonstruowaniu w ka�dym z nich dobrego mno�nika przybli�ajƒcego dajƒcego
oszacowanie normy ✓? niezale�ne od bloku. Kosztem dodatkowego czynnika ^2

B
, dosta�em oszacowania

A-wariacji dla ma�ych skali. Ta czÿ�∆ dowodu jest nowa. W oparciu o argument interpolacyjny, w po�ƒczeniu
z wyborem V dostatecznie du�ego, otrzyma�em oszacowanie na normÿ ✓? postaci (B + 1)�2.

H4. Variational estimates for operators on some thin subsets of primes

Dla danego systemu dynamicznego (- ,B, `, () i wielomianu % o warto�ciach ca�kowitych takiego, �e
%(0) = 0, rozwa�a�em operatory u�redniajƒce postaci

�# 5 (G) =
1

#(P \ [1, #])
’

?2P\[1,# ]
5

⇣
(
% (?)

G

⌘
,

gdzie P jest pewnym cienkim podzbiorem liczb pierwszych P, tzn.

lim
#!1

#(P \ [1, #])
#(P \ [1, #]) = 0.

Obok operatorów u�redniajƒcych studiowa�em te� punktowe zbie�no�ci dyskretnych przyciÿtych transformat
Hilberta z odpowiedniƒ funkcjƒ wagowƒ l,

⌥# 5 (G) =
’

?2±P\[1,# ]
5

⇣
(
% (?)

G

⌘
l( |? |)
?

.

Przed sformu�owaniem g�ównych wyników zdefiniujmy cienkie podzbioryP, którymi zajmowa�em siÿ w [H4].
Niech L bÿdzie rodzinƒ funkcji wolnozmieniajƒcych ! : [1,1) ! (0,1) takƒ, �e

! (G) = exp

✓ π
G

1

o(C)
C

dC

◆

dla pewnej funkcji o 2 C1( [1,1)) spe�niajƒcej

lim
G!1

o(G) = 0 oraz lim
G!1

G
=

o
(=) (G) = 0 dla ka�dego = 2 N.

W klasie L wyró�niamy podklasÿ L0 takƒ, �e limG!1 ! (G) = 1,

lim
G!1

o(G) = 0 oraz lim
G!1

G
=
o
(=) (G)
o(G) = 0 dla ka�dego = 2 N,

przy czym dla ka�dego n > 0 istnieje sta�a ⇠n > 0 taka, �e ⇠n G n o(G) � 1. Nastÿpnie dla ka�dego 2 2 (0, 2)
przez R2 oznaczamy rodzinÿ rosnƒcych funkcji postaci

⌘(G) = G2! (G),

gdzie ! 2 L0 je�li 2 = 1, i ! 2 L w przeciwnym wypadku. Definicja klasy R2 pochodzi od Leitmanna [27].
Powy�sza wersja zosta�a zaczerpniÿta z [29].
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Niech i1 i i2 bÿdƒ ustalonymi funkcjami takimi, �e i�11 2 R21 i i�12 2 R22 , dla pewnych 21, 22 2 [1, 2).
Zbiory, które bada�em majƒ posta∆

P+ =
�
? 2 P : {i1(?)} < k(?)

 
, P� =

�
? 2 P : {�i1(?} < k(?)

 
,

gdzie k : [1,1) ! (0,1) spe�nia 0 < k  1
2 oraz

lim
G!1

k
(:) (G)

i
(:+1)
2 (G)

= 1

dla ka�dego : = 0, 1, . . . , 3+2, gdzie 3 jest stopniem wielomianu %. W ca�ej pracy zak�ada�em, �e W1 = 1/21
i W2 = 1/22 spe�niajƒ:

(i) je�li 3 = 1, (
(1 � W1) +15(1 � W2) < 1,

3(1 � W1) +12(1 � W2) < 2,

(ii) je�li 3 = 2, (
3(1 � W1) +62(1 � W2) < 3,

4(1 � W1) +32(1 � W2) < 3,

(iii) je�li 3 2 {3, . . . , 9},

8>>>><
>>>>:

1

3 · 23
(1 � W1) +

✓
1 + 1

6(23 � 1)

◆
(1 � W2) <

1

3 · 23
,

(1 � W2) <

1

4 · 23
,

(iv) je�li 3 � 10,
2

33 (3 + 1)2 (1 � W1) +
✓
1 + 1

33 (3 + 1)

◆
(1 � W2) <

2

33 (3 + 1)2 .

W�asno�ci pó�normy wariacyjnej pozwalajƒ wywnioskowa∆ punktowe twierdzenia ergodyczne z poni�szego
twierdzenia.

Twierdzenie 10. [H4, Theorem A & B] Niech P 2 {P�,P+}. Dla ka�dego B > 0 istnieje sta�a ⇠ > 0 taka,
�e dla ka�dego A > 2 i dowolnej funkcji 5 2 !B (- , `),

��
+A

�
�# 5 : # 2 N

���
!
B  ⇠ A

A � 2
k 5 k!B (19)

oraz ��
+A

�
⌥# 5 : # 2 N

���
!
B  ⇠ A

A � 2
k 5 k!B (20)

Sta�a ⇠ nie zale�y od wspó�czynników wielomianu %.

Zauwa�my, �e nierówno�∆ (20) pozwala zdefiniowa∆ ergodycznƒ transformatÿ Hilberta dla funkcji 5 2
!
B (- , `), B > 1, wzorem

⌥ 5 (G) = lim
#!1

⌥# 5 (G)

dla `-prawie wszystkich G 2 - .
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Jak �atwo pokaza∆ w przypadku, gdy i1 = i2 = i oraz k(G) = i(G + 1) � i(G), otrzymujemy

P� =
�
? 2 P : ? = bi�1(=)c dla pewnego = 2 N

 
.

Zbiory tej postaci by�y studiowane w [29]. W konsekwencji oszacowania (19) pociƒgajƒ (8), jak i punktowe
twierdzenie ergodyczne [29, Theorem 1.14].

Przejd�my teraz do krótkiego opisu dowodu Twierdzenia 10. W �wietle zasady transferencji Calderóna
mo�emy ograniczy∆ siÿ do modelowego systemu dynamicznego. Jak zwykle A-wariacje podzieli�em na dwie
czÿ�ci: krótkie i d�ugie wariacje. Je�li d�ugie wariacje przebiegajƒ zbiór Zd = {b2:dc : : 2 N} dla pewnego
d 2 (0, 1), to krótkie wariacje stajƒ siÿ znacznie �atwiejsze. W rzeczywisto�ci, oszacowanie krótkich
wariacji sprowadza siÿ do oszacowania normy ✓1(Z) jƒdra splotowego, co jest konsekwencjƒ oszacowa�
pewnych sum eksponencjalnych wzd�u� zbioru P w po�ƒczeniu z twierdzeniem o liczbach pierwszych lub
twierdzeniem Mertensa. W d�ugich wariacjach, operator modelowany wzd�u� zbioru P zamieni�em na
operator modelowany wzd�u� liczb pierwszych P. W tym kroku, musia�em uzyska∆ malenie na normy ✓2 dla
ró�nicy tych operatorów. Korzystajƒc z twierdzenia Plancherela, uzyska�em je z oszacowa� pewnych sum
eksponencjalnych wzd�u� P. Pozwoli�o to sprowadzi∆ wariacyjne oszacowania wzd�u� P do wariacyjnych
oszacowa� wzd�u� P, które by�y tematem bada� w [H3].

Jak widzimy w dowodzie Twierdzenia 10, wa�nym narzÿdziem by�y oszacowania pewnych sum ekspo-
nencjalnych.

Twierdzenie 11. [H4, Theorem 1] Dla < 2 Z \ {0}, g 2 {0, 1} i 1  -  -
0  2- , definiujemy

((- , - 0) =
’

-<=- 0
exp

⇣
2c8

�
b%(=) + <(i1(=) � gk(=))

� ⌘
⇤(=),

gdzie ⇤ jest funkcjƒ von Mangoldta. Wtedy dla ka�dego n > 0,

(i) je�li 3 = 1,

��
((- , - 0)

�� .n -1+n
⇣
|< | 14 -� 1

12 + |< | 1
14

�
i1(-)f1(-)

�� 1
14 + - 1

12
�
i1(-)f1(-)

�� 1
4

⌘
,

(ii) je�li 3 = 2,

��
((- , - 0)

�� .n -1+n
⇣
|< | 1

12 -
� 1

16 + |< | 1
30

�
i1(-)f1(-)

�� 1
20 + - 1

32
�
i1(-)f1(-)

�� 1
8

⌘
,

(iii) je�li 3 2 {3, . . . , 9},
��
((- , - 0)

�� .n -1+n
⇣
-
� 1

4·23 + |< |
1

4(23�1) -
� 3�1

8(23�1) + |< |
1

6(23�1)
�
i1(-)f1(-)

�� 1
3·23

⌘
,

(iv) je�li 3 � 10,

��
((- , - 0)

�� .n -1+n
⇣
-
� 1

43 (3+1) + |< |
1

23 (3+1) -
� 3�1

43 (3+1) + |< |
1

33 (3+1)
�
i1(-)f1(-)

�� 2
33 (3+1)2

⌘
.

Niejawne sta�e w powy�szych oszacowaniach sƒ niezale�ne od <, g, - , - 0 oraz b.

Dowód Twierdzenia 11 opiera siÿ na zastosowaniu to�samo�ci Vaughana w po�ƒczeniu z lematem van
der Corputa. Cztery przypadki w tezie twierdzenia wynikajƒ z tego, �e korzysta�em z lematu van der Corputa
w klasycznej postaci, jak i ostatnio otrzymanej przez Heath-Browna w [19].

17



H5. Endpoint estimates for the maximal function over prime numbers

Niech (- ,B, `, () bÿdzie ergodycznym systemem dynamicznym, w którym (- ,B, `) jest przestrzeniƒ pro-
babilistycznƒ. W pracy [H5] rozwa�a�em operatory u�redniajƒce wzd�u� liczb pierwszych, tj.

�# 5 (G) =
1

c(#)
’
?2P#

5

�
(
?

G

�
,

gdzie P# jest podzbiorem liczb pierwszych nie wiÿkszych od # i c(#) = #P# . Badanie �rednich ergodycz-
nych wzd�u� liczb pierwszych zapoczƒtkowa� Bourgain w [8] rozwa�ajƒc przypadek funkcji nale�ƒcych do
!
2(- , `). Zbie�no�∆ dla ! ? (- , `), ? > 1, pokaza� Wierdl w [45], porównaj tak�e [11, Section 9]. Jednak

zachowanie dla punktu granicznego ? = 1 by�o otwartym problem przez ponad dwadzie�cia lat. Adaptujƒc
metodÿ opracowanƒ przez Buczolicha i Mauldaina w [12], LaVictoire w [26] pokaza�, �e dla ka�dego ergo-
dycznego systemu dynamicznego istnieje funkcja 5 2 !1(- , `) taka, �e ciƒg (�# 5 : # 2 N) nie zbiega na
zbiorze miary dodatniej. Celem pracy [H5] by�o znalezienie blisko !1(- , `) przestrzeni Orlicza, dla której
zachodzi punktowe twierdzenie ergodyczne.

Twierdzenie 12. [H5, Theorem A] Dla ka�dej funkcji 5 2 ! (log !)2(log log !) (- , `) granica

lim
#!1

�# 5 (G)

istnieje dla `-prawie wszystkich G 2 - .

W �wietle punktowej zbie�no�ci otrzymanej przez Bourgaina w [9], porównaj tak�e [35], dla dowodu
Twierdzenia 12 wystarczy pokaza∆ s�abe maksymalne oszacowania dla funkcji z

! (log !)2(log log !) (- , `).

Nierówno�∆ tÿ mo�na wywnioskowa∆ z nastÿpujƒcego oszacowania restrykcyjnego.

Twierdzenie 13. [H5, Theorem B] Istnieje sta�a ⇠ > 0 taka, �e dla dowolnego podzbioru � ⇢ - ,

`

n
G 2 - : sup

# 2N
�# (1�) (G) > _

o
 ⇠_�1 log2(4/_)`(�)

dla wszystkich 0 < _ < 1.

Odwo�ujƒc siÿ do zasady transferencji Calderóna, Twierdzenie 13 mo�na wywnioskowa∆ z odpowia-
dajƒcego wyniku dla modelowego systemu dynamicznego. Precyzyjniej, oznaczmy przez �# operator
u�redniajƒcy na Z,

�# 5 (G) =
1

c(#)
’
?2P#

5 (G � ?).

Wtedy

Twierdzenie 14. [H5, Theorem C] Istnieje ⇠ > 0 taka, �e dla dowolnego sko�czonego podzbioru � ⇢ Z,
���nG 2 Z : sup

# 2N
�# (1� ) (G) > _

o���  ⇠_�1 log2(4/_) |� |
dla wszystkich 0 < _ < 1.
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Twierdzenie 14 wraz z oszacowaniami maksymalnymi na ✓2(Z) sƒ wystarczajƒco silne, aby pociƒga∆ nie-
równo�∆ maksymalnƒ dla wszystkich funkcji z ✓? (Z), ? > 1, co daje alternatywny dowód twierdzenia
Wierdla [45].

Przejd�my teraz do szkicu dowodu Twierdzenia 14. Bez straty ogólno�ci biorƒc supremum mo�emy
ograniczy∆ siÿ do liczb diadycznych. Ponadto, jest �atwiej pracowa∆ z wa�onymi �rednimi "# ni� �# , gdzie

"# 5 (G) =
1

o(#)
’
?2P#

5 (G � ?) log ?,

gdzie o(#) =
Õ
?2P# log ?. Dla ustalonego C > 0 i ka�dego = 2 N roz�o�y�em operator "2= na dwie

czÿ�ci �C
=

i ⌫C
=

w taki sposób, �e funkcja maksymalna zwiƒzana z �C
=

ma ✓1,1-pó�normÿ . Ck 5 k
✓
1 , na-

tomiast odpowiadajƒca ⌫C
=

ma ✓2(Z)-normÿ . exp(�2
p
C)k 5 k

✓
2 . Dobierajƒc C ' log2(4/_) nierówno�ci

te zastosowane do dystrybuanty
��� sup

=2N "2= (1� ) > _

 �� dajƒ optymalne oszacowanie. Podobny pomys�
pojawi� siÿ ju� w pracy Bourgaina [7]. W kontek�cie dyskretnej analizy harmonicznej zastosowany by� przez
Ionescu w [20]. Rozk�adajƒc operator "2= korzysta�em z metody �uków Hardy’ego–Littlewooda. Jednak,
aby otrzyma∆ wyk�adnicze malenie b�ÿdu przybli�enia, z powodu twierdzenia Page’a, mno�nik przybli�ajƒcy
musi tak�e zawiera∆ drugi sk�adnik asymptotyki. Stƒd, istnienie zera Siegela pociƒga za sobƒ, �e w otoczeniu

punktu wymiernego 0/@ mno�nik przybli�ajƒcy d
!
0,@

2= (· � 0/@) zale�y od liczby wymiernej 0/@. Dziÿki
log-wypuk�o�ci ✓1,1 s�abe oszacowania wynikajƒ z nierówno�ci

���nG 2 Z : sup
C=

��� ’
02�@

F �1 � d
!
0,@

2= (· � 0/@)[B (· � 0/@) 5̂
�
(G) > _

���o���  ⇠ 1

_i(@) k 5 k✓1 ,

dla 2B  @ < 2B+1, 1  B 
p
C, której dowód wykorzystuje zachowanie sum Gaussa

⌧ (j, =) = 1

i(@)
’
A 2�@

j(A)42c8A=/@,

gdzie j jest charakterem Dirichleta modulo @.
W tym miejscu warto zauwa�y∆, �e praca [H5] jest pierwszym wynikiem z dyskretnej analizy harmo-

nicznej, który w miejsce braku s�abego typu (1, 1) dowodzi restrykcyjne s�abe oszacowania typu Orlicza.

5. Informacja o wykazywaniu si� istotn� aktywno�ci� naukow� albo artystyczn� realizo-
wan� w wi�cej ni� jednej uczelni, instytucji naukowej lub instytucji kultury, w szczególno�ci
zagranicznej

Zaraz po obronienie rozprawy doktorskiej odby�em sta� podoktorski na Uniwersytecie w Sassari, W�ochy,
gdzie pod kierunkiem profesora Tima Stegera studiowa�em teoriÿ budynków afinicznych. Sta� ten zako�czy-
�em w czerwcu 2005 roku. Wraz z poczƒtkiem roku akademickiego 2005/6 rozpoczƒ�em sta� podoktorski na
Uniwersytecie w Orleanie, Francja, gdzie wspólnie z profesorem Jean-Philippem Ankerem bada�em spacery
losowe na budynkach afinicznych. Kolejne dwa i pó� roku spÿdzi�em na sta�u na Uniwersytecie w Sydney,
Australia, badajƒc strukturÿ egzotycznych budynków afinicznych. Po powrocie do Polski, w latach 2010–6
zatrudniony by�em na stanowisku adiunkta w Instytucie Matematycznym Uniwersytetu Wroc�awskiego. Od
2017 do chwili obecnej zatrudniony jestem w Polskiej Akademii Nauk.

Poza piÿcioma pracami stanowiƒcymi tematyczny cykl rozprawy habilitacyjnej, po uzyskaniu stopnia
doktora opublikowa�em jeszcze 15 artyku�ów, a kolejne siedem zosta�o z�o�one do recenzji. ˇƒcznie jestem
autorem lub wspó�autorem 30 prac. Liczba cytowa�, wed�ug bazy Web of Science (na dzie� 25.08.2020),
jest równa 95 za� h-indeks wynosi 6.

Poni�ej przedstawiam listÿ prac, które powsta�y po uzyskaniu stopnia doktora.
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[P1] C. Nana, B. Trojan, ! ? boundedness of Bergman projections in tube domains over homogeneous
cones, Annali Della Scuola Normale Superiore Di Pisa-Classe Di Scienze 5 (2011), 477–51

[P2] K. Hughes, B. Krause, B. Trojan, The maximal function and conditional square function control the
variation: An elementary proof, Proceedings of the American Mathematical Society 144 (2016),
3583–3588

[P3] B. Krause, M. Mirek, B. Trojan, On the Hardy–Littlewood majorant problem for arithmetic sets,
Journal of Functional Analysis 271 (2016), 164–181

[P4] A. Bendikov, W. Cygan, B. Trojan, Limit theorems for random walks, Stochastic Processes and their
Applications 127 (2017), 3268–3290

[P5] W. Cygan, T. Grzywny, B. Trojan, Asymptotic behaviour of densities of unimodal convolution semi-
groups, Transactions of the American Mathematical Society 369 (2017), 5623–5644

[P6] M. Mirek, E.M. Stein, B. Trojan, ✓?
�
Z3

�
-estimates for discrete operators of Radon types: Variational

estimates, Inventiones Mathematicae 209 (2017), 665–748

[P7] M. Mirek, B. Trojan, P. Zorin-Kranich, Variational estimates for averages and truncated singular
integrals along the prime numbers, Transactions of the American Mathematical Society 369 (2017),
5403–5423

[P8] G. �widerski, B. Trojan, Periodic perturbations of unbounded Jacobi matrices I: Asymptotics of
generalized eigenvectors, Journal of Approximation Theory 216 (2017), 38–66

[P9] B. Krause, M. Mirek, B. Trojan, Two-parameter version of Bourgain’s inequality: Rational frequen-
cies, Advances in Mathematics 323 (2018), 720–744

[P10] T. Steger, B. Trojan, Littlewood–Paley theory for triangle buildings, Journal of Geometric Analysis
28 (2018), 1122–1150

[P11] G. Grzywny, M. Ryznar, B. Trojan, Asymptotic behaviour and estimates of slowly varying convolution
semigroups, International Mathematics Research Notices 23 (2019), 7193–7258

[P12] M. Mirek, E.M. Stein, B. Trojan, ✓?
�
Z3

�
-estimates for discrete operators of Radon types: Maximal

estimates, Journal of Functional Analysis 277 (2019), 2471–2892

[P13] B. Trojan, Long time behaviour of random walks on the integer lattice, Monatshefte Für Mathematik
191 (2020), 349–376

[P14] G. �widerski, B. Trojan, Asymptotics of orthogonal polynomials with slowly oscillating recurrence
coe�cients, Journal of Functional Analysis 278 (2020), doi: 10.1016/j.jfa.2019.108326

[P15] G. �widerski, B. Trojan, Asymptotic behaviour of Christo�el–Darboux kernel via three-term recur-
rence relation I, przyjÿta do Constructive Approximation (2020)

[Pre0] B. Trojan, Weak type (1, 1) estimates for maximal functions along 1-regular sequences of integers,
2020

[Pre1] B. Trojan, Asymptotic behaviour of heat kernels and Green functions on a�ne buildings, 2020

[Pre2] T. Grzywny, ˇ. Le�aj, B. Trojan, Transition densities of subordinators of positive order, 2019
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[Pre3] G. �widerski, B. Trojan, Asymptotic behaviour of Christo�el–Darboux kernel via three-term recur-
rence relation II, 2020

[Pre4] G. �widerski, B. Trojan, About essential spectra of Jacobi matrices, 2020

[Pre5] G. �widerski, B. Trojan, Orthogonal polynomials with periodically modulated recurrence coe�cients
in the Jordan block case, 2020

[Pre6] M. Rzeszut, B. Trojan, Concrete representation of atomic (�4) filtration, 2020

Mój dorobek naukowy dope�niajƒ jeszcze poni�sze trzy publikacje, z których [M1] jest pracƒ magisterskƒ,
a [D1] pracƒ doktorskƒ.

[M1] Poisson kernels and pluriharmonic H2 functions on homogeneous Siegel domains, Journal of Lie
Theory 12 (2002), 217–243

[M2] A. Bonami, D. Buraczewski, E. Damek, A. Hulanicki, R. Penney, Hua-harmonic functions on symme-
tric irreducible Siegel domains of type II, Journal of Functional Analysis 188 (2002), 38–74

[D1] Asymptotic Expansions and Hua-harmonic functions on bounded homogeneous domains, Mathemati-
sche Annalen 336 (2006), 73–110

Przejd�my teraz do krótkiego opisu najwa�niejszych wyników uzyskanych w pozosta�ych pracach zgrupowane
w czterech poni�szych sekcjach.

Dyskretna analiza harmoniczna

P2. The maximal function and conditional square function control the variation: An elementary proof

Oszacowania wariacyjne majƒ swoje �ród�o w zagadnieniach probabilistycznych. Ich badanie zainicjowa�
Lepinglé w pracy [28] pokazujƒc, �e dla pewnej sta�ej ⇠ > 0,

��
+A ( 5= : = 2 N)

��
!
?  ⇠k 5 k!?

oraz
sup
_>0

_ · P
�
+A ( 5= : = 2 N) > _

�
 ⇠k 5 k

!
1 ,

gdzie ( 5= : = 2 N0) jest martynga�em generowanym przez funkcjÿ 5 2 ! ? (⌦, P), ? � 1, wzglÿdem ustalonej
filtracji (F= : = 2 N0). Pierwotny dowód jest skomplikowany i stosunkowo techniczny. Obecnie prostsze
rozumowania mo�na znale�∆ w [39] i [11], porównaj tak�e [24]. Wszystkie opierajƒ siÿ na oszacowaniach
funkcji skoków. W pracy [P2] pokazali�my w jaki sposób mo�na kontrolowa∆ dystrybuantÿ P(+A ( 5= : = 2
N) > _) w terminach funkcji maksymalnej

M 5 = sup
=2N

| 5= | ,

i warunkowej funkcji kwadratowej

B( 5 ) =
⇣ ’
=�1
E
⇥
| 5= � 5=�1 |2

��F=�1⇤ ⌘
1
2
.
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Udowodnili�my, �e istnieje sta�a ⇠ > 0 taka, �e dla wszystkich X 2 (0, 1/2), A > 2 i _ > 0,

⇠ · P
�
+A ( 5= : = 2 N) > 3_;M 5  X_

�
 P(B( 5 ) > X_) + X

2

(A � 2)2 · P
�
+A ( 5 ) > _

�
. (21)

W szczególno�ci ca�kujƒc dystrybuanty dostajemy, �e dla ka�dego ? 2 (0,1) i A > 2, +A ( 5 ) 2 ! ? (⌦, P),
o ile M 5 i B( 5 ) nale�ƒ do !

? (⌦, P). Je�li filtracja jest regularna to dla ka�dego ? 2 (0,1) dostajemy
charakteryzacjÿ martynga�owej przestrzeni Hardy’ego

5 2 � ?

M(⌦, P) () +A ( 5 ) 2 ! ? (⌦, P).

P3. On the Hardy–Littlewood majorant problem for arithmetic sets

W roku 1935 Hardy i Littlewood w [18] sformu�owali hipotezÿ, �e dla ka�dego ? � 2 istnieje sta�a ⇠? > 0
taka, �e dla dowolnego sko�czonego zbioru � ⇢ Z i dowolnego ciƒgu liczb zespolonych (0= : = 2 �)
spe�niajƒcego sup

=2� |0= |  1 mamy��� ’
=2�

0=4
2c8=b

���
!
? (T,db )

 ⇠?
��� ’
=2�

4
2c8=b

���
!
? (T,db )

. (22)

Korzystajƒc z równo�ci Parsevala, �atwo mo�na pokaza∆, �e ⇠? = 1 dla dowolnego parzystego ?. Ponadto,
ju� Hardy i Littlewood zauwa�yli, �e ⇠3 > 1. W 1962 roku, Boas [6] pokaza�, �e ⇠? > 1 dla ? 8 {2: :
: 2 N}. W ko�cu, na poczƒtku lat siedemdziesiƒtych Bachelis [2] udowodni�, �e ⇠? jest nieograniczona
dla ? 8 {2: : : 2 N}. W pracy [P3] skonstruowali�my klasÿ zbiorów, dla których hipoteza jest prawdziwa.
Mianowicie, rozwa�ali�my zbiory postaci

B+ =
�
= 2 N : {i(=)} < k(=)

 
oraz B� =

�
= 2 N : {�i(=)} < k(=)

 
,

gdzie i i k sƒ funkcjami odwrotnymi do G2!1(G) i G!2(G), odpowiednio, dla pewnych wolnozmieniajƒcych
siÿ !1 i !2 oraz 2 2 [1, 2). Nierówno�∆ (22) ma wiele zastosowa� w analizie harmonicznej i teorii liczb.

P6. ✓?
�
Z3

�
-estimates for discrete operators of Radon types: Variational estimates

P12. ✓?
�
Z3

�
-estimates for discrete operators of Radon types: Maximal estimates

Niech P = (P1, . . . ,P3) : Z: ! Z3 oznacza przekszta�cenie wielomianowe takie, �e ka�da sk�adowa P 9 jest
wielomianem :-zmiennych o warto�ciach ca�kowitych spe�niajƒcym P 9 (0) = 0. Niech ⌫ bÿdzie otwartym i
ograniczonym podzbiorem R: zawierajƒcym �rodek uk�adu wspó�rzÿdnych i takim, �e dla pewnego ] > 0 i
wszystkich # 2 N,

[�]# , ]#]: ✓ ⌫# ✓ [�# , #]: .
W pracy [P12] rozwa�ali�my �rednie

�
P
#
5 (G) = #�:

’
=2N:

5

�
G � P(=)

�
1⌫# (=).

Ponadto, badali�my te� przyciÿte dyskretne operatory osobliwe zdefiniowane dla funkcji o sko�czonym
no�niku wzorem

)
P
#
5 (G) =

’
H2Z:\{0}

5 (G � P(H)) (H)1⌫# (H),

gdzie  2 C1(R: \ {0}) jest jƒdrem Calderóna–Zygmunda spe�niajƒcym

kGk: | (G) | + kGk:�1 kr (G)k  1,
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dla G 2 R: , kGk � 1 oraz warunek skraca�

sup
_�1

����
π
1kG k_

 (G) dG
����  1.

Jednym z wyników pracy [P12] jest nastÿpujƒce twierdzenie.

Twierdzenie 15. Dla ka�dego ? 2 (1,1) istnieje sta�a ⇠ > 0 taka, �e dla ka�dej funkcji 5 2 ✓? (Z3),�� sup
# 2N

|�P
#
5 |
��
✓
?  ⇠k 5 k✓? oraz

�� sup
# 2N

|) P
#
5 |
��
✓
?  ⇠k 5 k✓? .

Sta�a ⇠ nie zale�y od wspó�czynników odwzorowania wielomianowego P.

Dowód Twierdzenia 15 opiera� siÿ na konstrukcji dyskretnego odpowiednika funkcji kwadratowej. W
ten sposób dostali�my jednolitƒ teoriÿ, a zarazem nowy dowód dla wielowymiarowego twierdzenia maksy-
malnego Bourgaina [H2], patrz Twierdzenie 6. Skonstruowana funkcja kwadratowa by�a tak�e kluczowym
narzÿdziem w [P6], gdzie badali�my oszacowania wariacyjne dla operatorów �

P
#

i ) P
#

. Tutaj, o jƒdrze  
musimy za�o�y∆ silniejszy warunek skraca�π

⌫_\⌫_0
 (G) dG = 0

dla dowolnych 0 < _  _0.
Twierdzenie 16. Dla ka�dego ? 2 (1,1) istnieje ⇠ > 0 takie, �e dla dowolnego A > 2 i ka�dej funkcji
5 2 ✓? (Z3),��

+A (�P
#
5 : # 2 N)

��
✓
?  ⇠ A

A � 2
k 5 k✓? oraz

��
+A () P

#
5 : # 2 N)

��
✓
?  ⇠ A

A � 2
k 5 k✓? .

Sta�a ⇠ nie zale�y od wspó�czynników odwzorowania wielomianowego P.

Zauwa�my, �e Twierdzenie 16 jest rozszerzeniem [H2], patrz Twierdzenie 5, do pe�nego zakresu para-
metrów, tj. ? 2 (1,1) i A > 2. Ponadto, w oparciu o zasadÿ transferencji Calderóna i w�asno�ci pó�normy
wariacyjnej automatycznie dostajemy odpowiednie punktowe twierdzenia ergodyczne.

P10. Two-parameter version of Bourgain’s inequality: Rational frequencies

Niech �= = (�2�=�1, 2�=�1) dla = 2 N0. Za�ó�my, �e ⇤ ⇢ R jest sko�czonym zbiorem spe�niajƒcym
nastÿpujƒcy warunek oddzielania: dla dowolnych _, _0 2 ⇤, je�li _ < _0 to |_ � _0 | � 1. W [11], Bourgain
udowodni�, �e istnieje sta�a ⇠ > 0 taka, �e dla ka�dej funkcji 5 2 !2(R) mamy��� sup

=2N0

��� ’
_2⇤

F �1 �1
�
_
=
F 5

� ������
!
2
 ⇠ (log#⇤)2k 5 k

!
2 , (23)

gdzie �
_

=
= _ + �=, natomiast F oznacza operator transformaty Fouriera na R. Nierówno�∆ ta, zwana

Lematem Logarytmicznym, zosta�a wykorzystana do pokazania punktowego twierdzenia ergodycznego dla
operatorów u�redniajƒcych wzd�u� (=2 : = 2 N). W pracy [P9] pokazali�my jej dwuparametrowy wariant.
Mianowicie, je�li ⇤ jest sko�czonym podzbiorem &

�1
1 Z ⇥ &�1

2 Z dla pewnych &1,&2 2 N spe�niajƒcym
warunek oddzielania, wtedy istnieje sta�a ⇠ > 0 taka, �e dla ka�dej funkcji 5 2 !2(R2),��� sup

=1,=22N

��� ’
_2⇤

F �1 �1
'
_
=1 ,=2

F 5

� ������
!
2
 ⇠ log log(&1

p
#⇤) log log(&2

p
#⇤)k 5 k

!
2 , (24)

gdzie '_
=1,=2

= _ + �=1 ⇥ �=2 , natomiast F oznacza operator transformaty Fouriera na R2. Nierówno�∆ (24),
ma zastosowanie w studiowaniu dyskretnych dwuparametrowych funkcji maksymalnych, które obecnie sƒ
tematem bada� Mirka i Wrighta.
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Analiza na budynkach afinicznych

P11. Littlewood–Paley theory for triangle buildings

Pre1. Asymptotic behaviour of heat kernels and Green functions on a�ne buildings

W 1975 roku, Cairoli i Walsh [13] zainicjowali badania nad martynga�ami dwuparametrowymi. Przypo-
mnÚmy, �e ciƒgf-cia� (F=,< : =,< 2 Z) naf-sko�czonej przestrzeni z miarƒ (⌦, F , a) jest dwuparametrowƒ
filtracjƒ, je�li

F=+1,< ✓ F=,<, F=,<+1 ✓ F=,<. (25)

Wtedy ciƒg ( 5=,< : =,< 2 Z) jest martynga�em wzglÿdem filtracji (F=,< : =,< 2 Z), je�li

E
⇥
5=+1,<

��F=,<⇤
= E

⇥
5=,<+1

��F=,<⇤
= 5=,<. (26)

Zauwa�my, �e warunki (25) i (26) wymuszajƒ strukturÿ jedynie dla porównywalnych indeksów. Przypusz-
czalnie w takiej ogólno�ci nie jest mo�liwe zbudowanie teorii funkcji kwadratowej Littlewooda–Paleya,
dlatego w [13] autorzy wprowadzili warunek

E
⇥
5

��F=,1��F1,<

⇤
= E

⇥
5

��F1,<

��F=,1⇤
= 5=,<, (�4)

gdzie

F=,1 = f
✓ ÿ
<2Z

F=,<
◆
, F1,< = f

✓ ÿ
=2Z

F=,<
◆
.

Przy warunku (�4), zarówno funkcja kwadratowa

( 5 =
⇣ ’
=,<2Z

��
3=,< 5

��2⌘ 1
2
,

gdzie 3=,< jest operatorem podwójnej ró�nicy, tj.

3=,< 5 = 5=,< � 5=�1,< � 5=,<�1 + 5=�1,<�1,

jak i funkcja maksymalna
" 5 = sup

=,<2Z

��
5=,<

��
,

majƒ normy ! ? (⌦, a) porównywalne z normƒ k 5 k!? , ? > 1. Ciekawy wynik dotyczƒcy filtracji spe�niajƒcych
(�4) mo�na znale�∆ w pracy [Pre6].

Najprostszy przyk�ad kiedy warunek (�4) nie jest spe�niony mo�na otrzyma∆ rozwa�ajƒc grupÿ Heisen-
berga wraz z nieizotopowymi dwuparametrowymi dylatacjami

XB,C (G, H, I) = (BG, CH, BCI).

Poniewa� w tym kontek�cie diadyczne kostki nie majƒ takich samych w�asno�ci jak kostki euklidesowe, jest
du�o wygodniej pracowa∆ z ?-adycznƒ wersjƒ grupy Heisenberga, którƒ mo�na zidentyfikowa∆ z podzbiorem
⌦0 maksymalnego brzegu budynku zwiƒzanego z grupƒ GL(3,Q?) sk�adajƒcym siÿ z punktów przeciwnych
do ustalonego l0. Zbiór ⌦0 ma naturalnƒ, dwuparametrowƒ filtracjÿ (F=,< : =,< 2 Z). W pracy [P10],
pokazali�my nastÿpujƒce twierdzenie.

Twierdzenie 17. Dla ka�dego ? 2 (1,1) istnieje ⇠ > 0 taka, �e dla wszystkich funkcji 5 2 ! ? (⌦0, a),��
" 5

��
!
?  ⇠k 5 k!?

oraz
⇠
�1k 5 k!? 

��
( 5

��
!
?  ⇠k 5 k!? .
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W rzeczywisto�ci, Twierdzenie 17 udowodnili�my dla wszystkich budynków typu �̃2 w�ƒczajƒc w to
egzotyczne przypadki o trywialnej grupie automorfizmów. Nasze argumenty sƒ czysto geometryczne i nie
korzystajƒ z dzia�ania grupy.

Budynki afiniczne sƒ dyskretnymi odpowiednikami przestrzeni symetrycznych⌧/ i jako takie zwiƒzane
sƒ z niearchimedesowymi grupami Liego. Ich uzwarcenia by�y intensywnie badane z punktu widzenia
teorii grup i teorii miary [16], jak i przy u�yciu niearchimedesowej geometrii analityczny [41]. W pracy
[Pre1] wyznaczy�em asymptotykÿ jƒder ciep�a dla izotropowych spacerów losowych o przestrzeni stanów
z�o�onej z dobrych wierzcho�ków budynków afinicznych. Ponadto, pokaza�em asymptotyczne zachowanie
odpowiadajƒcej funkcji Greena. Rezultat ten jest niearchimedesowym odpowiednikiem [1] i stanowi tak�e
analityczny wk�ad pozwalajƒcy opisa∆ jƒdro Martina oraz uzwarcenie Martina, co jest tematem wspólnych
bada� z Bertrandem Rémy.

Wielomiany ortogonalne i operatory Jacobiego

P8. Periodic perturbations of unbounded Jacobi matrices I: Asymptotics of generalized eigenvectors

P14. Asymptotics of orthogonal polynomials with slowly oscillating recurrence coe�cients

P15. Asymptotic behaviour of Christo�el–Darboux kernel via three-term recurrence relation I

Pre3. Asymptotic behaviour of Christo�el–Darboux kernel via three-term recurrence relation II

Pre4. About essential spectra of Jacobi matrices

Pre5. Orthogonal polynomials with periodically modulated recurrence coe�cients in the Jordan block
case

Niech bÿdƒ dane dwa ciƒgi (0= : = 2 N0) i (1= : = 2 N0) liczb rzeczywistych, przy czym 0= > 0. Dla
ka�dego _ 2 R, niezerowy ciƒg (D= : = 2 N0) jest uogólnionym wektorem w�asnym, je�li dla ka�dego = � 1,

0=�1D=�1 + 1=D= + 0=D=+1 = _D=,

dla pewnych D0, D1 2 R. W szczególno�ci uogólnione wektory w�asne odpowiadajƒce _ 2 R i spe�niajƒce
warunek

D0 = 1, D1 =
_ � 10
00

,

nazywamy wielomianami ortogonalnymi i oznaczamy (?= : = 2 N0). W �wietle twierdzenia Favarda,
wielomiany te sƒ ortonormalne wzglÿdem pewnej miary probabilistycznej, jednak miara ta nie musi by∆ jed-
noznaczna. Czÿsto stosowanym warunkiem gwarantujƒcym jej jednoznaczno�∆ jest warunek Carlemana,
tzn.

1’
==0

1

0=

= 1. (27)

Wielomiany ortogonalne sƒ �ci�le zwiƒzane z macierzƒ Jacobiego. PrzypomnÚmy jej definicjÿ. Dla ciƒgów
(0=) i (1=) przez A oznaczmy symetrycznƒ trójdiagonalnƒ macierz postaci

A =

©≠≠≠≠≠≠
´

10 00 0 0 . . .

00 11 01 0 . . .

0 01 12 02 . . .

0 0 02 13
.
.
.

.

.

.

.

.

.

.
.
.

™ÆÆÆÆÆÆ
¨
.

25



Wtedy macierz Jacobiego � jest domkniÿciem w ✓
2 ograniczenia A do ciƒgów o sko�czonym no�niku. Je�li

teraz �̃ jest jakimkolwiek samosprzÿ�onym rozszerzeniem �, to miara borelowska

`(·) = h⇢ (·)X0, X0i ,

gdzie ⇢ jest rozk�adem spektralnym �̃ a X0 = (1, 0, 0, . . .), jest miarƒ ortogonalno�ci wielomianów (?= : = 2
N0). Zauwa�my, �e macierz Jacobiego � jest operatorem ograniczonym wtedy i tylko wtedy, gdy parametry
(0=) i (1=) sƒ ciƒgami ograniczonymi. Jest to klasyczny przypadek dobrze opisany w literaturze. Dla kon-
trastu, teoria nieograniczonych macierzy Jacobiego jest znacznie s�abiej rozwiniÿta poniewa� czÿsto metody
wykorzystane w ograniczonym przypadku nie sƒ tutaj dostÿpne. W rzeczywisto�ci, nieorganiczne macierze
Jacobiego majƒ bardziej z�o�onƒ strukturÿ. W pracy [22], autorzy zdefiniowali bardzo wa�nƒ klasÿ para-
metrów Jacobiego, zwanƒ okresowymi modulacjami. Klasa ta jest dostatecznie bogata, aby pozwoli∆ na
zbudowanie intuicji do ogólnej teorii. W szczególno�ci w klasie tej znajdujƒ siÿ przyk�ady macierzy Ja-
cobiego o czysto absolutnie ciƒg�ym spektrum wype�niajƒcym ca�ƒ prostƒ, posiadajƒce ograniczonƒ dziurÿ
w absolutnie ciƒg�ym spektrum, majƒce absolutnie ciƒg�e spektrum na pó�prostej, a tak�e czysto singularne
ciƒg�e spektrum o konkretnym wymiarze Hausdorfa, posiadajƒce spektrum punktowe gÿste na prostej czy
posiadajƒce puste spektrum istotne.

Precyzyjniej, parametry Jacobiego (0=) i (1=) sƒ #-okresowo modulowane, je�li istniejƒ dwa #-okresowe
ciƒgi liczb rzeczywistych (U= : = 2 Z) and (V= : = 2 Z), przy czym U= > 0, takie, �e

lim
=!1

����0=�1
0=

� U=�1
U=

���� = 0,

lim
=!1

����1=
0=

� V=

U=

���� = 0,

lim
=!1

0= = 1.

Szczególnie ciekawƒ w�a�ciwo�ciƒ #-okresowo modulowanych parametrów Jacobiego jest fakt, �e w�a�ci-
wo�ci spektralne odpowiadajƒcej macierzy Jacobiego wyznaczone sƒ przez �lad macierzy X1, gdzie

X8 =
#+8�1÷
9=8

 
0 1

� U9�1
U9

� V 9

U9

!
.

Wyró�niamy tutaj trzy przypadki: ciƒg�y | trX1 | < 2, nieistotny | trX1 | > 2 i osobliwy | trX1 | = 2. W
trakcie badania w�asno�ci spektralnych operatora � pomocne okaza�y siÿ dodatkowe za�o�enia regularno�ci
na ciƒgi (0=) i (1=). W pracy [P8], przy za�o�eniu, �e

1’
==0

���� 1

0=+#
� 1

0=

���� +
����1=+#
0=+#

� 1=

0=

���� +
����0=+#+1
0=+#

� 0=+1
0=

���� < 1, (28)

pokazali�my, �e je�li | trX1 | < 2, to dla ka�dego zwartego przedzia�u � ⇢ R istniejƒ sta�e 21, 22 > 0 takie, �e
dowolny uogólniony wektor w�asny (D= : = 2 N0) zwiƒzany z _ 2 � spe�nia

21

0=

(D20 + D21)  D2=�1 + D2=  22

0=

(D20 + D21), (29)

dla ka�dego = 2 N0. W szczególno�ci otrzymujemy stƒd, �e operator � jest samosprzÿ�ony wtedy i tylko
wtedy, gdy warunek Carlemana (27) jest spe�niony. Wtedy te�, w oparciu o teoriÿ subordynacji dla operatorów
samosprzÿ�onych, mo�na wywnioskowa∆, �e spektrum absolutnie ciƒg�e � jest ca�ƒ prostƒ R.
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W dalszych badaniach rozwa�ali�my pewnƒ klasÿ ciƒgów wolnooscylujƒcych, które w szczególno�ci
zawierajƒ ciƒgi badane w [P8]. Powiemy, �e ciƒg (G=) nale�y do DA , je�li jest ograniczony i dla ka�dego
9 2 {1, . . . , A},

1’
==1

|� 9G |
A
9
< 1,

gdzie

�0
G= = G=,

� 9G= = � 9�1G=+1 � � 9�1G=, 9 � 1.

Ponadto, (G=) 2 D#

A
je�li dla ka�dego 8 2 {0, 1, . . . , # � 1}, podciƒg (G=#+8 : = 2 N) nale�y do DA . W

pracy [P14], pokazali�my, �e je�li | trX1 | < 2 oraz
✓
0=�1
0=

: = 2 N
◆
,

✓
1=

0=

: = 2 N
◆
,

✓
1

0=

: = 2 N
◆
2 D#

A
, (30)

to

lim
=!1

0=+#�1
��⇤#

=
(G)

�� =
p
4 � (trX1)2
2c`0(G) (31)

lokalnie jednostajnie wzglÿdem G 2 R, gdzie `0 jest gÿsto�ciƒ pewnej (niekoniecznie jednoznacznej) miary
ortogonalno�ci ` oraz ⇤#

=
jest przesuniÿtym wyznacznikiem Turána

⇤#

=
(G) = det

✓
?=+#�1(G) ?=�1(G)
?=+# (G) ?= (G)

◆
.

Uogólnili�my te� g�ówny wynik [P8] dowodzƒc (29) przy za�o�eniu (30). Dziÿki temu warunek Carlemana
(27) pociƒga, �e operator � jest samosprzÿ�ony, jego czÿ�∆ absolutnie ciƒg�a spektrum jest ca�ƒ prostƒ
R a w oparciu o (31) mo�emy lokalnie jednostajnie przybli�y∆ gÿsto�∆ jego miary spektralnej. W [P14]
wyznaczyli�my te� asymptotyczne zachowanie wielomianów ortogonalnych, tj. udowodnili�my, �e dla
dowolnego zwartego przedzia�u  ⇢ R, istniejƒ ciƒg�e funkcje rzeczywiste \ 9 i i 9 takie, �e dla ka�dego
G 2  ,

p
0=#+8�1?=#+8 (G) =

s
2| [X8]2,1 |

c`
0(G)

p
4 � (trX1)2

sin

✓
=’
9=1

\ 9#+8 (G) + i8 (G)
◆
+ > (1), (32)

gdzie > (1) oznacza funkcjÿ zbie�nƒ do zera jednostajnie na  . Znajomo�∆ asymptotycznego zachowania
wielomianów ortogonalnych pozwoli�a nam zbada∆ zachowanie jƒdra Christo�ela–Darboux, które definiu-
jemy wzorem

 = (G, H) =
=’
9=0

? 9 (G)? 9 (H). (33)

W istocie w pracy [P15] pokazali�my, �e warunek regularno�ci (30) pociƒga za sobƒ zbie�no�∆

lim
=!1

1

d=

 = (G, G) =
l

0(0)
`
0(G) (34)

lokalnie jednostajnie wzglÿdem G 2 R, gdzie l jest miarƒ równowagi odpowiadajƒcej fess(A) przy czym A
oznacza macierz Jacobiego zwiƒzanƒ z ciƒgami (U= : = 2 N0) and (V= : = 2 N0) oraz

d= =
=’
9=0

U 9

0 9

.
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Ponadto, w przypadku A = 1 otrzymali�my dok�adne oszacowania b�ÿdu w (32) dziÿki czemu mogli�my
wyznaczy∆ asymptoczne zachowanie jƒdra  = poza przekƒtnƒ

lim
=!1

1

d=

 =

✓
G + D

d=

, G + E

d=

◆
=
l

0(0)
`
0(G)

sin
�
(D � E)cl0(0)

�
(D � E)cl0(0) (35)

lokalnie jednostajnie wzglÿdem (D, E, G) 2 R3.
Sytuacjÿ | trX1 | > 2, zbadali�my w pracy [Pre4]. RozwÚajƒc odpowiedniƒ wersjÿ dyskretnego twier-

dzenia Levinsona uzyskali�my asymptotyki uogólnionych wektorów w�asnych, co pozwoli�o udowodni∆, �e
warunki (30) pociƒgajƒ, �e operator � jest samosprzÿ�ony a jego spektrum istotne jest puste.

W ko�cu, gdy | trX1 | = 2 rozró�niamy dwa przypadki: kiedy macierz X1 jest diagonalizowalna lub nie.
W pierwszym przypadku macierz X1 jest proporcjonalna do macierzy jednostkowej. Zastÿpujƒc warunki
(30) nastÿpujƒcymi

✓
U=�1
U=

0= � 0=�1 : = 2 N
◆
,

✓
1= �

V=

U=

0= : = 2 N
◆
,

✓
1

0=

: = 2 N
◆
2 D#

1 , (36)

przy dodatkowym za�o�eniu, �e
lim
=!1

�
0=+# � 0=

�
= 0, (37)

w pracy [Pre3] pokazali�my odpowiedniki (29), (32), (34) i (35). Ponadto, w tym przypadku formu�a (31)
przyjmuje posta∆

lim
9!1

0
2
( 9+1)#+8�1

��D#

9#+8 (G)
�� =

p
� discrR8 (G)
2c`0(G) (38)

lokalnie jednostajnie wzglÿdem G 2 R \ ⇤, gdzie R8 jest pewnym odwzorowaniem macierzowym a ⇤ jest
zbiorem tych G 2 R, dla których discrR8 (G) < 0. Warto tutaj zwróci∆ uwagÿ na zmianÿ potÿgi 0 ( 9+1)#+8�1
wystÿpujƒcego przed wyznacznikiem Turána, porównaj (38) z (31).

Ostatnio, w [Pre6] studiowali�my przypadek kiedy X1 jest podobna do nietrywialnej klatki Jordana.
Zak�adajƒc ✓

U=�1
U=

0= � 0=�1 : = 2 N
◆
,

✓
1= �

V=

U=

0= : = 2 N
◆
,

✓
1

p
0=

: = 2 N
◆
2 D#

1 ,

wraz z (37), zbadali�my granice odpowiadajƒce (31), (32), (34) and (35). Jednak�e, w tym przypadku
obserwujemy zmianÿ w potÿdze 0 ( 9+1)#+8�1 nie tylko w (38), ale te� w (32). Ponadto dla uzyskania
zbie�no�ci jƒdra Christo�ela–Darboux modyfikacji wymaga tak�e parametr skalujƒcy d=.

J�dra ciep�a i spacery losowe

P5. Asymptotic behaviour of densities of unimodal convolution semigroups

P9. Asymptotic behaviour and estimates of slowly varying convolution semigroups

W 1923 roku Pólya [40] (3 = 1) oraz w 1960 roku Blumental i Getoor [5], opisali asymptotyczne zachowanie
jƒdra ciep�a ?(C; G) dla izotropowych U-stabilnych procesów w R3 dla U 2 (0, 2), pokazujƒc

lim
C kG k�U!0

?(C; G)
C kGk�3�U

= �3,U,

dla pewnej sta�ej dodatniej �3,U. W kontek�cie badania asymtotycznego zachowania jƒder ciep�a, w naturalny
sposób pojawiajƒ siÿ procesy stabilne jako te, które posiadajƒ dziedziny przyciƒgniÿcia. Mo�na je otrzyma∆
poprzez subordynacjÿ ruchu Browna. Mianowicie, niech (⌫C : C � 0) bÿdzie ruchem Browna w R3 i
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niech ()C : C � 0) bÿdzie niezale�nym subordynatorem, tzn. procesem Lévy’ego, którego trajektorie sƒ
nieujemnymi funkcjami niemalejƒcymi. Wtedy proces (⌫)C : C � 0) nazywamy podporzƒdkowanym ruchem
Browna. Subordynator mo�na opisa∆ zadajƒc jego transformatÿ Laplace’a

E4�_)C = 4�C i (_) , _ � 0,

gdzie i jest wyk�adnikiem charakterystycznym, który ma posta∆

i(_) = 1_ +
π
(0,1)

(1 � 4�_B)`(dB)

dla 1 � 0 oraz pewnej miary ` takiej, �eπ
(0,1)

min{1, B}`(dB) < 1.

W szczególno�ci i jest funkcjƒ Bernsteina. Wtedy funkcjƒ charakterystycznƒ ⌫)C jest

E48 hb ,⌫)C i = 4�C i ( k b k
2)
.

Ostatnio w pracy [Pre2], szeroko badali�my funkcje przej�cia dla subordynatorów.
Podporzƒdkowujƒc ruch Browna subordynatorem o wyk�adniku charakterystycznym i(_) = _

U/2,
U 2 (0, 2], dostajemy izotropowy U-stabilny proces (⌫U

C
: C � 0). Ich naturalne uogólnienie otrzymamy

wybierajƒc subordynatory o wyk�adnikach charakterystycznych bÿdƒcych funkcjami Bernsteina U

2 -regularnie
zmieniajƒcymi siÿ w niesko�czono�ci dla U 2 [0, 2]. PrzypomnÚmy, �e funkcja 5 : [0,1) ! [0,1) jest
U-regularnie zmieniajƒca siÿ w niesko�czono�ci je�li dla ka�dego _ > 0,

lim
A!1

5 (_A)
5 (A) = _U.

Procesy otrzymane w wyniku subordynacji ruchu Browna sƒ szczególnymi przypadkami izotropowych
procesów unimodalnych. Proces (-C : C � 0) jest izotropowym procesem unimodalnym wR3 je�li jest czysto
skokowym procesem Lévy’ego a jego miara Lévy’ego jest absolutnie ciƒg�a na R3 \ {0} o gÿsto�∆ bÿdƒcej
funkcjƒ radialnƒ, radialnie nierosnƒcƒ. Wtedy funkcja charakterystyczna -C ma posta∆

E48 hb ,-C i = 4�C k ( b ) ,

gdzie

k(b) =
π
R3

(1 � coshb, Gi)a(dG) + [ kbk2

dla pewnej [ � 0, przy czym a jest miarƒ Lévy’ego, tzn. a({0}) = 0 orazπ
R3

min{1, kGk2}a(dG) < 1.

Funkcjÿ k nazywamy wyk�adnikiem Lévy’ego–Chinczyna procesu (-C : C � 0). Z izotropowo�ci wynika,
�e k jest funkcjƒ radialnƒ.

Niech ?(C; G) bÿdzie funkcjƒ przej�cia dla izotropowego unimodalnego procesu Lévy’ego w R3 . W
pracy [P5] pokazali�my, �e je�li k jest U-regularnie zmieniajƒca siÿ w niesko�czono�ci dla U 2 (0, 2), to dla
pewnej dodatniej sta�ej A3,U mamy

lim
kGk!0

C k ( kG k�1)!0

?(C; G)
C kGk�3 k(kGk�1)

= A3,U. (39)
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Ponadto, je�li 4C0k jest ca�kowalna dla pewnego C0 > 0, to

lim
C!0+

C k ( kG k�1)!1

?(C; G)
?(C;$) = 1. (40)

G�ównym krokiem przy dowodzeniu asymptotyki (39) by�o zbadanie zachowania ogonów P(k-C k � A) co
zrobili�my w oparciu o wersjÿ twierdzenia tauberowskiego jednostajnƒ wzglÿdem czasu C. Pokazali�my
tak�e, �e izotropowy unimodalny proces, dla którego granica (39) jest sko�czona i niezerowa, ma wyk�adnik
Lévy’ego–Chinczyna U-regularnie zmieniajƒcy siÿ w niesko�czono�ci, dla pewnego U 2 (0, 2). W ko�cu,
przy za�o�eniu 3 � 3, zbadali�my asymptotykÿ funkcji Greena,

lim
A!0+

⌧ (G)
kGk�3 k(kGk�1)�1

=
�(3/2)
2c3/2

. (41)

Metody opracowane w [P5] uogólnili�my w [P11], gdzie badali�my izotropowe procesy unimodalne, których
symbole sƒ wolnozmieniajƒce siÿ, co stanowi przypadek graniczny U = 0. Zwró∆my uwagÿ, �e procesy te
nie nale�ƒ do dziedziny przyciƒgniÿcia procesów U-stabilnych. Warunek regularnej zmienno�ci zastƒpili�my
warunkiem de Haana, który mówi, �e dla danej funkcji wolnozmieniajƒcej ✓ funkcja 5 : [0,1) ! [0,1)
nale�y do klasy de Haana zwiƒzanej z ✓, je�li dla dowolnego _ > 0,

lim
A!1

5 (_A) � 5 (A)
✓(A) = log _.

RozwÚajƒc metodÿ dowodzenia twierdze� tauberowskich z [P5], pokazali�my, �e je�li k nale�y do klasy de
Haana zwiƒzanej z ✓, to dla pewnej dodatniej sta�ej A3,0,

lim
kGk!0

C k ( kG k�1)!0

?(C; G)
kGk�3 C✓(kGk�1)

= A3,0. (42)

Ponadto, je�li dla izotropowego unimodalnego procesu granica (42) jest sko�czona i niezerowa, to jego wy-
k�adnik Lévy’ego–Chinczyna nale�y do klasy de Haana zwiƒzanej z 2✓, dla pewnej sta�ej 2 > 0. Zauwa�my,
�e w tym przypadku (40) nie zachodzi, bo ?(C;$) mo�e by∆ niesko�czone dla C bliskich zero i w zwiƒzku z
tym potrzebny jest dodatkowy czynnik. Pokazali�my, �e je�li ✓ jest ograniczona to

lim
C!0+

C k ( kG k�1)!1

?(C; G)
C kGk�3 ✓(kGk�1)4�C k ( kG k�1)

=
�(3/2)
2c3/2

.

Dla 3 � 3, badali�my te� zachowanie funkcji Greena. Udowodnili�my, �e

lim
kG k!0

⌧ (G)
kGk�3 k(kGk�1)�2✓(kGk�1)

=
�(3/2)
2c3/2

,

co warto porówna∆ z (41). W ko�cu pokazali�my te� ostre obustronne oszacowania na jƒdro ciep�a: je�li ✓
jest ograniczona to istniejƒ A0, C0 > 0 takie, �e

?(C, G) ⇣ C kGk�3 ✓(kGk�1) exp
�
� Ck(kGk�1)

�
,

dla wszystkich C 2 (0, C0) i 0 < kGk  A0.
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P4. Limit theorems for random walks

P13. Long time behaviour of random walks on the integer lattice

Kiedy przestrze� stanów jest grafem, naturalnymi obiektami stajƒ siÿ operatory u�redniajƒce i �a�cuchy
Markova. Najprostszy przyk�ad otrzymamy rozwa�ajƒc spacer losowy na kracie ca�kowitoliczbowej. W
tym przypadku zachowanie d�ugoczasowe jƒdra ciep�a jest dobrze zrozumiane przy za�o�eniu, �e spacer ma
ograniczony krok. Niech ? bÿdzie funkcjƒ przej�cia aperiodycznego spaceru losowego na Z3 . Dla = 2 N i
G 2 Z3 po�ó�my

?(=; G) =
’
H2Z3

?(= � 1; H)?(G � H),

gdzie ?(G) = ?($; G) oraz $ jest poczƒtkiem uk�adu wspó�rzÿdnych. Przez M oznaczmy obszar Craméra,
tzn. wnÿtrze wypuk�ej otoczki zbioru V = {E 2 Z3 : ?(E) > 0}. Niech ^ bÿdzie tranformatÿ Fouriera ?, tj.

^(I) =
’
E2V

?(E)4 hI,E i .

Wtedy dla ka�dego X 2 M, funkcja
5X (G) = hG, Xi � log ^(G)

osiƒga swoje maksimum w dok�adnie jednym punkcie B 2 R3 . Niech q(X) = 5X (B). Funkcja B(X) = B

okaza�a siÿ bardzo przydatna do opisu spaceru losowego. Zwró∆my uwagÿ, �e kBk2 jest nieograniczone
kiedy X zbli�a siÿ do mM. W rzeczywisto�ci, w pracy [P13] udowodni�em, �e istniejƒ [ � 1 i ⇠ > 0 takie,
�e dla wszystkich X 2 M i E 2 V,

1 � 4
hB,E i

^(B) � ⇠dist(X, m")[ . (43)

Oszacowanie (43) pozwoli�o opisa∆ asymptotyczne zachowanie spaceru losowego na kracie ca�kowitolicz-
bowej na obszarze zbie�nym do obszaru Craméra. Mianowicie, w pracy [P13] pokaza�em, �e

?(=; G) = (2c=)� 3
2
�
det ⌫B

�� 1
2
4
�=q (X)

⇣
1 + O

�
=
�1dist(X, mM)�2[

� ⌘
, (44)

gdzie X = =�1G oraz ⌫B jest formƒ kwadratowƒ zdefiniowanƒ wzorem ⌫B (D, D) = ⇡2
D
log ^(B). Funkcja q(X)

opisuje niegaussowskie zachowanie spaceru losowego przy brzegu obszaru Craméra. W rzeczywisto�ci, je�li
przez X0 oznaczymy wektor �redniej spaceru to dla X 2 M mamy

q(X) = 1
2⌫

�1
0 (X � X0, X � X0) + O

�
kX � X0k32

�
oraz

q(X) ⇣ kX � X0k2 .

Obecnie niewiele wiadomo o zachowaniu asymptotycznym jƒdra ciep�a dla spacerów z krokiem nieograni-
czonym. W pracy [P4], podjÿli�my próbÿ zbadania podporzƒdkowanych spacerów. W kontek�cie spacerów
losowych, procedura subordynacji zosta�a opisana w [3]. W oparciu o niƒ dostajemy klasÿ spacerów losowych
o nieograniczonym no�niku. Precyzyjniej, niech ((= : = 2 N0) bÿdzie dowolnym aperiodycznym spacerem
na Z3 o ograniczonym kroku. Za�ó�my, �e i : [0,1) ! [0,1) jest funkcjƒ Bernsteina takƒ, �e i(0) = 0 i
i(1) = 1. Niech ` bÿdzie odpowiadajƒcƒ jej miarƒ Lévy’ego. K�adziemy

2(i, :) = 1

:!

π
(0,1)

C
:

4
�C
`(dC) +

(
1 je�li : = 1,

0 w przeciwnym wypadku.

31



Niech (': : : 2 N) bÿdzie ciƒgiem niezale�nych i jednakowo roz�o�onych zmiennych losowych, niezale�nych
tak�e od ((= : = 2 N0) i takich, �e P('8 = :) = 2(i, :). Wtedy dla g= = '1 + . . .+'= definiujemy (i

=
= -g= .

Niech
?i (=; G) = P

�
(
i

=
= G

��
(
i

0 = $
�
.

Za�ó�my, �e funkcja i jest regularnie zmieniajƒca siÿ w zerze o indeksie 0 < U/2 < 1. Powy�sza procedura
stanowi dyskretny odpowiednik subordynacji zdefiniowanej przez Bochnera w kontek�cie teorii pó�grup
operatorów.

W pracy [P4] badali�my twierdzenia graniczne dla spaceru ((i
=

: = 2 N0). W pierwszej kolejno�ci
pokazali�my, �e rozk�ad (i1 nale�y do dziedziny przyciƒgania ⌫U, tj. symetrycznego U-stabilnego procesu
w R3 . Dlatego o spacerze ((k

=
: = 2 N0) mo�na my�le∆ jako o dyskretnym odpowiedniku U-regularnego

procesu w R3 . Pokazali�my tak�e funkcjonalne twierdzenie graniczne, tzn. je�li ciƒg liczb dodatnich
(1= : = 2 N) spe�nia

lim
=!1

=i

�
1
�1
=

�
= 1,

to ciƒg elementów losowych
�
1
�1/2
=

(
i

b=C c : C � 0
�

zbiega w przestrzeni Skorokhoda do elementu losowego
⌫
U. W ko�cu, wyznaczyli�my tak�e asymptotyczne zachowanie funkcji przej�cia ?i (=; ·). Z jednej strony,

kiedy =i(kGk�2) dƒ�y do niesko�czono�ci mamy

lim
=!1

=i ( kG k�2)!1

?i (=; G)
(i�1(=�1))3/2

= ⇡3,U,

dla pewnej dodatniej sta�ej ⇡3,U. Z drugiej strony, w oparciu o asymptotykÿ (44), kiedy =i(kGk�2) zbiega
do zera, dostajemy

lim
=!1

=i ( kG k�2)!0

?i (=; G)
= kGk�3 i

�
kGk�2

� = ⇠3,U,

dla pewnej dodatniej sta�ej ⇠3,U > 0.

6. Informacja o osi�gni�ciach dydaktycznych, organizacyjnych oraz popularyzuj�cych nauk�
lub sztuk�

Moje wieloletnie do�wiadczenie dydaktyczne w wiÿkszo�ci skupia siÿ wokó� przedmiotów informatycznych.
Na przestrzeni lat kiedy zatrudniony by�em na Uniwersytecie Wroc�awskim prowadzi�em wiele zajÿ∆ dydak-
tycznych z zakresu informatyki dla studentów kierunku Matematyka z informatykƒ. Majƒc na uwadze przysz�e
zatrudnienie absolwentów, wprowadza�em zaawansowane kursy programistyczne, które mia�y zapewni∆ w
pó�niejszym czasie �atwiejsze przyswajanie specjalistycznych narzÿdzi oraz umo�liwi∆ wykorzystanie luki
na rynku pracy. Przyk�adowo, uczy�em programowania w asemblerze x86, wyk�ada�em o zabezpieczeniach
systemów operacyjnych czy bezpiecze�stwie oprogramowania.

W latach 2013–7 prowadzi�em seminarium dla doktorantów i pracowników naukowych. Przewodnim
tematem by�a praca Bourgaina [11], która zawiera dowód ograniczono�ci �rednich ergodycznych wzd�u�
kwadratów liczb ca�kowitych. Techniki zastosowane przez Bourgaina majƒ swoje korzenie w ró�norodnych
dziedzinach: od analizy harmonicznej przez przestrzenie Banacha, kombinatorykÿ i rachunek prawdopodo-
bie�stwa. Z tego powodu praca [11] jest znakomitym �ród�em inspiracji. Na seminarium referowane by�y
zarówno klasyczne wyniki, które z powodzeniem mo�na znale�∆ w ksiƒ�kach, jaki i najnowsze prace.

W roku 2020 zosta�em laureatem programu Gaspar Monge Visiting Professor na Politechnice w Pala-
iseau, Francja. Niestety, ze wzglÿdu na aktualnƒ sytuacjÿ epidemiologicznƒ moja wizyta zosta�a prze�o�ona.
Jednak�e, w ramach tego programu prowadzi�em semestralny kurs „Dyskretna Analiza Harmoniczna” skie-
rowany do studentów M2 i doktorantów wszystkich paryskich uniwersytetów.
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By�em promotorem pomocniczym w dwóch przewodach doktorskich: dr. Wojtka Cygana (2015) i dr.
Grzegorza �widerskiego (2017).
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