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Przed przystapieniem do szczegétowego omoéwienia prac, ponizej przedstawie ich krotkie streszczenia.

H1. Udowodnili§my twierdzenie Cotlara dla liczb pierwszych, ktére méwi ze dla dowolnego uktadu dyna-
micznego (X, B, u, S), gdzie (X, B, u) jest o-skoficzong przestrzenig z miarg u,a S : X — X, mierzal-
nym i odwracalnym przeksztalceniem zachowujacym miare oraz dla dowolnej funkcji f € L™ (X, w),

r > 1, granica
im Y f(SPx) log p

N > p
pe+PN[1,N]

istnieje dla u-prawie wszystkich x € X, gdzie P jest zbiorem liczb pierwszych.

H2. UdowodniliSmy wielowymiarowy odpowiednik twierdzenia Birkhoffa—Bourgaina wzdluz wielowy-
miarowych podzbioréw liczb catkowitych zadanych przez rodzine przeksztatcefi wielomianowych:
Dla kazdej o-skoniczonej przestrzeni z miarg (X, B, i) i dowolnej rodziny przeksztatcen {Si,...,Sq}
komutujacych, odwracalnych i zachowujacych miare oraz dla kazdego f € LP (X, u), p > 1, granica
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istnieje dla p-prawie wszystkich x € X, gdzie P; jest wielomianem o wartoSciach catkowitych na Zk.

Otrzymali$my to pokazujgc oszacowania dla pétnormy wariacyjne;j.

H3. Pokazatem, rozszerzenie punktowych twierdzen ergodycznych Birkhoffa—Bourgaina i Cotlara do wie-
lowymiarowych podzbioréw liczb pierwszych zadanych przez rodzing przeksztalcen wielomianowych
jak w [H2]. Udowodnifem to pokazujac oszacowania na r-wariacyjng péinorme dla dyskretnych
operatorow Radona.

H4. Udowodnitem oszacowania na r-wariacyjng péinorme dla operatoréw Radona wzdtuz cienkich pod-
zbioréw liczb pierwszych postaci { p eP:{pi(p)} < u( p)}. Wyniki te pociggaja rozszerzenia
punktowych twierdzeri Birkhoffa—Bourgaina i Cotlara.

HS. Rozwazatem ergodyczny system dynamiczny (X, B, u, S), w ktérym (X, B, ) jest przestrzenig pro-
babilistyczng. Pokazalem, ze dla kazdej funkcji nalezacej do przestrzeni Orlicza

L(log L)*(loglog L)(X, p),

Srednie ergodyczne
1
- SPy),
= > F(sPx)
PEPN

zbiegaja dla u-prawie wszystkich x € X, tj. Py oznacza zbidr liczb pierwszych nie wigkszych niz N a
n(N) = #Pn.



Wstep 1

Prace sktadajace si¢ na osiagniecie naukowe traktuja o dyskretnych operatorach osobliwych. Ich badanie
zapoczatkowal Hilbert zauwazajgc, ze operator Hgjs okreslony dla funkcji o skoficzonym no$niku f : Z — C
wzorem

Hiof@= Y flr=n-

nezZ\{0}

spelnia oszacowanie
[Haisflle2 < Cllf ll2

dla pewnej dodatniej statej C. W 1928 roku Riesz [42] udowodnit, ze dla kazdego p € (1, co) istnieje stata
C, > 0 taka, ze nier6wnos¢
|Haisf||,» < Collfller,

jest spetniona dla wszystkich funkcji f : Z — C. Pokazal réwniez, ze operator H zadany wzorem

afw=1m [ a-n®,
€— y

ly|>e
jest ograniczony na L”(R) dla wszystkich p € (1,00). Dwa lata péZniej w [17], Hardy i Littlewood
udowodnili, ze zaréwno funkcja maksymalna

1 N
Maisf (x) = Sup Zl FGc=nl.

jak i jej ciagly odpowiednik
1 t
M@ =suws [ 17yl
>0 T Jo

sg ograniczone na {” (Z) i L” (R), odpowiednio, dla wszystkich p € (1, oo]. Powyzsze wyniki zainicjowaty
wieloletnie badania, czego efektem jest bogata teoria Calderéna—Zygmunda. PdZniejsze prace gtéwnie
dotyczyly ciagtych operatoréw osobliwych, ze wzgledu na to, ze ich dyskretne odpowiedniki mozna byto
otrzyma¢ adaptujac metody ciggle. Znakomitym Zrédlem referencji jest tutaj monografia [44]. W tym
miejscu warto zaznaczy¢, ze wprawdzie operatory zdefiniowane powyzej nie sa ograniczone na £'(Z) i
L*(R), odpowiednio, ale spetniajg oszacowania stabego typu (1,1). Przypomnijmy, ze operator T spelnia
oszacowania stabego typu (1, 1), jesli dla pewnej statej C > 0 i wszystkich funkcji f € L'(R) zachodzi
nieréwnos¢
3218/1 . |{x eR:Tf(x)| = /l}| <Clfllpr-

W ostatnim czasie rozwdj teorii Calderéna—Zygmunda obejmowat réwniez badanie ograniczonoSci maksy-
malnych transformat Radona, ktérych najprostszym przykladem jest

U 2
Rf(x)—stl:gt/o |f(x = y*)|dy.

W tej czeSci opieralem si¢ na autoreferacie [31] 1 wstepie do [38].



Zauwazmy, ze dla nieujemnej funkcji f, przez prosta zamian¢ zmiennych, dostajemy kolejno
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< Z 275 M f(x). (1)
n=0

W szczegblnosci otrzymane punktowe oszacowanie (1) implikuje, ze R jest ograniczony na L”(R) dla
p € (1, 0] istabego typu (1, 1). W tym miejscu naturalnym jest pytanie:

Czy dyskretny odpowiednik operatora R, tj.
Rais f(x) = sup |Rn £ ()],
N eN

gdzie
1 N-1
Ruf@) = ) fla=n?).
n=0

Jest ograniczony na £P (Z) dla p € (1, 0)?

W latach osiemdziesigtych zagadnieniem tym zainteresowal si¢ Bourgain, co zaowocowalo cyklem prac
[9-11] stanowiacych fundamenty dyskretnej analizy harmonicznej. Okazalo si¢, ze Srednie Ry maja inne
zachowanie niz ich ciggle odpowiedniki. Zeby to zobrazowaé skorzystamy z transformaty Fouriera. Dla
funkcji f o skoficzonym no$niku mozemy napisac

1/2

Ry f(x) = , F(E)my (£)e 26> de,

gdzie fimy sg funkcjami 1-okresowymi zadanymi wzorami

N-1

f(& = Z f(x)e?miex oraz  my (&) = % Z p2min*é

X€Z n=0
Rozwazmy dowolny nieskracalny utamek a/g. Wtedy dla kazdego k € N mamy

kg-1

1 .
miq(a/q) = k_q Z e2rinalq
n=0
1

q-1
2
Z_Ze27rr a/qu(a/q).
q r=0

Przypomnijmy, ze w 1818 roku Gauss udowodnil, ze

0 jeSlig=2 (mod 4),
G(a/g)l = {q7%|(£)]  jeslig=1 (mod 2),

1

V2q72|(£)| jeslig=0 (mod 4),
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gdzie (%) jest symbolem Jacobiego przyjmujacym wartoSci 0, —1 lub 1. Z drugiej strony ciagly mnoznik

1
R
0

spelnia oszacowanie
T
[On ()] < CNTHE2. 2)

W szczegdlnosci | Dy, (a/q)| maleje wraz ze wzrostem k.

Przeprowadzone rozumowanie sugeruje, ze asymptotyczne zachowanie mpy skoncentrowane jest wokot
punktéw & majacych diofantyczne aproksymacje o matych mianownikach. Istotnie, Bourgain pokazat, ze dla
dowolnych 8 > a > 0, jesli

< N—2+(Y

a
g - —
q
dlapewnych1 <a < g < NP, (a,q) =1,t0
my (€) = G(alq)®n (¢ —a/q) + O(NP). 3)
Zatem dla otrzymania pelnego opisu mnoznika mpy pozostaje zbadac tuki poboczne, tj.

q
o U U mwer)

1<g<NB a=1
(a,q)=1

gdzie przez My (a/q) oznaczamy tuk gtéwny

My (a/q) ={&€[0,1] : |¢ —a/q| < N7}, 4)
W tym miejscu idealnym narzedziem okazata si¢ nieréwnosS¢ Weyla, z ktérej wynika, ze dla dowolnego 8 > 0
istnieje stata C > 0 taka, ze jesli

& <
Toq| T g%

dlapewnych 1 <a < ¢, (a,q) =1, N® < g < N*>7B, to dla wszystkich N € N,

‘ a

I ()] < CN77

Powyzsza analiza mnoznika mpy oparta jest na metodzie tukéw opracowanej w latach dwudziestych przez
Hardy’ego i Littlewooda w kontek$cie formuty asymptotycznej w problemie Waringa. Podsumowujac,
mnoznik mpy mozna przyblizy¢ przez sume zlokalizowanych wyrazen G(a/q)®n (- — a/q), gdzie a/q
przebiega pewien zbidr utamkdéw o matych mianownikach wzgledem skali N. Btad przyblizenia jest niesiony
przez tuki poboczne a jego wielko§¢ mozna kontrolowa¢ przy uzyciu nieréwno$ci Weyla. W konsekwencji,
oszacowanie Rgis W {2 mozna sprowadzi¢ do oszacowan maksymalnych dla mnoznika przyblizajacego. Te
ostatnie opierajg si¢ na rozlagcznosci tukéw (4) i maleniu sum Gaussa G (a/q).

W tym miejscu pojawia si¢ kolejna istotna réznica migedzy dyskretng a ciagla analizg harmoniczng. W tej
ostatniej, operatory Radona daja funkcje maksymalng stabego typu (1, 1), co w polaczeniu z oszacowaniami
na L? i w oparciu o teorie interpolacji, pozwala wywnioskowaé oszacowania na L dla p € (1,2). Ponad
dwadzieScia lat po ukazaniu si¢ prac Bourgaina, Buczolich i Mauldain w [12], udowodnili, ze operator
maksymalny Rgjs nie jest stabego typu (1,1). W pewnym sensie uzasadnia to dlaczego oszacowania w £”
dla p # 2 wymagaty nowych pomystow.



Drugim kamieniem milowym dla rozwoju dyskretnej analizy harmoniczne;j jest praca lonescu i Waingera
[21], w ktorej rozpatrywane byly dyskretne operatory osobliwe, tj.

Taaf()= Y fle= P,
nez\{0}

gdzie P jest wielomianem o wartoSciach catkowitych takim, ze P(0) = 0. W pracy tej autorzy pokazali, ze
dla kazdego p € (1, oo) istnieje stata C,, > 0 taka, ze

| Tais f|l,» < Cpllfller.

dla wszystkich funkcji f : Z — C o skoriczonym no$niku. Jednak najwickszym wktadem w rozwdj
dziedziny bylo opracowanie subtelnej metody wyboru utamkéw a/g, tak aby powstaly mnoznik pozwalat
wykorzystac silng ortogonalnosc.

Operatory dyskretne w naturalny sposéb pojawiajg si¢ w zagadnieniach ergodycznych. Niech (X, B, u, S)
bedzie ukladem dynamicznym, tj. (X, B, ) jest o-skoficzong przestrzenig z miarg, a S : X — X odwracal-
nym przeksztalceniem zachowujacym miare u. W 1931 roku w pracy [4] Birkhoff udowodnit, Ze dla kazdej
funkcji f € LP (X, u), p € [1, ), granica

istnieje dla u-prawie wszystkich x € X. Klasyczny dowdd tego twierdzenia przebiega w dwdéch etapach: W
pierwszym wyznaczamy w L2(X, u) gesta klase funkcji, dla ktérej zachodzi punktowa zbiezno$é. W tym
celu rozwazamy nast¢pujace dwa podzbiory

IT={fel’X.0:fS0)=fW} i B={g(x)-gx):gel’X, )L (X, p)}.
Jak fatwo zauwazy¢, dla f € 7 mamy My f = f, gdzie
1 N=l
My f(x) = ZO F(8"),
natomiast dla f € 8B otrzymujemy
M @] = £V x) = 800 < gl

Pozostaje uzasadnié, ze 7 & B jest geste w L2(X, i), co nie jest trudnym zadaniem. W drugim kroku
pokazujemy oszacowania maksymalne

| o mn Al < collflen, p>1 )
NeN Lp
lub
sup/l-,u{xeX: sup |MNf(x)|>/1} < Cillfllga- (6)
>0 N eN

W Swietle zasady transferencji Calderéna uklad dynamiczny (Z, P(Z), #, S) zlozony ze zbioru liczb cal-
kowitych wraz z miarg liczacg i operatorem przesuniccia Sf(x) = f(x + 1), jest modelowym uktadem
dynamicznym, tzn. oszacowania maksymalne dla (Z, P(Z), #, S) pociagaja oszacowania maksymalne dla
dowolnego systemu dynamicznego. Dla (Z, P(Z), #, S) prawdziwos¢ nieréwnosci (5) i (6) wynika z wla-
snos$ci funkcji maksymalnej rozwazanej przez Hardy’ego i Littlewooda.



W pracy [11], Bourgain udowodnit, ze dla kazdego p € (1,00) i f € LP(X, u), granica

istnieje dla u-prawie wszystkich x € X. Wprawdzie zasada transferencji Calderéna pozwala otrzymac
oszacowania maksymalne z oszacowan dla Ry, to jednak znalezienie gestej klasy, dla ktérej zachodzi
punktowa zbiezno$¢, jest ktopotliwe. Dlatego Bourgain zaproponowal badanie nieréwnosci oscylacyjnej na
L?(X, u). Mianowicie, pokazat, ze jesli dla dowolnego ciagu (N j :J € Np) takiego, ze N1 > 2Nj, i
kazdego J € N istnieje stata C; > 0, dla ktdrej

2
2
12 S CJHf”LQa (7)

J
2l s R R,
=1 ]

NE(Njfl,Nj
gdzie
1 NZ‘l 2
_ = n
RNf(x) - N L f(S x)’

przy czym lim;_, Cy/J = 0, to ciag (Ryf : N € N) jest zbiezny u-prawie wszedzie. Korzystajac
teraz z transferencji, oszacowanie (7) mozna wywnioskowac z odpowiedniego oszacowania dla modelowego
systemu dynamicznego, ktérego dowdd jest nieznacznie trudniejszy niz pokazanie nierdwnos$ci maksymalne;j
w %(Z).

Prace Bourgaina zainspirowaty badania nad operatorami osobliwymi modelowanymi wzdtuz podciggéw
liczb naturalnych a = (a, : n € N) posiadajacych pewne wlasciwosci arytmetyczne, tzn. operatoréw postaci

N
D flx—ay)
n=1

Jeszcze w latach osiemdziesigtych, Bourgain [8] zainteresowat si¢ przypadkiem Srednich wzdtuz liczb pierw-

szych P, tj.
> - p)’,

PEPN

1
Mg f (x) = sup n

oraz Hgisf(x) _ Z fx—ay) - f(x+ap) ‘
n=1

Mo/ () = sup 35
gdzie Py jest zbiorem liczb pierwszych nie wigkszych od N i 7(N) = #Py. Autor zauwazyl, Ze mozna
tutaj zastosowaé podobny schemat rozumowania jak dla ciagu (n?). Argument wymagat zmiany definicji
tukéw gtéwnych, natomiast na tukach pobocznych, w miejscu nieréwnosci Weyla skorzystal z nieréwnosci
Vinogradov’a. Pozwolilo to pokaza¢ nieréwnos¢ maksymalng w £2(Z). Rozszerzenie do ¢P(Z) dla p > 1
zostato opublikowane przez Wierdla w [45].

Na koniec wspomnijmy, ze niedawno w pracach [29, 30] Mirek studiowat ciekawg klase ciggdéw postaci
By, = (Lh(n)] : n e N)i Py, = B, NP, gdzie h(x) = x°L(x) jest funkcja nalezaca do rodziny zdefiniowanej
przez Leitmanna w [27] dla 1 < ¢ < 1+ €. W szczeg6lnosci autor udowodnil, ze dla kazdego r € (1, oo]
istnieje C, > 0 taka, ze dla dowolnej funkcji f € €"(Z),

1
H ;HE% #(By, 0 [1,N]) neBl;l,N] 7t - n)|H5r < Crellfller

oraz

1
s o m pEP;%LN] Fe=w|,, < Clfler, ®)



gdzie W : Z — Z jest dowolnym wielomianem stopnia > 1. Ponadto, w przypadku zbioréw B, autor pokazat
réwniez oszacowanie maksymalne stabego typu (1, 1). W pracy [Pre0] rozszerzylem ten wynik na przypadek
¢ = 1. Dalsze przyktady ciagéw liczb naturalnych oraz odpowiadajacych im funkcji maksymalnych mozna
znalezé w [43].

W kolejnych pieciu sekcjach oméwi¢ najwazniejsze rezultaty otrzymane w pracach skfadajacych si¢ na
osiggni¢cie naukowe.

H1. Cotlar’s ergodic theorem along the prime numbers

W 1955 roku Cotlar w pracy [15] pokazat zbiezno$¢ u-prawie wszedzie ergodycznej przycietej transformaty
Hilberta, tzn. dla kazdego f € L" (X, u), r € [1, c0) istnienie granicy

Sn
lim 715"
N >
1<n|<N
dla p-prawie wszystkich x € X. Analogiczne twierdzenie dla liczb pierwszych badaliSmy w [HI1].
Twierdzenie 1. [HI, Theorem 1] Niech (X, B, u, S) bedzie uktadem dynamicznym. Wtedy dla kazdej funkcji

feL (X,u),r e (1,0), granica

istnieje dla p-prawie wszystkich x € X.

Z pomocy transferencji Calderona zagadnienie punktowej zbiezno$ci mozemy sprowadzi¢ do odpowied-
niego problemu dla modelowego systemu dynamicznego. W tym kontekScie mozemy bada¢ bardziej ogélne
przyciete operatory osobliwe zadane jadrem Calderéna—Zygmunda K € C'(R\{0}) spetniajacym nieréwnos¢

el 1K ()] + %1% |K ()] < 1,

dla |x| > 1, wraz z warunkiem skracar

sup <1

a>1

/ K(x) dx
1<|x|<a

Wtedy operator osobliwy wzdtuz liczb pierwszych definiujemy dla funkcji o skoficzonym nosniku f : Z — C
wzorem

Tf(x)= ) f(x-p)K(p)loglpl.

pE+P
Niech T bedzie przycieciem 7, tzn.

Tvf(x)= ), f(x=p)K(p)loglpl.

pEXPN
W istocie udowodnili§my nastepujgce twierdzenie.

Twierdzenie 2. [HI, Theorem 2] Funkcja maksymalna

T.f(x) = sup |Tn f (x)

B

Jest ograniczona na £" (Z) dla dowolnego r € (1, ). Ponadto, punktowa granica
lim T,
ngloo N f(x)

istnieje i jest rowna T f oraz T jest ograniczony na £ (Z) dla dowolnego r € (1, ).



Zwré¢my uwage, ze w przeciwienstwie do nieréwnoS$ci maksymalnej, punktowa zbiezno$¢ nie jest
wlasnoscia, ktéra podlega zasadzie transferencji Calderdna. Dlatego dla dowodu wykorzystaliSmy pétnorme
oscylacyjng. Niech Hy bedzie przycietym operatorem Hilberta, tj.

log |p|
Hyf@)= ) [=p==

pexPn

Twierdzenie 1 wynika z ponizszego rezultatu.

Twierdzenie 3. [H1, Theorem 5] Niech (k; : j € N) bedzie rosngcym ciggiem liczb naturalnychit € (1,2].
Wtedy dla kazdego J € N istnieje Cj > 0 taka, ze dla dowolnej f € €%(Z),

J
2, I, e, [Hens - Hoai |l < CllF I
Jj=1 j-1.Kj

przy czym limy e Cy/J = 0.

Dowdd Twierdzenia 2 dlar = 2 wymaga dobrego zrozumienia mnoznikéw, ktére odpowiadaja przycigtym
operatorom osobliwym. Podobnie jak w przypadku operatora usredniajgcego, adaptacja metody tukéw
Hardy’ego-Littlewooda w potaczeniu z nieréwnoS$cig Vinogradova pozwolita skonstruowa¢ odpowiedni
mnoznik przyblizajacy. Dla r # 2, poczatkowo chcieliSmy dostosowa¢ elegancki argument Wierdla [45]
oparty na pewnej wlasnosci liczb pierwszych. Jak si¢ jednak okazato rozumowanie to zawiera btad, ktéry w
przypadku operatora usredniajgcego jest fatwy do poprawienia, ale dla przycietych catek osobliwych juz takim
nie jest. Dlatego zaproponowaliSmy inne podejScie, ktére z jednej strony uzupetnia dowdd Wierdla, z drugiej
— istotnie upraszcza metode Bourgaina. PokazaliSmy takze, Ze funkcja o dostatecznie zlokalizowanym
spektrum wzgledem Q ma norme¢ ¢" réwno roztozong w klasach modulo Q. Pomyst ten rozwijaliSmy w
pbéZniejszych badaniach. Wedlug mojej wiedzy, jako pierwsi podjeliSmy badanie przycietych dyskretnych
operatoréw osobliwych.

Warto wspomnieé, ze Twierdzenie 2 rozszerza twierdzenie Ionescu—Waingera [21] na zbidr liczb pierw-
szych. Warto tez zaznaczyC, ze nasze podejsScie jest inne i daje silniejszy wynik poniewaz badaliSmy
funkcje maksymalna dla przycigtych operatoréw osobliwych, ktdra jest obiektem trudniejszym do analizy
niz sam operator. Dzieki temu mogliSmy zdefiniowa¢ ergodyczng catke osobliwg jako punktowa granice jej
przycied.

Wariacyjny odpowiednik Twierdzenia 2 pozwalajacy unikng¢ badania pétnormy oscylacyjnej, udowod-
niliSmy w pracy [35].

H2. Discrete maximal functions in higher dimensions and applications to ergodic theory

Niech (X, 8, 1) bedzie o-skorficzong przestrzenia z miarg oraz {S, ..., Ss} komutujaca rodzing odwracal-
nych przeksztalcen zachowujacych miare u. Niech P = (Py,...,Py) : Z*¥ — Z< oznacza przeksztalcenie
wielomianowe takie, ze kazda sktadowa #; jest wielomianem k-zmiennych o wartosciach catkowitych spet-
niajacym #;(0) = 0. Zdefiniujmy Srednie

d}\?; (x) — N—k Z f(Sfl(")S;)2(”) ... SZl)d(n)x)’
nEN’Ii]
gdzie Ny = {1, 2,...,N } Gléwnym wynikiem pracy [H2] jest nastepujace twierdzenie ergodyczne.

Twierdzenie 4. [H2, Theorem A] Zatézmy, ze p € (1, 0). Dlakazdego f € LP (X, ) istnieje f* € LP (X, u)
taka, ze
lim /U f(x) = f*(x)

dla p-prawie wszystkich x € X.



Dla dowodu punktowej zbieznosci Bourgain, obok oszacowania maksymalnego, pokazywat oszacowanie
poéinormy oscylacyjnej. Istnieje jednak pétnorma bardziej odpowiednia do badania punktowej zbieznosci, tj.
péinorma wariacyjna, ktéra dla dowolnego ciagu (a, : n € N) zdefiniowana jest wzorem

J

Vi(a, :neN) = sup (Z fanj - al’lj—1|r) :

<ni<...< -
no<m ny Mo

N =

Rzeczywiscie, jesli r > 2 to dla dowolnego ciagu (N; : j € Np) takiego, ze Nj1 > 2N, z nieréwnosci
Holdera mamy

J 1
(Z sup |an—a,\;j_1|2)2 J3" %V (an : n € N).
jZl nE(Nj_l,Nj]
Ponadto,
sup |lan| < lag| + V- (a, : n € N). 9)

neN

W konicu, jak tatwo zauwazy¢, V,-(a, : n € N) < oo dla pewnego r > 1 implikuje, ze ciag (a,) jest zbiezny.
Powyzsze wlasnosci pétnormy wariacyjnej uzasadniaja, ze dla dowodu Twierdzenia 4 wystarczy pokazac, ze
jesli f € LP (X, u) to

< 00,

Vi (% f : NeN)|,,

Oszacowania wariacyjne podlegajg zasadzie transferencji Calderdna, dlatego mozemy ograniczy€ si¢ do bada-
nia modelowego systemu dynamicznego, tj. (Z¢, P(Z%), #) zrodzing operatoréw przesunigcia {S1, Sa, . . ., Sq},
gdzie S; f(x) = f(x +e;). W tym kontekscie operator & 17\; przyjmuje postaé

ANF@ =N 3 fle-P@).

neNk

Twierdzenie 5. [H2, Theorem C|] Niech p € (1,00) i r > max{p, p’'}. Wtedy istnieje stata C,, > 0 taka, Ze
dla dowolnej funkcji f € €P(Z%),

[Ve(a% 7 N e, < Cps I ller

Ponadto, stata C,, nie zalezy od wspotczynnikow przeksztatcenia wielomianowego P.

Oszacowania wariacyjne w analizie harmonicznej, jak i w teorii ergodycznej, byly juz tematem kilku prac,
m.in. [23-25,46]. W szczegdlnosci praca Krause [25] zainspirowata nas do badania péinormy wariacyjnej w
wielu wymiarach. Nasz dowéd Twierdzenia 5 silnie zalezy od oszacowania maksymalnego, ktére w istocie
jest uogdlnieniem pracy Bourgaina [11] na wiele wymiaréw.

Twierdzenie 6. [H2, Theorem D] Dla kazdego p € (1, 0] istnieje stata C > 0 taka, ze dla kazdego
fetr(zd,
[sup A% 7ller < Clllier- (10)

Ponadto, stata C nie zaleZy od wspotczynnikow przeksztatcenia wielomianowego P.

Oszacowania maksymalne (10) mialy istotny wktad w rozwéj projektu z Mirkiem i Steinem dotyczacym
oszacowant w £? funkcji maksymalnej dla przycietych operatoréw osobliwych typu Radona. Mianowicie w
pracy [33] pokazalismy, ze dla kazdego p € (1, co) istnieje C > 0 taka, ze dla dowolnej funkcji f € €7 (Z9),

|| sup [T fll,» < ClIfller- (11)
N eN
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gdzie TZZ,) jest przycietym operatorem osobliwym, tzn.

@)= Y fax-POIK),

yezZi,\{0}

przy czym K jest jadrem Calderéna—Zygmunda na R¥ oraz Zy = {-N,...,—1,0,1,...N}. W dowodzie
nieréwnos$ci (11) musieli§my zamieni¢ supremum po zbiorze liczb naturalnych na supremum po liczbach
diadycznych {2" : n € Np}. Wprawdzie operatory TZJ) nie sg dodatnie, ale dla N € [27,2"*!) mamy
punktowe oszacowanie

7% F )| < (T f (o] + A 1£1(x)

dla pewnej statej C > 0, co pociaga

Isup |73l < (II sup [T [l +[] sup AR 171 ).
N eN

Dowdd Twierdzenia 6 korzysta z pomystu zaczerpnigtego z pracy [21], gdzie ograniczono$¢ na {7
osobliwego operatora typu Radona pokazano rozbijajac go na dwie czesci, z ktérych pierwsza kontrolowana
jest na £P druga na £2, w polaczeniu z pewna metoda interpolacyjng. Doktadniej, dla kazdego € € (0,1] i
A > 0 skonstruowaliSmy operator Af\;e taki, ze

| sup |a%r = aye s, < Dea sl

oraz dla kazdego p € (1, 00),
/l,e €
| sup Jaye |, = Ceaisle

Powyzsze oszacowania w polaczeniu ze wspomniang technika interpolacyjng pozwolily udowodni¢ (10).
OtrzymaliSmy w ten sposéb dowdd oszacowan maksymalnych inny niz w pracy [11]. W oparciu o ar-
gument interpolacyjny opisany w [25], dla dowodu Twierdzenia 6 wystarczy pokazaé Twierdzenie 5 oraz
oszacowanie r-wariacyjne dla p = 2 i dowolnego r > 2. Z uwagi na nieréwnos¢ (9), budujac teorie 2
mogliSmy ograniczy¢ si¢ do badania péinormy r-wariacyjnej. W przypadku oszacowan maksymalnych
teorie £2 Bourgain opart na metodzie tukéw Hardy’ego-Littlewooda, nieréwnosci Weyla i Lemacie Logaryt-
micznym [11, Lemma 4.1], patrz (23). Tutaj zaproponowali$my inne podejscie. Mianowicie, zamiast Lematu
Logarytmicznego skorzystaliSmy z nast¢pujacej nierdwnosci numerycznej

s 2571

1
Vr(ajzosjsz“)sx/iZ( > |a(j+1)2i—aj2i|2)2. (12)
i=0 = j=0

Nieréwnos¢ ta pozwolita nam bezposrednio analizowa¢ mnoznik przyblizajacy dajac oszacowanie wariacyjne
w ¢2 dla matych kostek. Dla duzych kostek rozwiniecie podejscia opracowanego w [H1], umozliwito nam
poréwnanie dyskretnych norm ¢” mnoznikéw przyblizajacych z cigglymi normami L pewnych mnoznikéw
na R?, o ktérych wiadomo, ze dajg funkcje maksymalng ograniczong na L”. Idea ta w polaczeniu z argu-
mentem interpolacyjnym [21] nie byla wczesniej uzywana i data nowy dowdd oszacowania maksymalnego
w P dla duzych kostek. W koricu, oszacowanie maksymalne w ¢ dla p # 2 i malych kostek pokazali-
$my z logarytmiczng strata. W tym miejscu adaptowaliSmy pomyst Bourgaina z [11, Lemma 7.32] podajac
nieznacznie prostszy dowdd.
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H3. Variational estimates for discrete operators modeled on multi-dimensional polynomial subsets of
primes

Niech (X, 8B, 1) bedzie o-skoriczong przestrzenig z miarg oraz {S1, ..., S4} rodzing komutujacych, odwra-
calnych przeksztalcen zachowujacych miare u. Niech P = (P, ..., Py) : Z¥ — Z¢ oznacza przeksztalcenie
wielomianowe takie, ze kazda sktadowa #; jest wielomianem k-zmiennych o wartoSciach catkowitych spet-
niajagcym #;(0) = 0. Niech B bedzie otwartym i ograniczonym podzbiorem R¥ zawierajacym poczatek
uktadu wspoéirzednych takim, ze dla pewnego ¢ > 0 i wszystkich N € N,

[-tN,«N1* € By C [-N, N1,
gdzie dla A > 0 potozyliSmy
By={xeR*:17'x e B}.
W pracy [H3] rozwazatem Srednie
AL f(x) = (N) >y f( T ep) L pPatnp) )llBN (n, p).
neNk pepk”

gdzie k = k' + k" oraz

rg(N)= >° > Ay (np).

neNK pepk”

Jednym z gtéwnych wynikéw pracy jest ponizsze twierdzenie.

Twierdzenie 7. [H3, Theorem A] Zatézmy, ze p € (1, 0). Dlakazdego f € LP (X, ) istnieje f* € LP (X, u)
taka, ze

lim U f(x) = f(x)
dla pu-prawie wszystkich x € X.

Sumy wzdtuz liczb pierwszych sg bardzo nieregularne, dlatego wygodniej jest pracowaé z wazonymi
Srednimi postaci

&
ﬂpf(x) m (N) Z Z f( 7P (np) de(n,P)x)]lBN(n,p)(glogpj), (13)

Nk/ Pk”

gdzie
kl/
Ip(N)= > D loy(n, p)(]_llogpj)
neNk pepk”

Jak pokazalem w artykule [H3], punktowa zbiezno$¢ (&/ ]7\; : N € N) moze by¢ wywnioskowana z wlasciwosci
(MY - N €N).

Obok operatoréw usredniajacych rozwazatem punktowa zbiezno$¢ przycietych dyskretnych operatoréw
osobliwych. Precyzyjniej, niech K € C'(R* \ {0}) bedzie jadrem Calderéna—Zygmunda spetniajacym
nieréwnos¢

I 1K )L+ I IVE ()1l < 1,

dlax € R¥, ||x|| > 1, wraz z warunkiem skracari

/ K(x)dx =0,
B,\By
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dla dowolnych 0 < A" < A. Wtedy przyciety dyskretny operator osobliwy #° ]\7,) zadany jest wzorem

&
%I\?f(x) _ Z Z f(Tf’l(n,p) . .de(”7p)x)K(n,P)]lBN (n, p)( l_l log |pj| ) (14)

neZk pe(xP)k” Jj=1

Wagi logarytmiczne w (13) i (14) odpowiadaja gestoSci liczb pierwszych. W pracy udowodnitem nastepujace
twierdzenie, ktdre jest rozszerzeniem twierdzenia ergodycznego Cotlara [15].

Twierdzenie 8. [H3, Theorem B] Zatozmy, ze p € (1, 0). Dlakazdego f € LP (X, u) istnieje f* € LP (X, u)
taka, zZe

Jim 77 f(x) = ()
dla u-prawie wszystkich x € X.

Wilasciwosci pétnormy wariacyjnej pozwalajag wywnioskowa¢ Twierdzenia 7 i 8 z nastepujacego wyniku.

Twierdzenie 9. [H3, Theorem C] Dla kaidego p € (1, o) istnieje stata C,, > 0 taka, Ze dla kaidego
r € (2, 00) i wszystkich funkcji f € LP (X, u),

Vol i N erl,, < Cp5I1 s (15)

orazg r
V7 f N €Wl < Cp I £ller- (16)

Stata C), nie zalezy od wspotczynnikow przeksztatcenia wielomianowego P.

Oszacowania wariacyjne dla dyskretnych operatoréw byly tematem prac [23,25,32,34,35,46,H2]. W [25],
Krause studiowat przypadek d = k = k’ = 1 i otrzymal nier6wnos¢ (15)dla p € (1,00) i r > max{p, p’}. Z
drugiej strony, Zorin-Kranich w [46] dla tego samego przypadku otrzymat nieréwnos¢ (15) dla wszystkich
r € (2, ), aledla p w pewnym otoczeniu 2. Dopiero ostatnio w [32] udowodniliSmy wariacyjne oszacowania
dla petnego zakresu parametréw, tzn. p € (1,00) ir € (2, o), co odpowiada przypadkowi k”/ = 0. W [46],
Zorin-Kranich pokazat tez (15) dla operatoréw usredniajacych modelowanych na liczbach pierwszych, tj.
kiedy d = k = k” = 1 z wielomianem P (x) = x. Warto wspomnie¢, ze oszacowania wariacyjne dla
operatoréw dyskretnych opierajq si¢ na oszacowaniach dla ich ciggtych odpowiednikéw otrzymanych w [24],
zobacz takz [32, Appendix].

Wariacyjne oszacowania dla dyskretnych operatoréw osobliwych byly badane w [14,32,34,35]. W [35],
otrzymaliSmy nieréwno$¢ (16), dla przycietej transformaty Hilberta modelowanej na liczbach pierwszych,
co odpowiada d = k = k”” = 1 z wielomianem P(x) = x. W rzeczywistosci, dyskretne operatory osobliwe
typu Radona wymagaty nowego podej$cia. Bardzo wazny kamieri milowy zostat polozony przez lonescu i
Waingera w [21]. W koricu, pelne badania nad wariacyjnymi oszacowaniami dla dyskretnych przycietych
operatoréw osobliwych typu Radona otrzymaliSmy w [32], co odpowiada d = k = k’.

Odnoszac sie do punktowych twierdzen ergodycznych wzdiuz liczb pierwszych, istnieja pewne wyniki
oparte na normie oscylacyjnej. W [8], Bourgain pokazatl punktowa zbiezno$¢ Srednich wzdtuz liczb pierw-
szych dla funkcji z L?(X, ). Nastepnie jego wynik byt rozszerzony na wszystkie L” (X, u), p > 1, przez
Wierdla w [45], zobacz takze [11, Section 9]. Nie dlugo po tym, Nair w [36] udowodnit Twierdzenie 7 dla
L*(X,u),d =k = k” =1, i dowolnego wielomianu o calkowitych wspétczynnikach. Nair takze studiowat
Srednie ergodyczne dla funkcji z L” (X, i), p # 2, jednak [37, Lemma 14] zawiera blad. W rzeczywistosci,
oszacowania mnoznika Wy nie sg wystarczajagce do pokazania, ze suma rozwazana na koricu dowodu ma
oszacowania niezalezne od |& — a/b|. W koricu, rozszerzenie ergodycznego twierdzenia Cotlara na liczby
pierwsze byto badane w [H1], zobacz takze [35].
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W Swietle zasady transferencji Calderéna, dowodzac Twierdzenie 9 mozemy pracowaé z modelowym
systemem dynamicznym. Niech Mﬁ i Hﬁ beda odpowiadajacymi operatorami, tzn.

1 E
MUF0) =g 20 2, f(x—P(n,p>)ﬂBN(n,p>(glogpj)

neNk’ pepk”

oraz

v
HYf= > > f(x—P(mp))K(n,p)nBN(n,p)(]_[loglpjl).

nezk pe(+P)k” J=1

Przejdziemy teraz do opisu metody dowodu Twierdzenia 9 dla modelowego systemu dynamicznego. Dla
uproszczenia prezentacji skupimy si¢ na operatorach usredniajacych. Niech my bedzie dyskretnym mnoz-
nikiem Fouriera odpowiadajacym M 173 . Aby poradzi¢ sobie z krétkimi wariacjami zastosowalem trik ostat-
nio uzyty w pracy [34], poréwnaj takze [46]. Mianowicie, dla danego p € (0,1) rozwazalem zbidr
D, = {N, : n € N}, gdzie N, = [2"]. Podzielitem r-wariacyjng pétnorme na dwie czesci: diugie
wariacje i krétkie wariacje. Dla kazdego p € (1, oo) dobratem p w taki sposéb, ze oszacowanie w £7 krot-
kich wariacji bylo stosunkowo tatwe. Nastepnie, aby kontrolowa¢ dlugie wariacje skorzystalem z rozktadu
jednosci, ktéry zbudowaliSmy w [32], tj.
n-1
n,s + (1 - En,s)

s=0

n—

4

[1]

1
s=0
dla pewnego parametru 8 € N. Kazdy projektor E'g s ma nosnik zawarty w skoficzonej sumie rozlacznych
kostek majgcych Srodki w punktach wymiernych nalezacych do %f . W ten sposéb, rozréznitem cze$¢ mnoz-
nika, gdzie mogtem wyznaczy¢ jego asymptotyke, od mocno oscylujacej. Do kontroli oscylujacej czesci
wykorzystalem nier6wno$¢ Weyla—Vinagradova z logarytmiczng stratag w potaczeniu z oszacowaniem na
norm¢ ¢¥ na mnozniki typu Ionescu—Wainger. Nieréwnos$¢ Weyla—Vinogradova jest jedng z nowo$ci w oma-
wianej pracy. Korzystajac z nieréwnosci tréjkata fatwo zauwazy¢, ze dla kontroli pierwszej czesci wystarczy

udowodni¢ )
|"’(7”_1("‘Nn55,sf Jin> S)H[,, < Cp(s+ D)7 fler- A7)

Najpierw, uzywajac metody tukéw Hardy’ego-Littlewooda, wyznaczylem asymptotyke mnoznikéw my;, .
W tym miejscu natrafilem na pierwsza réznice w stosunku do [32]. Mianowicie, dla & dostatecznie bliskiego
punktu wymiernego a/q mamy

My, (€) = G(a/@)Pn, (¢ = a/g) + O exp (- elog V) ), (18)

pod warunkiem, ze 1 < g < (logN,)?, gdzie G(a/q) jest suma gaussowska i @ wersja catkowa
my, . Ograniczenie na wielko§¢ mianownikéw jest konsekwencja tego, ze dla wigkszych g twierdzenie
Siegela—Walfisza ma dodatkowy skfadnik zwigzany z ewentualnym zerem Siegela. Drugim problemem jest
wolniejsze malenie bfedu w (18). W szczegdlnoSci ma to wptyw na rozmiary kostek w rozktadzie jednosci.
Oba fakty powoduja, ze analiza mnoznika przyblizajacego jest trudniejsza. Aby temu zaradzié, pracowatem
bezposrednio z my, . Ponadto, dostalem ujednolicone podejsScie do wariacyjnych oszacowari dla operator6w
usredniajgcych i przycietych dyskretnych operatoréw osobliwych.

Wracajac do szkicu dowodu, w celu pokazania (17), pétnorme wariacyjng podzielitem na dwie czgdcei: s <
n < 2% 2% < n,gdzie kg ~ (s+ 1)9/ 10 Dla duzych skali 2% < n, transferowatem oszacowanie w LP dla r-
wariacyjnej péinormy odpowiedniego ciagtego mnoznika. Poniewaz sumy gaussowskie spetniaja |G (a/q)| <
g% dla pewnej 6 > 0 pokazalem, ze norma ¢? maleje jak (s + 1)"%AP. W konsekwencji, dobierajac S
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dostatecznie duze, w oparciu o interpolacje, otrzymalem oszacowanie rzedu (s + 1)~ na norme w £” dla
r-wariacyjnej potnormy dla duzych skali. W przypadku malych skali s < n < 2%, oszacowanie normy
£? otrzymalem z pomoca numerycznej nieréwnosci (12). Takze i tym razem pokazalem, Ze norma {2
jest ograniczona przez (s + 1)"%PP*1. Z powodu stabszej asymptotyki w (18), oszacowanie pétnormy r-
wariacyjnej dla malych skali wymagat nowego podejScia. Pomyst polega na dalszym podzieleniu zbioru
indekséw na diadyczne bloki i skonstruowaniu w kazdym z nich dobrego mnoznika przyblizajacego dajacego
oszacowanie normy £” niezalezne od bloku. Kosztem dodatkowego czynnika «?, dostalem oszacowania
r-wariacji dla matych skali. Ta cz¢§¢ dowodu jest nowa. W oparciu o argument interpolacyjny, w potaczeniu
z wyborem S dostatecznie duzego, otrzymatem oszacowanie na norme £” postaci (s + 1) 72,

H4. Variational estimates for operators on some thin subsets of primes

Dla danego systemu dynamicznego (X, B, u,S) i wielomianu P o wartoSciach calkowitych takiego, ze
P(0) = 0, rozwazalem operatory usredniajgce postaci

1

INT) = TE ALY

f(sP<P>x),
pePN[1,N]

gdzie P jest pewnym cienkim podzbiorem liczb pierwszych P, tzn.

1y #POILND
N—e #(P N [1,N])

Obok operatoréw usredniajacych studiowatem tez punktowe zbieznoSci dyskretnych przycietych transformat
Hilberta z odpowiednig funkcja wagowa w,

Fn F(x) = Z f(SP(p)x)wﬂpl).
pexPN[1,N] p

Przed sformutowaniem gtéwnych wynikéw zdefiniujmy cienkie podzbiory P, ktérymi zajmowatem si¢ w [H4].
Niech £ bedzie rodzing funkcji wolnozmieniajacych L : [1, 00) — (0, o0) taka, ze

L(x) =exp (/1 @ dt)

dla pewnej funkcji & € C*([1, o)) spelniajacej

lim 9(x) =0 oraz lim x"9"(x) =0 dlakazdego n € N.
X—00

X—00

W klasie £ wyrdézniamy podklase L taka, ze limy_,o L(x) = oo,

ng(n)
lim $(x) =0 oraz lim x—(x) =0 dlakazdego n €N,
X—00 X

—00 ﬁ(_x)

przy czym dla kazdego € > 0 istnieje stata C > 0 taka, ze C.x€9(x) > 1. Nastepnie dla kazdego ¢ € (0, 2)
przez R, oznaczamy rodzin¢ rosnacych funkcji postaci

h(x) = x°L(x),

gdzie L € Lyjeslic =1,1 L € L w przeciwnym wypadku. Definicja klasy R, pochodzi od Leitmanna [27].
Powyzsza wersja zostata zaczerpnicta z [29].
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Niech ¢ i1 ¢2 beda ustalonymi funkcjami takimi, ze go{l € R 1 g0§1 € R¢,. dla pewnych ¢y, c2 € [1,2).
Zbiory, ktére badatem maja postaé

P,={peP:{pi(p}<v(p}, P_={peP:{-oi(p} <v(p)}

gdzie  : [1,00) — (0, 00) spetnia 0 < i < % oraz

A E))
ML ED
ey (1)
dlakazdego k =0, 1,...,d+2, gdzie d jest stopniem wielomianu P. W calej pracy zakladatem, ze y; = 1/c;
iy2 = 1/cq spelniaja:
(1) jeslid =1,
(1-y1) +15(1-v2) <1,
3(1=y1) +12(1-7y2) <2,
(ii) jeslid = 2,
3(1=y1) +62(1-7y2) <3,
4(1=y1) +32(1-y2) <3,

(iii) jeslid € {3,...,9},

1 1 1
1- 1+—|a- _
39l 71)+( +6(2d—1))( v2) < goa
1
1— -
1=y <=3
(iv) jesli d > 10,
_ 2 oyt —t oy < —2
3dd+ 12 M 3dd+10)" " S 3a(a+ )2

Wiasnosci péinormy wariacyjnej pozwalaja wywnioskowaé punktowe twierdzenia ergodyczne z ponizszego
twierdzenia.

Twierdzenie 10. [H4, Theorem A & B] Niech P € {P_,P.,}. Dla kazdego s > 0 istnieje stata C > 0 taka,
Ze dla kazdego r > 2 i dowolnej funkcji f € L°(X, p),

Vi (en f : N € N)]|

r
<C—— s 1
1 < Ol (19)

oraz

Vi (n f : N e N)|

r

< C—— s 20
1 < C5I 20)
Stata C nie zalezy od wspotczynnikow wielomianu P.

Zauwazmy, ze nieréwnos¢ (20) pozwala zdefiniowac ergodyczna transformate Hilberta dla funkcji f €
L*(X,u), s > 1, wzorem

# f(x) = lim Zy f(x)

dla u-prawie wszystkich x € X.
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Jak fatwo pokazac w przypadku, gdy ¢1 = @3 = @ oraz y (x) = ¢(x + 1) = ¢(x), otrzymujemy
P_= {P eEP:p= Lgo_l(n)J dla pewnego n € N}.

Zbiory tej postaci byly studiowane w [29]. W konsekwencji oszacowania (19) pociagaja (8), jak i punktowe
twierdzenie ergodyczne [29, Theorem 1.14].

PrzejdZmy teraz do krétkiego opisu dowodu Twierdzenia 10. W $wietle zasady transferencji Calderéna
mozemy ograniczy¢ si¢ do modelowego systemu dynamicznego. Jak zwykle r-wariacje podzielilem na dwie
czgsci: krotkie i diugie wariacje. Jesli dtugie wariacje przebiegajg zbior Z,, = {12¥"] : k € N} dla pewnego
p € (0,1), to krétkie wariacje staja si¢ znacznie latwiejsze. W rzeczywistosci, oszacowanie krétkich
wariacji sprowadza si¢ do oszacowania normy £'(Z) jadra splotowego, co jest konsekwencjg oszacowan
pewnych sum eksponencjalnych wzdluz zbioru P w polfaczeniu z twierdzeniem o liczbach pierwszych lub
twierdzeniem Mertensa. W dlugich wariacjach, operator modelowany wzdluz zbioru P zamienilem na
operator modelowany wzdtuz liczb pierwszych P. W tym kroku, musialem uzyska¢ malenie na normy 2 dla
roznicy tych operatoréw. Korzystajac z twierdzenia Plancherela, uzyskalem je z oszacowan pewnych sum
eksponencjalnych wzdtuz P. Pozwolilo to sprowadzi¢ wariacyjne oszacowania wzdluz P do wariacyjnych
oszacowan wzdluz P, ktére byly tematem badari w [H3].

Jak widzimy w dowodzie Twierdzenia 10, waznym narzgdziem byly oszacowania pewnych sum ekspo-
nencjalnych.

Twierdzenie 11. [H4, Theorem 1] Dlam € Z\ {0}, r € {0,1} i1 < X < X’ < 2X, definiujemy

S(X,X') = Z exp (27ri(§P(n) +m(g1(n) — T;b(n))))A(n),
X<n<X’
gdzie A jest funkcjg von Mangoldta. Wtedy dla kaidego € > 0,
(i) jeslid =1,
_1 _1
[SCXXN] e X1 (ImlF X772 4 |ml 5 (1 (X)o (X)) 7T + X2 (@1 (X)or (X)) ),

(i) jeslid = 2,

1

[SOGXD] e X1 (ml = XTI + |l (1 (X1 (X))

3 L X (e1(X)o1 (X))~

ool

)

(iii) jeslid € {3,...,9},

1 d-1 1
SO X)] e X1 (XT3 o ] T30 XTFRTT 4 |l T (o1 (X)ort (X)) 5 ),

(iv) jeslid > 10,

_ 2
|S(X,X')| <. X'*€ (X_4d(c11+1) + |m|2d(i1+1) X‘4dd(ld}f1> + |m|3d(il+1) (e1(X)o1 (X)) 3dta@s))? )

Niejawne state w powyzszych oszacowaniach sq niezalezne od m, v, X, X' oraz &.
] POWYZSZY! q

Dowdd Twierdzenia 11 opiera si¢ na zastosowaniu tozsamosSci Vaughana w potaczeniu z lematem van
der Corputa. Cztery przypadki w tezie twierdzenia wynikaja z tego, ze korzystalem z lematu van der Corputa
w klasycznej postaci, jak i ostatnio otrzymanej przez Heath-Browna w [19].
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HS. Endpoint estimates for the maximal function over prime numbers

Niech (X, B, u, S) bedzie ergodycznym systemem dynamicznym, w ktérym (X, B, ) jest przestrzenia pro-
babilistyczng. W pracy [H5] rozwazalem operatory usredniajace wzdluz liczb pierwszych, tj.

A () = = 3 (7).
PEPN

gdzie Py jest podzbiorem liczb pierwszych nie wigkszych od N i 7(N) = #Pp . Badanie Srednich ergodycz-
nych wzdltuz liczb pierwszych zapoczatkowal Bourgain w [8] rozwazajac przypadek funkcji nalezacych do
L?(X, u). Zbieznosé dla LP (X, u), p > 1, pokazal Wierdl w [45], poréwnaj takze [11, Section 9]. Jednak
zachowanie dla punktu granicznego p = 1 bylo otwartym problem przez ponad dwadzieScia lat. Adaptujac
metode opracowang przez Buczolicha i Mauldaina w [12], LaVictoire w [26] pokazal, ze dla kazdego ergo-
dycznego systemu dynamicznego istnieje funkcja f € L' (X, u) taka, ze ciag (#n f : N € N) nie zbiega na
zbiorze miary dodatniej. Celem pracy [H5] bylo znalezienie blisko L' (X, u) przestrzeni Orlicza, dla ktérej
zachodzi punktowe twierdzenie ergodyczne.

Twierdzenie 12. [HS, Theorem A] Dla kazdej funkcji f € L(log L)?(loglog L) (X, i) granica
]\}lglw AN f(x)
istnieje dla p-prawie wszystkich x € X.

W $wietle punktowej zbiezno$ci otrzymanej przez Bourgaina w [9], poréwnaj takze [35], dla dowodu
Twierdzenia 12 wystarczy pokazac stabe maksymalne oszacowania dla funkcji z

L(log L)*(loglog L) (X, ).
Nieréwnos$¢ t¢ mozna wywnioskowa¢ z nast¢pujacego oszacowania restrykcyjnego.

Twierdzenie 13. [H5, Theorem B] Istnieje stata C > 0 taka, Ze dla dowolnego podzbioru A C X,
u{x e X :sup In(ly)(x) > /l} < CAt1og%(e/D)u(A)
N eN

dla wszystkich 0 < A < 1.

Odwolujac si¢ do zasady transferencji Calderéna, Twierdzenie 13 mozna wywnioskowaé z odpowia-
dajacego wyniku dla modelowego systemu dynamicznego. Precyzyjniej, oznaczmy przez Ap operator
usredniajacy na Z,

ANFO) = —— 3 flr=p).

7(N) S
Wtedy

Twierdzenie 14. [H5, Theorem C] Istnieje C > O taka, Ze dla dowolnego skoriczonego podzbioru F C Z,

Hx €7 : sup An (1p)(x) > a}| < CA ' log2(e/A) ||
N eN

dla wszystkich 0 < 1 < 1.
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Twierdzenie 14 wraz z oszacowaniami maksymalnymi na £2(Z) sa wystarczajaco silne, aby pocigga¢ nie-
réwno$¢ maksymalng dla wszystkich funkcji z €P(Z), p > 1, co daje alternatywny dowdd twierdzenia
Wierdla [45].

PrzejdZmy teraz do szkicu dowodu Twierdzenia 14. Bez straty ogdlnosci biorgc supremum mozemy
ograniczy€ si¢ do liczb diadycznych. Ponadto, jest fatwiej pracowac z wazonymi Srednimi My niz Ay, gdzie

My S0 = 5o O, = p)logp.
PEPN

gdzie 3(N) = X ,cp, log p. Dla ustalonego t > 0 i kazdego n € N rozlozylem operator Man na dwie
czegsci Al i B!, w taki sposob, ze funkcja maksymalna zwigzana z A!, ma ¢1*-pétnorme < t||f||,1, na-
tomiast odpowiadajaca B!, ma £?(Z)-norme < exp(—cVi)||f|l,2. Dobierajac r ~ log?(e/Ad) nieréwnosci
te zastosowane do dystrybuanty |{ Sup, ey Mon (1) > /l}| daja optymalne oszacowanie. Podobny pomyst
pojawit si¢ juz w pracy Bourgaina [7]. W kontekScie dyskretnej analizy harmonicznej zastosowany byt przez
Ionescu w [20]. Rozktadajac operator Mon korzystalem z metody tukéw Hardy’ego-Littlewooda. Jednak,
aby otrzymac¢ wyktadnicze malenie btgdu przyblizenia, z powodu twierdzenia Page’a, mnoznik przyblizajacy
musi takze zawiera¢ drugi sktadnik asymptotyki. Stad, istnienie zera Siegela pociaga za soba, Ze w otoczeniu
punktu wymiernego a/q mnoznik przyblizajacy Lg,;q(- — a/q) zalezy od liczby wymiernej a/q. Dzigki
log-wypuktosci £ stabe oszacowania wynikajg z nieréwnosci

erZ:sup

t<n

1/ 1lexs

ZA] UL = aloms(-=afa) /) > df}| s o

dla 2% < g < 2%, 1 < 5 < i, ktérej dowdd wykorzystuje zachowanie sum Gaussa

Z X(r)e27rirn/q’

reAq

G(x,n) = 2@

gdzie y jest charakterem Dirichleta modulo g.
W tym miejscu warto zauwazy¢, ze praca [HS] jest pierwszym wynikiem z dyskretnej analizy harmo-
nicznej, ktéry w miejsce braku stabego typu (1, 1) dowodzi restrykcyjne stabe oszacowania typu Orlicza.

S. Informacja o wykazywaniu si¢ istotng aktywnoscia naukowa albo artystyczng realizo-
wang w wiecej niz jednej uczelni, instytucji naukowej lub instytucji kultury, w szczegolnosci
zagranicznej

Zaraz po obronienie rozprawy doktorskiej odbytem staz podoktorski na Uniwersytecie w Sassari, Wtochy,
gdzie pod kierunkiem profesora Tima Stegera studiowatem teori¢ budynkdéw afinicznych. Staz ten zakoniczy-
fem w czerwcu 2005 roku. Wraz z poczatkiem roku akademickiego 2005/6 rozpoczatem staz podoktorski na
Uniwersytecie w Orleanie, Francja, gdzie wspdlnie z profesorem Jean-Philippem Ankerem badalem spacery
losowe na budynkach afinicznych. Kolejne dwa i p6t roku spedzitem na stazu na Uniwersytecie w Sydney,
Australia, badajac strukture egzotycznych budynkoéw afinicznych. Po powrocie do Polski, w latach 2010-6
zatrudniony bylem na stanowisku adiunkta w Instytucie Matematycznym Uniwersytetu Wroctawskiego. Od
2017 do chwili obecnej zatrudniony jestem w Polskiej Akademii Nauk.

Poza pigcioma pracami stanowigcymi tematyczny cykl rozprawy habilitacyjnej, po uzyskaniu stopnia
doktora opublikowatem jeszcze 15 artykuldw, a kolejne siedem zostato ztozone do recenzji. Lacznie jestem
autorem lub wspoétautorem 30 prac. Liczba cytowan, wedlug bazy Web of Science (na dzieft 25.08.2020),
jest rowna 95 za$ h-indeks wynosi 6.

Ponizej przedstawiam liste prac, ktdre powstaly po uzyskaniu stopnia doktora.
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[P1] C. Nana, B. Trojan, LP boundedness of Bergman projections in tube domains over homogeneous
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[P2] K. Hughes, B. Krause, B. Trojan, The maximal function and conditional square function control the
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[P3] B. Krause, M. Mirek, B. Trojan, On the Hardy-Littlewood majorant problem for arithmetic sets,
Journal of Functional Analysis 271 (2016), 164—181
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[P9] B. Krause, M. Mirek, B. Trojan, Two-parameter version of Bourgain’s inequality: Rational frequen-
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[P10] T. Steger, B. Trojan, Littlewood—Paley theory for triangle buildings, Journal of Geometric Analysis
28 (2018), 1122-1150

[P11] G. Grzywny, M. Ryznar, B. Trojan, Asymptotic behaviour and estimates of slowly varying convolution
semigroups, International Mathematics Research Notices 23 (2019), 7193-7258

[P12] M. Mirek, E.M. Stein, B. Trojan, £” (Zd)-estimates for discrete operators of Radon types: Maximal
estimates, Journal of Functional Analysis 277 (2019), 2471-2892

[P13] B. Trojan, Long time behaviour of random walks on the integer lattice, Monatshefte Fiir Mathematik
191 (2020), 349-376

[P14] G. Swiderski, B. Trojan, Asymptotics of orthogonal polynomials with slowly oscillating recurrence
coefficients, Journal of Functional Analysis 278 (2020), doi: 10.1016/j.jfa.2019.108326

[P15] G. Swiderski, B. Trojan, Asymptotic behaviour of Christoffel-Darboux kernel via three-term recur-
rence relation I, przyjeta do Constructive Approximation (2020)

[Pre0] B. Trojan, Weak type (1, 1) estimates for maximal functions along 1-regular sequences of integers,

2020

[Prel] B. Trojan, Asymptotic behaviour of heat kernels and Green functions on affine buildings, 2020

[Pre2] T. Grzywny, L. Lezaj, B. Trojan, Transition densities of subordinators of positive order, 2019
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[Pre3] G. Swiderski, B. Trojan, Asymptotic behaviour of Christoffel-Darboux kernel via three-term recur-
rence relation 11, 2020

[Pre4] G. Swiderski, B. Trojan, About essential spectra of Jacobi matrices, 2020

[Pre5] G.Swiderski, B. Trojan, Orthogonal polynomials with periodically modulated recurrence coefficients
in the Jordan block case, 2020

[Pre6] M. Rzeszut, B. Trojan, Concrete representation of atomic (F4) filtration, 2020

M¢j dorobek naukowy dopetniaja jeszcze ponizsze trzy publikacje, z ktérych [M1] jest praca magisterska,
a [D1] praca doktorska.

[M1] Poisson kernels and pluriharmonic H? functions on homogeneous Siegel domains, Journal of Lie
Theory 12 (2002), 217-243

[M2] A.Bonami, D. Buraczewski, E. Damek, A. Hulanicki, R. Penney, Hua-harmonic functions on symme-
tric irreducible Siegel domains of type 11, Journal of Functional Analysis 188 (2002), 38-74

[D1] Asymptotic Expansions and Hua-harmonic functions on bounded homogeneous domains, Mathemati-
sche Annalen 336 (2006), 73—-110

PrzejdZzmy teraz do krétkiego opisu najwazniejszych wynikéw uzyskanych w pozostatych pracach zgrupowane
w czterech ponizszych sekcjach.

Dyskretna analiza harmoniczna

P2. The maximal function and conditional square function control the variation: An elementary proof

Oszacowania wariacyjne majg swoje zZrédlo w zagadnieniach probabilistycznych. Ich badanie zainicjowal
Lepinglé w pracy [28] pokazujac, ze dla pewnej statej C > 0,

HVr(fn ‘ne N)|

e < Cliflle

oraz
supd-P(V,(fn :n € N) > 1) < C|fllL1,
>0
gdzie (f,, : n € Np) jest martyngalem generowanym przez funkcje f € LP(Q,P), p > 1, wzgledem ustalonej
filtracji (7, : n € Np). Pierwotny dowdd jest skomplikowany i stosunkowo techniczny. Obecnie prostsze
rozumowania mozna znalez¢ w [39] i [11], por6wnaj takze [24]. Wszystkie opieraja si¢ na oszacowaniach
funkcji skokéw. W pracy [P2] pokazaliSmy w jaki sposob mozna kontrolowaé dystrybuante P(V,(f, : n €
N) > 1) w terminach funkcji maksymalnej

Mf =sup|ful,

neN

i warunkowej funkcji kwadratowej

[N

s(f) = (ZE[ |fn = fual? !7'2—1]) -

n>1

21



Udowodnili$my, ze istnieje stata C > 0 taka, ze dla wszystkich § € (0,1/2),r > 211> 0,

2

C-P(Vi(fn:neN)>3UuMf <61) <P(s(f) >64) + 5 PV (f) > 2). (21)

0
(r-2)
W szczeg6lnosci catkujac dystrybuanty dostajemy, ze dla kazdego p € (0,00) ir > 2, V,.(f) € LP(Q,P),
oile Mf i s(f) nalezg do LP(Q,P). Jesli filtracja jest regularna to dla kazdego p € (0, o) dostajemy
charakteryzacje martyngatowej przestrzeni Hardy’ego

feH(QP) & V.(f) € LP(QP).

P3. On the Hardy-Littlewood majorant problem for arithmetic sets

W roku 1935 Hardy i Littlewood w [18] sformutowali hipoteze, ze dla kazdego p > 2 istnieje stata C,, > 0
taka, ze dla dowolnego skoniczonego zbioru A C Z i dowolnego ciagu liczb zespolonych (a, : n € A)
spelniajacego sup,,c4 |a,| < 1 mamy

H Z aneQm'rlf < Cp” Z eQnin.f
neA Lr(T.d¢) neA

Korzystajac z réwnosci Parsevala, fatwo mozna pokazac, ze Cp, = 1 dla dowolnego parzystego p. Ponadto,
juz Hardy i Littlewood zauwazyli, ze C3 > 1. W 1962 roku, Boas [6] pokazal, ze C,, > 1 dla p ¢ {2k :
k € N}. W koricu, na poczatku lat siedemdziesiagtych Bachelis [2] udowodnit, ze C), jest nieograniczona
dla p ¢ {2k : k € N}. W pracy [P3] skonstruowaliSmy klas¢ zbioréw, dla ktérych hipoteza jest prawdziwa.
Mianowicie, rozwazali$my zbiory postaci

B, ={neN:{pn)} <y} oraz  B_={neN:{-pn)} <y}

gdzie ¢ i ¢ sa funkcjami odwrotnymi do x¢ L (x) i xL2(x), odpowiednio, dla pewnych wolnozmieniajgcych
si¢ L1 1 Ly oraz ¢ € [1,2). Nieréwnos¢ (22) ma wiele zastosowan w analizie harmonicznej i teorii liczb.

(22)

LP(T,d&)

Pé6. P (Zd)-estimates for discrete operators of Radon types: Variational estimates
P12. ¢P (Zd)-estimates for discrete operators of Radon types: Maximal estimates

Niech® = (P1,...,Pq) : 7k — 74 oznacza przeksztatcenie wielomianowe takie, ze kazda skfadowa %; jest
wielomianem k-zmiennych o wartoSciach catkowitych spetniajacym #;(0) = 0. Niech B bedzie otwartym i
ograniczonym podzbiorem R¥ zawierajacym srodek uktadu wspétrzednych i takim, ze dla pewnego ¢ > 0 i
wszystkich N € N,

[-tN,N]* € By € [-N, N]X.

W pracy [P12] rozwazali$my Srednie
ARF@) =N flx=Pm) gy ().
neNk

Ponadto, badaliSmy tez przycicte dyskretne operatory osobliwe zdefiniowane dla funkcji o skoficzonym
nos$niku wzorem

THf@ = Y fax=POIKG) (),

y€zZk\{0}

gdzie K € C'(R¥ \ {0}) jest jadrem Calderéna—Zygmunda spetniajacym

1 1K @)l + bl < IVE (o)l < 1,
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dla x € R¥, ||x|| > 1 oraz warunek skracar

sup <1

a1

/ K(x) dx
1<]|x]|<A

Jednym z wynikéw pracy [P12] jest nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 15. Dla kazdego p € (1, ) istnieje stata C > 0 taka, ze dla kazdej funkcji f € €7 (Z4),
p < C”f”f”

| sup (AL £1l|,» < Clifller  oraz | sup ITY £
N eN N eN

Stata C nie zalezy od wspotczynnikéw odwzorowania wielomianowego P.

Dowdd Twierdzenia 15 opierat si¢ na konstrukcji dyskretnego odpowiednika funkcji kwadratowej. W
ten sposob dostaliSmy jednolity teori¢, a zarazem nowy dowod dla wielowymiarowego twierdzenia maksy-
malnego Bourgaina [H2], patrz Twierdzenie 6. Skonstruowana funkcja kwadratowa byla takze kluczowym
narzgdziem w [P6], gdzie badaliSmy oszacowania wariacyjne dla operatoréw Af, i TZJ) . Tutaj, o jadrze K
musimy zalozy¢ silniejszy warunek skracai

/ K(x)dx=0
B\By
dla dowolnych 0 < 2 < A".

Twierdzenie 16. Dia kazdego p € (1,0) istnieje C > 0 takie, ze dla dowolnego r > 2 i kaZdej funkcji
f ez,
Vo (AN S N ey < Co—5lIfller oraz |Vo(TXSf: N €Ny < C— I ller-

Stata C nie zalezy od wspotczynnikéw odwzorowania wielomianowego P.

Zauwazmy, ze Twierdzenie 16 jest rozszerzeniem [H2], patrz Twierdzenie 5, do pelnego zakresu para-
metréw, tj. p € (1,00) i r > 2. Ponadto, w oparciu o zasadg¢ transferencji Calderéna i wlasnosci péinormy
wariacyjnej automatycznie dostajemy odpowiednie punktowe twierdzenia ergodyczne.

P10. Two-parameter version of Bourgain’s inequality: Rational frequencies

Niech A, = (-27""1,27""!) dla n € Ny. Zatézmy, ze A C R jest skoiczonym zbiorem speltniajacym
nastepujacy warunek oddzielania: dla dowolnych 4,1” € A, jesli A # A" to |4 —A’| > 1. W [11], Bourgain
udowodnil, ze istnieje stata C > 0 taka, ze dla kazdej funkcji f € L?(R) mamy

sup | Y2 7 (1 71| , = Cllog #2171 (23)

ne€No ' Y

gdzie Al = 1+ A, natomiast ¥ oznacza operator transformaty Fouriera na R. Nieréwno§¢ ta, zwana
Lematem Logarytmicznym, zostata wykorzystana do pokazania punktowego twierdzenia ergodycznego dla
operatoréw usredniajacych wzdhuz (n? : n € N). W pracy [P9] pokazali$my jej dwuparametrowy wariant.
Mianowicie, jesli A jest skoficzonym podzbiorem QIlz X Q;lz dla pewnych Q1,02 € N spelniajacym
warunek oddzielania, wtedy istnieje stata C > 0 taka, ze dla kazdej funkcji f € L?(R?),

sup |7 gy, F1)|| , < Cloglog(@uiVE#A) loglog(@aVEN I fll2, %)
ni,ng €N AeA 1.n2 L
gdzie R} Ly = A+ Ay X Ap,, natomiast # oznacza operator transformaty Fouriera na R2. Nier6wnos¢ (24),

ma zastosowanie w studiowaniu dyskretnych dwuparametrowych funkcji maksymalnych, ktére obecnie sg
tematem badan Mirka i Wrighta.
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Analiza na budynkach afinicznych
P11. Littlewood—Paley theory for triangle buildings
Prel. Asymptotic behaviour of heat kernels and Green functions on affine buildings

W 1975 roku, Cairoli i Walsh [13] zainicjowali badania nad martyngatami dwuparametrowymi. Przypo-
mnijmy, ze cigg o-cial (7., : n, m € Z) na o-skoniczonej przestrzeni z miarg (L, 7, v) jest dwuparametrowg
filtracja, jesli

7:n+1,m - 7_;1,}71’ ﬁ,m+1 - ﬁ,m- (25)
Wtedy ciag ( f.m : n,m € Z) jest martyngalem wzgledem filtracji (%, : n,m € Z), jesli
E[ fost,m|Fnm]| = B[ fa,mar|Fam] = fom- (26)

Zauwazmy, ze warunki (25) i (26) wymuszajg strukture jedynie dla poréwnywalnych indekséw. Przypusz-
czalnie w takiej ogdlnosci nie jest mozliwe zbudowanie teorii funkcji kwadratowej Littlewooda—Paleya,
dlatego w [13] autorzy wprowadzili warunek

E[f|7:n,oo|7'-oo,m] = E[f|?oo,m’7jn,oo] = fn,ma (F1)
gdzie
Froo = a( g fm) Foom = cr( U ¢m)
mezZ nez

Przy warunku (F), zaréwno funkcja kwadratowa

1
2\ 2
sr=( 25 lanmst)".
n,mez
gdzie d, ,, jest operatorem podwdjnej réznicy, tj.
dn,mf = fn,m - fn—l,m - fn,m—l + fn—l,m—la

jak i funkcja maksymalna

Mf = supzlfn,m

n,me

’

majg normy LP (L, v) poréwnywalne znorma || f||», p > 1. Ciekawy wynik dotyczacy filtracji spetniajacych
(F,) mozna znalez¢ w pracy [Pre6].

Najprostszy przykiad kiedy warunek (F4) nie jest spetniony mozna otrzymac rozwazajac grupe Heisen-
berga wraz z nieizotopowymi dwuparametrowymi dylatacjami

85,0 (x,¥,2) = (sx, 1y, s12).

Poniewaz w tym kontekscie diadyczne kostki nie maja takich samych wlasnosci jak kostki euklidesowe, jest
duzo wygodniej pracowac z p-adyczng wersja grupy Heisenberga, ktérg mozna zidentyfikowaé z podzbiorem
Q) maksymalnego brzegu budynku zwigzanego z grupa GL(3, Q,,) sktadajacym sie z punktéw przeciwnych
do ustalonego wg. Zbidr Qy ma naturalng, dwuparametrows filtracje (7., : n,m € Z). W pracy [P10],
pokazaliSmy nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 17. Dla kazdego p € (1, o) istnieje C > O taka, Ze dla wszystkich funkcji f € LP (Qq, V),
1M £l < CllANLe
oraz

C U e < |SFl0 < CllfllLr.
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W rzeczywisto$ci, Twierdzenie 17 udowodniliSmy dla wszystkich budynkéw typu As wlaczajac w to
egzotyczne przypadki o trywialnej grupie automorfizméw. Nasze argumenty sg czysto geometryczne i nie
korzystaja z dziatania grupy.

Budynki afiniczne sg dyskretnymi odpowiednikami przestrzeni symetrycznych G /K i jako takie zwigzane
sg z niearchimedesowymi grupami Liego. Ich uzwarcenia byly intensywnie badane z punktu widzenia
teorii grup i teorii miary [16], jak i przy uzyciu niearchimedesowej geometrii analityczny [41]. W pracy
[Prel] wyznaczylem asymptotyke jader ciepta dla izotropowych spaceréw losowych o przestrzeni stanéw
ztozonej z dobrych wierzchotkéw budynkéw afinicznych. Ponadto, pokazalem asymptotyczne zachowanie
odpowiadajacej funkcji Greena. Rezultat ten jest niearchimedesowym odpowiednikiem [1] i stanowi takze
analityczny wkiad pozwalajacy opisaé jadro Martina oraz uzwarcenie Martina, co jest tematem wspdlnych
badari z Bertrandem Rémy.

Wielomiany ortogonalne i operatory Jacobiego

P8. Periodic perturbations of unbounded Jacobi matrices I: Asymptotics of generalized eigenvectors
P14. Asymptotics of orthogonal polynomials with slowly oscillating recurrence coefficients

P15. Asymptotic behaviour of Christoffel-Darboux kernel via three-term recurrence relation 1
Pre3. Asymptotic behaviour of Christoffel-Darboux kernel via three-term recurrence relation I1

Pred. About essential spectra of Jacobi matrices

PreS. Orthogonal polynomials with periodically modulated recurrence coefficients in the Jordan block
case

Niech beda dane dwa ciagi (a, : n € Ng) i (b, : n € Ny) liczb rzeczywistych, przy czym a, > 0. Dla
kazdego A € R, niezerowy ciag (u, : n € Ny) jest uogdlnionym wektorem wlasnym, jesli dla kazdegon > 1,

Apn-1Un-1 + by + apup = Auy,,

dla pewnych ug,u; € R. W szczegélnosci uogdlnione wektory wlasne odpowiadajace 4 € R i spetniajace

warunek
A—byg
ug = 17 up = 5
ap

nazywamy wielomianami ortogonalnymi i oznaczamy (p, : n € Ng). W Swietle twierdzenia Favarda,
wielomiany te sa ortonormalne wzgledem pewnej miary probabilistycznej, jednak miara ta nie musi by¢ jed-
noznaczna. Czgsto stosowanym warunkiem gwarantujagcym jej jednoznaczno$¢ jest warunek Carlemana,
tzn.

[

1w 27)

a
n=0 "

Wielomiany ortogonalne sg $ciSle zwigzane z macierza Jacobiego. Przypomnijmy jej definicje. Dla ciggéw

(an) i (by,) przez A oznaczmy symetryczng tréjdiagonalng macierz postaci

bo ap 0 0
apg b1 a1 O
A = 0 al b2 ag
0 0 ag b3
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Wtedy macierz Jacobiego A jest domknieciem w £? ograniczenia A do ciaggédw o skoficzonym nosniku. Jesli
teraz A jest jakimkolwiek samosprzezonym rozszerzeniem A, to miara borelowska

() = (E(-)d0, 60) ,

gdzie E jest rozktadem spektralnym Aady=(1,0,0,...), jest miarg ortogonalnosci wielomianéw (p,, : n €
Np). Zauwazmy, ze macierz Jacobiego A jest operatorem ograniczonym wtedy i tylko wtedy, gdy parametry
(an) i (by) sa ciggami ograniczonymi. Jest to klasyczny przypadek dobrze opisany w literaturze. Dla kon-
trastu, teoria nieograniczonych macierzy Jacobiego jest znacznie stabiej rozwini¢ta poniewaz czesto metody
wykorzystane w ograniczonym przypadku nie sg tutaj dostepne. W rzeczywisto$ci, nieorganiczne macierze
Jacobiego majg bardziej ztozong strukture. W pracy [22], autorzy zdefiniowali bardzo wazna klas¢ para-
metrow Jacobiego, zwana okresowymi modulacjami. Klasa ta jest dostatecznie bogata, aby pozwoli¢ na
zbudowanie intuicji do ogdlnej teorii. W szczegdlnoSci w klasie tej znajduja si¢ przyktady macierzy Ja-
cobiego o czysto absolutnie cigglym spektrum wypelniajgcym calg prosta, posiadajgce ograniczong dziure
w absolutnie ciagtym spektrum, majace absolutnie ciagte spektrum na pétprostej, a takze czysto singularne
ciagle spektrum o konkretnym wymiarze Hausdorfa, posiadajgce spektrum punktowe geste na prostej czy
posiadajace puste spektrum istotne.

Precyzyjniej, parametry Jacobiego (a,) i (b)) sg N-okresowo modulowane, jesli istniejg dwa N-okresowe
ciagi liczb rzeczywistych (a, : n € Z) and (B, : n € Z), przy czym a,, > 0, takie, ze

. ap-1 ap-1
lim - =0,
. |bn  Bn
lim [——-—|=0,
n—o0o a”l an

Szczegdlnie ciekawa wlasciwoscig N-okresowo modulowanych parametréw Jacobiego jest fakt, ze wtasci-
wosci spektralne odpowiadajacej macierzy Jacobiego wyznaczone sg przez §lad macierzy Xj, gdzie

N+i-1
0 1
Xi = n (_u _&)~

j=i aj; @;

Wyrézniamy tutaj trzy przypadki: ciagly |tr Xi| < 2, nieistotny |tr Xi| > 2 i osobliwy [trXi| = 2. W
trakcie badania wlasnoSci spektralnych operatora A pomocne okazaly si¢ dodatkowe zatozenia regularnosci
na ciagi (a,) i (b,). W pracy [P8], przy zalozeniu, ze

(9]

1 1
e

=0 An+N

An+N+1  Antl

busn._ bnl < oo, (28)

an+N dan an+N an

pokazalismy, ze jesli | tr X;| < 2, to dla kazdego zwartego przedziatu I C R istniejg state ¢1, c2 > 0 takie, ze
dowolny uogélniony wektor wlasny (u,, : n € Ny) zwigzany z A € [ spelnia

Cl1, 2 9 2 2 _ 62,9 9
—(ug+uy) <up,_y +u;, < —(ui+uy), (29)
an an

dla kazdego n € Ny. W szczegdlnosci otrzymujemy stad, Ze operator A jest samosprzezony wtedy i tylko
wtedy, gdy warunek Carlemana (27) jest spelniony. Wtedy tez, w oparciu o teori¢ subordynacji dla operatoréw
samosprzgzonych, mozna wywnioskowad, ze spektrum absolutnie cigglte A jest catg prostg R.
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W dalszych badaniach rozwazaliSmy pewna klase ciggdw wolnooscylujacych, ktére w szczegélnosci
zawieraja ciagi badane w [P8]. Powiemy, Ze ciag (x,) nalezy do D,, jesli jest ograniczony i dla kazdego

je{l,...,r},
D 1ATx|T < oo,
n=1
gdzie
onn = Xp,
Nx, = Ajilx,ﬁl - Ajilxn, j=1

Ponadto, (x,) € Dﬁv jesli dla kazdego i € {0,1,...,N — 1}, podcigg (x,n+ : n € N) nalezy do D,. W
pracy [P14], pokazaliSmy, ze jesli | tr Xi| < 2 oraz

. ba 1
(a 1:neN),(—:neN),(—:neN)eZ)ﬁV, (30)
an n an
to
4 — (trXp)?
lim ey |2V ()] = A&7 G1)
n—oo 27‘(}1’()6)

lokalnie jednostajnie wzgledem x € R, gdzie u’ jest gestoscig pewnej (niekoniecznie jednoznacznej) miary
ortogonalnosci u oraz DY jest przesunietym wyznacznikiem Turdna

N _ pn+N—1(x) pn—l(x)
In () =det| " @ pa) |

Uogdlnilismy tez gléwny wynik [P8] dowodzac (29) przy zatozeniu (30). Dzigki temu warunek Carlemana
(27) pociaga, ze operator A jest samosprzezony, jego czeS¢ absolutnie ciggla spektrum jest cala prostg
R a w oparciu o (31) mozemy lokalnie jednostajnie przyblizy¢ gesto$¢ jego miary spektralnej. W [P14]
wyznaczyli§my tez asymptotyczne zachowanie wielomianéw ortogonalnych, tj. udowodniliSmy, ze dla
dowolnego zwartego przedziatu K C R, istnieja ciggte funkcje rzeczywiste 6; i ¢; takie, ze dla kazdego
x ek,

Zngﬂ'(x)""Pi(x)) + ok (1), (32)

J=1

2|[X; .
VanN+i-1PaN+i(X) = \/ [[Ki]2.1] sin (

mp’ (x)v4 = (tr X1)?
gdzie ok (1) oznacza funkcje zbiezng do zera jednostajnie na K. Znajomos$¢ asymptotycznego zachowania

wielomianéw ortogonalnych pozwolita nam zbada¢ zachowanie jadra Christoffela—Darboux, ktére definiu-
jemy wzorem

n
Kn(x,3) = > pi(0)p; (). (33)
Jj=0
W istocie w pracy [P15] pokazaliSmy, ze warunek regularnosci (30) pociaga za sobg zbieznos¢
1 (0
hm—m@m=ﬁ” (34)
n—e Py p (x)

lokalnie jednostajnie wzgledem x € R, gdzie w jest miarg réwnowagi odpowiadajacej oegs (W) przy czym A
oznacza macierz Jacobiego zwigzang z ciggami (@, : n € Ng) and (8, : n € Np) oraz



Ponadto, w przypadku r = 1 otrzymaliSmy doktadne oszacowania bledu w (32) dzigki czemu mogliSmy
wyznaczy¢ asymptoczne zachowanie jadra K,, poza przekatng

( u v ) _ w/(0) sin ((u - v)mw’(0))

o T on) T (- wmw (0)

(35)

o1
lim —K, —
n—e Pp Pn Pn
lokalnie jednostajnie wzgledem (u, v, x) € R3.

Sytuacje |tr Xi| > 2, zbadaliSmy w pracy [Pre4]. Rozwijajac odpowiednig wersje dyskretnego twier-
dzenia Levinsona uzyskaliSmy asymptotyki uogélnionych wektoréw wtasnych, co pozwolito udowodnié, ze
warunki (30) pociagaja, Ze operator A jest samosprzezony a jego spektrum istotne jest puste.

W koricu, gdy | tr Xi| = 2 rozrézniamy dwa przypadki: kiedy macierz X; jest diagonalizowalna lub nie.
W pierwszym przypadku macierz X jest proporcjonalna do macierzy jednostkowej. Zastepujac warunki
(30) nastepujacymi

Ap-1

, 1
an—an_l:neN),(bn—ﬂ—an:neN),(—:neN)e@{V, (36)

al’l n n

przy dodatkowym zatozeniu, ze
lim (an+N - an) =0, 37

n—oo

w pracy [Pre3] pokazaliSmy odpowiedniki (29), (32), (34) i (35). Ponadto, w tym przypadku formuta (31)

przyjmuje postaé
/- discer R; (x)

S22
lokalnie jednostajnie wzgledem x € R \ A, gdzie R; jest pewnym odwzorowaniem macierzowym a A jest
zbiorem tych x € R, dla ktérych discr R;(x) < 0. Warto tutaj zwréci¢ uwage na zmiang potegi @ +1)N+i-1
wystepujacego przed wyznacznikiem Turdna, poréwnaj (38) z (31).

Ostatnio, w [Pre6] studiowaliSmy przypadek kiedy X; jest podobna do nietrywialnej klatki Jordana.
Zaktadajac

lim a%j+1)N+i—1’©N (x)! = (38)

e FN+i

an—an_l:neN),(bn—ﬁ—nan:neN),(

n

ap-1

1
:neN|eDN,
wraz z (37), zbadaliSmy granice odpowiadajace (31), (32), (34) and (35). Jednakze, w tym przypadku
obserwujemy zmiang w potedze a(;y1)n+i-1 nie tylko w (38), ale tez w (32). Ponadto dla uzyskania
zbieznoSci jadra Christoffela—Darboux modyfikacji wymaga takze parametr skalujacy p,,.

an

Jadra ciepta i spacery losowe
P5. Asymptotic behaviour of densities of unimodal convolution semigroups
P9. Asymptotic behaviour and estimates of slowly varying convolution semigroups

W 1923 roku Pélya [40] (d = 1) oraz w 1960 roku Blumental i Getoor [5], opisali asymptotyczne zachowanie
jadra ciepla p(t; x) dla izotropowych a-stabilnych proceséw w R? dla a € (0, 2), pokazujac
p(1;x)

IGL
Hx 0 ¢ [l ]| =4 “

dla pewnej statej dodatniej A4 . W kontekscie badania asymtotycznego zachowania jader ciepta, w naturalny

spos6b pojawiaja si¢ procesy stabilne jako te, ktdre posiadajg dziedziny przyciagniecia. Mozna je otrzymac
poprzez subordynacje ruchu Browna. Mianowicie, niech (B; : t > 0) bedzie ruchem Browna w R¥ i
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niech (7; : t > 0) bedzie niezaleznym subordynatorem, tzn. procesem Lévy’ego, ktorego trajektorie sg
nieujemnymi funkcjami niemalejacymi. Wtedy proces (Br, : ¢t > 0) nazywamy podporzadkowanym ruchem
Browna. Subordynator mozna opisa¢ zadajac jego transformate Laplace’a

Ee ATt = e*lsﬁ(/l)’ 1>0,

gdzie ¢ jest wyktadnikiem charakterystycznym, ktéry ma postaé

oW =b1+ [ 1=t
(0,00)
dla b > 0 oraz pewnej miary u takiej, ze

/ min{1, s}u(ds) < oo.
(0,00)

W szczegdlnosci ¢ jest funkcja Bernsteina. Wtedy funkcja charakterystyczng By, jest

Eei(€:Br) — pte(I€1%)

Ostatnio w pracy [Pre2], szeroko badaliSmy funkcje przejscia dla subordynatoréw.

Podporzadkowujac ruch Browna subordynatorem o wykladniku charakterystycznym ¢(1) = 1972,
a € (0,2], dostajemy izotropowy a-stabilny proces (Bf* : t > 0). Ich naturalne uogélnienie otrzymamy
wybierajgc subordynatory o wyktadnikach charakterystycznych bgdacych funkcjami Bernsteina 5 -regularnie
zmieniajacymi si¢ w nieskoriczonosci dla o € [0, 2]. Przypomnijmy, ze funkcja f : [0, c0) — [0, o0) jest
a-regularnie zmieniajgca si¢ w nieskofczonosci jesli dla kazdego 4 > 0,

fOD) _

e f)

Procesy otrzymane w wyniku subordynacji ruchu Browna sa szczeg6lnymi przypadkami izotropowych
proceséw unimodalnych. Proces (X; : ¢ > 0) jest izotropowym procesem unimodalnym w R jesli jest czysto
skokowym procesem Lévy’ego a jego miara Lévy’ego jest absolutnie ciggla na R \ {0} o gestos¢ bedace;
funkcja radialna, radialnie nierosnaca. Wtedy funkcja charakterystyczna X; ma posta¢

Fei(€:X0) = pm10(£),

gdzie
4¢3 =/ (1 = cos(&, x)v(dx) +7 1]
R4

dla pewnej n > 0, przy czym v jest miarg Lévy’ego, tzn. v({0}) = 0 oraz

/ min{1, ||x]*}v(dx) < co.
]Rd

Funkcje ¢ nazywamy wykladnikiem Lévy’ego—Chinczyna procesu (X; : ¢t > 0). Z izotropowosci wynika,
ze i jest funkcjg radialna.

Niech p(t;x) bedzie funkcja przejécia dla izotropowego unimodalnego procesu Lévy’ego w R4, W
pracy [P5] pokazaliSmy, ze jeSli ¢ jest @-regularnie zmieniajgca si¢ w nieskoriczonosci dla @ € (0, 2), to dla
pewnej dodatniej statej Ay , mamy

i p(t;x)
1m —d -1
=0 x| Ty (llx] )

1y (llxlI”)—0

= Ad,a- (39)
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Ponadto, jesli e’¥ jest catkowalna dla pewnego tg > 0, to

PO
t—0* p(t,O)

g ([lxlI™H) —eo

(40)

Gtéwnym krokiem przy dowodzeniu asymptotyki (39) bylo zbadanie zachowania ogonéw P(||X;|| > r) co
zrobiliSmy w oparciu o wersje twierdzenia tauberowskiego jednostajna wzgledem czasu ¢t. PokazaliSmy
takze, ze izotropowy unimodalny proces, dla ktérego granica (39) jest skoriczona i niezerowa, ma wykfadnik
Lévy’ego—Chinczyna a-regularnie zmieniajacy si¢ w nieskoriczonosci, dla pewnego a € (0,2). W korcu,
przy zatozeniu d > 3, zbadaliSmy asymptotyke funkcji Greena,

G(x) _I(d/2)

im — — = . (41)
=0 Ty (e TH T 2w

Metody opracowane w [P5] uogdlniliSmy w [P11], gdzie badaliSmy izotropowe procesy unimodalne, ktérych
symbole s3 wolnozmieniajace si¢, co stanowi przypadek graniczny & = 0. Zwré¢my uwagg, ze procesy te
nie naleza do dziedziny przyciagniecia proceséw a-stabilnych. Warunek regularnej zmiennosci zastgpiliSmy
warunkiem de Haana, ktéry méwi, ze dla danej funkcji wolnozmieniajacej ¢ funkcja f : [0, 00) — [0, c0)
nalezy do klasy de Haana zwigzanej z ¢, jesli dla dowolnego 4 > 0,

L FA = f() _

li

log A.
r—0o0 f(r) 08

Rozwijajac metode dowodzenia twierdzen tauberowskich z [P5], pokazaliSmy, Ze jesli y nalezy do klasy de
Haana zwigzanej z £, to dla pewnej dodatniej statej Ay o,

p(t;x)

lxl—0 (Y
i x|~ e(llx]I™)

Aao- 42)

Ponadto, jesli dla izotropowego unimodalnego procesu granica (42) jest skoficzona i niezerowa, to jego wy-
ktadnik Lévy’ego—Chinczyna nalezy do klasy de Haana zwigzanej z cf, dla pewnej stalej ¢ > 0. Zauwazmy,
ze w tym przypadku (40) nie zachodzi, bo p(z; O) moze by¢ nieskoriczone dla ¢ bliskich zero i w zwigzku z
tym potrzebny jest dodatkowy czynnik. PokazaliSmy, Ze jesli € jest ograniczona to

p(t;x) _I'(d/2)

lim _ |
' - o -t d/2
=0 tllx £(||x et (lxl™) o
(x| -0 [l €Il ™)

Dla d > 3, badaliSmy tez zachowanie funkcji Greena. UdowodniliSmy, ze

lim G(x) _ I'(d/2)
=0 el ™y ([l =2l 22

co warto poréwnac z (41). W koncu pokazaliSmy tez ostre obustronne oszacowania na jadro ciepla: jesli £
jest ograniczona to istnieja ro, fo > 0 takie, ze

p(t,x) =t xlI” (el ™) exp (= g (lIxll ™)),

dla wszystkich ¢ € (0,29) 10 < ||x|| < ro.
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P4. Limit theorems for random walks
P13. Long time behaviour of random walks on the integer lattice

Kiedy przestrzen stanéw jest grafem, naturalnymi obiektami staja si¢ operatory usredniajace i faicuchy
Markova. Najprostszy przyktad otrzymamy rozwazajac spacer losowy na kracie catkowitoliczbowej. W
tym przypadku zachowanie dtugoczasowe jadra ciepta jest dobrze zrozumiane przy zalozeniu, Ze spacer ma
ograniczony krok. Niech p bedzie funkcja przejscia aperiodycznego spaceru losowego na Z¢. Dlan € N i
x € Z4 potézmy

p(mx)= 3 pln=1Ly)plx=y),

yezd

gdzie p(x) = p(O;x) oraz O jest poczatkiem uktadu wspéirzednych. Przez M oznaczmy obszar Craméra,
tzn. wnetrze wypuklej otoczki zbioru V = {v € Z¢ : p(v) > 0}. Niech « bedzie tranformate Fouriera p, tj.

k@)= ), pet.
vevy
Wtedy dla kazdego 6 € M, funkcja
fo(x) = (x,6) —log k(x)
osigga swoje maksimum w dokfadnie jednym punkcie s € R¢. Niech ¢(8) = fs5(s). Funkcja s(6) = s
okazala si¢ bardzo przydatna do opisu spaceru losowego. Zwréémy uwage, ze ||s||, jest nieograniczone

kiedy ¢ zbliza si¢ do M. W rzeczywistosci, w pracy [P13] udowodnitem, ze istniejagn > 11 C > 0 takie,
ze dla wszystkich 6 € Miv e V,

1> > Cdist (8, 0M)". (43)

k(s)
Oszacowanie (43) pozwolito opisaé asymptotyczne zachowanie spaceru losowego na kracie catkowitolicz-
bowej na obszarze zbieznym do obszaru Craméra. Mianowicie, w pracy [P13] pokazatem, ze

_1
p(n;x) = (2mn) "% (det By) Qe_”¢(§)(1 + O(n_ldist(é,aM)_2'7)), (44)
gdzie 6 = n~lx oraz By jest forma kwadratowg zdefiniowang wzorem By (u,u) = D2 log k(). Funkcja ¢ ()
opisuje niegaussowskie zachowanie spaceru losowego przy brzegu obszaru Craméra. W rzeczywistosci, jesli
przez 8o oznaczymy wektor Sredniej spaceru to dla 6 € M mamy

¢(6) = 1B51 (6 — 80,6 — 60) + O( 116 = 6oll3)

oraz
$(6) = 16 = doll*.

Obecnie niewiele wiadomo o zachowaniu asymptotycznym jadra ciepta dla spaceréw z krokiem nieograni-
czonym. W pracy [P4], podjeliSmy prébe zbadania podporzadkowanych spaceréw. W kontekscie spacer6w
losowych, procedura subordynacji zostata opisana w [3]. W oparciu o nig dostajemy klase spaceréw losowych
o nieograniczonym nos$niku. Precyzyjniej, niech (S, : n € Ny) bedzie dowolnym aperiodycznym spacerem
na Z¢ o ograniczonym kroku. Zatézmy, ze ¢ : [0, c0) — [0, o) jest funkcja Bernsteina taka, ze ¢(0) = 0 i
¢(1) = 1. Niech u bedzie odpowiadajaca jej miarg Lévy’ego. Kladziemy

1 b jeslik=1,
c(, k) = —,/ the™ pu(dr) + Jes =
k! J(0,00) 0 w przeciwnym wypadku.
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Niech (R : k € N) bedzie ciggiem niezaleznych i jednakowo roztozonych zmiennych losowych, niezaleznych
takze od (S, : n € Np) i takich, ze P(R; = k) = c(p, k). Wtedy dla 1, = Ry +. ..+ R, definiujemy S} = X, .
Niech

po(n;x) =P(Sy = x!S;f =0).

Zat6zmy, ze funkcja ¢ jest regularnie zmieniajaca si¢ w zerze o indeksie 0 < @/2 < 1. Powyzsza procedura
stanowi dyskretny odpowiednik subordynacji zdefiniowanej przez Bochnera w kontekscie teorii pétgrup
operatoréw.

W pracy [P4] badali$my twierdzenia graniczne dla spaceru (S, : n € Ny). W pierwszej kolejnosci
pokazaliSmy, ze rozktad S‘f nalezy do dziedziny przyciagania B?, tj. symetrycznego a-stabilnego procesu
w R4, Dlatego o spacerze (S,‘f : n € Np) mozna mySle¢ jako o dyskretnym odpowiedniku a-regularnego
procesu w R?. Pokazaliémy takze funkcjonalne twierdzenie graniczne, tzn. jesli ciag liczb dodatnich
(b, : n € N) spetnia

lim ng(b;') = 1.
to ciag elementéw losowych (b;l/ 28 ‘Lpn itz 0) zbiega w przestrzeni Skorokhoda do elementu losowego
B®. W koncu, wyznaczyliSmy takze asymptotyczne zachowanie funkcji przejscia p,(n;-). Z jednej strony,
kiedy ne(||x||72) dazy do nieskoriczono$ci mamy

. Po(n;x)
lim

n—oo _1—_1d/2
T SN Ca )

= Dd,(/h

dla pewnej dodatniej statej D4 o. Z drugiej strony, w oparciu o asymptotyke (44), kiedy ne(||x||?) zbiega
do zera, dostajemy
Pe (n;x)

1m —d )

- Cd,(l,

dla pewnej dodatniej statej Cy, o > 0.

6. Informacja o osiagni¢ciach dydaktycznych, organizacyjnych oraz popularyzujacych nauke
lub sztuke

Moje wieloletnie do§wiadczenie dydaktyczne w wigkszosci skupia si¢ wokot przedmiotéw informatycznych.
Na przestrzeni lat kiedy zatrudniony bytem na Uniwersytecie Wroctawskim prowadzitem wiele zaje¢ dydak-
tycznych z zakresu informatyki dla studentéw kierunku Matematyka z informatykq. Majac na uwadze przyszle
zatrudnienie absolwentéw, wprowadzalem zaawansowane kursy programistyczne, ktére miaty zapewnié w
péZniejszym czasie tatwiejsze przyswajanie specjalistycznych narzgdzi oraz umozliwi¢ wykorzystanie luki
na rynku pracy. Przyktadowo, uczylem programowania w asemblerze x86, wyktadatem o zabezpieczeniach
systemOw operacyjnych czy bezpieczeristwie oprogramowania.

W latach 2013-7 prowadzitem seminarium dla doktorantéw i pracownikéw naukowych. Przewodnim
tematem byla praca Bourgaina [11], ktéra zawiera dowdd ograniczono$ci Srednich ergodycznych wzdiuz
kwadratow liczb catkowitych. Techniki zastosowane przez Bourgaina majg swoje korzenie w réznorodnych
dziedzinach: od analizy harmonicznej przez przestrzenie Banacha, kombinatoryke i rachunek prawdopodo-
biefistwa. Z tego powodu praca [11] jest znakomitym Zrédiem inspiracji. Na seminarium referowane byly
zaréwno klasyczne wyniki, ktére z powodzeniem mozna znaleZé w ksigzkach, jaki i najnowsze prace.

W roku 2020 zostalem laureatem programu Gaspar Monge Visiting Professor na Politechnice w Pala-
iseau, Francja. Niestety, ze wzgledu na aktualng sytuacje epidemiologiczng moja wizyta zostala przetozona.
Jednakze, w ramach tego programu prowadzilem semestralny kurs ,,Dyskretna Analiza Harmoniczna” skie-
rowany do studentéw M2 i doktorantéw wszystkich paryskich uniwersytetow.
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Bylem promotorem pomocniczym w dwéch przewodach doktorskich: dr. Wojtka Cygana (2015) i dr.
Grzegorza Swiderskiego (2017).
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