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»Dyskretna analiza harmoniczna”
dr. Bartosza Trojana

Rozprawa habilitacyjna sktada sie z 5 prac opublikowanych, w okresie
2015-2020, w Mathematische Annalen, Journal of Fourier Analysis and Ap-
plications (2 prace), w American Journal of Mathematics oraz Mathematical
Research Letters. Rozprawa opublikowana zostata w czasopismach matema-
tycznych o bardzo dobrym i dobrym poziomie. Dwie prace zostaly napisane
wspoélnie z Mariuszem Mirkiem. Wspotautor ocenit udzial Bartosza Trojana
w obu pracach na 50%. Wszystkie prace wchodzace w sklad rozprawy sa
obszerne (od 27 do 60 stron).

Autoreferat wnikliwie opisuje osiggniecia kandydata, wprowadzajac w
klarowny sposob niezbedne elementy teorii i wczesniejsze wyniki uzyskane
przez innych badaczy. Wktad kandydata do dwu wspolnych prac rozprawy
zostal jasno opisany pod wzgledem merytorycznym.

Bartosz Trojan uzyskat doktorat w 2004. W okresie po doktoracie, poza
pracami wchodzacymi do rozprawy, opublikowat 16 prac. Wszystkie prace sa
wspotautorskie i dotycza réznych aspektéw analizy i rachunku prawdopodo-
bienstwa. Zwraca uwage bardzo wysoki poziom czasopism, w ktorych zostaty
opublikowane: Inventiones Mathematicae (84 strony), Advances in Mathema-
tics, Journal of Functional Analysis (2 prace), Transactions of the American
Mathematical Society (2 prace), International Mathematics Research Notices,
Constructive Approzimation.

Wg bazy Mathematical Reviews prace Bartosza Trojana byly cytowane
152 razy przez 103 autoréw. O jakosci wynikéw sSwiadcza cytowania pocho-
dzace od Terence’a Tao oraz Jean Bourgaina, jak i innych czotowych specja-
listow analizy harmonicznej. Wedtug serwisu Google Scholar liczba cytowan
wynosi 281. Indeks Hirscha kandydata wynosi 6 wedtug bazy Web of Scien-
ce. Catkowity indeks Impact Factor na 23 publikacje jest rowny 27,178, czyli
srednio 1,182 na publikacje. Impact Factor prac powstalych po doktoracie
wynosi 24,917, Srednio 1,246 na publikacje.

Prace wchodzace w sktad rozprawy dotycza badania ograniczono$ci w
(P(Z%) rozmaitych operatoréw okreslonych poprzez analogi¢ z operatorami



splotu na przestrzeniach LP(R?). Ze wzgledu na strukture przestrzeni, wiele
metod znanych i uzywanych w klasycznej teorii nie przenosi sie na przypadek
dyskretny i wymaga w zwiazku z tym nowych narzedzi, np. zwigzanych z
przyblizaniem liczb rzeczywistych liczbami wymiernymi oraz z rozktadem
liczb pierwszych.

W pracy [H1|, wspélnej z Mariuszem Mirkiem, zwraca uwage twierdzenie
stanowigce, ze operator postaci
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okreslony na ¢"(Z) jest ograniczony. Od funkcji K(p) wymagany jest wa-
runek skracan. W szczegoélnosci twierdzenie mozna zastosowaé¢ do funkcji
K(z) = z7!. Pojawienie si¢ czynnika log |p| zwigzane jest z gestoscia liczb
pierwszych. Zwykle, dla wielu operatoréw catkowych w przypadku ciagtym,
ograniczonos¢ w L" uzyskuje sie poprzez dowodzenie stabego typu (1,1) i za-
stosowanie twierdzenia interpolacyjnego Marcinkiewicza. W przypadku dys-
kretnym ta metoda nie jest dostepna, ze wzgledu na brak oszacowan stabego
typu. W zwiazku z tym konieczne jest uzycie innych narzedzi. W pracy [H1|
udowodniono réowniez naturalne uogélnienie lematu Cotlara z 1955 dotycza-
cego zbieznosci prawie wszedzie Srednich ergodycznych dyskretnej transfor-
maty Hilberta, dla uktadu dynamicznego (X, B, i, S), gdzie S jest przeksztal-
ceniem zbioru X, zachowujacym miare. Uogolnienie polega na usrednianiu
wzgledem zbioru liczb pierwszych, tzn. w Srednich uzwglednia si¢ tylko potegi
SP gdzie |p| przebiega zbidr liczb pierwszych. Znowu konieczne jest wprowa-
dzenie czynnika log |p|. Wyniki uzyskane w pracy [H1] wymagaty subtelnych
i bardzo zaawansowanych technik dowodzenia. W autoreferacie kandydat na-
szkicowal gléwne elementy potrzebne w rozumowaniach. Bardzo cenne jest
tez umieszczenie badan z pracy [H1] na tle wezesniejszych osiagnieé¢ wielu
wybitnych matematykow.

W pracy [H2] badane sa dyskretne $rednie ergodyczne zwiazane z rodzina
operatorow S;, i = 1,2, ..., d, okreslonych i zachowujgcych miare w abstrak-
cyjnej przestrzeni miarowej (X, B, o). Wyniki te sa uogdlnieniami na wiele
wymiarow twierdzenia Birkhoffa oraz twierdzenia Cotlara. Gtéwnym wyni-
kiem jest zbiezno$é¢ prawie wszedzie srednich okreslonych na funkcjach f z
L™ (X, u) wzorem
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gdzie P; sa wielomianami k zmiennych o wartosciach catkowitych znikajacych
w punkcie n = (0,0, ...,0). W szczegblnosci wyniki mozna zastosowaé np. do
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wielomianéw postaci P;(n) = nfl [stotnym narzedziem do uzyskania zbiez-
noéci prawie wszedzie bylto oszacowanie péorm wariacyjnych, okreslonych
poprzez modyfikacje pétnorm badanych przez Bourgaina. W pracy podane
sg oszacowania p6étnorm w normie /" niezaleznych od wyboru wielomianéw.
Metody stosowane w pracy wymagaty gtebokiej wiedzy i swobody w postu-
giwaniu sie zaawansowanym aparatem wspotczesnej analizy harmonicznej.

Podobne zagadnienia badane byty w samodzielnej pracy [H3]. Tym razem
Srednie zwigzane sg z liczbami pierwszymi. Metody dowodzenia sg analogicz-
ne jak w pracy [H2|, jednak zagadnienie stwarza wiele nowych trudnosci w
zwigzku z rozwazaniem wytacznie liczb pierwszych, czyli cienkiego” pod-
zbioru liczba naturalnych.

Praca [H4] poswiecona jest badaniu érednich wzgledem ,matych” pod-
zbiorow zbioru liczb pierwszych, tzn. takich, ze ilos¢ elementéw w przedziale
[1, N] podzielona przez ilos¢ liczb pierwszych w tym przedziale dazy do zera
wraz z N. Kandydat zajmuje sie zbieznosca dyskretnych transformat Hilberta
obcietych do przedziatu [1, N|, okreslonych na wyzej opisanych podzbiorach
liczb pierwszych w normie . Podane sg dodatkowe warunki na dopuszczalne
podzbiory liczb pierwszych w jezyku funkcji, dla ktorych funkcje odwrotne
spetiajg pewne warunki wzrostu. Zbieznos¢ prawie wszedzie uzyskana zo-
stata w oparciu o oszacowania wariacyjne w normie L" dla r > 1. Wiadomo
(z pracy LaVictoire z 2011), ze w przypadku r = 1 zbieznos$¢ prawie wsze-
dzie nie zachodzi, wigc rowniez oszacowania wariacyjne w przypadku r = 1
nie sg spetnione. Wyniki pracy sg bardzo subtelne. Ich uzyskanie wymagato
Swietnego opanowania technik wspoélczesnej teorii catek i sum singularnych.
Praca oparta jest na ideach z publikacji J. Bourgaina, R. Naira, M. Mirka
oraz D. Leitmanna.

W pracy [H5| badania dotycza znowu zbieznosci $rednich ergodycznych
wzgledem liczb pierwszych w przestrzeni L. Przypadek r = 1 nie jest osig-
galny. Jednak mozliwe jest zawezenie przestrzeni L' do przestrzeni Orlicza
zwiazanych z funkcja log® Lloglog L. Zbiezno$é prawie wszedzie uzyskuje
sie poprzez oszacowanie stabego typu dla Srednich, gdzie po prawej stro-
nie nieréwnoéci pojawia sie czynnik A~ log®(A~!). Dodatkowy czynnik zwia-
zany z kwadratem logarytmu wymaga zawezenia zakresu funkcji do wyzej
wspomnianej przestrzeni Orlicza. W szczegdlnoscei praca zawiera inny dowod
twierdzenia Wierdla o zbieznosci w przestrzeniach L" dla » > 1. W przypad-
ku r = 1, w ktérym nie ma zbieznosci prawie wszedzie, praca [H5] zawiera
pierwszy wynik, w ktérym przestrzen L' zostala zawezona do przestrzeni nie-
wiele mniejszej. Dzieki temu uzyskuje si¢ niemal automatycznie przypadek
r> 1.

Prace powstate po doktoracie zwigzane sa z szerokim zakresem zagadnien.
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Czgs¢ z nich, w tym obszerna praca opublikowana wspoélnie z M. Mirkiem i
E. Steinem w Inventiones Mathematicae, dotyczy dyskretnej analizy harmo-
nicznej, podobnej do badan prowadzonych w rozprawie. Inng czes¢ stanowia
prace o tzw. budynkach afinicznych, w tym wspoélna publikacja z T. Stegerem,
rozwijajaca teorie Littlewooda-Paley’a na tych strukturach.

Waznym elementem dorobku jest cykl prac o wtasnosciach spektralnych
macierzy Jacobiego i zwigzanych z nimi wielomianach ortogonalnych. Publi-
kacje te powstaly we wspélpracy z Grzegorzem Swiderskim. Macierze Ja-
cobiego sa wazng czescig teorii operatoréw samosprzezonych, zarowno ogra-
niczonych jak i nieograniczonych, na przestrzeni Hilberta. Kazdy operator
samosprzezony jest suma prostg operatorow z tzw. prostym spektrum. Z ko-
lei operatory z prostym spektrum sa unitarnie réwnowazne z macierzami
Jacobiego. Glowne zagadnienia badane w pracach dotycza charakteru miary
ortogonalizujacej, w szczegdlnosci absolutnej ciggtosci. Wyniki otrzymuje sie
poprzez analize asymptotycznego zachowania sie wspotczynnikow macierzy
Jacobiego.

Bartosz Trojan, ze wzgledu na szerokie zainteresowania i obszerng wiedze,
z powodzeniem prowadzi wspotprace z wieloma badaczami specjalizujacymi
sie w analizie harmonicznej, rachunku prawdopodobienstwa, teorii ergodycz-
nej i wspomnianej wyzej teorii wielomianéw ortogonalnych. W wiekszosci
prace te, ze wzgledu na wartosciowe wyniki, publikowane sg w bardzo do-
brych i dobrych czasopismach.

Bartosz Trojan w okresie pracy w Instytucie Matematycznym Uniwersy-
tetu Wroctawskiego prowadzit kursy zwigzane z informatyka dla studentéw
matematyki specjalizujacych sie w zakresie informatyki. Zajecia miaty za
zadanie praktyczne przygotowanie studentéw pod katem przysztego ich za-
trudnienia.

W latach 2013-17 prowadzil zaawansowane seminarium z analizy har-
monicznej i teorii ergodycznej dla doktorantow i pracownikéw naukowych.
Na seminarium omawiano klasyczne wyniki zawarte w monografiach, oraz
wspotczesne osiggniecia w oparciu o publikacje z ostatnich 30 lat czotowych
specjalistow w dziedzinie.

W roku 2020 Bartosz Trojan zostal laureatem programu Gaspar Monge
Visiting Professor na Politechnice w Palaiseau, we Francji. W ramach progra-
mu kandydat prowadzit semestralny kurs , Dyskretna Analiza Harmoniczna”
skierowany dla studentéw i doktorantow wszystkich paryskich uniwersyte-
tow.

Bartosz Trojan petnit funkcje promotora pomocniczego w dwu przewo-
dach doktorskich: Wojciecha Cygana (obrona w 2015) oraz Grzegorza Swi-
derskiego (obrona w 2017).



W okresie 2001-2020 kandydat byt wykonawca w 4 grantach badawczych.

W mojej opinii rozprawa habilitacyjna jest znakomita, stanowi znaczny
wktad do analizy harmonicznej, zatem spetnia ustawowe wymagania. Pozo-
staty dorobek naukowy jest niezwykle obszerny pod wzgledem ilosci i jakosci
publikacji. Rowniez dorobek dydaktyczny wskazuje na wysoka aktywnosé
Bartosza Trojana w tym zakresie dziatalnosci.

Podsumowujac, uwazam, ze wymagania zawarte w Artykule 219 (Dz. U.
2021.478) prawa o szkolnictwie wyzszym i nauce sa spetnione. W zwiazku z
tym popieram wniosek o nadanie dr. Bartoszowi Trojanowi stopnia doktora
habilitowanego nauk matematycznych w zakresie matematyki.
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