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4 Ogolny opis osiagni¢cia naukowego

Moje osiagnigcia naukowe mozna podzieli¢ na 3 grupy (referencje do odpowiednich artykutéw po-
dane sa w nawiasach kwadratowych):

1. ciaglosé i istnienie optymalnych momentéw zatrzymania dla niestandardowych optymalnych
probleméw zatrzymania: (a) z nieciagtoscia funkcji wyptaty wzglgdem zmiennej czasowej [H1],
(b) z nieciagloScia funkcji wyptaty wzgledem zmiennej przestrzennej [H2], (c) bez dyskonta
[H3];



2. problemy sterowania impulsowego z nieskoficzonym horyzontem (a) z op6Znieniem wykonania
impulsu [H1], (b) z ergodycznym funkcjonatem typu Sredni zysk na jednostke czasu [H5];

3. zastosowania sterowania impulsowego w badaniach operacyjnych (problem z wielokrotnym
zatrzymywaniem) [H4].

Wigkszosé wynikéw pojawiajacych si¢ w literaturze zaktada specjalng postaé procesu stanu (np.,
ze jest to jednowymiarowa dyfuzja) i wykorzystuje ré6zniczkowa charakteryzacje funkcji wartosci w
celu otrzymania (niemal) jawnych rozwiazan (jest to podejscie przyjete w [H4]). Wyniki otrzymane
w [H1], [H2], [H3], [H5] stosuja si¢ do ogdlnej klasy wielowymiarowych proceséw Markowa z cia-
glymi i nieciagtymi trajektoriami (np. do proceséw Levy’ego) i dostarczaja wlasnos$ci pomocnych w
dalszych badaniach nad charakteryzacja funkcji wartosci lub nad numerycznym jej przyblizeniem.

5 Osiagnigcie naukowe
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5.3 Szczegélowy opis osiagni¢cia naukowego
5.3.1 Wprowadzenie i motywacja

Niech E begdzie lokalnie zwarta przestrzenia polska, tj. oSrodkowa przestrzenia metryczna, w ktérej
kazda domknigta kula jest zwarta. Czytelnik moze mysle¢ o E jako R™ lub dowolnym domknigtym
podzbiorze R" z jakgkolwiek norma. Oznaczmy przez B o-algebrg podzbioréw borelowskich E. Na
przestrzeni z filtracja (Q, F, (F:)t>0) (gdzie zaktadamy, ze o-algebry sa uniwersalnie zupetne [22])
rozwazmy prawostronnie ciagly proces stochastyczny (X;);>o z wartosciami w E i rodzine miar
prawdopodobiefistwa (P*),c g na F, ktére spetniaja nastepujace warunki (petna definicje Czytelnik
moze znalezé w [22, Section 3.1]):



1. (wltasnos¢ Markowa) dla dowolnychx € £ ,t > s> 01 A € B,

P*(X, € A|F,) =P*(X, € A|X,) P"pn.,

2. PP Xg=x) =1,
3. dlakazdegot > 0iw € €, istnieje w’ € (), takie ze

XH_U((.L)) = Xt(w/).

Piatka (0, F, (Ft)t>0, (P*)zer, (X¢)t>0) nazwana si¢ jednorodna w czasie rodzing Markowa. Wta-
snoSci rodzin Markowa opisane sa doktadnie w [22, Chapter 3] i [29, Chapter 1 and 2]. Jak po-
wszechnie przyjete w literaturze, bedziemy nazywac proces (X;);>0 jednorodnym w czasie procesem
Markowa. Przez E* bedziemy oznacza¢ warto$¢ oczekiwang wzgledem miary P*. Zwréémy uwage,
ze niejednorodny w czasie proces Markowa jest zawarty w powyzszej definicji poprzez rozszerzenie
przestrzeni stanéw o wspétrzedna reprezentujaca czas.

Optymalne zatrzymanie. Teoria optymalnego zatrzymania przezywa ostatnio renesans dzigki za-
stosowaniach w finansach i badaniach operacyjnych (np. do wyceny opcji amerykariskich, do ustalenia
optymalnego czasu sprzedazy lub wyceny zasobdw naturalnych [56], do wyceny opcji typu ‘swing’
z zastosowaniami w handlu energia [16]) oraz w statystyce (np. testowanie hipotez sekwencyjnych
[55]). W problemach optymalnego zatrzymania dazy si¢ do zmaksymalizowania funkcjonatu

J(z,7) = Ex{ /T e Jo TXu)du p( X s 4 e fOTT(X“)d“g(XT)} )
0

po wszystkich czasach zatrzymania 7 wzgledem filtracji (F¢)¢>0 . Supremum J(z, 7) wzgledem cza-
sOw zatrzymania 7 nazywa si¢ funkcjq wartosci:

w(zx) =sup J(z, 7).
Proces stochastyczny X (t) reprezentuje losowa ewolucje pewnej wielkosci, na przyktad ceng akcji
lub zasobu naturalnego (gazu, ropy itp.), stan eksperymentu naukowego, popyt na konkretny produkt,
jak réwniez inne czynniki Srodowiskowe lub ekonomiczne. Biezacy zysk jest reprezentowany przez
funkcje f podczas gdy wptywy z ostatecznego zakupu/likwidacji pozycji w momencie 7 lub zamknig-
cia zaktadu produkcyjnego sa opisane przez g. Funkcja r opisuje chwilowa stope procentowa, ktéra
stuzy do dyskontowania przysztych przeptywéw pienigznych. Teoria optymalnego zatrzymania zaj-
muje si¢ charakteryzacja funkcji wartosci w(x) i optymalnych czaséw zatrzymania, tj. takich czaséw
zatrzymania 7, ze w(z) = J(x,7,). Istnienie optymalnych czaséw zatrzymania wymaga dodatko-
wych zatozen. Zwykle oczekuje sig, ze optymalny czas zatrzymania ma postaé inf{¢t > 0: X; € D},
gdzie D = {x € E : w(z) = g(z)} jest nazywany obszarem zatrzymania. Badania koncentruja
si¢ na warunkach gwarantujacych istnienie optymalnych czaséw zatrzymania w powyzszej formie,
na jawnym opisie obszaru zatrzymania i funkcji wartosci (problemy ze swobodnym brzegiem) oraz
na gladkoSci funkcji wartosci (patrz [55, 63]). Problemy optymalnego zatrzymania proceséw Mar-
kowa byty badane od ponad 40 lat. Podstawowe wyniki dotyczace funkcji wartoSci i optymalnych
momentéw zatrzymania mozna znaleZ¢é np. w [25, 45, 10, 63]. Funkcja wartoSci jest opisana jako naj-
mniejsza funkcja superharmoniczna (excessive, superharmonic function), ktéra majoryzuje wyplate g



(patrz takze [19] i [H4]). Wtasnos$c¢ ta jest SciSle powigzana z pojeciem obwiedni Snella w kontekscie
optymalnego zatrzymania ogdélnych proceséw stochastycznych, poniewaz superharmoniczno$¢ funk-
cji warto$ci odpowiada temu, ze proces wartosci jest nadmartyngatem. Superharmoniczna charakte-
ryzacja funkcji wartoSci lezy u podstaw rézniczkowego podejscia zainicjowanego przez Bensoussana
i Lions’a [8]: funkcja wartos$ci jest dana jako rozwigzanie nieréwnoS$ci wariacyjne;j:

min ( — Aw +rw — f,w —g) =0, )

gdzie A jest generatorem (X;). Zastosowanie tej metody wymaga by generator byt w formie réznicz-
kowej, ale jednoczesnie pozwala na wykorzystanie obszernej teorii rownan rézniczkowych czastko-
wych. Zwykle okazuje sig, ze funkcja wartoSci nie jest wystarczajaco gladka, aby by¢ klasycznym
rozwiazaniem (2) i konieczne jest wowczas uzycie stabszego pojecia rozwigzania, na przyktad w sen-
sie lepkoSciowym, patrz [48] i [49, Chapter 9]. Wariacyjna charakteryzacja funkcji warto$ci (w sensie
lepkoSciowym) jest otrzymana w [H3].

Kolejne dwa nurty literatury sa $cisle zwiazane z pozostatymi pracami wchodzacymi w sktad osig-
gnigcia naukowego (przeglad wynikéw mozna znalezZé w [74]). Podejscia te nie sa ograniczone przez
forme¢ generatoréw oraz dostgpnos$¢ wynikow z teorii réwnan rézniczkowych czastkowych. Pierwsze
podejscie to metoda kary wprowadzona w [58] i uogdlniona w [70]; to podejscie jest stosowane w
[H2]. Metoda kary czerpie z pomystéw opracowanych dla réwnan rézniczkowych czastkowych, ale
wykorzystuje czysto probabilistyczne argumenty. Oryginalnym pomysiem na rozwigzanie (2) bylo
zastapienie ograniczenia w > g przez sktadnik kary

—Aw +rw — f = Bg —w)" =0

dla 8 > 0. Oczekuje sig, ze gdy [ rosnie do nieskoriczonosci, to rozwigzanie powyzszego rownania
bedzie zbiegaé¢ do rozwiazania nieréwnosci wariacyjnej (2).

Drugie podejScie do rozwigzania probleméw optymalnego zatrzymania jest oparte na technice
dyskretyzacji czasu badanej w [41, 70, 61] i zastosowanej w [35] do konstrukcji algorytméw nume-
rycznych. Zagadnienie optymalnego zatrzymania w czasie ciaglym (1) jest przyblizane przez pro-
blemy z momentami zatrzymania przyjmujacymi warto$ci na dyskretnej siatce. Pokazuje si¢ nastep-
nie, ze gdy odlegtosci pomigdzy kolejnymi punktami siatki zmierzaja do 0, to funkcja wartosci zbiega
do funkcji warto$ci w oryginalnego problemu. Kluczowym krokiem jest pokazanie, w jaki sposob
pewne wiasnos$ci funkcji wartosSci dla probleméw z czasem dyskretnym przektadaja si¢ na wiasnosci
granicznej funkcji warto$ci w. PodejScie to jest stosowane w [H1] .

Sterowanie impulsowe. Strategia impulsowa to ciag par V = (7;,&;)ien, gdzie 7; sa momen-
tami zatrzymania wzgledem filtracji (F;);>0, a zmienne losowe &; przyjmuja wartosci w E' i sg F,-
mierzalne. Para (7;,&;) jest rozumiana w nastgpujacy sposéb: w momencie 7; proces (X;) zostaje
przesunigty do stanu &;. Strategia V' jest dopuszczalna dla x € FE, jesli (7;);cn tworzy rosnaca se-
kwencje czaséw zatrzymania (by¢ moze przyjmujaca warto$¢ nieskonczonos$é) i lim; o 7; = 00,
P*-p.n. Aby opisa¢ dynamike procesu sterowanego, wprowadzimy konstrukcje z [64, Rozdzial 2],
ktéra wykorzystuje pomysty [58]. Wezmy Q = D(R*, E)*°, gdzie D(R™, E) jest kanoniczna prze-
strzenig funkcji R* — E prawostronnie ciagtych z lewostronnymi granicami. Niech (F}) bedzie
filtracja kanoniczng na D(R™, E) i indukcyjnie definiujemy .F;nH = F' ® F}. Czasy zatrzymania
7; sa adaptowane do filtracji (F} x {0, D(RT, E)}*°)¢>0 podczas gdy impulsy &; sa adaptowane do
FL x{0,D(R*, E)}*. Trajektori¢ sterowanego procesu (X;) definiujemy na 2 za pomoca wsp6i-
rzgdnych 2", tj. X; = a} dlat € [1,-1,7), kladac 79 := 0. W ten sposéb, dla ustalonej strategii



impulsowej V' definiujemy miar¢ prawdopodobienistwa P na 2. Chociaz sterowany proces (X;) i
miara prawdopodobienstwa P zalezy od strategii V', bedziemy to w wigkszosci pomija¢ w notacji.
Zauwazmy, ze jesli niekontrolowany proces (X):>( jest rozwiazaniem stochastycznego réwnania
r6zniczkowego z ruchem Browna lub procesem Levy’ego (jak to ma miejsce w wigkszo$ci publikacji,
por. [49, 50, 12]), powyzsza konstrukcja nie jest konieczna, a sterowany proces mozna skonstruowaé
na oryginalnej przestrzeni prawdopodobienstwa, patrz [34].

Dwa funkcjonaly oceniajace jakos¢ strategii impulsowej beda pojawiaty si¢ w prezentacji osia-
gnigcia naukowego. Zdyskontowany funkcjonat ma postaé

00 o0
Jalw, V) =E{ / (Xt~ Y e (X ) 3)
0 i=1
gdzie X, oznacza stan procesu w momencie 7; przed wykonaniem impulsu (X, = ;v’n W po-

wyzszej notacji), a ¢(-,-) > 0 to koszt impulsu przesuwajacego proces z X, do &;. Sredni zysk na
jednostke czasu to funkcjonat ergodyczny postaci

1 r -
J(ﬁ, V) = 11%[1)1013)f TEQC{ /0 f(Xt)dt - ; 1TZ.§TC(XTZ.,, 62)} 4

Funkcje wartosci zwiazane z maksymalizacja powyzszych funkcjonatléw beda oznaczane odpowied-
nio przez v, i v. Zdyskontowany funkcjonat odpowiada ekonomicznej koncepcji wartosci biezacej
netto (NPV), poniewaz wszystkie przyszte ptatnosci sa dyskontowane do czasu 0. Z natury, takie funk-
cjonaty przywiazuja duza wage do wyplat, ktére maja miejsce w niedalekiej przysziosci. Przeciwnie,
funkcjonat ergodyczny jest nieczuty na wyniki w krétkich horyzontach czasowych, o ile dtugotermi-
nowe wyplaty sa stabilne. Te r6znice mozna najlepiej zrozumie¢ na przyktadzie probleméw zwiaza-
nych z zarzadzeniem lasami lub rybotéwstwem. Optymalizacja funkcji ergodycznej J(z, V') czesto
prowadzi do sterowari ergodycznych (tj. sterowany proces jest ergodyczny), ktére sg SciSle zwiazane
ze zréwnowazong gospodarka zasobami [17], tj. taka gospodarka, ktéra utrzymuje stacjonarng popu-
lacje drzew lub ryb. Sterowanie optymalne dla funkcjonatéw zdyskontowanych czesto prowadzi do
wyeksploatowania zasobéw naturalnych.

Badanie probleméw ze sterowaniem impulsowym dla zdyskontowanych funkcjonatéw zapoczat-
kowane zostato przez serie prac Bensoussana i Lionsa we wczesnych latach siedemdziesiatych. W
pracach tych podaja oni wariacyjna charakteryzacj¢ funkcji wartosci v, [7, 9]. Teoria sterowania im-
pulsowego zawdzigcza swa popularnos$é zastosowaniom w finansach [23, 33]. Transakcje na rynkach
finansowych generuja koszty, ktére zazwyczaj sg $ciSle odgraniczone od zera, tj. nawet najmniejsza
transakcja wymaga zaptaty pewnych ustalonych $cisle dodatnich kosztéw. W zwigzku z tym handel
musi odbywac¢ si¢ w dyskretnych momentach czasu i §wietnie pasuje do struktury sterowania im-
pulsowego: moment transakcji jest opisywany przez 7;, za$ ilo§¢ zakupionych/sprzedanych akcji jest
reprezentowana przez &;.

Rozwiazanie problemu sterowania impulsowego (3) zwykle sprowadza si¢ do rozwiazania naste-
pujacego rownania Bellmana

V() = sup Em{ /T e f(Xy)dt + e_MMva(XT)}, 5)
T 0

gdzie Mva(z) = supeeplva(§) — c(z,§)] jest operatorem impulsu. W wigkszosci prac wykorzy-
stywana jest charakteryzacja wariacyjna rozwigzania tego rownania, wykazywane jest istnienie i jed-



noznaczno$¢ rozwigzania, a nastgpnie stosowany jest tzw. argument weryfikacyjny (‘verification the-
orem’), patrz [9, 49]. Inny podejScie w literaturze polega na przyblizaniu v, poprzez problemy z
ograniczong liczba impulséw (optymalne problemy wielokrotnego zatrzymania), patrz [43, 44, 18, 5].
Takie podejscie jest stosowane w [H1]. W pracy tej uzywamy jednak czysto probabilistycznych argu-
mentéw, aby udowodnié, ze funkcja wartosci v,, spetnia (5) i jest ciagta. Te wtasnosci v, umozliwiaja
konstrukcje optymalnej strategii.

Funkcja wartosci v dla ergodycznego funkcjonatu (4) okazuje si¢ by¢ stata dla wigkszoSci proble-
moéw, ktére umiemy rozwiazaé. Rownanie Bellmana zawiera dodatkowo pomocnicza funkcje w:

w(zr) = slipEw{ /OT (f(Xs) = A)ds + Mw(XT)}. (6)

Stata A ma by¢ optymalna wartos$cia v () ktdra, jak wspomnieliSmy, ma nie zaleze¢ od poczatkowego
punktu x. Poniewaz w nie jest funkcja wartosci, nie wynika ona naturalnie z problemu optymaliza-
cyjnego. W przeciwiefistwie do zdyskontowanego problemu, znalezienie pary w i A spelniajacej po-
wyzsze réwnanie Bellmana nie jest wystarczajace do stwierdzenia, ze A jest warto$cia optymalna. To
znacznie komplikuje klasyczne podejscie typu ‘zgadnij i sprawdz’, patrz [31]. Nawet udowodnienie,
ze strategia V' otrzymana z rozwiazania (6), tj. czasy interwencji 7; zadane przez kolejne czasy wejScia
do obszaru stopowania {z € E : w(x) = Mw(z)} i wielkosci impulséw &; realizujace Mw(X;),
daje wartos¢ A funkcjonatu J(z, V') wymaga, aby spetniony byt nastgpujacy warunek transwersalno-
$ci (‘transversality condition’): §
B {w(Xp)}

s g
gdzie (X )i>0 jest sterowanym procesem. Z tych powodéw badanie funkcjonatéw ergodycznych
odbywato si¢ w znacznie wolniejszym tempie niz w przypadku funkcjonatéw zdyskontowanych.
Pierwsze wyniki uzyskano w [59, 60] przy zalozeniu jednostajnej ergodycznosci i ze statymi kosz-
tem impulséw. Wyniki te zostaty rozszerzone do kosztéw typu c(x,§) = ci(x) + c2(§) w [64] i do
quasi-zwartych pétgrup przejscia w [65]. Pewne zatozenia zwarto$ci wymagane byty réwniez w pracy
[30]. Ergodyczna problemy sterowania impulsowego dla proceséw dyfuzji na ograniczonych obsza-
rach byty badane w [38] i [54]. Powyzsze wyniki sg oparte na metodzie znikajacego dyskonta, patrz
takze [6] , w ktdrej rozwiazanie (w, \) réwnania Bellmana (6) otrzymuje si¢ w granicy przy o — 0
z funkcji wartosci probleméw zdyskontowanych v,,. Optymalizacja funkcjonatu ergodycznego (6) w
R z liniowa funkcja kosztu ¢ zalezng tylko od wielkosci impulsu i z f < 0 zostalo rozwigzane w
[31] z wykorzystaniem argumentéw probabilistycznych. Moja praca [HS5] rozszerza istniejace wyniki
do nieograniczonych przestrzeni standw i ogdlnych proceséw Fellera-Markowa z wykorzystaniem
klasycznej metody znikajacego dyskonta, ale przy znacznie stabszych zatozeniach.

5.3.2 Procesy Fellera i ich wlasnosci

Wigkszo$¢ artykutéw zawartych w osiagnigciu naukowym odnosi si¢ do ogdlnej klasy proceséw
Markowa spetniajacych staby warunek Fellera. Ponizej podajemy definicj¢ tych proceséw i ich pod-
stawowe wiasnosci. Niektore z tych wynikéw zostalty udowodnione w [H1]. Niech C bedzie prze-
strzenig ciagtych ograniczonych funkcji £ — R z normg supremum. Oznaczmy przez Cy jej li-
niowa podprzestrzen ztozona z funkcji znikajacych w nieskoniczonosci, tj. funkcji f € C, takich ze
lim| (|00 f(2) = 0. Niech P; oznacza pétgrupe przejscia procesu (X¢)i>o0 , . Pih(x) = E*{h(X;)}



dla dowolnej ograniczonej mierzalnej funkeji i : E — R. Proces Markowa (X;):>0 spetnia staby wa-
runek Fellera, jesli
P, Cy C Cy.

Staby warunek Fellera jest konieczny do istnienia optymalnych czaséw zatrzymania dla proceséw
Markowa (patrz przyktad na koricu rozdziatu 3.1 w [H1]). Klasa stabych proceséw Fellera obej-
muje procesy Levy’ego [1, Theorem 3.1.9], rozwiazania stochastycznych réwnaf rézniczkowych z
ciaglymi ograniczonymi wspoétczynnikami i losowoscia Levy’ego ([1, Theorem 6.7.2]) oraz wiele
dyfuzji i dyfuzji ze skokami o nieograniczonych wspétczynnikach. Ze wzgledu na ogdlng strukturg
stabych proceséw Fellera, artykuty [H1], [H2], [H3], [H5] maja szerokie zastosowanie.

Stabe procesy Fellera maja dwie istotne dla nas wlasnosSci. W stwierdzeniu 2.1 w [H1] pokazu-
jemy, ze dla kazdego T' > 0, zwartego podzbioru K C FE i dowolnego £ > 0 istnieje zbidr zwarty
L C FE, taki ze

supP*{3s € [0,7] X, ¢ L} <e.

zeK
Dzigki temu badanie procesu (X;) w czasie [0, 7] moze by¢ ograniczone do dziedziny zwartej L z
duzym prawdopodobienstwem. [22, Theorem 3.7] formutuje dalsze wtasnosci trajektorii podobne do
ciagtosci: dla kazdego zbioru zwartego K C F i dowolnych €, > 0 istnieje hg > 0, takie ze

sup sup P"{X), ¢ B(z,0)} <e¢,
0<h<hg zeK

gdzie B(x, §) oznacza kulg otwartg o Srodku x i promieniu 6.

5.3.3 Problemy zatrzymania dla funkcjonaléw nieciaglych w czasie i sterowanie impulsowe z
opoéznieniem — artykul [H1]

Artykut sktada si¢ z dwéch czesci: probleméw optymalnego zatrzymania z parametrem i nieciagto-
Sciami wzgledem czasu, oraz zastosowaniem tych wynikéw do sterowania impulsowego z opdZnie-
niem.

Pierwsza czg$¢ artykutu wykorzystuje metody probabilistyczne wprowadzone w [41]. Rozwazmy
zagadnienie optymalnego zatrzymania

’U(.CU,S,T,b) = sup EI{F(3+71T7XTab)}7 (8)

7<T—s

gdzie b jest parametrem nalezacym do lokalnie zwartej przestrzeni polskiej EB. Jesli funkcja F jest
ciagla i ograniczona, to wowczas funkcja wartodci v jest ciagta, a optymalny czas zatrzymania to
pierwszy czas wejScia do zbioru punktéw x € E, w ktoérych funkcja wartosci pokrywa si¢ z F' (patrz
[74] i zawarta tam literatura). Praca [H1] bada problemy optymalnego zatrzymania dla nieciaglej
funkcji F'. Pokazujemy, w jaki spos6b nieciagtosci funkcji F' przenosza si¢ na funkcje wartosci v i ba-
damy istnienie optymalnych momentéw zatrzymania. Wyniki sg otrzymane dla ogdélnej klasy stabych
procesow Fellera. Dzigki tej ogélnoSci moga by¢ one wykorzystane przy formutowaniu nieréwno-
$ci wariacyjnych dla funkcji wartosci oraz dowodzeniu jej gtadkosci, patrz np. [20, 21]. Nasze wyniki
maja réwniez zastosowanie przy numerycznym rozwigzywaniu optymalnych probleméw zatrzymania
metodami rézniczkowymi, dostarczajac szczegdétowych oszacowan wielkosci skokéw, ich doktadnych
pozycji i zaleznoSci migdzy funkcja wartoSci a optymalnymi momentami zatrzymania. W szczeg6l-
nosci pokazujemy, ze przy pewnych rodzajach nieciaglosci nie istnieja optymalne czasy zatrzymania



(konstruujemy wéwczas e-optymalne czasy zatrzymania). Podajemy réwniez warunki wystarczajace
na funkcje wyplaty F', by optymalne czasy zatrzymania istnialty w standardowej formie (pierwszy
moment wejscia do zbioru zatrzymania) chociaz funkcja wartosci jest nieciagta. Wyniki, gdy F' jest
prawostronnie ciagla wzgledem zmiennej czasowej znajduja si¢ w twierdzeniach 3.1 1 3.10. Przypadek
lewostronnej ciagto$ci rozwazany jest w twierdzeniach 4.2 i 4.3.

DlaT* > 0i f,g € C([0,T*] x E x EP) zdefiniujmy funkcje wyptaty

F(ta Ta xz, b) = ]-t<Tf(t7 x, b) + 1tZTg(T7 Z, b) (9)

i funkcje wartosci v przez (8) dla T € [0,7*] , s € [0,T],x € E , b € EB. Twierdzenie 3.1 w [H1]
bada wtasnosci ciagtosdci funkcji v. Okazuje sig, ze v jest ciaglta wzgledem wszystkich parametréw
dlaT < T™*. Ciagtos¢ rozszerza si¢ do 1™, jesli g > f. Wowczas istnieje optymalny czas zatrzymania
w standardowej postaci, tj. 75 = inf{t > 0: w(t+s,T, X(¢t),b) = F(t+s,T,X(t),b)}. To ostatnie
stwierdzenie wynika réwniez ze standardowego podejscia martyngatowego dla probleméw optymal-
nego zatrzymania, patrz [55, Chapter I, Theorem 2.2], ale nasz dowdd (w Lemacie 3.4) wprowadza
nowga technike dowodzenia istnienia i postaci e-optymalnych i optymalnych czaséw zatrzymania na-
wet w dobrze zbadanym przypadku ciaglej i ograniczonej funkcji F'. Gléwna sita twierdzenia 3.1
polega na wykazaniu ciagtodci funkcji wartosci w odniesieniu do wszystkich parametréw, w szcze-
gblnosci s 1T, i wykracza poza istniejace wyniki.
W rozdziale 3.2 w [H1] badamy problemy optymalnego zatrzymania postaci

w(z,T1,To,b) = sup E {F(r,T2, X;,b)}.
T1<7<T>

Sprowadzamy je do wczes$niej badanego problemu pokazujac, ze
w(:c, Tl, TQ, b) = Em{U(Xle Tl, T27 b)}

Problemy optymalnego zatrzymania, dla ktérych funkcja F' ma wiele nieciagtosci w czasie zaleznych
dodatkowo od parametru b jest badana w rozdziale 3.3:

N*
F(tv €, b) = Z 1t€[ti(b),ti+1(b))fi(t7 xZ, b) + 1t=T*fN*+1(T*7 z, b)7
=0
(t,2,b) € [0,T%] x E x B, (10)

gdzie funkcje f; sa ciagle i ograniczone, a funkcje ¢; sa ciagle i spetniaja ¢;(b) < ¢;41(b). W rozdziale
3.4 badamy problemy lewostronnie ciaglte w czasie. Pokazujemy, ze jesli I’ jest rowniez péiciagta
z gory, to funkcja wartosci dziedziczy lewostronng ciagto$§¢ w czasie i optymalny czas zatrzymania
zadany jest w standardowej postaci. Zauwazmy, ze ten przypadek (nawet bez zaleznosci od parametru)
wykracza poza to, co obejmuje klasyczna teoria oparta na (prawostronnie ciagtej) charakteryzacji
nadmartyngatowej procesu wartosci, patrz [55, Section 1.2].

Druga czgé¢ artykulu stosuje powyzsze wyniki do badania problemu sterowania impulsowego na
skoiiczonym horyzoncie czasowym, gdy wystgpuje opéZnienie wykonania impulsu (impulsy zlecone
w czasie 7 s3 wykonane w momencie 7 + A dla ustalonego A > 0) i wymagana jest minimalna prze-
rwa h > 0 migdzy impulsami. Takie problemy znajduja wiele zastosowan w finansach i procesach
decyzyjnych (op6Znienia wynikajace z przepiséw prawnych, z op6Znionej dostgpnosci danych, braku



ptynnosci na rynku lub warunkéw narzuconych na opcje rzeczywiste, patrz [4, 12]). Okazuje si¢, ze
nieciaggtosci opisane powyzej powstaja naturalnie, gdy wystgpuje opéZnienie w wykonaniu impulséw
lub rozdzielenie impulséw. [50] bada specjalng wersje powyzszego problemu sterowania impulso-
wego, gdy opdznienie wykonania A jest réwne minimalnej przerwie h migdzy impulsami, za$ proces
stanu opisany jest przez dyfuzj¢ ze skokami. Problem sterowania impulsowego zostaje przeksztat-
cony w ciag optymalnych probleméw zatrzymania bez op6znien i rozwiazany za pomoca technik wa-
riacyjnych. [12] rozwaza bardziej ogélne sterowania (opéZnienie wykonania A jest wielokrotnoScia
h); proces stanu jest wielowymiarowa dyfuzja. Autorzy pokazuja wariacyjna charakteryzacje funk-
cji wartosci (w sensie lepkoSciowym) i podaja szkic algorytmu numerycznego. Inna podejscie jest
stosowane w [4], gdzie otrzymane sa jawne wzory opisujace optymalng strategi¢ impulsowa w przy-
padku, gdy nie ma wymaganej minimalnej przerwy miedzy impulsami ~ = 0 (wykonanie impulséw
moze by¢ opdznione), a klasa dopuszczalnych strategii impulsowych jest ograniczona do tzw. strate-
gii progowych. Rozdziat 5 pracy [H1] uogélnia [12] w nastgpujacy sposéb: proces stanu jest ogélnym
stabym procesem Fellera na lokalnie zwartej polskiej przestrzeni standw i nie ma ograniczen na A i
h. Pokazujemy réwnowazng reprezentacj¢ problemu sterowania impulsowego jako skonczony uktad
probleméw optymalnego zatrzymania (z parametrem). Dowodzimy istnienia i postaci optymalne;j stra-
tegii, a takze wskazujemy nieciagtosci funkcji wartoSci dla pomocniczych probleméw optymalnego
zatrzymania, patrz twierdzenie 5.1. Dzigki czysto probabilistycznemu podejsciu, unikamy w naszych
dowodach technicznych probleméw jakie nieciagloSci wprowadzaja przy analizie funkcji wartosci
z wykorzystaniem podejsScia wariacyjnego. Wiasnie to podejscie probabilistyczne pozwala nam na
skonstruowanie optymalnej strategii impulsowej, czego autorzy [12] nie byli w stanie osiagnac; opty-
malno$¢ strategii zaproponowanej w [12, Section 5.2] nie zostata wykazana. Nasz uktad probleméw
optymalnego zatrzymania moze stuzy¢ jako podstawa do rozwigzania numerycznego: mozna go zapi-
sa¢ jako oddzielne problemy optymalnego zatrzymania, ktére po wygtadzeniu (patrz twierdzenie 3.5)
maja reprezentacje w postaci nierdwnos$ci wariacyjnych jak w [12].

5.3.4 Problemy zatrzymania dla funkcjonaléw nieciaglych przestrzennie - artykut [H2]

Niech O C FE bedzie zbiorem otwartym i 7o = inf{t : X (¢t) ¢ O} bedzie pierwszym czasem
wyjScia z O. Praca [H2] bada problem maksymalizacji kilku klas funkcjonaléw z nieciagtosciami
przestrzennymi:

1. Zatrzymanie jest dozwolone do czasu 7 . Wyptata jest opisana przez funkcje¢ G przed momen-
tem 7o oraz przez funkcje H w momencie 7o :

TATO
J(s,x,T) :Ex{/o e f(s+u,X(u))du an
+ lrcrpe G (s + 7, X(7)) + lrzrpe “H (s + 10, X (10)) }’

gdzie (s,z) € [0,00) X E,a > 0,7 > 0i f,G,H : [0,00) Xx E — R sa ciaglymi
ograniczonymi funkcjami.

2. Zatrzymanie jest dozwolone do czasu 7o, a funkcja wyptaty F' : [0,00) X E — R jest ciagta
na [0, 00) x O i byé moze nieciagta wzgledem zmiennej przestrzennej na [0, co) x O° :

TATO
Hosa,r) =B [ (st u X ()duct O (54 (7 o), X (A 7o)
(12)



Ten funkcjonal obejmuje, w szczeg6lnosci, przypadek, gdy F jest ciagta na [0,00) x O i na
[0, 00) X O° z mozliwym skokiem na brzegu [0,00) x OO, tzn. ciaglos¢ psuje sig¢ w momencie
opuszczenia domknigtego zbioru O; w funkcjonale (11) ciaglos¢ psuje si¢ przy opuszczeniu
otwartego zbioru O.

3. Horyzont czasowy jest nieskoriczony, 7' = oo, lub skoniczony, T' < oo, za$ funkcjonat ma
nastgpujaca postaé:

TA(T—s)
J(s,z,T) = ]Ex{ /0 e f(s+u, X(u))du—i—e_o‘(T/\T)F((s—i—T)/\T, X(tA\(T-s))) },

(13)
gdzie funkcja wyptaty F' jest ciagta wszedzie poza [0, c0) x 0O.

Problemy pierwszego typu sa badane w [8] dla niezdegenerowanych proceséw dyfuzji przy za-
fozeniach, ze G < H i O ma gtadki brzeg 00O. Autorzy uzywaja technik kary podobnych do na-
szych, ale stosuja je na poziomie nieréwnosci wariacyjnych. Uog6lnienia szty w dwéch kierunkach:
powigkszenie klasy proceséw, do ktérych mozna zastosowaé metodg kary, i ztagodzenie zalozei na
funkcjonat, np. [43] usuwa zalozenie o niezdegenerowaniu dyfuzji, za$ [26], wykorzystujac pojecie
rozwiazan lepko$ciowych, usuwa wiele zatozen na parametry dyfuzji i gtadko$¢ funkcjonatu. Funk-
cjonaly trzeciego typu byty ostatnio intensywnie badane. [36] dowodzi ciagtosci i podaje wariacyjna
charakteryzacje funkcji wartosci dla problemu optymalnego zatrzymania jednowymiarowych dyfuzji,
gdy funkcja wyptaty F' jest borelowska i ograniczona. Ze wzgledu na metod¢ dowodowa, ktéra opiera
si¢ silnie na jednowymiarowoSci procesu, tego wyniku nie mozna rozszerzy¢ na wielowymiarowe
dyfuzje. [2, 3] badaja problemy zatrzymania dla pétciagtej funkcji wyptaty F' dla dyfuzji i pewnych
dyfuzji ze skokami w jednym wymiarze. Dowodza oni, ze funkcja warto$ci dla funkcjonatu z péicia-
gla z géry (z dotu) funkcja F' jest potciagla z géry (z dotu). Istnienie optymalnych czaséw zatrzymania
jest wykazane, ale brakuje ich konstrukc;ji.

Praca [H2] opiera si¢ na probabilistycznej technice kary wprowadzonej w [58] i rozszerzonej w
[69]. W przypadku problemu (11) technika kary sprowadza si¢ do pokazania, ze funkcje w” spetnia-
jace réwnanie

w(s, ) = E"”{/OTO e [f(s+u,X(u)) +,6’<G(8—|—U,X(u)) —wﬁ(s+u,X(u)))+}du

+ e_O‘TOH(s + 710, X(T(')))}

(14)
zbiegaja, gdy S — oo, do funkcji warto$ci w(s,z) = sup, J(s,x, 7). Zostato to wykazane w roz-
dziale 2, twierdzenie 2.9. Dowdd sktada si¢ z nastgpujacych ogélnych krokéw: wykazanie istnienia
i jednoznaczno$ci rozwiazan (14) w przestrzeni funkcji mierzalnych i ograniczonych; pokazanie, ze
to rozwiazanie jest ciagle; udowodnienie jednostajnej zbieznosci wg do w na zbiorach zwartych (w
odpowiednim podzbiorze (s, x)). Zauwazmy, ze chociaz podejscie to ma charakter probabilistyczny,
problem zatrzymania jest w jaki§ sposob ukryty, podobnie jak w przypadku nieréwnosci wariacyj-
nych. Dla poréwnania, w artykule [H1] problem optymalnego stopowania z czasem ciagtym jest
przyblizany problemami optymalnego stopowania z czasem dyskretnym.

Rozdziat 3 bada zachowanie funkcji wartosci w okolicach brzegu 00O. Gléwnym rezultatem jest
twierdzenie 3.1, w ktérym pokazujemy, ze dla € 0O mamy lim,_,, yeco w(s,y) = G V H(s, ).
Wynika stad, ze koniecznym warunkiem do ciaglosci funkcji wartodci jest G < H. Twierdzenie
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4.3 dowodzi ciagtoSci w wzgledem s, x, oraz istnienie optymalnych czaséw zatrzymania. Kluczowe
dla powyzszych wynikow jest zalozenie wlasnosci Fellera procesu zabijanego po wyjsciu z O, tj.
odwzorowanie z — E*{1;.,,h(X;)} jest ciagte dla funkcji ciagtej f i dla ¢t > 0. Dowdd ciagtosci
w na [0,00) x O wymaga dalszych zatozeri dotyczacych zachowania procesu blisko granicy, patrz
zatozenia (A2) i (A3) w pracy. TrudnoSci spowodowane sg mozliwymi skokami procesu (nielokalnym
zachowaniem) i brakiem zatozen o gtadkosci brzegu O.

W rozdziale 6 dowodzimy ciagtosci funkcji wartosci na [0, oo) x O dla funkcjonatu (12) (Stwier-
dzenie 6.1). Proces t — F'(t, X;) moze nie by¢ prawostronnie ciagly, wigc nie mozemy tutaj od-
wotywac si¢ do klasycznej teorii. W szczegdlnosci, optymalne czasy zatrzymania moga nie istnie€.
Podobny problem napotykamy w rozdziale 7, gdzie badamy funkcj¢ wartosci dla funkcjonatu (13).
Pokazujemy (Twierdzenie 7.5), ze funkcja wartosci jest ciagta wszedzie poza brzegiem [0, 0o) x 90O.
Kluczowym dla dowodu jest zatozenie regularnosci punktéw brzegu dO (zatozenie (AS)).

5.3.5 Problemy zatrzymania bez dyskonta - artykul [H3]

W pracach [H3] i [H5] przyjmujemy nastgpujace zatozenie dotyczace ergodycznosci procesu (X¢)¢>o:
istnieje miara prawdopodobieristwa y na B, taka ze dla dowolnego z €

Jim | P, ) = p()llrv =0,

gdzie || - ||7v oznacza norme wahania, za$ P;(z, A) = E*{1x,ca}, A € B, jest funkcja przejscia dla
procesu (X¢)>0.
Rozwazmy poczatkowo problem optymalnego zatrzymania bez dyskonta:

TAT
w(z) = sup lim sup Ex{ / f(Xs)ds + g(XTAT)}. (15)
T T—oo 0

Zauwazmy, ze catka fOT f(Xs)ds moze nie istnie¢ z dodatnim prawdopodobieristwem lub wartos¢
oczekiwana moze by¢ nieokreslona. Powyzej, oba problemy matematyczne zostaly rozwiazane po-
przez wprowadzenie lim supy_, . i obcinanie 7 do przedziatu czasowego [0, T']. Nie jest jednak ja-
sne, jakie ta sztuczka ma konsekwencje w modelowaniu, np. czy wynik zalezy od tego czy uzyjemy
granicy dolnej czy goérnej przy 1T' —> co. W 0dp0w1ed21 na to pytanie pomocna jest zatozona ergo-
dyczno$¢ procesu (X;)i>o. Jesli p(f) = [ f(z)u(dz) < 0, to catka fo s)ds zmierza p.n. do
—00, co zachgca do wezesniejszego zatrzymama Rzeczyw1501e pokazujemy w [H3], Ze mozemy Si¢
ograniczy¢ w (15) do momentéw zatrzymania ze skoficzong wartoScia oczekiwang wzgledem miary
P*; wéwczas granica gérna w definicji funkcji w moze by¢ pominigta. Dowodzimy dalej, ze istnieje
optymalny moment zatrzymania w standardowej postaci, tj. zatrzymanie w pierwszym momencie,
gdy g(X¢) = w(X;). Wyniki te, wraz z ciagtoscia funkcji wartosci, otrzymujemy w Rozdziale 2 przy
zatozeniu, Ze f i g sa ciagle i ograniczone, a proces zbiega wystarczajaco szybko do miary niezmien-
niczej; jest to wyrazone posrednio w zatozeniach (B1) i (C1) - (C2), por. Lemat 2.18.

Zauwazmy, ze gdy u(f) > 0, to funkcja wartosci jest trywialna: w(x) = oo dla wszystkich x.
Przypadku p(f) = 0 nie mozna bada¢ metodami stosowanymi w pracy.

Pozostata czgs$¢ artykutu dotyczy optymalnego zatrzymania przy wspétczynniku dyskonta zalez-
nym od stanu:

TNT ) A
w(z) = sup lim sup E’”{ / e~ JorXadu (X Vs 4 e Jo TT(X“)d“g(XT/\T)}. (16)
0

T T
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Tutaj 7(-) odpowiada chwilowej stopie dyskontowej/procentowej. Nasze gtéwne osiagnigcie polega
na usunigciu powszechnie stosowanego zatozenia, ze stopa dyskontowa jest oddzielona jednostajnie
od 0 (to znaczy, inf, r(z) > 0 ). Takie zatozenie jest powszechnie stosowane w literaturze przy
rozwigzywaniu probleméw optymalnego zatrzymania z nieskoficzonym horyzontem czasowym [8,
55, 56, 58]; zwykle stopa dyskontowa jest dodatnig stala. Motywacja do usunigcia tego zalozenia
pochodzi ze §wiata finanséw, w ktéorym w wielu krajach w ostatnich latach utrzymywaty si¢ niemal
zerowe lub zerowe stopy procentowe.

Jednostajne oddzielenie stopy dyskonta od zera zapewnia, przy odpowiednich zatozeniach doty-
czacych wzrostu f i g, ze funkcja wartoSci jest skoficzona. Pozwala réwniez przyblizac¢ problemy z
nieskoriczonym horyzontem czasowym przez problemy ze skoficzonym horyzontem. Zniesienie dys-
konta lub usunigcie zatozenia o jego jednostajnym oddzieleniu od zera powoduje wiele trudnosci. W
szczegllnosci, jak zostalo wspomniane powyzej, catkowalno$¢ funkcjonatu jest zagrozona. Rozwia-
zaniem tego problemu moze by¢ narzucenie restrykcyjnych zatozefi na f i g. W podejsciu martyn-
gatowym powszechnie przyjmuje sie, ze E“{ [ e~ Jo rXu)du ~(Xs)ds} < oo dla kazdego x i ze
rodzina {e~ Jor X“)d“g_(XT) : T-moment zatrzymania} jest jednostajnie catkowalna, patrz [49, 55]
i odnos$niki. Mozna zamiast tego zatozy¢, ze f < 0, patrz [63, 55].

Ogolny problem optymalnego zatrzymania bez ograniczen na funkcje f byt badany w [59, 66, 68]
dla jednostajnie geometrycznie ergodycznych proceséw Fellera. Takie procesy zbiegaja wykladniczo
szybko do miary niezmienniczej, a predkosS¢ tej zbieznoSci jest niezalezna od punktu poczatkowego.
Te zalozenia sa gtéwnie spetnione przez procesy zdefiniowane na przestrzeniach zwartych. Uog6l-
nienia tych wynikow mozna znalezé w [67], gdzie autor zalozyl, ze trajektorie procesu mozna po-
dzieli¢ na wycieczki o dlugosciach catkowalnych z kwadratem migdzy dwoma zbiorami zwartymi, a
optymalno$¢ badano w specjalnej klasie momentéw zatrzymania (takich, ze ilekro¢ proces trafia do
jednego ze wspomnianych zbioréw zwartych, to jego historia zostaje zapomniana).

Praca [H3] rozszerza metodologi¢ [59, 66] do niejednostajnie i niegeometrycznie ergodycznych
proceséw. Funkcja wartosci i potencjaly nie sa tutaj jednostajnie ograniczone i gtéwna trudnoscig w
dowodach jest opanowanie tej nieograniczonosci. Jest to mozliwe dzigki nastgpujacym zatozeniom:
wu(f) < 0, funkcja r jest nieujemna, ciagta i ograniczona, i albo spetnione sa zatozenia (1a) oraz (1b)
lub zatozenie (2) ponizej:

la) istnieje funkcja K : £ — (0, 00) ograniczona na zbiorach zwartych i funkcja h : [0,00) — R,
takie ze
1Pe(;-) = p()llrv < K(x)h(t),
JoT h(t)dt < oo, i E*{K(X7)} < oo dlakazdegox € EiT >0,

1b) proces (X;) jest silnie fellerowski, lub dla dowolnego zbioru zwartego L C F istnieje o > 0,
taka ze sup,c s >0 E“{ K (X7)'T*} < oo (jednostajna catkowalnosc),

2) (warunek wielkich odchylen) dla kazdego d, > 0 i zbioru zwartego K C E istnieje N > 01
p > 0,takieze dlan > N ix € K mamy

Px{)fm —fol X duds/ e~ JorXudu(f(x,) —H(f))ds‘ > 5} < ¢ P(nd).

Woéwcezas moment zatrzymania 7. = inf{t > 0 : ¢(X;) > w(X;) — ¢} jest e-optymalny dla
kazdego € > 0 (twierdzenie 3.7), funkcja warto$ci w jest ciagla (twierdzenie 3.11) i spetnia, w sensie
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lepkoSciowym, nieréwnos$¢ wariacyjng (2) (rozdzialt 4 w [H3]). Twierdzenie 3.8 stwierdza, ze jesli
dodatkowo R = lim; . fg r(Xs)ds < oo P*-p.n. (na przyktad, r = 0) to moment zatrzymania
7 =inf{t > 0: g(X;) > w(X};)} jest optymalny.

Rozdziat 6 w [H3] gromadzi przyktady proceséw, dla ktérych szybkos¢ zbieznosci do miary nie-
zmienniczej jest pod-wykladnicza. Z prac [32, 71] wywnioskowaliSmy warunki dla dyfuzji, w ramach
ktérych mamy h(t) = (1 +¢)"P,p > 0, lub h(t) = exp(t*) dlap € (0, 1). Na podstawie pracy [42]
sformutowaliSmy warunki wystarczajace do niejednorodne;j, ale geometrycznej ergodycznosci dla dy-
fuzji ze skokami.

5.3.6 Problemy sterowania impulsowego z funkcjonalem ergodycznym — artykul [H5]

Maksymalizacja funkcjonatu ergodycznego (4) znacznie si¢ upraszcza, jesli proces stanu (X;);>0 jest
jednostajnie geometrycznie ergodyczny [59, 64]. W pracy [H5] naszym celem jest udowodnienie ist-
nienia optymalnej strategii impulsowej przy stabszych zatozeniach. Przypomnijmy, ze jednorodna er-
godyczno$¢ jest w duzej mierze ograniczona do zwartych przestrzeni stanéw E. W [H5] zastepujemy
to zalozeniem, ze dopuszczalne strategie impulsowe przenosza proces do pewnego zbioru zwartego
U C FE ., t.¢& € U dla wszystkich .

Metoda zanikajacego dyskonta (stosowana réwniez w [D3] dla problemu z czasem dyskretnym)
polega na przyblizaniu funkcji warto$ci problemu ergodycznego funkcjami wartosci dla probleméw
zdyskontowanych v, () = supy Jo(z, V) (patrz (3)) w nastgpujacym sensie. Funkcja v, spetnia
réwnanie Bellmana (5) (twierdzenie 3.3 w [H5]). Ustalmy z € U. Wéwczas wq () = v () — va(2)
spetnia

-
Wq(x) = sup E* {/ e (f(Xs) — ava(z))ds + eaTMwa(XT)} :
0

T

Dowodzimy w twierdzeniu 3.12, ze w(x) = limg,—,0 wo () jest dobrze zdefiniowana i spetnia naste-
pujace réwnanie Bellmana

-
w(z) = sup E* {/ (f(Xs) — A)ds + Mw(XT)} , (17)
T 0
gdzie A\ = limsup,,_,o v (2).

Zwarto$¢ U jest uzywana w dowodzie w wielu miejscach. Pozwala pokazaé jednostajna (wzgle-
dem «) ciagtos¢ Mw, na zbiorach zwartych, a co za tym idzie, pozwala znaleZ¢ o, — 0, taki ze ciag
funkcji Mw,, jest zbiezny. Poniewaz impuls mozna wykona¢ w momencie 0, zwarto$¢ U gwarantuje
dolne ograniczenie dla funkcji w,, niezalezne od « i jednostajng ograniczono$¢ w, na U. Jako, ze
dowody w pracy bazuja silnie na zwarto$ci U, mozna postrzega¢ nasz model jako bedacy pomigdzy
problemem sterowania impulsowego na ogélnej przestrzeni E oraz problem ze zwarta przestrzenia
stan6éw i silnymi zatozeniami ergodycznos$ci procesu.

Problem optymalnego zatrzymania (17) odpowiada problemowi badanemu w pracy [H3]. Mamy
zatem istnienie optymalnego czasu zatrzymania w postaci pierwszego momentu wejscia do zbioru
D ={z € E: w(x) = Mw(z)}. Oznaczmy przez &(z) maksymalizator Mw(z), tj.

§(x) = argmax[w(§) — ¢(z, §)].
£eu

Wtedy kandydatem na optymalng strategi¢ impulsowa jest V' = (7;, ;) zadane przez
Ti:inf{tZTi_l s Xy GD}, fi:§(Xn),
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gdzie przyjmujemy 79 := 0. Iterujac réwnanie Bellmana (17) dostajemy J(z, V') = A pod warunkiem,
ze spetniony jest warunek transwersalnosci (7). Jest to typowe podejscie w literaturze [31] i trywialne,
kiedy funkcja w jest ograniczona, jak to jest w przypadku [59, 60, 64]. W pracy [H5] uzywamy twier-
dzenia tauberowskiego (Lemat 3.16), aby udowodnié, ze A jest gorng granica dla J(z, V). PéZniej
dowodzimy slabszej wlasnosci niz transwersalno$¢, a mianowicie lim supp_, w < 0. Po-
zwala nam to wywnioskowac, ze strategia V' osiaga warto$¢ A, zobacz twierdzenie 3.17. Pozostaje
jeszcze wykazanie, ze A jest optymalng wartoScig funkcjonatu (4). Dzigki naszej konstrukcji A, do-
stajemy to ze wspomnianego twierdzenia tauberowskiego. W pracy [31], ktéra stosuje podejscie typu
‘zgadnij 1 sprawdZ’, jest to dowodzone niezaleznie z silnym wykorzystaniem wtasnoSci badanego tam
problemu.

Rozdziat 4 po§wigcony jest usunieciu zatozenia, ze potencjat ¢ = E*{ I (f(Xy) — p(f))dt}
funkcji f jest ograniczony od dotu. W twierdzeniu 4.8 pokazujemy, ze optymalna warto$¢ funkcjonatu
J(x, V) jest stata (niezalezna od x € F) i konstruujemy e-optymalne strategie. Dowdd opiera si¢ na
przyblizaniu funkcji f funkcjami fy, dla ktérych potencjat jest ograniczony od dotu (tak, aby istniata
optymalna strategia), a jednoczesnie ich odpowiednie optymalne wartosci zbiegaja do A, gdy N — oo.

5.3.7 Zastosowania w badaniach operacyjnych - artykul [H4]

Artykut ten ma na celu wprowadzenie metodologii optymalnego zatrzymania i sterowania impulso-
wego w Srodowisku badari operacyjnych w obszarze zarzadzania sieciami energetycznymi. Struktura
probleméw, jakimi dotychczas zajmowata sig ta spotecznosé, ulegta radykalnej zmianie w zwiazku z
niedawnym wzrostem produkcji energii odnawialnej. W przeszioSci produkcja byta deterministyczna
i kontrolowana centralnie przez krajowego zarzadce. Losowos$¢ obecna byta tylko po stronie popytu.
Ogromny wzrost produkcji energii wiatrowej i stonecznej wprowadzit znaczace fluktuacje losowe po
stronie podazy. Istniejace metody, wykorzystujace deterministyczna optymalizacje z gwarancjami,
nie sa w stanie poradzi¢ sobie ze zwigkszong losowoscia w systemie i nie zapewniaja realistycznej
wyceny i strategii zarzadzania zasobami produkcji elektrycznej [28, 62].

Problem badany w artykule [H4] dotyczy rynkéw bilansujacych energii elektrycznej [37], w
szczegllnosci, zapewnienia rezerwy operacyjnej z wykorzystaniem baterii [15, 73]. Kontrakty re-
zerwy operacyjnej moga by¢ postrzegane jako instrumenty pochodne, ale z fizycznym rozliczeniem.
Problem matematyczny polegatby na grze pomigdzy operatorem systemu (wybierajacym moment re-
alizacji) a operatorem baterii (wybierajacym czas tadowania i ustanawiajacym wielkoS¢ optat). Aby
uproscié problem, w pracy [H4] zaktadamy, ze optaty oraz poziom bilansu energetycznego x*, przy
ktérym opcja jest realizowana, sg ustalone. Naszym celem jest znalezienie strategii tadowania baterii 1
powiazanej z tym jej wyceny. Matematycznie problem ten mozna postrzegaé jako problem sterowania
impulsowego z funkcjonatem

o0

T, V) =B 3 (7 (pe = [(X7)) + e |,

=1

gdzie (X})¢>0 opisuje poziom zbilansowania systemu energetycznego (produkcja — popyt), f(z) jest
funkcja wyceniajaca (‘price stack function’, tak, ze f(X}) to cena energii na rynku bilansujacym w
chwili ), i (7;);en jest sekwencja momentéw stopu spetniajaca 7,41 > o0y, gdzie o; = inf{t > 7; :
X; < x*}. Stata p. jest premia otrzymywana, gdy opcja jest sprzedawana na rynku, zas K, jest
optata otrzymana w momencie wykonania opcji. Praca [H4] analizuje ten problem przy zalozeniu,
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7e Xy = Wii f(x) = D + de ", gdzie D,d,b € R i (W;);>0 jest ruchem Browna. W pracy [47]
uogélniamy te wyniki na ogdlne dyfuzje liniowe (X¢):>0.

W rozdziale 2 badamy szczegétowo przypadek, gdy dozwolony jest tylko jeden impuls (jeden
cykl tadowania-roztadowania). Tutaj, podobnie jak w drugiej czgsci artykutu, gléwnym celem jest
jawne wyznaczenie optymalnej strategii. W tym celu korzystamy z geometrycznej charakteryzacji
funkcji wartosci dla probleméw optymalnego zatrzymania wyprowadzonej w [19]. Autorzy tej pracy
pokazuja, ze funkcja superharmoniczna dla procesu (X;):>o jest wklesta w odpowiednio przeskalo-
wanej przestrzeni. Poniewaz funkcja wartosci jest najmniejsza funkcja superharmoniczng majoryzu-
jaca wyplate, znalezienie jej upraszcza si¢ do znalezienia najmniejszej funkcji wklgstej majoryzujacej
odpowiednio zmodyfikowang funkcj¢ wyptaty. Korzystajac z tej metody, wykazujemy, ze w zalezno-
$ci od doboru parametréw, obszar zatrzymania jest pétprosta, zwartym przedzialem lub suma dwéch
zwartych przedziatéw. Dowody twierdzeni z tego i pozostalych rozdziatéw zgromadzone sa w elek-
tronicznym dodatku (zataczonym na koncu dotaczonej wersji artykutu).

W rozdziale 3 maksymalizujemy funkcjonat J(xz, V') w zbiorze dopuszczalnych strategii opisa-
nych powyzej (przypadek ten nazywamy w pracy ‘lifetime problem’). Zaktadamy, ze p. + K. <
f(x*), aby uniknac trywialnych strategii ‘arbitrazowych’. Definiujemy operator 7 dziatajacy na funk-
cjach nieujemnych ciagtych ¢ spetniajacych limsup,_, o ¢(x)e™ < oo:

T6 = supE{e ™" (pe = [(X2) + 07 (Ko + 9(X0)) }

gdzie 0 = inf{t > 7 : X; < z*}. W lemacie 3.6 pokazujemy, ze granica v = lim,,_,~, 7"0 istnieje i
v jest SciSle dodatnig funkcja ograniczona (w pracy funkcja v jest oznaczone przez V). Jest jasne, ze v
jest punktem statym operatora 7. Istnienie optymalnego czasu zatrzymania dla 7 v jest udowodnione
w lemacie 3.8, gdzie réwniez pokazujemy, ze zbidr stopu jest zawarty w przedziale (z*, 00). Oznacza
to, ze istnieje optymalna strategia dla J(z, V') uzyskujaca warto$¢ v(x). Znalezienie funkcji wartosci
v jest ulatwione przez jej charakteryzacje jako jedyny punkt stalty 7 w przestrzeni funkcji ciagtych
nieujemnych ¢, dla ktérych zbidr stopu w T ¢ jest zawarty w (z*, 0o) (patrz lemat 3.5). Ten wynik jest
stosowany w rozdziatach 3.4.1-3.4.3, gdzie znajdujemy strategie optymalne dla réznych kombinacji
parametrow.

6 Publikacje wykraczajace poza osiagniecie naukowe

6.1 Sterowanie stochastyczne i zarzadzanie portfelem inwestycyjnym

D1 Jan Palczewski, Jerzy Zabczyk, Portfolio diversification with Markovian prices, Probability and
Mathematical Statistics, 25 (1), 2005, 75-95

D2 Jan Palczewski, Lukasz Stettner, Impulsive control of portfolios, Applied Mathematics and Opti-
mization 56 (1), 2007, 67-103

D3 Jan Palczewski, Lukasz Stettner, Growth-optimal portfolios under transaction costs, Applicatio-
nes Mathematicae, 35, 2008, 1-31

D4 Georgios Aivaliotis, Jan Palczewski, Investment Strategies and Compensation of a Mean-Variance
Optimizing Fund Manager, European Journal of Operational Research, 234 (2), 2014, 561-570
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DS Jan Palczewski, Rolf Poulsen, Klaus Schenk-Hoppé, Huamao Wang, Dynamic Portfolio Opti-
mization with Transaction Costs and State-Dependent Drift, European Journal of Operational
Research, 243 (3), 2015, 921-931

Praca [D1] nie weszta w sktad rozprawy doktorskiej. Motywacja do badan byta praca [57], w
ktérej bada si¢ problem Sledzenia benchmarku inwestycyjnego na rynku finansowym przy statych i
proporcjonalnych kosztach transakcji. Problemy tego typu byly przedmiotem badai wielu naukow-
coéw, np. [40, 13]. My uogdlniamy dynamike poza geometryczny ruch Browna i rozwazamy wigcej
niz jeden instrument ryzykowny. Pokazujemy najpierw istnienie i postaé rozwigzafi optymalnych.
Uzyskujemy jawne wyniki w przypadku jednego instrumentu ryzykownego, ktérego cena jest zadana
jako wyktadniczy proces Poissona formutujac nieréwnos¢ wariacyjna i dowodzac twierdzenie weryfi-
kacyjne. Konstruujemy rekurencyjny algorytm do znalezienia rozwiazania wspomnianej nieréwnosci
wariacyjnej przy statych kosztach transakcji. Trudno$¢ w znalezieniu rozwigzania wynika z faktu, ze
generator nie jest lokalny.

Praca [D2] weszta w sktad mojej rozprawy doktorskiej. Rozwazamy w niej problem optymalizacji
portfelowej z horyzontem nieskoriczonym na rynku z kosztami transakcji $cisle oddzielonymi od 0.
Funkcjonal ma posta¢ (3). Zaktadamy, ze ceny instrumentéw finansowych tworza wielowymiarowy,
staby proces Fellera. Dowdd ciagtoSci funkcji wartosci i istnienia optymalnej strategii wykorzystuje
technik¢ dyskretyzacji czasu, tak jak w [H1].

Praca [D3] dotyczy maksymalizacji funkcjonatu ergodycznego

R G gy
hfni)loféf TE {log(X7/X7)},

gdzie (X[ )+>0 to proces wartosci portfela inwestycyjnego odpowiadajacy strategii samofinansujace;j
7. Funkcjonal mierzy dtugoterminowy §redni (ergodyczny) logarytmiczny zwrot portfela. Model jest
w czasie dyskretnym z kosztami transakcji. Ceny akcji i czynniki ekonomiczne tworza proces Fel-
lera, podczas gdy same czynniki ekonomiczne sg jednostajnie geometrycznie ergodyczne. Stosujemy
metodg¢ znikajacego dyskonta (tak jak w [H5] ), ale ze stabszymi zatozeniami wynikajacymi z czasu
dyskretnego i szczegdlnego sposobu, w jaki sterowanie wptywa na proces bogactwa. W drugiej czesci
pracy rozwazamy model, w ktérym czynniki ekonomiczne sa tylko czgSciowo obserwowane.

W [D4] analizujemy strategie inwestycyjne wynikajace ze stosowania réznych systeméw wy-
nagrodzen dla zarzadzajacego funduszem inwestycyjnym, ktérego preferencje sa typu Markowitza,
tj. maja posta¢ E(Hp) — 0Var(Hr), gdzie Hy jest wynagrodzeniem otrzymanym w chwili 7" a
0 > 0 jest zwiazana z awersja do ryzyka. Funkcjonat ten, ze wzgledu na obecno$¢ wariancji, nie
spelnia warunku Bellmana i nie mozna do niego stosowa¢ standardowych metod sterowania stocha-
stycznego. Zamiast tego, opisujemy funkcje¢ warto$ci poprzez rozwiazania pomocniczych probleméw
sterowania stochastycznego. Pokazujemy, ze funkcje wartosci tych probleméw pomocniczych sg jed-
noznacznymi wielomianowo rosnacymi rozwigzaniami lepkosciowymi odpowiednich réwnaft HJB,
co pozwala nam udowodnié zbieznos$¢ schematéw numerycznych réznic skoiczonych. Korzystajac z
tych wynikéw, uzyskujemy rozwigzania numeryczne dla réznych schematéw wynagrodzeri i badamy
ich wplyw na wyniki zarzadzanych portfeli.

W [D5] tworzymy algorytmy numeryczne dla problemu inwestycyjnego z proporcjonalnymi kosz-
tami transakcji. Nasza metoda bazuje na drzewach dwumianowych adaptowanych dla przypadkéw
réznych struktur preferencji inwestora reprezentowanych przez funkcje dryfu (¢, s) w dynamice cen
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akcji dS; = u(t, St)Sidt + 0S;dW;. Nasze wyniki maja znaczenie zar6wno w dziedzinie metod nu-
merycznych, gdzie znajdujemy sposoby aby obliczenia byly wykonalne i szybkie; oraz w dziedzinie
ekonomii, gdzie zajmujemy si¢ wplywem preferencji inwestora na optymalne portfele i ich proces
bogactwa.

6.2 Statystyka i uczenie maszynowe

D6 Anna Palczewska, Jan Palczewski, Richard Marchese Robinson, Daniel Neagu, Interpreting ran-
dom forest models using a feature contribution method, Proceedings of IEEE IR12013, 112-119,
DOI: 10.1109/IR1.2013.6642461

D7 Anna Palczewska, Jan Palczewski, Richard Marchese Robinson, Daniel Neagu, Interpreting ran-
dom forest classification models using a feature contribution method, Integration of Reusable
Systems, Advances in Intelligent Systems and Computing, Volume 263, 2014, 193-218

D8 Andrzej Palczewski, Jan Palczewski, Theoretical and Empirical Estimates of Mean-Variance
Portfolio Sensitivity, European Journal of Operational Research, 234 (2), 2014, 402-410

D9 Btazej Miasojedow, Wojciech Niemiro, Jan Palczewski, Wojciech Rejchel, Asymptotics of Monte
Carlo maximum likelihood estimators, Probability and Mathematical Statistics, 36 (2), 2016,
295-310

D10 Btazej Miasojedow, Wojciech Niemiro, Jan Palczewski, Wojciech Rejchel, Adaptive Monte
Carlo Maximum Likelihood, Challenges in Computational Statistics and Data Mining, Studies
in Computational Intelligence, Volume 605, 2016, 247-270

D11 Richard L. Marchese Robinson, Anna Palczewska, Nathan Kidley, Jan Palczewski Comparison
of the Predictive Performance and Interpretability of Random Forest and Linear Models on
Benchmark Datasets, Journal of Chemical Information and Modeling, 57 (8), 2017, 1773-1792

D12 Jhonny Gonzalez, John Moriarty, Jan Palczewski Bayesian calibration and number of jump
components in electricity spot price models, Energy Economics, 65, 2017, 375-388

D13 Anna Palczewska, Jan Palczewski, Georgios Aivaliotis, f.ukasz Kowalik, RobustSPAM for in-
ference from noisy longitudinal data and preservation of privacy, 16th IEEE International
Conference on Machine Learning and Applications (ICMLA), 2017, 344-351, DOI: 10.1109
/ICMLA.2017.0-137

W pracach [D6] i [D7] opracowujemy metodologi¢ analizy modeli klasyfikacyjnych typu las lo-
sowy (‘random forest’) [11]. Nasze metody zostaty pdZniej niezaleznie zaimplementowane przez So-
erena H. Wellinga w pakiecie forestfloor [72] do jezyka programowania R. W [D11] stosujemy nasze
wyniki, aby uzyska¢ wglad w modele przewidujace wtasciwosci chemiczne zwiazkow na podstawie
informacji strukturalnych; celem jest zidentyfikowanie, ktére fragmenty zwiazku odpowiedzialne sa
za dana wtasno$¢ chemiczna (np. toksyczno$¢). Innym aspektem analizy danych zajmujemy si¢ w
pracy [D13]. Naszym celem jest wnioskowanie statystyczne na podstawie nieuporzadkowanych da-
nych ze znacznikami czasowymi, ktére, dodatkowo, obarczone sa btedem. Tego typu dane i problemy
z jakoScia tych danych pojawiaja si¢ zwykle w bazach danych zawierajacych wpisy dokonywane
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przez ludzi, takich jak elektroniczne karty zdrowia. Artykut obejmuje modelowanie probabilistyczne,
algorytmy i statystyke.

Przyblizenia Monte Carlo w obliczeniach estymatora najwigkszej wiarogodno$ci w modelach z
nieznanymi stalymi normujacymi i zmiennymi objasniajacymi sg badane w pracach [D9] i [D10].
Estymatory najwigkszej wiarygodnosci (ML) sa powszechnie stosowane w statystyce do szacowania
parametréw modeli. Jednak w przypadku wielu skomplikowanych modeli doktadne obliczenie takich
estymatoréw jest bardzo trudne lub niemozliwe. Takie problemy pojawiaja sig, jesli rozwazane gg-
stoSci prawdopodobienstwa znane sa tylko z doktadnoscia do statych normujacych, na przyktad w
losowych polach Markowa lub statystyce przestrzennej. Rozwazmy parametryczny model ze zmien-
nymi objasniajacymi

Pyl 0) = C(;g)f(y\x,@%

gdzie y € R? to zmienna objasniana, 2 € R’ jest zmienna objasniajaca, 6 € RP to parametr opisujacy
relacje miedzy y a z. Stata normujaca C(xz,0) = [ f(y|z,6)dy jest skomplikowana obliczeniowo
(na przyktad wymaga obliczenia wysoce wielowymiarowej calki). Estymatorem najwigkszej wiaro-
godnosci nazywamy maksymalizator 6* prawdopodobienistwa [ [, p(vi|xs, 0) , gdzie (x4, y;)i=1,...1 to
dostgpna prébka danych (obserwacja). Metody Monte Carlo Maximum Likelihood (MCML) przybli-
zaja stata normujaca (ktora jest funkcja zmiennych z i #) za pomoca odpowiedniej Sredniej z préby.
W [D9] dowodzimy asymptotycznej normalnosci estymatora, co umozliwia optymalny wybor liczby
probek Monte Carlo dla danej wielkoSci obserwacji i analiz¢ btgdéw estymacji. Nasze wyniki sg sil-
niejsze niz w [14]; stosujac inne metody dowodowe jesteSmy w stanie wyrazi¢ dokladng zalezno$é
migdzy wariancja estymatora, wielkoScia probki Monte Carlo i rozmiarem obserwacji. Nasz dowod
uog6lnia wyniki pracy [27] z tatwiejszego przypadku modeli z brakujacymi danymi do modeli ze
zmiennymi objasniajacymi. Usprawniamy nasze algorytmy w pracy [D10], gdzie wprowadzamy me-
tody adaptacyjne, ktére w trakcie estymacji dostosowuja rozktad prébek Monte Carlo w celu poprawy
doktadnosci estymatora.

Metody bayesowskie (podobne do teorii filtracji w analizie stochastycznej) sa stosowane w [D12]
celu estymowania parametréw modelu cen spot energii elektrycznej. Cena spot jest modelowana jako
suma n + 1 proceséw Ornstein’a-Uhlenbeck’a (OU):

x() = S i),
1=0

gdzie Y} jest gaussowskim procesem OU
dYp(t) = Ay (= Yo(t))dt + odW (t),  Yo(0) = yo,
i kazdy Y;, 7 > 1, jest skokowym procesem OU
dYi(t) = —\; Yi(t)dt + dLi(t), Yi(0—)=y;,i=1,...,n,

gdzie L; jest (by¢ moze niejednorodnym w czasie) ztozonym procesem Poissona. Gaussowski sktad-
nik jest odpowiedzialny za ‘normalne’ fluktuacje procesu cen, podczas gdy sktadniki poissonowskie
modeluja (rzadkie) skoki. Podobny model ale z n = 1 byl badany w [46], gdzie autorzy najpierw
rozdzielaja sygnat na skokowy i gaussowski (poprzez prosty filtr poziomowy), a pdZniej dokonuja
estymacji parametrow. Ze wzgledu na przyjeta metode ich estymatory sa obcigzone i stosuja si¢ tylko
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do modelu z n = 1. My natomiast projektujemy algorytm Markov Chain Monte Carlo (odpowied-
nik MCML), aby ustali¢ liczbg sktadnikéw skokowych i odpowiednie parametry bez koniecznos$ci
uprzedniej dekompozycji procesu ceny.

Praca [D8] powstata w wyniku moich zainteresowan praktycznymi problemami alokacji aktywow
i zaangazowania w projekt ‘Zarzadzanie rezerwami dewizowymi” zlecony przez Narodowy Bank
Polski. Zajmujemy si¢ w tej pracy ocena wptywu btedu estymacji parametrow zwrotow aktywow na
optymalne wagi portfelowe w modelu Markowitza. Otrzymujemy wyniki analityczne w przypadku
gaussowskim i metody bootstrapowe dla oszacowania tych efektow z rozktadéw empirycznych. Po-
dejscie Black’a-Litterman’a [39], zaprojektowane, migdzy innymi, w celu zminimalizowania tych
probleméw, jest badane w [51] i [52] (praca przyjeta do druku); zaproponowane algorytmy zaimple-
mentowane sg w pakiecie BLmodel [53] jezyka R.

6.3 Ekonomia matematyczna

D14 Klaus R. Schenk-Hoppé, Jan Palczewski, From Discrete to Continuous Time Evolutionary Fi-
nance Models, Journal of Economic Dynamics and Control, 34 (5), 2010, 913-931

D15 Klaus R. Schenk-Hoppé, Jan Palczewski, Market Selection of Self-financing Strategies in Con-
tinuous Time, Journal of Mathematical Economics, 46 (2), 2010, 248-266

D16 Daniel Ladley, Terje Lensberg, Jan Palczewski, Klaus R. Schenk-Hoppé, Fragmentation and
stability of markets, Journal of Economic Behavior & Organization, 119, 2015, 466-481

D17 Jan Palczewski, Klaus R. Schenk-Hoppé, Tongya Wang, Itchy Feet vs Cool Heads: Flow of
Funds in an Agent-Based Financial Market, Journal of Economic Dynamics and Control, 63,
2016, 53-68

Artykuty te dotycza modeli rynkowych, w ktérych ceny aktywéw sa nie sa podane z zewnatrz,
lecz wynikaja z dziatan uczestnikéw rynku i réwnowazenia popytu i podazy (tzw. modele cen endo-
genicznych).

Prace [D14] i [D15] sa teoretyczne. Klasycznie ewolucyjne modele finansowe z cenami endo-
genicznymi formutuje si¢ w czasie dyskretnym (patrz [24]). [D14] znajduje graniczny model, kiedy
odlegtos¢ migdzy kolejnymi krokami czasowymi w modelu dyskretnym zbiega si¢ do 0. Twierdzenie
2 pokazuje istnienie i jednoznaczno$¢ rozwiazan dla modelu granicznego, rownanie (11) w [D14].
Zbieznos¢ jest dowodzona w twierdzeniu 3. Model ciagly jest badany w pracy [D15], gdzie wypro-
wadzamy wyniki dotyczace asymptotycznej dynamiki (wzglednego) majatku uczestnikéw rynku i
cen aktywow dla strategii inwestycyjnych o statych wagach (‘constant proportions strategies’), zob.
twierdzenia 11 2.

Umiejetnosci i wiedza sa wysoko wynagradzane w praktyce finansowej, ale w duzej mierze sa
ignorowane w teoretycznych modelach rynkéw finansowych. W [D16] budujemy model, w ktérym
inwestorzy nabywaja umiejetnosci wyceny aktywéw (instrumentéw pochodnych) w wyniku gry na
rynkach finansowych. Interesuje nas zrozumienie zwiazku migdzy centralizacja rynkéw, rozktadem
umiejetnosci w populacji i odpornoscia rynkéw. W przeciwienistwie do modeli, ktére nie uwzgledniaja
umiejetnosci, stwierdzamy, ze centralizacja rynkéw moze prowadzi¢ do zmniejszenia stabilno$ci cen
i mniejszej odpornosci na zaburzenia i wstrzasy rynkowe, poniewaz zwigksza, w stanie rownowagi,
udzial inwestoréw nie posiadajacych wystarczajacych umiejetnosci. Inny model obliczeniowy jest
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badany w [D17]. Laczy on podejscie oparte na dyskretnym wyborze z modelowania agentowego, w
ktérym caty kapital jest mobilny (fundusze przechodza migdzy strategiami inwestycyjnymi bazujac
na ich historycznych wynikach), a ewolucyjnymi modelami finansowymi, w ktérych caty wzrost jest
endogeniczny (ceny aktywow zaleza od popytu i podazy na rynku). Badamy wplyw wielkoSci tego
przepltywu funduszy na dynamike rynku, w szczegdlnosSci na zmienno$¢ cen i udziat tzw. ‘noise tra-
ders’.
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