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1. WSKAZANE OSIAGNIECIA HABILITACYJNE

Wskazanym osiagnigciem jest cykl 5 prac zatytulowany:
Sredni wymiar i jego zastosowania w dynamice topologicznej
1.1. Lista prac zawierajacych wskazane osiagniecia.

[HAB1] Yonatan Gutman and Masaki Tsukamoto. Mean dimension and a sharp embedding theorem:
extensions of aperiodic subshifts. Ergodic Theory Dynam. Systems, 34:1888—1896, 2014.

[HAB2] Yonatan Gutman. Mean dimension and Jaworski-type theorems. Proceedings of the London
Mathematical Society, 111(4):831-850, 2015.

[HAB3] Yonatan Gutman, Elon Lindenstrauss, and Masaki Tsukamoto. Mean dimension of Z*-actions.
Geom. Funct. Anal., 26(3):778-817, 2016.

[HAB4] Yonatan Gutman. Takens embedding theorem with a continuous observable. In Ergodic the-
ory - Advances in dynamical systems., pages 134—141. Walter de Gruyter GmbH & Co KG, 2016.

[HABS5] Yonatan Gutman. Embedding topological dynamical systems with periodic points in cubical shi-

fts. 27 stron. Praca przyjeta do druku w Ergodic Theory Dynam. Systems (2017). doi: 10.1017/etds.2015.40.

W przypadku prac wspétautorskich [HAB1, HAB3] wkiad kazdego wspotautora nalezy traktowac
mniej wigcej rowny. Odpowiednie oSwiadczenia zostaty dotaczone do wniosku.

1.2. Inne wyniki naukowe uzyskane po doktoracie.

Publikacje napisane po doktoracie niewchodzace w sklad osiagnigcia habilitacyjnego (w chronologii



rosnacej dat ukazania si¢ artykutu):

(1) Eli Glasner and Yonatan Gutman. The universal minimal space for groups of homeomorphisms
of h-homogeneous spaces. In Dynamical Systems and Group Actions, volume 567 of Contemp.
Math., pages 105-118. Amer. Math. Soc., Providence, RI, 2012.

(2) Yonatan Gutman and Hanfeng Li. A new short proof for the uniqueness of the universal minimal
space. Proceedings of the American Mathematical Society, 141(1):265-267, 2013.

(3) Eli Glasner and Yonatan Gutman. Minimal hyperspace actions of homeomorphism groups of h-
homogeneous spaces. Journal d’Analyse Mathématique, 119(1):305-332, 2013.

(4) Lewis Bowen and Yonatan Gutman. Nonabelian free group actions: Markov processes, the abramov—
rohlin formula and yuzvinskii’s formula—corrigendum. Ergodic Theory and Dynamical Systems,
33(02):643-645, 2013.

(5) Lewis Bowen and Yonatan Gutman. A juzvinskii addition theorem for finitely generated free
group actions. Ergodic Theory and Dynamical Systems, 34(01):95-109, 2014.

(6) Tomasz Downarowicz, Yonatan Gutman, and Dawid Huczek. Rank as a function of measure.
Discrete Contin. Dyn. Syst., 34:2741-2750, 2014.

(7) Yonatan Gutman and Lionel Nguyen Van Thé. On relative extreme amenability. Sci. Math. Jpn.,
28:133-141, 2015.

(8) Yonatan Gutman and Masaki Tsukamoto. Embedding minimal dynamical systems into hilbert
cubes. Praca w recenzji. http://arxiv.org/abs/1511.01802, 2015.

(9) Yonatan Gutman, Freddie Manners, and Péter P. Varju. The structure theory of nilspaces I. Praca
w recenzji. arxiv.org/abs/1605.08945, 2016.

(10) Yonatan Gutman, Freddie Manners, and Péter P. Varjd. The structure theory of nilspaces II: Re-
presentation as nilmanifolds. Praca w recenz;ji. arxiv.org/abs/1605.08948, 2016.

(11) Yonatan Gutman, Freddie Manners, and Péter P. Varju. The structure theory of nilspaces III: In-

verse limit representations and topological dynamics. Praca w recenzji. arxiv.org/abs/1605.08950,
2016.

1.3. Wstep.

Sredni wymiar jest niezmiennikiem uktadéw dynamicznych wprowadzonym przez Gromowa w [Gro99].
Analogicznie do entropii topologicznej, ktdra jest miarg liczby bitéw na jednostke czasu potrzebnych do
opisania punktu w systemie, Sredni wymiar jest miarg liczby parametréw na jednostke czasu. Podsta-
wowy przyktad stanowi dziatanie przesunigcia (shiftu) na kostce Hilberta [0, 1]Z, ktérego Sredni wymiar
wynosi 1. Uktad ten ma nieskoficzony wymiar i nieskonczong entropi¢ topologiczna, jednak Sredni
wymiar jest przydatnym niezmiennikiem numerycznym dla tak duzych uktadéw dynamicznych.

Teoria §redniego wymiaru zostata rozwinigta i systematycznie zbadana przez Lindenstraussa i Weissa
w [LWO0O0]. Znalazta juz zastosowania w badaniach nad odwzorowaniami holomorficznymi ([Gro99,
Gou08, MT15]), C*-algebrami ([EN14, Phil6]) i automatami komérkowymi ([CSC10]), a takze w dy-
namice topologicznej ([LWO0O0, Lin99, Gutl1, HAB1, LT12, HAB2, HAB3, GT15, HABS]), dynamice
symbolicznej ([BD04, Gutl1]) 1 fizyce matematycznej([Gro99, MT11, HAB4, HABS]). Znakomite
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opracowanie teorii Sredniego wymiaru z perspektywy teorii wymiaru znajduje si¢ w monografii [Coo05]
(angielskie ttumaczenie: [Cool5]).

Niniejszy autoreferat dotyczy przed wszystkim zastosowan Sredniego wymiaru w dynamice topolo-
gicznej, ale przedstawi réwniez pewne zastosowania w fizyce matematycznej.

1.4. Pojecia wstepne.

Dynamika topologiczna zajmuje si¢ badaniem ciagtych dziatan G x X — X grup topologicznych Haus-
dorffa (zwykle metrycznych) G przestrzeniach zwartych Hausdorffa (zwykle metrycznych) X. Parg
(G,X) nazywa si¢ topologicznym ukladem dynamicznym, a X nazywa si¢ G-ukladem. Domknigty,
G-niezmienniczy podzbiér X nazywa si¢ podukladem. G-uklad X nazywany jest minimalnym, jesli X
i 0 sa jego jedynymi poduktadami (G,X). G-uktad X nazywa sig¢ aperiodycznym', jesli réwno$é gx = x
dla pewnego x € X implikuje g = Id. Morfizm migdzy dwoma uktadami dynamicznymi (G,X) i (G,Y)
jest zadany przez ciagte odwzorowanie ¢ : X — Y, ktére jest zgodne z dynamika G (czyli ¢(gx) = g (x)
dla wszystkich x € X i g € G). Jesli ¢ jest suriekcja, @ (a czasem rowniez X ) nazywa si¢ rozszerze-
niem, a Y nazywa si¢ faktorem of X. Jesli ¢ jest iniekcja, nazywa si¢ je zanurzeniem. Uktady (G, X)
i (G,Y) nazywa si¢ izomorficznymi, jesli ¢ jest bijekcja. Stosujemy tez notacje (X,7), gdy T : X — X
jest odwzorowaniem cigglym (nie musi by¢ iniekcja ani suriekcja), a pare (X,7) nazywamy uktadem
dynamicznym (z niewielkim naduzyciem notacji).

1.5. Problem zanurzenia dla topologicznych ukladéw dynamicznych i $redni wymiar.

Zgodnie z terminologia stosowana w [Lip09], przy danej klasie uktadow dynamicznych 4 uktad
U € € nazywa si¢ uniwersalnym dla &, jesli kazdy element € jest izomorficzny z pewnym podu-
ktadem U. Zgodnie z klasyczng teoria wymiaru Mengera-Noblinga ([HW41, tw. V.2]), (2d + 1)-
wymiarowa kostka Epgy 2 [0,1]??*! jest uniwersalna dla klasy przestrzeni metrycznych o wymiarze
< d (w sensie wymiaru pokryciowego Lebesgue’a). Naturalnym odpowiednikiem dynamicznym kostki
d-wymiarowej E; wydaje si¢ rozwazenie przesunigcia (dziatania shiftowego) na kostce d-wymiarowe;j,
E; = (([0,1)7),0), gdzie odwzorowanie ¢ zadane jest jako 6 ((x;)icz) = (Xi+1)iez, czyli

(. ey X2,X1,X0,X1,X2,.. ) E) ( <o X—1,X0,X1,X2,X3, .. )

Pytamy zatem, dla jakiej klasy topologicznych uktadéw dynamicznych przesunigcie na kostce d-wymiarowe]
jest uktadem uniwersalnym. Trywialng obserwacja jest, ze przesuniecie na kostce co-wymiarowej

(([o,1¥ )Z, shift) jest uktadem uniwersalnym dla wszystkich topologicznych uktadéw dynamicznych,
wprowadzamy wigc pojgcie wymiaru zanurzeniowego:

edim(Z,X) = min{d € NU{eo}|(Z,X) < (([0, 1]%)Z, shift)

Jest to minimalna warto$¢ d, przy ktorej istnieje ciagte i zgodne z dynamika zanurzenie (Z,X) w prze-
sunigciu na kostce d-wymiarowej. Innymi stowy {(Z,X)| edim(Z,X) < d} jest maksymalna klasg topo-
logicznych uktadéw dynamicznych, dla ktérej uktad [E; jest uniwersalny.

Wymiar zanurzeniowy mozna interpretowaé jako topologiczny odpowiednik poje¢é pojawiajacych sig
w miarowych uktadach dynamicznych. Niech (X, %, u, T) bedzie odwracalnym uktadem zachowujacym
miarg. Funkcja mierzalna P: X — {1,2,...,m} jest nazywana rozbiciem generujqcym, jesli odwzorowa-
nie Ip(x) £ (P(T*(x)))rez, x € X prawie na pewno rozdziela punkty. Podobnie funkcje ciagta f : X —
[0,1]¢ nazwiemy generatorem topologicznym, jesli odwzorowanie orbitalne I(x) = (f(T*(x)))iez.
x € X rozdziela punkty. Zauwazmy, ze d = edim(Z,X) jest minimalng wartoscia d, dla ktérej istnieje
generator topologiczny f : X — [0,1]¢. Zgodnie z twierdzeniem Kriegera o generatorze ([Kri70]) jesli
uktad (X, 2,1, T) jestergodyczny i hy (T) < log(d), to istnieje rozbicie generujace ztozone z d elemen-
tow.

OczywiScie zbior punktow okresowych moze uniemozliwia¢ zanurzenie uktadu dynamicznego w
przesunigciu na kostce: na przyktad jesli zbiér punktéw statych uktadu (Z,X) ma wymiar ostro wigkszy

1Niekt(’)rzy autorzy nazywaja takie uktady wolnymi.
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niz 1, to oczywiscie edim(Z,X) > 1. Doktadniej, niech P,, = {x € X|31 < ¢ < m, T*x = x} oznacza
zbiér punktéw o okresie < m. WprowadZmy wymiar okresowy jako wektor nieskoficzony
dim(P,,)

perdim(Z,X) = ( )meN'

Jest to oczywiScie topologiczny niezmiennik dynamiczny. Niech d > 0. Piszemy perdim(Z,X) <
d (lub odpowiednio perdim(Z,X) < d), jesli dla kazdego m € N, perdim(Z,X)|,, < d (odpowiednio
perdim(Z,X)|,, < d). Latwo zauwazy¢, ze perdim(Z,X) < edim(Z,X) dla kazdego topologicznego
uktadu dynamicznego (Z,X).

W pierwszej chwili mogtoby wydawac sig, ze punkty okresowe stanowig jedyna przeszkod¢ w moz-
liwoSci zanurzenia w przesunigciu na kostce. Przestanka w tym kierunku jest klasyczne twierdzenie
Kakutaniego-Bebutowa, ktore méwi, ze R-przestrzen X mozna zanurzy¢ w przestrzeni funkcji ciagtych
na R ( z topologia zwarto-otwarta), jesli zbiér punktéw okresowych mozna zanurzy¢ w R (patrz [Kak68]
i [Aus88, rozdziat 13]). Juz w latach 70. XX wieku Auslander zadal pytanie, czy dowolny minimalny
uktad dynamiczny (Z,X) mozna zanurzyé w przesunigciu na kostce 1-wymiarowej E;. W [Jaw74]
Jaworski wykazat, ze dowolny aperiodyczny, skoficzenie wymiarowy topologiczny uktad dynamiczny
(Z,X) mozna zanurzy¢ w |, co dawalo nadziej¢ na odpowiedZ pozytywna. Mimo to 26 lat pézniej
Lindenstrauss 1 Weiss w pracy [LWO0O0] udzielili odpowiedzi negatywnej, postugujac si¢ nowym nie-
zmiennikiem, jakim byt §redni wymiar. Przypomnijmy jego definicje w kontekscie dziatari Z*2.

Niech (X,d) bedzie zwarta przestrzeniag metryczna. Niech Y bedzie przestrzenia topologiczna, a
f:X — Y — odwzorowaniem ciaglym. Dla € > 0 odwzorowanie f nazywa si¢ €-zanurzeniem, je-
§li diamf~!(y) < & dla wszystkich y € Y. Okreslmy widimg(X,d) jako najmniejsza liczbe catkowita
n > 0, przy ktorej istnieje n-wymiarowy kompleks symplicjalny P i €-zanurzenie f : X — P. Wymiar
pokryciowy Lebesgue’a jest zdefiniowany jako

dim(X,d) = supwidimg (X, d).
e>0
Mozna udowodnié, ze dim(X) zalezy tylko od topologii X, wigc przy kazdej réwnowaznej metryce
otrzymamy tg sama wartosc.
Ustalmy k € N. Da dodatniej liczby catkowitej N niech [N]* = {0,1,2,...,N — 1}¥ C Z*. Niech
(Z*,X) bedzie topologicznym uktadem dynamicznym. Okreslmy nowa metryke d vk na X jako

(11) d[N]"(-x?y) = Ssup d(gx7gy)
g€[NJ

Mozemy teraz zdefiniowaé §redni wymiar mdim(Z*,X) jako’:

£—0 \ N—oo

1
mdim(Z*, X) = lim (lim —kwidimg(X,d[N]k)) .

Nietrudno jest zauwazy¢, ze mdim(([0, 1]d)Zk,shift) =d, i ze jesli Y C X jest domknigtym zbiorem
ZK-niezmienniczym, to mdim(Z¥,¥) < mdim(Z*,X). Lindenstrauss i Weiss skonstruowali* minimalny
topologiczny uktad dynamiczny (Z,X), taki ze mdim(Z,X) > 1 co oznacza, ze uktadu tego nie mozna
zanurzy¢ w uktadzie (([0,1]1)Z, shift).

Z drugiej strony Lindenstrauss udowodnit w [Lin99] zaskakujacy wynik, ze jesli X jest uktadem mi-
nimalnym lub rozszerzeniem aperiodycznego uktadu minimalnego i mdim(Z,X) < cd, przy ¢ = %, to
(Z,X) mozna zanurzyé¢ w uktadzie (([0,1]¢)%,shift). W zwiazku z tym Lindenstrauss postawit nowe
naturalne pytanie [Lin99, p. 229]:

Pytanie 1.1. (Lindenstrauss)

2Deﬁnicje; mozna w naturalny sposob rozszerzy¢ na przypadek dziatan grup ze Srednia, korzystajac przede wszystkim z
lematu Ornsteina-Weissa dla funkcji podaddytywnych ([LWOO, dodatek]). Hanfeng Li [Lil3] rozszerza definicj¢ Sredniego
wymiaru jeszcze dalej, na przypadek dziatan grup soficznych.

3Mozna wykazaé, ze granica po N istnieje, i ze mdim(X,Z¥) zalezy tylko od topologii X (patrz [LW00]).

47a pomoca tej samej techniki mozna dla kazdego r € [0, 0] skonstruowaé¢ minimalny topologiczny uktad dynamiczny
(Z,X), dla ktérego mdim(Z,X) = r.



“Innym ciekawym, otwartym pytaniem jest problem maksymalnej wartosci statej c, przy
kiorej mdim(X, T) < cN implikuje mozliwos¢ zanurzenia (X, T) w uktadzie (([O, 1V )Z : shift) :
Udato nam sig ustalié, e ¢ > 1/36.”

Rozszerzajac to pytanie na ogdlne topologiczne uktady topologiczne (w szczegdlnosci dopuszczajac
istnienie punktow okresowych) w pracy [LT14] Lindenstrauss i Tsukamoto postawili hipotezg, ze jedyne
przeszkody w mozliwoSci zanurzenia w przesunigciu na kostce sa zwiazane ze Srednim wymiarem i z
wymiarem okresowym, a doktadniej:

Hipoteza 1.2. (Lindenstrauss i Tsukamoto) Niech d € N. Jesli mdim(Z,X) < ‘71 i perdim(Z,X) < ‘71, to
uktad (Z.,X ) mozna zanurzyé w uktadzie (([0,1]4)%, shift) (edim(Z,X) = d).

Hipoteza jest ostra (nawet w wersji ograniczonej do okreslonych klas uktadéw) w tym sensie, ze
mozna znaleZ¢ przyktady, dla ktérych state podane w hipotezie sa optymalne:

e Flores w pracy ([Flo35]) pokazuje, ze dla kazdego n € N, istnieje skoficzenie wymiarowy topolo-
giczny uktad dynamiczny (X,,1d), taki ze 2n+ 1 = edim(X,,,1d) > 2 perdim(X,,,Id) =2dim(X,,) =
2n.

e Zgodnie z [Gutl1, sekcja 1.8], dla kazdego n € N istnieje topologiczny uktad dynamiczny (Y,,T,,),
taki ze 2n+ 1 = edim(Y,, 7)) > 2mdim(Y,,T,) = 2n.

e Zgodnie z [LT14, twierdzenie 1.3], dla kazdego n € N, istnieje minimalny topologiczny uktad
dynamiczny (Z,,T,), taki ze edim(Z,,T,) > 2mdim(Y,,T,,) = n.

e Zgodnie z [HAB1, STWIERDZENIE 1.9], dla kazdego n € N i aperiodycznego zerowymiarowego
topologicznego uktadu dynamicznego (W, S), istnieje rozszerzenie (W,, T,,) — (W, S), dla ktérego
edim(W,,T,) > 2mdim(W,,T,) = n.

Nalezy jednak zwrdci¢ uwage, ze warunki postawione w hipotezie Lindenstraussa-Tsukamoto nie sa
konieczne, tzn. istnieja uktady, dla ktérych ‘71 <mdim(Z,X) <d i/lub ‘71 < perdim(Z,X) < d, a mozna
zanurzy¢ uktad (Z,X) w uktadzie (([0, 1]9)%, shift). Przyktadem jest uktad (Z,X) = (([0,1]¢)%, shift).
Hipoteza w dalszym ciagu jest otwarta i jej pelne rozstrzygnigcie wydaje si¢ trudnym problemem.
OtrzymaliSmy jednak wyniki czg¢sciowe, ktére mozna podzieli¢ na dwa rodzaje:
e Dowody prawdziwosci hipotezy dla pewnych klas uktadéw dynamicznych;
lub

e Dowody stwierdzen o uniwersalnosci, tzn. twierdzen postaci ,Jesli (Z,X) € €, mdim(Z,X) <
c1d i perdim(Z,X) < cd, to edim(Z,X) < d + k" dla pewnej klasy topologicznych uktadéw
dynamicznych % oraz statych cy, ¢,k zaleznych tylko od %

Wyniki te wymagaja roznych technik, ktére zostang omdéwione dalej. Przedstawmy podsumowanie
otrzymanych wynikow:
We wspdlnej pracy autora 1 Masaki Tsukamoto udowodniono nastgpujace wyniki:

Twierdzenie 1.3. (/[HAB1, WNIOSEK 1.8]) Niech d € N. Niech (Z,X) bedzie rozszerzeniem aperio-
dycznego poduktadu ({1,2,...,1}7 shift). Jesli mdim(Z,X) < ‘71, to uktad (7,X) mozna zanurzy¢ w

uktadzie (( [0, l]d)Z,shift>. Oznacza to, Ze hipoteza Lindenstraussa-Tsukamoto jest prawdziwa przy
tych zatozeniach.

Twierdzenie 1.4. ([HAB1, WNIOSEK 1.7]) Niech d € N. Niech (7,X ) bedzie rozszerzeniem aperiodycz-
nego uktadu zerowymiarowego. Jesli mdim(Z,X) < d /2, to uktad (Z,X) mozna zanurzy¢ w uktadzie

(([0, 1en?, shift).
W pracy [HAB2] udowodniono nastgpujace twierdzenie:

Twierdzenie 1.5. ([HAB2, TWIERDZENIE 8.1]) Niech d € N. Jesli przestrzeri X jest skoriczenie wymia-
rowa i perdim(Z,X) < 4, to uktad (Z,X) mozna zanurzy¢ w uktadzie (([0,1]4)Z, shift). Oznacza to, ze
hipoteza Lindenstraussa-Tsukamoto jest prawdziwa przy tych zatoZeniach’.

JSkoficzony wymiar X oznacza, ze mdim(Z,X) = 0 ([LW00]).
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Twierdzenie 1.6. (/[HAB2, TWIERDZENIE 9.1]) Niech d € N. Niech (7,X) bedzie rozszerzeniem ape-
riodycznego, skoriczenie wymiarowego topologicznego uktadu dynamicznego. Jesli mdim(Z,X) < %, to
uktad (Z.,X ) mozna zanurzyé w uktadzie (([0,1]411)7, shift).

Niech (G,X) i (G,Y) beda topologicznymi uktadami dynamicznymi. Niech R C X bedzie podzbiorem
G-niezmienniczym (niekoniecznie domknigtym). Odwzorowanie ciagle ¢ : R — Y zgodne z dynamika
G nazywa si¢ immersja, jesli jest roznowartoSciowe. Nalezy zauwazy¢, ze ¢ nie musi by¢ zanurzeniem
topologicznym. W pracy [HAB2] udowodniono twierdzenie, ktére mozna nazwac ,,potowa” hipotezy
Lindenstraussa-Tsukamoto (patrz tez sekcja 1.6 nizej):

Twierdzenie 1.7. ([Gutl5, twierdzenie 4.1]) Zatézmy, Ze perdim(Z,X) < % dla pewnego d € N i niech
P(X) bedzie zbiorem punktow okresowych. Zbior odwzorowan ciggtych f : X — [0, l]d, dla ktorych
Ir = (f(T*(x))kez : (P(X),T) < (([0,1)%)Z, shift) nie jest immersja, jest zbiorem pierwszej kategorii
w C(X,[0,1]9).

W [HABS5] udowodniono nastgpujacy wynik:

Twierdzenie 1.8. ([HABS, TWIERDZENIE 7.1]) Niech d € N i zatoimy, ze (Z,X) jest rozszerzeniem
aperiodycznego topologicznego uktadu dynamicznego, ktory jest skoriczenie wymiarowy lub ma prze-
liczalnie wiele minimalnych poduktadow. Jesli mdim(Z,X) < %, to uktad (Z,X) mozina zanurzy¢é w
uktadzie (([0,1]4)%, shift).

Niech (Z,X) bedzie topologicznym uktadem dynamicznym. Punkt x € X nazywamy niewedrujacym,
jesli dla kazdego zbioru otwartego x € U i kazdego N > 1 istnieje k > N, takie ze U NT ~*U # 0. Zbiér
niewedrujacy Q(X) to zbidr wszystkich punktéw niewedrujacych. Zauwazmy, ze Q(X) jest zbiorem
niepustym, domknigtym i Z-niezmienniczym.

Twierdzenie 1.9. ([HABS, TWIERDZENIE 7.3]) Niech (Z,X) bedzie topologicznym uktadem dynamicz-
nym, takim Ze zbior Q(X) jest skoriczenie wymiarowy, zbior punktéw okresowych P(X) jest domknigty i
perdim(Z,X ) < %. Wowczas uktad (7,X) mozna zanurzyé w uktadzie (([0,1]4)%, shift). Oznacza to, ze
hipoteza Lindenstraussa-Tsukamoto jest prawdziwa przy tych zatozeniach®.

Wreszcie w niedawnej pracy napisanej wspOlnie z Masaki Tsukamoto i dostgpnej jako preprint za-
mieszczono odpowiedZ na pytanie 1.1:

Twierdzenie 1.10. (/GT15, twierdzenie 1.4]) Niech d € N. Niech (Z,X) bedzie rozszerzeniem aperio-
dycznego uktadu minimalnego. Jesli mdim(Z,X) < d/2, to uktad (Z,X) mozna zanurzy¢ w uktadzie
<([0, 1]d)Z , shift). Oznacza to, Ze hipoteza Lindenstraussa-Tsukamoto jest prawdziwa przy tych zatoZe-

niach.

1.6. Maszyneria twierdzenia Baire’a o kategorii.

Dowody wszystkich wynikéw wymienionych wyzej korzystaty z twierdzenia Baire’a o kategorii. Cia-
gte odwzorowanie f: X — [0,1]¢ indukuje ciagte odwzorowanie zgodne z dynamika Z: Ir: (Z,X) —
(([0, 1]4)%, shift) zadane wzorem x — (f(T*x))iez. Jest ono nazywane odwzorowaniem orbitalnym.
Co wigcej, kazde ciagte odwzorowanie faktorujace 7 : (Z,X) — (([0,1]9)7%, shift) powstaje w ten sposéb
przy uzyciu odwzorowania 7 : X — [0, 1], czyli rzutowania na zerowa wspéhzedna. Oznacza to, ze
godna uwagi jest przestrzen funkcji ciagtych C(X, [0, 1]¢). Przy odpowiednich zatozeniach zamiast jaw-
nie konstruowaé funkcje f € C(X,[0,1]¢), dla ktdrej odwzorowanie I : (Z,X) < (([0,1]9)Z, shift) jest
zanurzeniem, pokazuje sig, ze wiasno$¢ ,, I : (Z,X) < (([0, 1]9)Z, shift) jest zanurzeniem” jest typowa’
w C(X,[0,1]%) (ale bez wskazywania konkretnego zanurzenia). Dla wigkszej precyzji wprowadzmy na-
stepujaca definicje: Niech f € C(X,[0,1]¢) i niech K C (X x X)\ A bedzie zbiorem zwartym, gdzie
A = {(x,x)|x € X} oznacza przekqtnq X x X. Méwimy, ze odwzorowanie Iy jest K-zgodne, jesli dla

%Mozna pokazad, ze przy tych zatozeniach mdim(Z,X) = 0.
TZbiér w przestrzeni topologicznej nazywany jest typowym, jesli jego dopelnienie jest zbiorem pierwszej kategorii, tzn.
sumg przeliczalnej rodziny zbioréw nigdziegestych.
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kazdych (x,y) € K, Ir(x) # I¢(y), lub réwnowazne jesli dla kazdych (x,y) € K istnieje takie n € Z, ze
f(T"x) # f(T"y). Okreslmy

Dk = {f € C(X,[0,1]%)|I} jest K — zgodne }

Nietrudno pokazaé, ze D jest zbiorem otwartym w (C(X,[0,1]9),]| - ||-), gdzie || - || 0znacza metryke
supremunm, 2 suprex||f(x) — g(x)|| (HAB2, LEMAT A.2]). Przy odpowiednich zatozeniach
o (Z,X) mozna pokazaé, ze dla kazdych (x,y) € (X x X) \ A istnieje zbior otwarty U CU C (X x X)\ A,
taki ze (x,y) € U, a zbiér Dy jest gesty® w (C(X,[0,1]9), || -||-). Przestrzefi X x X spetnia drugi aksjo-
mat przeliczalnoSci, wigc kazda jej podprzestrzeii ma wlasno$¢ Lindelofa, czyli z kazdego pokrycia
otwartego mozna wybra¢ podpokrycie przeliczalne. Dzigki temu mozna pokry¢ zbiér (X x X) \ A prze-
liczalng rodzing zbioréw domknigtych Uy,Us,..., dla ktérych Dy =~ jest zbiorem otwartym 1 gestym
(C(X,]0,1]9),|| - ||) dla wszystkich m. Na mocy twierdzenia Baire’a o kategorii ([Kec95, twierdzenie
8.4]) przestrzeni (C(X,[0,1]9),]|-||) jest przestrzenia Baire’a, czyli taka przestrzenia topologiczna, w
ktérej dopetnienia zbioréw pierwszej kategorii sa zbiorami gestymi. Oznacza to, ze zbi6r (,,—; Dy jest
gesty w (C(X,[0,1]9),|| -||). Kazda funkcja f € Mo, Dy jest Upy-zgodna dla wszystkich m jedno-
czesnie, a wigc daje zanurzenie I7 : (Z,X) < (([0, 1]9)Z, shift).

1.7. Dowéd twierdzenia Jaworskiego.

Aby lepiej wyjasni¢ sposoby dowodzenia wynikéw na temat zanurzef,, oméwimy w skrécie najprost-
szy przypadek: dowdd twierdzenia Jaworskiego ([Jaw74], patrz tez [HAB2, STWIERDZENIE 8.2]).
Zgodnie z tym twierdzeniem jesli uktad (Z,X) jest skoficzenie wymiarowy i nie ma punktéw okre-
sowych, mozna go zanurzyé w uktadzie [0,1]% z dziataniem shiftowym. Zgodnie z wczesniejszymi
uwagami wystarczy pokazac, ze dla kazdej pary réznych punktéw x,x; € X istnieja domknigte otocze-
nia A; O x;, takie ze zbior

(1.2) {f € CX,[0,1])[ 17 (A1) N 1f(A2) = 0}

jest gesty w przestrzeni (C(X, [0, 1]),|] - ||) -
Ustalmy liczbg naturalng N > 2dim(X). Poniewaz X nie ma punktéw okresowych, mozemy znalez¢
J1 < ja <--- < jN, takie ze wsréd 2N punktéw

T/'xy,...,T'Nx;, T xp,..., T'"x,

zadne dwa nie pokrywaja si¢ (jesli x, = T"x; dla pewnego m, mozemy przyjac¢ O,m+1,2(m+1),...,(N—
1)(m+ 1); w przeciwnym razie przyjmujemy 0,1,2,...,N — 1.) Istnieja otoczenia U; punktéw x;, takie
ze zbiory T/*U; (1 <n < N,i = 1,2) sa parami rozlaczne Przejdzmy teraz do domknigtych otoczen
A; C U; punktéw x;. Niech ¢ : X — [0,1] bedzie taka funkcja ciagla, dla ktérej ¢ = 1 na sumie 2N
zbioréw postaci T/7A;, i ktéra jest réwna zero poza suma zbioréw T/2U;. Rozwazmy dowolng funk-
cje f € C(X,[0,1]) i 6 > 0. Warunek N > 2dimX implikuje, ze ryopwe odwzorowania ciaglte z X w
[0, I]N sq zanurzeniami topologicznymi ( [HW41, twierdzenie V.2]). Mozemy zatem znaleZ¢ zanurzenie
F:X —[0,1]V, takie ze odlegtos¢ w £ miedzy ciagami F(x) i (f(T/"x))1<n<n jest mniejsza niz § dla
wszystkich x € X.
Zdefiniujmy ciagte zaburzenie g funkcji f nastepujaco: jesli x € T/U; dla pewnych n oraz i, to

g(x) = (1= @(x))f(x) + @(x)F (T ~/x)y.
W przeciwnym razie niech g(x) = f(x). W ten sposéb |g(x) — f(x)| < 8,adlax € A} UA;

(&(Tx), ..., g(Tx)) = F ().
Tym samym warunek I(y;) = I(y;) dlay; € Aj iy, € Ay, implikuje F(y;) = F(y2), co jest niemozliwe,
gdy F jest zanurzeniem. Stad wniosek, ze g ma zadana wlasnos¢ I,(A1) N1z (A2) = 0. Daje to gestos¢ w
(1.2), co koniczy dowdd.
Powyzszy dowdd sktada si¢ z trzech istotnych krokow:

(1) Znalezienie dobrych fragmentéw T/'xq,...,T/VNx; i T/ixs,..., T/Nx, orbit punktéw x; i x».

8Wykazanie gestosci jest zazwyczaj wysoce nietrywialne i stanowi gtéwna trudno$¢ w dowodzie.
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(2) Znalezienie zanurzenia F przyblizajacego 1 f|{ ji,jy) dzieki warunkowi N > 2dim X.
(3) Zdefiniowanie zaburzenia g funkcji f przez “wpisanie F' na dobrych fragmentach orbit”.

Dowody twierdzen w sekcji 1.5 sktadaja sie z podobnych trzech krokéw, gtéwnie w przypadku uktadow
nieskonczenie wymiarowych. Krok (3) nie wymaga istotnych zmian. W kroku (2) zastepujemy ,,zanu-
rzenie” ,,e-zanurzeniem”, ktére jest przyblizona wersja zanurzenia. Warunek N > 2dim(X) zastapiony
jest warunkiem dotyczacym Sredniego wymiaru.

Gtéwny problem stanowi krok (1). Musimy w sposob ciagly podzieli¢ kazdaq orbite na dobre frag-
menty, dla ktorych kroki (2) i (3) bedq dobrze dziata¢. Wzorujac si¢ na przetomowej pracy [Lin99], jako
gléwne narzedzie wykorzystujemy wtasnos¢ markerow, ktéra oméwimy w nastgpnej sekcji.

1.8. Wihasno$¢é markerow.

W tej sekcji opiszemy sposéb dowodzenia stwierdzen o uniwersalnosci (patrz sekcja 1.5) za pomoca
wtasnosci markerow, ktory wprowadzono w pracy [HAB2]. Zacznijmy od definicji:

Definicja 1.11. ([HAB2, DEFINICJA 5.1]) Niech k € N i niech F C Z* bedzie zbiorem skonczonym.
Podzbiér S C X topologicznego uktadu dynamicznego (Z*,X) nazywamy F-markerem, jesli:

(1) SNgS =0 dla wszystkich g € F \ {Id}.
(2) Zbiory {gS},czx pokrywaja X.

Uktad (ZF,X) ma wlasno$¢ markerow, jesli dla kazdego zbioru skoficzonego F C Z* istnieje otwarty
F-marker.

Markery od dawna pojawiaja si¢ w dynamice symbolicznej. Odpowiednia ,,wlasnos¢ (otwarto-domknigtych)
markeréw” zostata po raz pierwszy formalnie zdefiniowana przez Downarowicza [Dow06a, definicja 2].
Jest to definicja identyczna z definicja 1.11, z ta wazna réznica, ze wymaga, by markery byty otwarto-
domknigte. Warunek ten w praktyce ogranicza korzystanie z tej definicji do przypadku uktadéw ze-
rowymiarowych (do ktérych naleza uktady symboliczne). Waznym wynikiem jest lemat Kriegera o
markerach ([Kri82, Lemma 2]). Ten uzywany bardzo czg¢sto w dynamice symbolicznej wynik méwi,
ze rozszerzenie aperiodycznego, zerowymiarowego topologicznego uktadu dynamicznego ma wtasnos¢
markeréw otwarto-domknietych. Nastepujace twierdzenie, ktére mozna fatwo wyprowadzi¢ z [Lin99,
twierdzenie 5.1], umozliwia dowodzenie stwierdzen o uniwersalnosci za pomoca wlasnosci markeréw.

Twierdzenie 1.12. ([HABS, TWIERDZENIE 6.1]) Zatoimy, ze (Z,X) ma wiasnos¢ markerow. Jesli
mdim(Z,X) < %, to uktad (Z,X) mozna zanurzyé w uktadzie (([0, l]d)Z,Shift>.

W dalszej czgSci méwimy istote dowodu tego twierdzenia, najpierw jednak zobaczmy, jak wynika z
niego twierdzenie 1.8. Jasnym jest, ze po wykazaniu, ze klasa € topologicznych uktadéw dynamicznych
ma wlasno$¢ markeréw, otrzymamy wynik dotyczacych zanurzen dla uktadéw z tej klasy.

W [HAB2] uzyskano nastgpujacy wynik dzigki uogdlnieniu twierdzenia o Bonattiego-Crovisiera o
wiezach ([BC04, twierdzenie 3.1]) :

Twierdzenie 1.13. ([HAB2, TWIERDZENIE 6.1]) Niech (7,X) bedzie aperiodycznym, skoriczenie wy-
miarowym topologicznym uktadem dynamicznym. Wowczas (Z,X) ma wltasnosé markerow.

Twierdzenie to znalazto péZniej zastosowania w teorii klasyfikacji C*-algebr pojawiajacych si¢ w
zwiazku z uktadami dynamicznymi ([Szal5, HWZ15])).
W [HABS] udowodniono nastgpujace:

Twierdzenie 1.14. ([HABS, TWIERDZENIE 3.5]; Downarowicz i Gutman) Jesli (Z,X) jest rozszerze-
niem aperiodycznego topologicznego uktadu dynamicznego o co najwyzej przeliczalnej liczbie podukta-
dow minimalnych, to (Z,X) ma wltasnos¢é markerow.

Niech .# oznacza rodzing wszystkich podprzestrzeni minimalnych uktadu (Z, X ). Méwimy, ze (Z,X)
ma zwarty selektor podukladéw minimalnych, jesli istnieje zbidr zwarty L, taki ze dla kazdego M €

M\ LNM|=1iLCU.#.
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Twierdzenie 1.15. ([HABS, TWIERDZENIE 3.9]; Downarowicz) Jesli (Z,X) jest rozszerzeniem ape-
riodycznego topologicznego uktadu dynamicznego ze zwartym selektorem poduktadow minimalnych, to
(Z,X) ma wiasnos¢ markerow.

Trywialng konsekwencja wtasnosci markeréw jest aperiodycznoS€. Zwr6¢my uwage na nastgpujace
pytanie postawione w [HAB2], ktére nadal jest otwarte:

Pytanie 1.16. Czy kazdy uktad aperiodyczny (7,X) ma witasnos¢ markeréw?

W celu oméwienia dowodu twierdzenia 1.12 wprowadzimy w kolejnej sekcji mocna topologiczna
wilasnos¢ Rochlina.

1.9. Mocna topologiczna wlasnos¢ Rochlina.

Klasyczny lemat Rochlina méwi, ze dla kazdego aperiodycznego’, odwracalnego uktadu zachowu-
jacego miarg (X, %,T,u) i dowolnych € > 0 oraz n € N mozna znalez¢ zbiér A C X, taki ze zbiory
A,TA,..., T" A sa parami roztaczne i /.L(Uz;é TkA) > 1 —¢&. Latwo wynika stad, ze dla kazdego
aperiodycznego, odwracalnego uktadu zachowujacego miarg (X, %,T,u) i dowolnego € > 0 mozna
znalez¢ odwzorowanie mierzalne f: X — {0,1,...,n— 1}, takie ze jesli zdefiniujemy zbidr wyjatkowy
Er={xeX|f(Tx)# f(x)+1},to u(E) < &. W pracy [HAB2, SECTION 7] wprowadzono odpowiedni
(mocny) topologiczny odpowiednik tej wtasnosci: Méwimy, ze uktad (Z,X) ma mocng topologiczna
wlasnos$¢ Rochlina, jesli dla kazdego n € N istnieje funkcja ciagta f : X — R, taka ze jesli zdefiniu-
jemy zbior wyjatkowy Ey = {x € X | f(Tx) # f(x)+ 1}, to zbiory T~(Ey),i=0,1,...,n— 1 sa parami
roztaczne. Okazuje si¢, ze wlasnos¢ ta jest rtOwnowazna wtasno$ci markerow:

Twierdzenie 1.17. ([HAB2, TWIERDZENIE 7.3]) Topologiczny uktad dynamiczny (Z,X) ma mocnq
topologiczng wtasnos¢ Rochlina wtedy i tylko wtedy gdy ma wtasnos¢ markerow.

Mozemy teraz przedstawi¢ gtdwny krok w dowodzie twierdzenia 1.12. Odpowiada on krokowi (1)
w sekcji 1.7, czyli metodzie podziatu orbit elementéw X opartej na pracy [Lin99]. Ustalmy liczbe
catkowitag M (ktéra moze by¢ dowolnie duza). Mocna topologiczna wtasno$¢ Rochlina umozliwia zna-
lezienie funkcji ciaglej n : X — R, ktérej wartos¢ bezwzgledna jest mniejsza od pewnego N € N (z
uwagi na zwarto$¢ X ), taka ze warunki n(T411x) # n(Tx) 4+ 11 n(T2 %) # n(T2x) + 1 dla iy # i>
implikuja |ij — i| > M. Dla ustalonego x € X ,,zaznaczamy” na orbicie x elementy Tix, dla ktérych
n(TH1x) # n(T'x) + 1. Daje to podziat orbity x na segmenty o dlugosci wigkszej niz M, ale mniejszej
niz 2N. Zauwazmy, ze w ogllnym przypadku podzial ten nie jest ciagly jako funkcja x € X, jednak
korzystajac jednoczesnie z podziatéw indukowanych przez [n] i |n] z odpowiednimi wagami, mozna
pokonac t¢ trudnos$¢ (patrz [Lin99, réwnanie 5.3]) i dalej postgpowac zgodnie z krokami (2) i (3) sekcji
1.7.

1.10. Sredni wymiar i problem zanurzenia dla dziatan Z-.

Kwestia uogélnienia wynikéw dotyczacych zanurzefi z dziatari Z na dzialania Z* (k > 2) byla jed-
nym z otwartych pytan postawionych w [Lin99]. Lindenstrauss zwrécil nawet uwage, ze nie jest to
kwestia ,,czysto technicznego” uogdlnienia teorii dziatani Z. Sa co najmniej dwa powody, dla ktérych
warto zainteresowac si¢ takim uogélnieniem. Po pierwsze w teorii ergodycznej 1 w teorii uktadéw dyna-
micznych tradycja jest rozwazanie dzialan grup bardziej ogélnych niz Z. Waznym przyktadem takiego
podejscia jest praca [OW87], w ktoérej duza czgs¢ teorii ergodycznej dziatan Z zostala rozszerzona na
przypadek dziatari grup ze Srednia. Po drugie niektére z najbardziej naturalnych i interesujacych przy-
ktadéw uktadéw z nietrywialnym srednim wymiarem pojawiaja si¢ w kontekscie dziatan Z¥. W istocie
pojecie Sredniego wymiaru zostalo wprowadzone przez Gromowa ([Gro99]) w celu badania uktadéw
dynamicznych w analizie geometrycznej, i w wigkszosci rozwazanych przez niego uktadach dziatajaca
grupa byla bardziej skomplikowana niz Z. Na przykitad w [Gro99, rodzizat 4] zajmuje si¢ on uktagdem
dynamicznym zlozonym z zespolonych podrozmaitosci C". W takim przypadku dzialajacymi grupami
sa C" i jej krata Z?", a samo dzialanie jest przesunigciem.

9Odwracalny uktad zachowujacy miare (X, %, T, 1) nazywamy aperiodycznym, jesli orbita prawie kazdego punktu jest
nieskoriczona.
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We wspdélnej pracy autora, Elona Lindenstraussa i Masaki Tsukamoto [HAB3] udowodniono naste-
pujace twierdzenie:

Twierdzenie 1.18. ([HAB3, TWIERDZENIE 1.5]) Niech k,d € N. Zatéimy, ze (Z*,X) ma wiasnosé
markerow. Jesli mdim(ZF, X)) < 2,(%, to uktad (7F, X ) mozna zanurzyé¢ w uktadzie ([0, 1) )Zk.

Z przyczyn technicznych przydatne jest zanurzanie w uktadzie ([0, 1]2d)Zk, a nie ([0, l]d)Zk. Za-
uwazmy tez, ze stata w warunku mdim(Z* X) < 2{% jest prawdopodobnie daleka od wartosci opty-
malnej. Podejrzewamy, ze uktad aperiodyczny z dziataniem Z*, taki ze mdim(Zk X) < % mozna za-

nurzyé w uktadzie ([0, l]d)Zk. Udato sig to pokazaé¢ w szczegbélnym przypadku bedacym uogélnieniem
twierdzenia 1.3:

Twierdzenie 1.19. ([HAB3, TWIERDZENIE 1.6]) Zatéimy, ze (Z*,X) ma aperiodyczny faktor symbo-
liczny. Jesli mdim(Z¥,X) < £, to uktad (Z*,X ) mozna zanurzyé w uktadzie ([0, 19,

W nastegpnej sekcji oméwimy kluczowe pomysty stuzace do udowodnienia tych dwéch twierdzen.

1.11. Diagramy Woronoja.

Ogodlna strategie przebiega zgodnie z zarysem nakreslonym w sekcji 1.7. Gtéwna trudnos¢ ponownie
dotyczy kroku (1). Technika opisana w sekcji 1.9 raczej nie nadaje si¢ do uogdlnienia, wigc potrzebny
jest nowy pomyst. Pierwszym kluczowym narzedziem sa diagramy Woronoja. Pomyst ich zastosowania
w kontekscie Sredniego wymiaru pojawit si¢ po raz pierwszy w [Gutl 1], gdzie udowodniono pierwowzor
twierdzenia 1.19. Niech A C Z* bedzie dyskretnym podzbiorem R¥. Dla kazdego a € A okreslmy V (a) =
{x € R¥d(x,a) < d(x,A)}. Mozna tatwo pokazaé, ze V(a) jest wypukla wielokomérka. Tesellacja
¥ =¥ (A) = {V(a)}4ea nazywana jest diagramem Woronoja w R* indukowanym przez A. Niech
(Z*,X) bedzie topologicznym uktadem dynamicznym. Rozwazmy maty zbiér otwarty U C X. Dla
kazdego x € X rozwazmy teraz zbior

C(x)={neZT"x c U},
1 niech
RF = U V(x,n), V() ={ucRYmeCkx): |ju—n|<|u—m|},
neC(x)

bedzie diagramem Woronoja zwigzanym z C(x). Prébujemy uzy¢ odpowiedniej komérki V (x,n) (a wia-
Sciwie punktéw kratowych ze zbioru V (x,n) N ZF) w roli, ktéra petnity indeksy {1, ..., jy} w dowodzie
twierdzenia Jaworskiego. Pomyst ten dziata doskonale, jesli (Z*,X) ma aperiodyczny faktor symbo-
liczny — jest to kluczowy element dowodu twierdzenia 1.19.

Niestety w ogélnym przypadku komoérki V (x,n) nie zaleza w sposéb ciaglty od x € X, przez co nie
mozna bezposrednio zastosowac powyzszego sposobu, by udowodni¢ twierdzenie 1.18. Potrzebny jest
drugi pomyst: dodanie jednego wymiaru. Niech ¢ : U — [0, 1] bedzie funkcja o nosniku bedacym
podzbiorem otwartego zbioru U zastosowanego wyzej i rozwazmy zbidr

{(n,1/9(T"x))|n € Z*: ¢(T"x) # 0}
Jest to dyskretny podzbiér R¥!, a wigc przeszlismy o jeden wymiar wyzej. Niech R¥U =], iV (x,n)
bedzie odpowiednim diagramem Woronoja. Teraz dla odpowiednio duzej liczby H niech W (x,n) =
V(x,n) N (R¥ x {—H}). W ten sposéb otrzymujemy rozktad

RFx {—-H} = U W(x,n).
nezk
Ten rozktad zalezy juz w sposéb ciagly od x € X, wigc mozemy uzy¢é W (x,n) w roli indekséw {ji,..., jn}
w twierdzeniu Jaworskiego, co pozwala zrealizowaé krok (1). W dowodzie twierdzenia 1.19 kroki (2) i
(3) przebiegaja podobnie jak w dowodzie opisanym pod koniec sekcji 1.7, natomiast w przypadku twier-
dzenia 1.18 sytuacja jest nieco bardziej ztozona i przedstawimy ogdlny szkic postepowania. Podobnie
jak opisano w sekcji 1.6 musimy zaburzyé odwzorowanie f = (f1, f2) : X — [0, 1]¢ x [0, 1]¢ majace skta-
dowe f1 1 f>. Najpierw konstruujemy zaburzenie g funkcji fi, a nastgpnie zaburzenie g, funkcji f>.
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Funkcje g1 i g2 odgrywaja rézne role. Niech x € X. Prébujemy zakodowac rozbicie RF = J, .« W (x,n)
za pomoca wartosci Ig, (x) = (g1(T"x)),cz+- Jesli wszystkie (niepuste) komorki W (x,n) sa odpowiednio
duze, kodowanie mozna przeprowadzié prawie bez btedéw. Niestety jednak niektére komérki naszego
rozbicia sa zbyt mate i nie mozna ich zakodowa¢ za pomoca I, (x), co jest gléwna trudnoscia w tym
dowodzie. Mozna pokazaé, ze taczna objeto$¢ takich nieodpowiednich komérek jest asymptotycznie
zaniedbywalna, co jednak w tym przypadku nie wystarcza. W zwiazku z tym rezygnujemy z proby
zakodowania wszystkich informacji o rozbiciu [J,cx W (x,n). Zamiast tego konstruujemy “pseudoro-
zbicie” R¥ na podstawie wartosci I, (x): pseudorozbicie # sklada sie z funkcji w £: #;, € £=(ZF). Gdy
zbiér W (x,n) jest odpowiednio duzy funkcja #;, jest w przyblizeniu réwna funkcji charakterystycznej
zbioru W (x,n) NZ¥. Nastepnie konstruujemy zaburzenie g»(x) funkcji f>(x), korzystajac z pseudorozbi-
cia zwigzanego z x. W ten sposéb otrzymujemy zaburzenie g = (g1,g2) : X — [0,1]¢ x [0, 1]¢ funkcji f.
Zal6zmy teraz, ze dla dwoch punktéw xiy w X zachodzi (I,, (x),1g, (x)) = (Ig, (), 1, (y)). Pierwsze row-
nanie I, (x) = I,, (y) oznacza réwnos¢ pseudorozbi¢ zwiazanych z x iy, a wigc Iy, (x) oraz I, (y) powstaja
z tego samego pseudorozbicia. Korzystajac z tej dodatkowej informacji, wnioskujemy, ze d(x,y) < € na
podstawie réwnania I, (x) = I,, (y). Pelne szczegoty znajduja si¢ w pracy [HAB3, SEKCIA 7].

1.12. Twierdzenie Takensa.

Problem zanurzenh w przypadku uktadéw skonczenie wymiarowych jest blisko zwigzany ze znanym
twierdzeniem Takensa ([Tak81, twierdzenie 1]): Niech M begdzie zwarta rozmaito$cia o wymiarze d.
Wiréd par (h,T), gdzie T : M — M jest dyfeomorfizmem klasy C2, a h: M — R jest funkcja klasy C2,
typowa wlasnoscia jest, ze odwzorowanie obserwacyjne z opéznieniem (2d + 1), czyli h%d M — R2A+1,
zadane wzorem

(1.3) x> (h(x),h(Tx),...,h(T*x))

jest zanurzeniem, czyli zbiér par (h,T) w C*(M,R) x C*>(M, M), dla ktérych (1.3) nie jest zanurzeniem,
jest zbiorem pierwszej kategorii w topologii Whitneya w C2.

Aby zilustrowaé znaczenie twierdzenia Takensa w fizyce do§wiadczalnej, zat6zmy, ze pewien uktad
fizyczny, np. doswiadczenie laboratoryjne, jest modelowany jako uktad dynamiczny (Z,X), gdzie T :
X — X reprezentuje stan uktadu po uptywie okreslonego (dyskretnego) czasu. Mozliwe wyniki wyko-
nywanych pomiaréw sa modelowane przez ograniczone funkcje o warto$ciach rzeczywistych f; : X — R,
i = 1,...K nazywanych obserwablami. Zat6zmy bez straty ogélnosci, ze K = 1, i niech f = f;.!° Rze-
czywiste pomiary sag wykonywane w czasie skoiiczonym w dyskretnych chwilach ¢t =0,1,... N, zaczy-
najac od skoriczonego zbioru warunkéw poczatkowych {x j}le. Pomiary mozna zatem modelowac jako

skoriczone zbiory wektoréw (f(T*x;))Y_,, j=1,...,L. Przed fizykiem stoi problem odtworzenia pole-
gajacy na scharakteryzowaniu (Z, X ) na podstawie tych danych. W ogélnosci tak sformutowany problem
ten nie jest rozwiazalny, poniewaz uzyskane dane nie wystarczaja do odtworzenia (Z,X). W zwiazku
z tym czynimy nierealistyczne zatozenie, ze fizyk ma dostgp do wartosci (f (Tkx))ivzo, x € X. Innymi
stowy, zaktadamy, ze fizyk moze mierzy¢ obserwable w skonczonym czasie w dyskretnych chwilach, za-
czynajac od kazdego mozliwego warunku poczatkowego. Zalozenie to jest zupetnie nierealistyczne, ale
umozliwia w pewnych warunkach rozwiazanie problemu odtworzenia i daje teoretyczne uzasadnienie
rzeczywistych (przyblizonych) procedur stosowanych przez fizykéw dos§wiadczalnych w prawdziwych
eksperymentach ([KY90, HGLS05, SM90]).

Dziesig¢ lat po publikowaniu twierdzenia Takensa Sauer, Yorke i Casdagli uogdélnili je w pracy [SYC91].
Uogodlnienie jest mocniejsze pod kilkoma wzgledami. W nowym twierdzeniu uktad dynamiczny jest
ustalony, a zanurzenie uzyskiwane jest dzigki zaburzeniu samych obserwabli. Zwigksza to mozliwosci
teoretycznych zastosowan twierdzenia, ale wymaga pewnych zatozen co do wielkosci zbioru punktéw
okresowych. Co wigcej, autorzy zwracaja uwage na fakt, ze w wielu uktadach fizycznych osoba prowa-
dzaca do§wiadczenie chce scharakteryzowac skonczenie wymiarowy, fraktalny (w szczegdlnoSci nier6z-
niczkowalny) atraktor, do ktérego system zbiega niezaleznie od warunkéw poczatkowych (omdéwienie
takich uktadéw mozna znalez¢ w pracach [Hal88, Lad91, Tem97]). Najwazniejsza kwestig jest fakt, ze

10Podobna teori¢ mozna rozwinaé dla K > 1.
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chociaz atraktor moze mie¢ niski wymiar fraktalny, np. d, jest on zanurzony w przestrzeni fazowej na
rozmaitosSci duzo wyzszego wymiaru, np. n >> d. Poniewaz twierdzenie Takensa zaklada, ze przestrzen
fazowa jest rozmaitosScia, daje ono znacznie zawyzong liczb¢ wymaganych pomiaréw 2n + 1 zamiast
bardziej rozsadnie brzmiacej liczby 2d + 1. Istotnie, w pracy [SYC91] wykazano, ze dla danego dyfe-
omorfizmu klasy C! T : U — U, gdzie U C R¥ jest zbiorem otwartym, i danego zbioru zwartego A C U,
ktérego dolny wymiar pudetkowy wynosi d, dim,, (A) = d, przy pewnych zatozeniach technicznych
zwiazanych ze zbiorem punktéw o niskim okresie, powszechna!!' wtasciwoscia h € C! (U,R) jest to, ze
odwzorowanie obserwacyjne z op6znieniem (2d + 1), hgd : U — R?¥*1 | ograniczone do zbioru A jest
zanurzeniem topologicznym.

W [HAB4] pokazujemy, ze jesli dopuScimy korzystanie z ciaglej (zwykle nier6zniczkowalnej) ob-
serwabli, to w typowej sytuacji liczba pomiaréw potrzebnych do odtworzenia oryginalnego uktadu dy-
namicznego jest jeszcze nizsza niz wymieniona wczesniej. Mozna to osiagnaé dzigki zastosowaniu
wymiaru pokryciowego Lebesgue’a zamiast wymiaru pudetkowego. Ostabiamy rowniez zatozenie od-
wracalnos$ci, zastgpujac je bardziej realistycznym zatozeniem réznowartosciowosci (patrz dyskusja w
[Tem97, 111.6.2]):

Twierdzenie 1.20. (/HAB4, TWIERDZENIE 1.1]) Niech X bedzie zwartq przestrzeniq metryczng i niech
T : X — X bedzie réznowartosciowym odwzorowaniem ciqgtym. Zatézmy, ze dim(X) = d i dim(B,) <
%n dla wszystkich n < 2d, gdzie dim(-) oznacza wymiar pokryciowy Lebesgue’a, a P, oznacza zbidr
punktow okresowych o okresie < n. Wowczas typowq wiasciwosciq jest, Ze odwzorowanie obserwacyjne
z opéznieniem (2d + 1), h3? : X — [0,1]%47L, zadane wzorem

(1.4) x> (h(x),h(Tx),...,h(T*x))

Jest zanurzeniem, tzn. zbior tych funkcji w C(X, [0, 1]), dla ktorych (1.4) nie jest zanurzeniem, jest zbio-
rem pierwszej kategorii w topologii supremum.

Wymiar pokryciowy Lebesgue’a zwartej przestrzeni metrycznej nigdy nie przekracza dolnego wy-
miaru pudetkowego (patrz [Rob11, réwnanie 9.1]) i nietrudno wskazac przyktady zwartych przestrzeni
metrycznych, dla ktérych wymiar pokryciowy jest ostro mniejszy od (dolnego) wymiaru pudetkowego,
np. jesli C jest zbiorem Cantora, to wymiar pudetkowy zbioru CY jest nieskoficzony, a wymiar pokry-
ciowy wynosi zero. Z teoretycznego punktu widzenia mozemy zatem odtwarzaé (zwykle za pomoca
nier6zniczkowalnej obserwabli) uktady dynamiczne, dysponujac mniejsza liczba pomiaréw niz wskazy-
waly na to wcze$niejsze wyniki. Co wigcej, mozna korzystac z tego twierdzenia, gdy celem ekspery-
mentu jest obliczenie niezmiennika topologicznego, np. entropii topologicznej.

1.13. Réwnania Naviera-Stokesa w dwoch wymiarach dla lepkiego plynu niescisliwego.

Twierdzenie 1.9 jest blisko zwigzane z sytuacja, ktéra pojawia si¢ w badaniu uktadéw dynamicznych
pochodzacych z zagadnien fizycznych — istnieniem skoficzenie wymiarowego atraktora globalnego
([Hal88, Lad91, Tem97]). W pracy [HABS] udowodniono twierdzenie o zanurzaniu dla modelu row-
nan Naviera-Stokesa dla dwuwymiarowego przeptywu lepkiego ptynu niescis§liwego [Rob11, Rob13]

zadanego réwnaniem ewolucji'? w przestrzeni Hilberta H:

{% +VAu(r) + B(u(t),u(t)) = f, dlar >0,
(1.5) ’
M(O) = U

gdzie A jest pewnym operatorem liniowym, B jest pewna forma dwuliniowa, v > 0 jest stala, a f € H.
Mozna pokazaé, ze dla danego uy € H istnieje jedyne rozwiazanie u = uy,(t) € C([0,0),H). De-
finiujemy pélgrupe operatorow rozwiazan (zwang tez monoidem transformacji), S ={S(t) };>o0 jako
S(t):H — H dlat > 0 wzorem:

est to inne pojecie niz typowos¢ w pracy [SYCO1].
12Wyprowadzenie tego réwnania znajduje si¢ w [Rob11, sekcja 10.4]
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S(t)up = uy,(t)
Jedna z waznych wtasnosci S jest istnienie skoniczenie wymiarowego atraktora globalnego zgodnie z
ponizsza definicja:

Definicja 1.21. A C H nazywamy atraktorem globalnym dla S, jesli:

(1) A jest zbiorem zwartym.
(2) Dlakazdegot >0, S(t)(A) =A
(3) A przyciaga zbiory ograniczone, tzn. dla kazdego ograniczonego zbioru B C H zachodzi
lim, ;. dist(S(r)(B),A) = 0, gdzie dist(C,D) = sup.cinfzep||c —d|| jest semimetryka Haus-
dorffa.
Zauwazmy, ze jesli istnieje atraktor globalny, to jest on jedyny. W pracy [Robl1, sekcja 11.4] dowodzi
si¢ istnienia atraktora globalnego przez wykazanie w pierwszej kolejnosci istnienia zwartego zbioru
pochtaniajacego dla S zgodnie z ponizsza definicja:

Definicja 1.22. Zbiér X nazywamy pochlaniajacym dla S, jesli dla kazdego zwartego zbioru B C E
(1.6) Vi >t S(t)BC X

Dowodzi sig¢ tez, ze jeSli B = EM(O) (kula domknigta o Srodku w zerze i promieniu M), to wystarczy
przyjaé tp = max{0, —log %—!2} + 1, aby zagwarantowa¢ wtasno$¢ (1.6). Oznacza to, ze w praktyce (w
rzeczywistym do§wiadczeniu) mozna zagwarantowaé, ze po pewnym obliczalnym czasie uktad znajdzie
si¢ w pochtaniajacym zbiorze zwartym.

W pracy [HABS] pokazano, ze wersj¢ potoku S z czasem dyskretnym ograniczong do zbioru pochta-
niajacego mozna zanurzy¢ w przesunigciu na kostce, przy zatozeniu pewnych warunkéow dotyczacych

punktéw okresowych.

Twierdzenie 1.23. (/[HABS, TWIERDZENIE 8.10]) Niech S bedzie potgrupa operatorow rozwiqzan
zwiqzanq 7 rownaniem (1.5) ze zwartym zbiorem pochtaniajqcym X i skoriczenie wymiarowym atrak-
torem globalnym A. Niech t > 0 i niech T = S(1)">. Jesli perdim(A,T) < %l dla pewnego d € N, to
rodzina funkcji ciagtych f: X — [0,1%, dla ktérych I : (X,T) < (([0,1]9)N, N — shift) nie jest zanurze-
niem, jest zbiorem pierwszej kategorii w C(X,[0,1]%).

1.14. Wiasnos¢ matych brzegow.

Wtasnos¢ matych brzegow (ang. small boundary property, SBP) pojawita si¢ w pracy [LWO0O, definicja
5.2]. Niech (Z*,X) bedzie topologicznym uktadem dynamicznym. W [SWO1] zbiér E C X nazywany
jest malym, jesli jego pojemnos¢ orbitalna ocap(E) wynosi zero, gdzie

1

ocap(E) = lim —su 1g(T"x

P(E) = fim esup T 16(7")
We wzorze tym 1g oznacza funkcje charakterystyczng zbioru E i mozna pokazaé, ze granica istnieje. W
przypadku zbioréw domknigtych wiasnos¢ ta ma prosta interpretacj¢: zbidr domknigty £ C X jest maly
wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdej miary Z*-niezmienniczej u na X mamy p(E) = 0. Jesli w X istnieje
baza topologii ztozona ze zbioréw otwartych o matych brzegach, méwi sig, ze (X,Z*) ma whasnosé
malych brzegow (wlasno$é SBP). Z definicji przestrzen zerowymiarowa ma bazg¢ ztozong ze zbioréw o
pustych brzegach, mozna zatem zinterpretowaé wlasno$¢ matych brzegéw jako dynamiczny odpowied-
nik zerowymiarowosci'*. Wiasnos$é matych brzegéw znalazta zastosowania w teorii ergodycznej i dyna-
mice topologicznej (patrz np. [Dow06b, Dow08, QS16]), a zwtaszcza w teorii rozszerzen symbolicznych
omoéwionej w sekcji 2.5. W [LWO00] wykazano, ze uktad o wlasnosci matych brzegéw ma sredni wymiar
zero, a w [Lin99] Lindenstrauss udowodnit czeSciowy wynik odwrotny: uktad dynamiczny z dziataniem
Z, ktéry ma Sredni wymiar zero oraz aperiodyczny faktor minimalny, ma wilasnos¢ matych brzegéw.

13 Zgodnie z [Rob13, sekcja 2.5] T jest odwzorowaniem réznowarto§ciowym.
14Relacja z innym odpowiednikiem, czyli zerowym S§rednim wymiarem, oméwiona jest nizej.
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Po uzyskaniu kilku wynikéw cze¢sciowych ([Gutl 1, twierdzenie 1.11.1], [HABS, TWIERDZENIE A.3])
udowodniono w [HAB3] nastgpujace twierdzenie:

Twierdzenie 1.24. ([HAB3, WNIOSEK 5.4]) Niech k € N. Zatoimy, ze uktad (ZF,X) ma wtasnoscé
markerow'>. Wowczas mdim(Z,X) = 0 wtedy i tylko wtedy gdy (Z,X) ma wiasnos¢ matych brzegow.

1.15. Granice wsteczne ukladow o skonczonej entropii.

Interesujacym pytaniem jest, kiedy mozna aproksymowac uktad dynamiczny z dowolna doktadnoscia
za pomoca uktadéw o skoriczonej entropii topologicznej. Scislej méwiac: kiedy topologiczny uktad
dynamiczny jest granica wsteczng ciagu uktadéw o skorniczonej entropii topologicznej? Zauwazmy, ze
granica wsteczna ciggu uktadéw o skonczonej entropii ma zerowy Sredni wymiar ([Lin99, stwierdzenie
6.11]). We wspdlnej pracy z Lindenstraussem 1 Tsukamoto [HAB3] udowodniono nastgpujace twierdze-
nie:

Twierdzenie 1.25. ([HAB3, TWIERDZENIE 1.3]) Zatéimy, ze uktad (ZF,X) ma wtasnos¢ markerow.
Wowczas mdim(Zk,X ) = 0 wredy i tylko wtedy, gdy uktad X jest izomorficzny z granicq wsteczng ciqgu
uktadow o skoriczonej entropii topologicznej.

Twierdzenie to zostato wcze$niej ([Lin99, stwierdzenie 6.14]) udowodnione w wersji dla uktadow
z dzialaniem Z majacych aperiodyczny faktor minimalny. Twierdzenie 1.25 wynika z twierdzenia 1.24
oraz nastgpujacego twierdzenia udowodnionego przez Lindenstraussa w [Lin95, twierdzenie 4.6] w opar-
ciu o [SWO1]:

Twierdzenie 1.26. Zatéimy, ze uktad (ZF,X) ma wtasnos¢ matych brzegow. Wowczas dla kaidego € >0
i kazdej pary réznych punktow x,y € X istnieje odwzorowanie faktorujgce @ : (Z¥, X) — (Z*,Y), takie
Ze w(x) # w(y) i hop(Y) < €.

W [HAB3] postawiono nastgpujaca hipoteze:

Hipoteza 1.27. (Gutman, Lindenstrauss i Tsukamoto) Niech I" bedzie dyskretng grupq ze Sredniq (na
przyktad T = 7F). Uktad (T',X) z dziataniem T jest granicq wsteczng ciqgu uktadéw o skoriczonej
entropii wtedy i tylko wtedy, gdy jego Sredni wymiar wynosi zero.

1.16. Metryczny Sredni wymiar.

Pojecie metrycznego Sredniego wymiaru zostalo wprowadzone przez Lindenstraussa i Weissa w [LWO0O]
jako dynamiczny odpowiednik wymiaru pudetkowego w geometrii fraktalnej ([Fal0O4]). Mozna go in-
terpretowac jako miar¢ wyktadniczego wzrostu entropii topologicznej wraz ze wzrostem rozdzielczo-
Sci. Przedstawimy definicje dla topologicznego uktadu dynamicznego (ZF,X) z metryka d. Niech
mesh(a,d) oznacza supremum wielkosci diam U dla wszystkich U € a. Dla € > 0 okre§lmy A(X, €,d)
jako minimalng licznos$¢ pokrycia otwartego o przestrzeni X o wtasnosci mesh(a,d) < €. Nietrudno
wykazaé ze istnienie nastgpujacej granicy (rzypomnijmy o réwnaniu (1.1)):

1 1
S(X,e,d) £ lim —plogA(X,€,djy) = inf —zlogAX, &, dyye).

Entropia topologiczna hop(X) jest granica S(X, €,d), gdy € — 0. W odréznieniu od S(X, €,d), granica
ta nie zalezy od wyboru metryki d. Gdy hop(X) = oo, interesuje nas tempo wzrostu, i jak wspomniano
weczesniej, jest to jedna z motywacji do wprowadzenia metrycznego Sredniego wymiaru mmdim(Z*, X, d):
S(X,¢e,d
mmdim(Z*, X ,d) = limint S84

e—0 |logeg|
Lindenstrauss i Weiss udowodnili, ze mmdim(Z*,X,d) > mdim(Z*, X) dla kazdej zgodnej metryki d
([LWOO, twierdzenie 4.2]). W [Lin99, twierdzenie 4.3] Lindenstrauss udowodnit, ze jesli uktad z dziata-
niem Z ma aperiodyczny faktor minimalny, to istnieje zgodna metryka d, dla ktérej mmdim(Z,X,d) =

mdim(Z,X). Uog6lnienie tego faktu znalazto si¢ we wspdlnej pracy z Lindenstraussem i Tsukamoto
[HAB3]:

15 Wyniki sekcji 1.8 dotyczace klas uktadéw majacych wtasno$é markeréw mozna uogélnié na przypadek ZX.



17

Twierdzenie 1.28. ([HAB3, TWIERDZENIE 1.4]) Niech k € N. Jesli uktad (Z*,X) ma wlasnos¢é marke-
row, to istnieje zgodna 7 topologiq metryka d na X, taka ze

mmdim(Z*, X, d) = mdim(Z*, X).
2. INNE WYNIKI

2.1. Uniwersalne przestrzenie minimalne.

Przy danej grupie topologicznej G naturalnym przedmiotem zainteresowania jest opis wszystkich mi-
nimalnych przestrzeni z dziataniem G, z doktadnoscia do izomorfizmu. Opisu takiego dostarcza na-
stepujaca konstrukcja: Mozna pokazaé, ze istnieje minimalna przestrzeri z Ug z dzialaniem G o tej
uniwersalnej wlasciwosci, ze kazda przestrzen minimalna X z dziataniem G jest faktorem Ug. Kazda
taka przestrzen z dzialaniem G jest nazywana uniwersalna G-przestrzenia minimalna, mozna jed-
nak pokazaé, ze jest ona jedyna z doktadnoscia do izomorfizmu'®. Istnienie uniwersalnej G-przestrzeni
minimalnej nie jest trudne do wykazania, trudnosci nastrecza natomiast dowdd jej jedynosci.

Hanfeng Li oraz autor w [GL13] dali nowy dowdd jedynosci uniwersalnej przestrzeni minimalnej,
ktéry jest znacznie krétszy od wszystkich wczedniej znanych dowodéw ([EL69, Aus88, Usp00]).

Zwarta, zerowymiarowa przestrzen topologiczna Hausdorffa X nazywana jest h-jednorodna, jesli
kazdy niepusty, otwarto-domknigty podzbior X jest homeomorficzny z calg przestrzenia X. Rodzina C C
2X, ztozona z niepustych otwarto-domknigtych podzbioréw X jest fanicuchem w 2%, jesli dla kazdych
zbioréw E F € C albo E C F, albo F C E. Lancuch nazywamy maksymalnym, jesli jest maksymalny
ze wzgledu na relacje inkluzji.

We wspdlnej pracy z Eli Glasnerem [GG12] pokazano, ze uniwersalng przestrzeniag minimalna Upomeo (x)
grupy topologicznej Homeo(X) z topologia zwarto-otwarta, gdy X jest h-jednorodna, zerowymiarowa,

zwarta przestrzenia Hausdorffa, jest @ C 22X, przestrzen taficuchéw maksymalnych w 2%, z topolo-
gia Vietorisa. Przyktadami takich przestrzeni X sa zbiér Cantora (ten wynik byl juz podany w pracy
[GWO03]), uogdlniony zbiér Cantora X = {0, 1}* dla nieprzeliczalnych liczb kardynalnych k oraz ko-
rona lub reszta @, X = Bw\ @, gdzie B® oznacza uzwarcenie Cecha-Stone’a zbioru liczb naturalnych.
Uzupetnieniem tego wyniku byta inna wspdlna praca z Eli Glasnerem [GG13], w ktérej uzyskano kom-
pletna listg¢ minimalnych poduktadéw zwartego uktadu dynamicznego (Homeo(X), 22X)

We wspdlnej pracy z Lionelem Nguyenem Van Thé [GNVT15] wprowadzono i badano wtasnos$¢
wzglednej ekstremalnej sredniowalnosci i podano nowe warunki umozliwiajace scharakteryzowanie uni-
wersalnych przestrzeni minimalnych grup automorfizméw struktur Fraisségo, w ramach teorii zapoczat-
kowanej przetomowym artykutem [KPTOS].

2.2. Rézne wyniki z teorii ergodycznej.

We wspoélnych pracach z Lewisem Bowenem [BG14, BG13] uogdlniono klasyczne twierdzenie Juz-
winiskiego o dodawaniu ([Juz65]) na przypadek dziatan skonczenie generowanych grup wolnych na pro-
duktach ze zwartymi, catkowicie niespdjnymi grupami lub zwartymi grupami Liego. Rozszerzono tez
klasyczny wzor Abramowa-Rochlina ([AR62]) na przypadek dzialan skoniczenie generowanych grup
wolnych i poprawiono bledy we wczesniejszym artykule Lewisa Bowena ([Bow10]).

We wspdlnej pracy z Tomaszem Downarowiczem i Dawidem Huczkiem [DGH14] wykazano, ze funk-
cja rangi na sympleksie miar niezmienniczych topologicznego uktadu dynamicznego z dziataniem Z
(zgodnie z oryginalng definicja w [ORWS82]) nalezy do klasy Younga LU, czyli jest granica rosnacego
ciagu funkcji gérnie potciagtych.

2.3. Teoria nilprzestrzeni.
Nilrozmaitosciq stopnia k, X = G/I', nazywamy przestrzen ilorazowa groupy Liego L (nilpotentnej

stopnia k) wzgledem dyskretnej, kozwartej podgrupy I' C L. Nilprzestrzeniq nazywamy zwartg prze-
strzef X wraz z domknigtymi rodzinami kostek C"(X) C X%, n=1,2,... spelniajacymi pewne naturalne

16Zauwaimy, ze z [KPTOS, dodatek 2] wynika, ze przestrzeni Ug nie jest metryzowalna, jesli G jest grupg lokalnie zwarta,
ale nie zwarta.
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aksjomaty. Pojecie to zostalo wprowadzone przez Antolina Camarene 1 Szegedy’ego w [ACS12] jako
pewne uogoélnienie struktur rownolegtoscianowych Hosta 1 Kry ([HKO8]). Stanowi ono podstawe pode;j-
Scia Szegedy’ego [Szel2] do udowodnienia twierdzenia odwrotnego do norm Gowersa (inne podejscie
zastosowali Green, Tao i Ziegler w [GTZ12]), ktére jest kluczowym sktadnikiem w dowodzie waznych
wynikéw [GT10] na temat rozwigzan réwnan liniowych w zbiorze liczb pierwszych. W serii wspél-
nych prac z Freddiem Mannersem i Péterem Varju [GMV16a, GMV 16b, GMV 16c], rozszerzono teori¢
strukturalna nilprzestrzeni otrzymana w [ACS12], i przedstawiono nowe dowody znanych wynikéw.

Pierwszy gtéwny wynik mowi, ze przy technicznym zatozeniu, ze C"(X) jest przestrzenia spdjna dla
wszystkich n, nilprzestrzefi jest izomorficzna (w mocnym sensie) z granica wsteczng ciagu nilrozmaito-
Sci. Jest o bezposrednie 1 niewielkie uog6lnienie gtéwnego wyniku Antolina Camareny 1 Szegedy’ego.

Niluktadem stopnia k nazywamy topologiczny uktad dynamiczny (G,X), gdzie X = G/I jest nilro-
zmaitoscig stopnia k, a G dziata na X przez ciaglty homomorfizm grup ¢ : G — L. Uktad (G, X) jest nazy-
wany proniluktadem stopnia k, jesli jest granica wsteczng ciagu niluktadéw stopnia k. Faktor (G,X) —
(G,Y) nazywany jest pronilfaktorem stopnia k, jesli (G,Y) jest proniluktadem stopnia k. Jest tez nazy-
wany maksymalnym pronilfaktorem stopnia k, jesli kazdy iny pronilfaktor stopnia k uktadu (G,X) mozna
zrealizowac z poSrednim przejsciem przez (G,Y). Drugi gtéwny wynik [GMV 16a, GMV16b, GMV 16¢]
moéwi, ze jesli G jest grupa (i spelnione sa pewne bardzo tagodne warunki topologiczne), a (G, X) jest
minimalnym uktadem dynamicznym, to maksymalny pronilfaktor stopnia k uktadu X jest zadany przez
jawna relacje rownowaznosci, ktorg definiujemy. Jest to uogélnienie przypadku G = Z, dla ktérego
wynik ten jest znanym twierdzeniem Hosta, Kry 1 Maassa [HKM10], aczkolwiek réwniez dla tego przy-
padku nasz dowdd istotnie rézni si¢ od oryginalnego.

2.4. Wyniki skladajace si¢ na rozprawe doktorska.

Rozprarwa doktorska zatytutowana ,,Universals and Invariants in Dynamics” (,,Wtasnosci uniwersalne
1 niezmienniki w dynamice’) zostala napsiana pod kierunkiem prof Benjamina Weissa na uniwersytecie
hebrajskim w Jerozolimie 1 obroniona w 2009 r. Praca sktadata si¢ z dwoch artykutéow ([Gut08, GHOS8])
1 jednego preprintu przyjetego do druku i opublikowanego juz po obronie pracy ([Gutl1]).

Gtéwnym wynikiem pracy [GutO8] bylo ulepszenie wyniku Uspienskiego z pracy [Usp00]. Topo-
logiczny uktad dynamiczny (G,X) nazywany jest k-tranzytywnym, jesli dla kazdych dwéch k-krotek
(ay,...,ar) i (b1,...,by) réznych punktéw w X istnieje g € G o wlasnosci g(a;) =b; dlai=1,... k.
W [Gut08] pokazano, ze jesli X jest domknigta rozmaitoscia o wymiarze 2 lub wyzszym badZ kostka
Hilberta, dziatanie grupy Homeo(X) na przestrzeni M C 22" ztozonej z maksymalnych faiicuchéw kon-
tinu6w!” jest minimalne, ale nie jest 1-tranzytywne. Implikuje to, Ze dziatanie Homeo(X) na Uhomeo(x)>
uniwersalnej przestrzeni minimalnej dla Homeo(X), nie jest 1-tranzytywne. Uspieiiski pokazat wcze-
$niej, Ze nie jest ono 3-tranzytywne.

Funkcja J zdefiniowana na rodzinie 4 proceséw stacjonarnych nazywana jest skonczenie obserwo-
walna, jesli istnieje ciag funkcji s,, taki ze s,(x,...,x,) — J(Z") wedlug prawdopodobieristwa dla
kazdego procesu 2" =(x,) € €. Ornstein i Weiss udowodnili zaskakujacy wynik méwiacy, ze jesli €
jest klasa aperiodycznych, ergodycznych proceséw stacjonarnych majacych skoficzenie wiele wartosci,
to jedynym skonczenie obserwowalnym niezmiennikiem izomorfizmu zdefiniowanym na % jest entro-
pia ((OWO07]). We wspoélnej pracy z Michalem Hochmanem [GHO8] wykazano, ze jesli 2" — % jest
niezwigkszajacym entropii rozszerzeniem uktadu ergodycznego o skonczonej entropii, a % jest rodzing
proces6w pochodzacych od rozbi¢ generujacych 2" i ¢/, to kazda skonczenie obserwowalna funkcja
na ¢ jest stata. Wynik ten implikuje przytoczone wyzej twierdzenie Ornsteina i Weissa, a ponadto
mozna go rozszerzy¢ na wiele innych rodzin procesOw: wynika z niego na przyktad, ze nie istnieja nie-
trywialne, skonczenie obserwowalne niezmienniki izomorfizmu dla proceséw pochodzacych od klasy
uktadéw Kroneckera, uktadéw tagodnie mieszajacych o entropii zero lub uktadéw mocno mieszajacych

o entropii zero'®.

7 Kontinuum to niepusta, zwarta i spdjna przestrzei metryczna.

18 Twierdzenie z [GHO8] implikuje réwniez ten sam wynik (udowodniony juz w ([OWO07]) dla klasy uktadéw stabo mie-
szajacych o entropii zero.
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Wyniki pracy [Gutl 1] sg SciSle zwigzane z tematyka niniejszego autoreferatu. Pierwszy gtéwny wynik
jest pierwowzorem twierdzen 1.18 i 1.24: Jesli uktad (Z*,X) ma aperiodyczny faktor zerowymiarowy,
mozna go zanurzy¢ w uktadzie ([0, l]d)Zk, gdzie d = |C(k)mdim(X,Z*)| + 1 dla pewnej uniwersalnej
statej C(k), a ponadto przy tych samych zatozeniach jesli mdim(Z*,X) = 0, to (Z*,X) ma wiasnosé
matych brzegéw.

Drugi gtéwny wynik, uogdlnienie twierdzenia Boyle’a-Downarowicza o entropii rozszerzen symbo-
licznych na przypadek dziatar Z*, oméwiono w nastepnej sekcji.

2.5. Twierdzenie o entropii rozszerzen symbolicznych dla dziatan Z*.

Wigkszos¢ informacji jest wspoétczesnie przechowywanych w postaci cyfrowej, naturalne jest wigc py-
tanie o0 mozliwos¢ aproksymowania ogélnych uktadéw dynamicznych uktadami symbolicznymi. Ukla-

dem symbolicznym z dzialaniem Z* — nazywamy poduktad uktadu shiftowego ({1,...,/ }Zk, shift) nad
pewnym skoriczonym alfabetem o7 ={1,...,¢}. Zwréémy uwage, ze kazdy uktad symboliczny jest eks-
pansywnylg, zerowymiarowy i ma skoficzong entropig, co oznacza, ze wigkszosci topologicznych ukta-
déw dynamicznych nie mozna zanurzy¢ w uktadach symbolicznych. Interesujace i nietrywialne jest
jednak pytanie o to, ktore uktady o skoficzonej entropii maja rozszerzenia symboliczne, a w szczeg6lno-
Sci o to, ktdére uktady maja rozszerzenia symboliczne niezwigkszajace entropii topologicznej. Skonczona
entropia jest koniecznym warunkiem istnienia rozszerzenia symbolicznego, nie jest to jednak warunek
wystarczajacy ([BFF02, sekcja 3]). Glgbszym pytaniem jest ustalenie infimum entropii topologiczne;j
rozszerzen symbolicznych uktadu, ktéry ma co najmniej jedno takie rozszerzenie. Znany jest wynik,
ze kazde odwzorowanie klasy C* na zwartej rozmaitoSci Riemannowskiej ma rozszerzenie symboliczne
niezwigkszajace entropii (wynika to z [Buz97, BFF02]). Teoria rozwingta si¢, gdy w pracy [BD04]
Boyle 1 Downarowicz wprowadzili pojecie struktury entropijinej 1 udowodnili twierdzenie o entropii
rozszerzer symbolicznych dla dziatan Z. W [Dow05] Downarowicz zmienit definicje struktury entropij-
nej, aby uczynic ja niezmiennikiem topologicznym. W [Gutl1, Section 5] uogélniono t¢ nowa definicje
struktury entropijnej i udowodniono twierdzenie o rozszerzeniach symbolicznych na przypadek dziatan
7F. Aby sformutowaé twierdzenie, wprowadZmy nastepujace definicje:

Niech . bedzie rodzina rozszerzen symbolicznych (Z*,Y) — (Z*, X). Entropia rozszerzen symbo-
licznych zadana jest wzorem

hy =he(Z",X)= inf hy,,(Z~Y)
(ZkY)es”

Niech f bedzie funkcja ograniczona. Podobnie jak w [Dow05, sekcja 2.1] zdefiniujmy otoczke goérnie
polciagla f:
F(x) = max{f(x),limsup f(x')}.

X' —x

Okreslmy teraz defekt gornej polciaglosci:
f=F—r.

Niech 2 (X) oznacza zbiér miar niezmienniczych uktadu (Z*,X). Struktura entropijna’® uktadu
(X,Z) o skoficzonej entropii nazywamy (rosnacy) ciag funkcji entropii % = (b : Py (X) — Rxg)
wzgledem rozdrabniajacego ciagu rozbi¢ X majacych mate brzegi (patrz sekcja 1.14). Jesli nie mozna
znalez¢ takiego ciagu, korzysta si¢ z rozdrabniajacego ciagu rozbi¢ X x Y majacych mate brzegi, dla
pewnego (ustalonego) aperiodycznego uktadu minimalnego (Z¥,Y) o zerowej entropii. Istnienie takiego
ciagu jest zagwarantowane dzigki twierdzeniu 1.24 (oraz [Gutl1, twierdzenie 1.11.1]). Zauwazmy, ze
zawsze limg o b () = h(u), gdzie h(p) jest entropia Kotmogorowa—Sinaja miary u. Funkcje E :

19Topologiczny uktad dynamiczny (Z*,X) ze zgodna metryka d nazywamy ekspansywnym, jesli istnieje stata € > 0, taka
7e dla kazdej pary punktéw x # y istnieje element g € ZF, taki ze d(gx, gy) > €. Mozna pokaza, ze definicja ta nie zalezy od
metryki.

20p]a wigkszej przejrzystosci korzystamy tu z prostszej definicji struktury entropijnej podanej w [BD04]. Wyniki pozo-
staja prawdziwe przy zastosowaniu bardziej skomplikowanej wersji struktury entropijnej zdefiniowanej w [Dow05, sekcja 5],
patrz tez [Gutl 1, definicja 5.2.1].



20

P (X) — R nazywamy superotoczka .77 wtedy i tylko wtedy, gdy E > h i dla kazdej miary u €
P51 (X) zachodzi zbieznosé

lim E—h; =0

k—yoo
Jako superotoczke .77 dopuszczamy réwniez funkcje stale rowna co. Niech E.7Z bedzie infimum wszyst-
kich superotoczek .77°. Latwo zauwazy¢, ze E 7 réwniez jest superotoczka .7 ([Dow05, lemat 2.1.5]).
Dla danego uktadu symbolicznego 7 : (Z¥,Y) — (ZF,X) zdefiniujmy:
hew(W) = sup h(v)
vern!(u)

Znane twierdzenie o entropii rozszerzefi symbolicznych Boyle’a i Downarowicza ([BD04, twierdze-
nie 5.5]) daje charakteryzacje¢ istnienia rozszerzen symbolicznych uktadéw z dzialaniem Z w jezyku
struktury entropijnej. W [Gut11] uogélniono to twierdzenie na przypadek dziatari Z*:

Twierdzenie 2.1. (Twierdzenie o entropii rozszerzeri symbolicznych dziatari 7F, [Gutll, twierdzenie
1.12.4]) Niech (ZF,X) bedzie topologicznym uktadem dynamicznym o skoriczonej entropii topologicz-
nej i o strukturze entropijnej 7. Funkcja E : P (X) — R jest réwna hl, dla pewnego rozszerzenia
symbolicznego m uktadu (X, Zk) wtedy i tylko wtedy, gdy E jest ograniczonq superotoczkq afiniczng €.
Ponadto hy, (X, 7)) = SUPy e, (x) EF(W).

Zwro¢my uwage, ze uogdlnienie jest nietrywialne i korzysta z teorii wlasnosci matych brzegéw (jak
nadmieniono wyzej).

2.6. Granty.

e Grant Maestro Narodowego Centrum Nauki
Miary niezmiennicze, entropia i inne parametry wzrostu w klasycznych i nieklasycznych ukta-
dach dynamicznych.
Kierownik grantu: prof. Tomasz Downarowicz
Czas trwania grantu: 2013-2018
Stanowisko w grancie: wykonawca, cztonek zespotu badawczego.

e EU Marie Sklodowska-Curie Career Integration Grant (CIG)
Universality in Topological Dynamics (Uniwersalnos¢ w dynamice topologicznej)
Kierownik grantu: dr. Yonatan Gutman

Czas trwania grantu: 2013-2017
Stanowisko w grancie: kierownik

2.7. Nagrody i wyro6znienia.
e Stypendium Chateaubriand — Ambasada Francji w Izraelu, 2011.

e Stypendium doktoranckie - Uniwersytet Hebrajski w Jerozolimie, 2004-2008.

e Nagroda im. prof. Kleina za osignigcia dydaktyczne (przyznawana czterem studentom Wydziatu
Matematyki na Uniwersytecie Hebrajskim w Jerozolimie), 2006.

e Nagroda im. prof. Zochowickiego za osiagnigcia naukowe (przyznawana dwom studentom Wy-
dzialu Matematyki na Uniwersytecie Hebrajskim w Jerozolimie), 2005.

e Stypendium magisterskie (M.Sc) na Uniwersytecie Stanforda.

e Druga najwyzsza Srednia ocen (salutatorian) wsrdéd absolwentéw uniwersytetu Technion w 2001.
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e Udzial w programie ,, Technion’s Excellence Program” (Program osiagni¢¢ Instytutu Technologii
Technion), 1999 - 2001.

e Nagroda rektora Instytutu Technologii Technion za znakomite wyniki w kazdym semestrze na-
uki, 1998 — 2001.

e Nagroda ,,Fund for Promotion of Excellence” (Fundusz wspierania wyjatkowych osiagnig¢) Wy-
dzialu Matematyki Instytutu Technologii Technion, 2002.

e Nagroda im. Yuval Levy (przyznawana najlepszym studentom Wydziatu Matematyki Instytutu
Technologii Technion), 2001.

e Nagroda Prezesa Komisji ds. Edukacji i Kultury Knesetu (Izraelskiego parlamentu) przyznawana
najlepszym 0,1% studentéw uniwersytetow w Izraelu, 2000.

e Nagroda im. prof. Merkina (przyznawana dwém studentom Wydzialu Matematyki na Instytucie
Technologii Technion), 2000.

e Nagroda rektora Instytutu Technologii Technion (przyznawana nowym studentom przyjetym z
najlepszymi wynikami), 1999.

e Drugie miejsce w Izraelu w migdzynarodowym konkursie matematycznym ,, Tournament of the
Towns”, 1998.

e Nagroda im. Avraham Medzini za ukonczenie z z najwyzsza pochwata (summa cum laude) li-
ceum Reali w Hajfie 1998 r.

e Wyr6znienie w Izraelu w migdzynarodowym konkursie matematycznym ,,Tournament of the
Towns” w 1997.

e Drugie miejsce w Izraelu i wyréznienie na etapie migdzynarodowym w konkursie matematycz-
nym ,, Tournament of the Towns” w 1995.

e Wyrdznienie na olimpiadzie matematycznej Zuta organizowanej przez Instytut Naukowy We-
1izmanna, 1995.

2.8. Kursy specjalne.

e Kurs zaawansowany: ,, The Camarena-Szegedy Theory of Nilspaces” (,,Teoria nilprzestrzeni
Camareny-Szegedy’ego”), University of Cambridge, paZdziernik-grudzieri (Michaelmas term)
2012, styczen- marzec (Lent term), kwiecien-czerwiec (Easter term) 2013.

e Minikurs: ,,Nilspaces and their applications” (,,Nilprzestrzenie i ich zastosowania™), Universidad
de Chile (Uniwersytet Chile), grudzien 2016.

KONFERENCIJE I SEMINARIA

2.9. Wyklady na konferencjach (na zaproszenie).

e School on Information and Randomness, Universidad de Chile, grudzieh 2016. Tytut: ,,Higher
order regionally proximal equivalence relations for general group actions through cubespaces”



22

(,,Regionalnie proksymalne relacje rownowaznosci wyzszego rzgdu dla ogélnych dziatan grup
przez przestrzenie kostkowe”).

e New developments around the x2 x3 conjecture and other classical problems in ergodic theory,
Cieplice, maj 2016 (2 wyktady). Tytut I: , Free ergodic Z¥ -systems and complexity after Cyr and
Kra” (,,Wolne ergodyczne uktady Z* i ztozonos$¢ wedtug Cyra i Kry”). Tytut II: ,,Higher order
regionally proximal equivalence relations for general group actions” (,,Regionalnie proksymalne
relacje rownowaznoSci wyzszego rzedu dla ogélnych dziatan grup”).

e Wandering Seminar, A mini-conference on Ergodic Theory and Dynamical Systems, Wydziat
Matematyki, Politechnika Wroctawska, kwieciei 2015. Tytul: ,,Structure theorems for Host-Kra
factors of finitely generated abelian actions” (,,Twierdzenia strukturalne dla faktoréw Hosta-Kry
w przypadku dziatan skoriczenie generowanych grup abelowych”).

e Wspdlne posiedzenie Niemieckiego Towarzystwa Matematycznego (DMV) 1 Polskiego Towa-
rzystwa Matematycznego (PTM), Poznari, 2014. Tytut: ,,On higher order regional proximality
for arbitrary group actions” (,,Regionalna proksymalnos¢ wyzszego rzgdu dla ogélnych dziatan

grup”).

e Maryland-Penn State Dynamical Systems and Related Topics Workshop, USA, 2014. Tytut:
,Dynamical Embedding in Cubical Shifts with a View Towards Physics” (,,Dynamiczne zanu-
rzenia w przesunigciach na kostce z fizycznymi perspektywami’).

e Brazilian-Polish Topology Workshop, Polska Akademia Nauk, Warszawa, 2012. Tytul: ,,Mean
dimension and a sharp embedding theorem: extensions of aperiodic subshifts” (,,Sredni wymiar
i twierdzenie o ostrym zanurzaniu: rozszerzenia aperiodycznych uktadéw shiftowych”).

e Laminations and symbolic dynamics, CIRM, Marsylia, 2012. Tytul: ,, Topological dynamical
embedding and Jaworski-type theorems” (,,Dynamiczne zanurzenia topologiczne i twierdzenia
typu Jaworskiego”).

e Israeli-Polish Mathematical Meeting, £.6dz, 2011. Tytul: ,, The universal minimal space for ho-
meomorphism groups of h-homogeneous spaces” (,,Uniwersalna przestrzen minimalna dla grup
homeomorfizméw przestrzeni h-jednorodnych™).

e Doroczne posiedzenie [zraelskiego Towarzystwa Matematycznego, Bar-Ilan University, Ramat-
Gan, Izrael, 2011. Tytut: ,,Universal minimal spaces” (,,Uniwersalne przestrzenie minimalne”).

e Workshop on the Concentration Phenomenon, Transformation Groups and Ramsey Theory, Fields
Institute, Toronto, 2010. Tytut: ,,Minimal hyperspace actions of Homeo(S® \ ®)” (,,Minimalne
dziatania Homeo(B @ \ @) na hiperprzestrzeniach™).

e Dynamical Systems Meeting, Trzebieszowice, 2010. Tytut: ,Juzvinskii addition theorems for
amenable groups and free groups” (,,Twierdzenia o dodawaniu typu Juzwinskiego dla grup ze

Srednig i grup wolnych”).

e Workshop on the Urysohn Space, Uniwersytet Ben-Guriona, Beer Szewa, Izrael, 2006. Tytut:
,Minimal actions of homeomorphism groups” (,,Dziatania minimalne grup homeomorfizméw”).

2.10. Wyklady na konferencjach.

e Ergodic Theory of Dynamical Systems. Bedlewo, listopad 2015. Tytut: ,,Optimal embedding of
minimal systems into shifts on Hilbert cubes” (,,Optymalne zanurzenia uktadéw minimalnych w
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przesunigciach na kostkach Hilberta™).

e Combinatorics Meets Ergodic Theory Workshop, Banff, Kanada, lipiec 2015. Tytul: ,,Characte-
rization of Host-Kra factors through a structural theorem for dynamical nilspaces” (,,Charakte-
ryzacja faktoréw Hosta-Kry przez twierdzenie strukturalne dla dynamicznych nilprzestrzeni”).

e Ergodic Theorems and Applications in Probability, Eilat, Izrael, maj 2015. Tytul: ,,Structure
theorems for Host-Kra factors of finitely generated abelian actions” (,,Twierdzenia strukturalne
dla faktoréw Hosta-Kry w przypadku dziatan skoniczenie generowanych grup abelowych”).

e Ergodic Theory and Dynamical Systems, Torun, maj 2014. Tytul: ,,On the representability by
inverse limits of nilsystems” (,,MozliwoSci reprezentacji za pomoca granic wstecznych nilukta-
dow”).

e Ergodic Theory and Dynamical Systems, University of North Carolina, USA, kwiecien 2014.
Tytul: ,,Dynamical Embedding in Cubical Shifts with a View Towards Physics” (,,Dynamiczne
zanurzenia w przesunigciach na kostce z fizycznymi perspektywami’).

e 5th Visegrad Conference on Dynamical Systems, Olsztyn, wrzesien 2013. Tytul: ,,Sharp em-
bedding theorems for topological dynamical systems” (,,Iwierdzenia o ostrym zanurzaniu w
topologicznych uktadach dynamicznych”).

e Arbeitsgemeinschaft ,,Limits of structures”, Oberwolfach, Niemcy, 2013. Tytut: ,,Nilspaces and
nilmanifolds” (,,Nilprzestrzenie i nilrozmaito$ci’).

e Ergodic Methods in Dynamics, Bedlewo, 2012. Tytul: ,,Topological dynamical embedding
and Jaworski-type theorems” (,,Dynamiczne zanurzenie topologiczne i twierdzenia typu Jawor-
skiego™).

e Conformal Structures and Dynamics (CODY) Third Year Conference, Bedlewo, 2009. Tytut:
,,Embedding ZK-actions in cubical shifts and Zk—symbolic extensions” (,,Zanurzanie dziatan 7k
w przesunieciach na kostkach i rozszerzenia symboliczne dziatan Z*”).

e 5th Annual International Symposium on Voronoi Diagrams in Science and Engineering / 4th
International Kyiv Conference on Analytic Number Theory and Spatial Tessellations, Instytut
Matematyczny Ukraifiskiej Akademii Nauk, Kijéw, 2008. Tytut: ,,Embedding ZX-Actions in
Continuous Shifts and ZX-Symbolic Extensions” (,,Zanurzanie dziatari Z* w ciagtych przesunie-
ciach i rozszerzenia symboliczne dziatan Z*”).

e 22nd Summer Conference on Topology and its Applications, Universidad Jaume I, Castellon de
la Plana, Hiszpania, 2007. Tytul: ,,Embedding Results through Mean Dimension for Zk- Ac-
tions” (,,Wyniki dotyczace zanurzeii uzyskane za pomoca wymiaru sredniego dla dziatari Z*”).

e 9th Rencontres Mathématiques de Rouen, Francja, 2007. Tytut: ,,On processes which cannot be
distinguished by finite observations” (,,Procesy nierozréznialne za pomoca skoficzonych obser-

wacji”).

e Workshop on Ergodic Theory and Dynamical Systems, Szklarska Porgba, 2006. Tytut: ,,Minimal
Actions of Homeomorphism Groups” (,,Dziatania minimalne grup homeomorfizméw”).

2.11. Wyklady na seminariach (na zaproszenie).
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Seminarium z uktadéw dynamicznych, Instytut Matematyczny Polskiej Akademii Nauk, maj
2016. Tytul: ,,Higher order regionally proximal equivalence relations for general group actions”
(,,Regionalnie proksymalne relacje rOwnowaznosci wyzszego rz¢du dla ogélnych dziatan grup”).

Seminarium z geometrii, Technische Universitit Dresden, luty 2016. Tytut: ,,Optimal embedding
of minimal systems into shifts on Hilbert cubes” (,,Optymalne zanurzenia uktadéw minimalnych
w przesunigciach na kostkach Hilberta™).

Seminarium z uktadéw dynamicznych, Uniwersytet Hebrajski w Jerozolimie, Izrael, styczen
2016. Tytut: ,,Optimal embedding of minimal systems into shifts on Hilbert cubes” (,,Optymalne
zanurzenia uktadéw minimalnych w przesunigciach na kostkach Hilberta™).

Seminarium z geometrycznej teroii grup, Instytut Matematyczny Polskiej Akademii Nauk, gru-
dzien 2015. Tytutl: ,,:The embedding problem in topological dynamics” (,,Problem zanurzania w
dynamice topologicznej”).

Seminarium z uktadéw dynamicznych, Instytut Matematyczny Polskiej Akademii Nauk, listopad
2015. Tytut: ,,Optimal embedding of minimal systems into shifts on Hilbert cubes” (,,Optymalne
zanurzenia uktadéw minimalnych w przesunigciach na kostkach Hilberta™).

Seminarium z uktadéw dynamicznych, Wu Laboratory, Chinski Uniwersytet Naukowo-Technologiczny
(University of Science and Technology of China), Hefei, 30 wrzesnia 2015. Tytut: ,,Higher order
regional proximality and characterization of Host-Kra factors through a structural theorem for
dynamical nilspaces” (,,Relacje regionalnej proksymalnosci wyzszego rzgdu i charakteryzacja
faktoréw Hosta-Kry przez twierdzenie strukturalne dla dynamicznych nilprzestrzeni”).

Seminarium z uktadéw dynamicznych, Instytut Matematyczny Polskiej Akademii Nauk, kwie-
cien 2015. Tytut: ,,Structure theorems for Host-Kra factors - Introduction” (,,Wprowadzenie do
twierdzen strukturalnych dla faktoréw Hosta-Kry”).

Seminarium z uktadéw dynamicznych, Instytut Matematyczny Polskiej Akademii Nauk, styczen
2015. Tytut: ,,On the Host-Kra construction of characteristic factors” (,,Konstrukcja faktorow
charakterystycznych Hosta-Kry”).

Seminarium z topologii, Polska Akademia Nauk, grudzieh 2014. Tytul: ,Zanurzanie uktadéw
dynamicznych w przesunieciach kostkowych — Stare wyzwania a nowy rozwoj”.

Seminarium z uktadéw dynamicznych, Uniwersytet Warszawski, listopad 2014. Tytut: ,,Wymiar
Sredni, male faktory entropii i twierdzenie o zanurzaniu dla dziatan grupy wyzszej rangi” (,,Mean
dimension, small entropy factors and an embedding theorem for higher rank group actions”).

Seminarium dla doktorantow, Uniwersytet Warszawski, maj 2014. Tytul: ,,Takens embedding
theorem with a continuous observable” (,,Twierdzenie Takensa o zanurzaniu z ciagla zmienna
obserwowalng”).

Oberseminar, Westfélische Wilhelms-Universitit Miinster, Niemcy, grudzien 2013. Tytut: ,,Sharp
embedding theorems for topological dynamical systems” (,,Twierdzenia o ostrym zanurzaniu w
topologicznych uktadach dynamicznych”).

Seminarium z uktadéw dynamicznych, Instytut Matematyczny Polskiej Akademii Nauk, listopad
2013. Tytut: ,Nilspaces and structure theorems for topological dynamical systems” (,,Nilprze-
strzenie 1 twierdzenia strukturalne dla topologicznych uktadéw dynamicznych”).
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e Universality and Homogeneity Trimester Program Special Lecture Series, Hausdorff Institute for
Mathematics (HIM), Bonn, listopad 2013. Tytut: ,,Nilspaces and structure theorems for topologi-
cal dynamical systems” (,,Nilprzestrzenie i twierdzenia strukturalne dla topologicznych uktadéw
dynamicznych”).

e Séminaire de I’Equipe Topologie Dynamique, Université Paris-Sud, listopad 2013. Tytut: ”’Nile-
spaces et théoréemes de structure pour les systemes dynamiques topologiques” (,,Nilprzestrzenie
1 twierdzenia strukturalne dla topologicznych uktadéw dynamicznych™).

e Seminarium z uktadéw dynamicznych, Instytut Matematyczny Polskiej Akademii Nauk, kwie-
cien 2013. Tytut: , Nilspaces and nilmanifolds” (,,Nilprzestrzenie i nilrozmaitosci”).

e Seminarium z teorii ergodycznej, University of Bristol, styczen 2013. Tytut: ,,Sharp embedding
theorems for topological dynamical systems” (,,Twierdzenia o ostrym zanurzaniu w topologicz-
nych uktadach dynamicznych”).

e Seminarium z topologii, Uniwersytet Warszawski, 2012. Tytul: ,,An introduction to mean di-
mension and its applications” (,,Wprowadzenie do Sredniego wymiaru i jego zastosowan”).

e Seminarium z teorii ergodycznej i ukladéow dynamicznych, Uniwersytet Mikotaja Kopernika w
Toruniu, 2012 . Tytul: ,,Topological dynamical embedding and Jaworski-type theorems” (,,Dy-
namiczne zanurzenia topologiczne i twierdzenia typu Jaworskiego™).

e Seminarium z uktadéw dynamicznych, Instytut Matematyczny Polskiej Akademii Nauk, 2012.
Tytut: ,,The structure of cubespaces attached to minimal distal dynamical systems” (,,Struktura
przestrzeni kostkowych powigzanych z minimalnymi dystalnymi uktadami dynamicznymi”).

e Seminarium z teorii ergodycznej, Politechnika Wroctawska, 2012. Tytutl: ,,Topological dynami-
cal embedding and Jaworski-type theorems” (,,Dynamiczne zanurzenia topologiczne i twierdze-
nia typu Jaworskiego”).

e Seminarium z kombinatoryki, Cambridge University, 2012. Tytul: ,,The structure of cubespaces
attached to minimal distal dynamical systems” (,,Struktura przestrzeni kostkowych powiazanych
z minimalnymi dystalnymi uktadami dynamicznymi”).

e Seminarium z uktadéw dynamicznych,Universiteit van Amsterdam, 2012. Tytul: ,, The structure
of cubespaces attached to minimal distal dynamical systems” (,,Struktura przestrzeni kostkowych
powiazanych z minimalnymi dystalnymi uktadami dynamicznymi”).

e Wyktad-kolokwium, Instytut Matematyczny Polskiej Akademii Nauk, 2012. Tytut: ,,Topological
Dynamical Embedding and Jaworski-type Theorems” (,,Dynamiczne zanurzenia topologiczne i
twierdzenia typu Jaworskiego™).

e Wyktad-kolokwium, Uniwersytet Hajfy, Izrael, 2011. Tytul: ,,A Juzvinskii addition theorem for
finitely generated free group actions” (,,Iwierdzenia o dodawaniu typu Juzwinskiego dla grup ze
Srednia i grup wolnych”).

e Seminarium z dynamiki i rachunku prawdopodobienistwa, Uniwersytet Hebrajski w Jerozoli-
mie, Izrael, 2011. Tytul: ,,The structure of cubespaces attached to a minimal distal dynamical
system” (,,Struktura przestrzeni kostkowych powiazanych z minimalnymi dystalnymi uktadami
dynamicznymi”).
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Seminarium z teorii ergodycznej, Uniwersytet Ben-Guriona, Beer Szewa, Izrael, 2011. Tytut:
,»A Juzvinskii addition theorem for finitely generated free group actions” (,,Twierdzenia o doda-
waniu typu Juzwinskiego dla grup ze Srednia i grup wolnych”).

Seminarium grupy roboczej z dziedziny teorii ergodycznej i uktadéw dynamicznych, Université
Paris-Sud 11, 2011. Tytul: ,,Plongement des actions par ZK dans des shifts cubiques et des exten-
sions ZK symboliques” (,,Zanurzanie dziatari Z* w ciaglych uktadach shiftowych i rozszerzenia
symboliczne ZK”).

Seminarium z dynamiki, arytmetyki i kombinatoryki (Ernest), Institut de Mathématiques de Lu-
miny, Université de la Méditerranée - Aix-Marseille II, 2011. Tytul: ,,Plongement des actions
par Z* dans des shifts cubiques et des extensions Z* symboliques” (,,Zanurzanie dziataii Z* w
ciaglych uktadach shiftowych i rozszerzenia symboliczne Z*”).

Seminarium z algebry, dynamiki i1 topologii, Université de Provence - Aix-Marseille I and Uni-
versité Paul Cézanne - Aix-Marseille III, 2011. Tytul: ,,Un théoreme d’addition de Juzvinskii
pour les actions des groupes libres” (,,Twierdzenie Juzwinskiego dla dziatan grup wolnych”).

Seminarium z teorii ergodycznej, Politechnika Wroctawska, 2011. Tytul: ,,On relative extreme
amenability” (,,Wzglgdna ekstremalna Sredniowalno$¢”).

Seminarium z teorii ergodycznej, Politechnika Wroctawska, 2010. Tytut: ,,Minimal actions of
Homeo(®*) on hyperspaces of ®@*” (,,Minimalne dziatania grupy Homeo(®*) na hiperprzestrze-
niach ®*”).

Seminarium z teorii grup 1 dynamiki, Texas A&M University,College Station, USA, 2010. Tytut:
,Minimal actions of Homeo(®™*) on hyperspaces of ®*” (,,Minimalne dziatania grupy Homeo(®*)
na hiperprzestrzeniach ®*”).

Seminarium z analizy, University at Buffalo, New York, USA, 2010. Tytul: ,,Minimal actions of
Homeo(w*) on hyperspaces of ®@*” (,,Minimalne dziatania grupy Homeo(®*) na hiperprzestrze-
niach ®*”).

Seminarium dla mtodych naukowcéw, program dotyczacy asymptotycznej analizy geometrycz-
nej, Fields Institute (Instytut Fieldsa), Toronto, 2010. Tytut: ,,Universal minimal spaces” (,,Uni-
wersalne przestrzenie minimalne”).

Action Now Seminar, Technion, Haifa, Izrael, 2008. Tytul: ,,Embedding Zk-actions in continu-
ous shifts and the Z*-symbolic extension entropy theorem” (,,Zanurzanie dziataii ZX w przesu-
nigciach na kostkach i twierdzenie o entropii dla rozszerzen symbolicznych dziatar Z*).

Seminarium z dynamiki, The Hebrew University of Jerusalem, 2007. Tytut: ,[Embedding Z*-
actions in continuous shifts and the Zk—symbolic extension entropy theorem” (,,Zanurzanie dzia-
tan Z¥ w przesunigciach na kostkach i twierdzenie o entropii dla rozszerzen symbolicznych dzia-
tafi Z%).

Seminarium z analizy harmonicznej, Universita degli Studi di Roma La Sapienza", 2006. Ty-
tut: ,,Minimal Actions of Homeomorphism Groups” (,,Dziatania minimalne grup homeomorfi-
zmow’).

Seminarium z dynamiki, Uniwersytet Hebrajski w Jerozolimie, Izrael, 2005. Tytut: ,,Minimal
actions of homeomorphism groups” (,,Dziatania minimalne grup homeomorfizméw”).
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2.12. Wyklady na seminariach.

e Seminarium z analizy dyskretnej, University of Cambridge, 2012. Tytut: ,, The structure of cu-
bespaces attached to minimal distal dynamical systems” (,,Struktura przestrzeni kostkowych po-
wigzanych z minimalnymi dystalnymi uktadami dynamicznymi”).

e Seminarium z dynamiki i rachunku prawdopodobienistwa, Uniwersytet Hebrajski w Jerozolimie,
Izrael, 2012. Tytut: ,,Mean dimension & Jaworski-type theorems” (,,Sredni wymiar i twierdzenia
typu Jaworskiego”).

e Seminarium z uktadéw dynamicznych, Instytut Matematyczny Polskiej Akademii Nauk, 2012.
Tytul: ,,Topological dynamical embedding and Jaworski-type theorems” (,,Dynamiczne zanurze-
nia topologiczne i twierdzenia typu Jaworskiego™).

e Seminarium grupy roboczej z dziedziny teorii ergodycznej i uktadéw dynamicznych, Université
Paris-Sud 11, 2012. Tytut: ,,Plongement topologique dynamique et des théoremes de type Ja-
worski” (,,Dynamiczne zanurzenia topologiczne i twierdzenia typu Jaworskiego™).

e Seminarium z logiki, Institut Camille Jordan, Université Lyon 1, 2012. Tytut: ,,Topological
dynamical embedding and Jaworski-type theorems” (,,Dynamiczne zanurzenia topologiczne i
twierdzenia typu Jaworskiego™).

e Seminarium z uktadéw dynamicznych, Instytut Matematyczny Polskiej Akademii Nauk, 2011.
Tytul: ,,Minimal hyperspace actions of homeomorphism groups of h-homogeneous spaces” (,,Mi-
nimalne dziatania hiperprzestrzeni grup homeomorfizméw przestrzeni h-jednorodnych”).

e Seminarium z teorii ergodycznej i uktadéw dynamicznych, Université Paris 13, 2011. Tytut:
,,L.espace universel minimal des groupes d’homéomorphismes des espaces h-homogenes” (,,Uni-
wersalna przestrzeit minimalna dla grupy homeomorfizméw przestrzeni h-jednorodnych”).

e Seminarium z teorii ergodycznej Jussieu/Chevaleret, Universités Paris 6 & 7, 2011. Tytul: ,,Sur
la Moyennabilité Extréme Relative” (,,O wzglednej ekstremalnej Sredniowalnosci”).

e Horowitz Seminar, Uniwersytet Telawiwski, Izrael, 2010. Tytutl: ,JJuzvinskii addition theorems
for amenable groups and gree groups”) (,,Twierdzenia o dodawaniu typu Juzwinskiego dla grup
ze Srednig i grup wolnych”).

e Seminarium specjalne, Uniwersytet Mikotaja Kopernika w Toruniu, 2009. Tytul: ,,Embedding
ZK-actions in cubcial shifts and Z* symbolic extensions” (,,Zanurzanie dziatan Z* w przesunie-
ciach na kostkach i rozszerzenia symboliczne dziatan ZX”).

e Seminarium specjalne, Politechnika Wroctawska, 2009. Tytut: ,, Embedding Z*-actions in cubi-
cal shifts and Zk-symbolic extensions” (,,Zanurzanie dziatan 7k w przesunigciach na kostkach i
rozszerzenia symboliczne dziatan Z*”).

e Students Probability Day, Instytut Nauki Weizmanna, Rechowot, Izrael, 2007. Tytut: ,,On pro-
cesses which cannot be distinguished by finite observations” (,,Procesy nierozréznialne za po-
mocg skoniczonych obserwacji”).

e Horowitz Seminar, Uniwersytet Telawiwski, Izrael, 2007. Tytul: ,,On processes which cannot be
distinguished by finite observations” (,,Procesy nierozréznialne za pomoca skoficzonych obser-
wacji”).
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Wyjazdy dlugoterminowe.

e Universidad de Chile. Gospodarze: Alejandro maass, Sebastidn Donoso, grudzieri 2016.

e Chinski Uniwersytet Naukowo-Technologiczny (University of Science and Technology of China),
Hefei. Gospodarz: XiangDong Ye, pazdziernik 2015.

Program trymestralny dotyczacy uniwersalnosci i jednorodnosci, Hausdorff Institute for Mathe-
matics (Instytut Matematyczny Hausdorffa), Bonn, Niemcy, listopad 2013.

Politechnika Wroctawska. Gospodarz: Tomasz Downarowicz, maj 2012.

Politechnika Wroctawska. Gospodarz: Tomasz Downarowicz, grudzien 2010 — styczen 2011.

University at Buffalo, New York, USA. Gospodarz: Hanfeng Li, listopad 2010.

Program tematyczny na temat asymptotycznej analizy geometrycznej, Instytut Fieldsa, Toronto,
pazdziernik 2010.

Wyjazdy krétkoterminowe (do dwaéch tygodni).

e Uniwersytet Hebrajski w Jerozolimie, Izrael. Gospodarz: Masaki Tsukamoto, lipiec 2016.

e Technische Universitit Dresden. Gospodarz: Antoine Gournay, luty 2016.

e Uniwersytet Hebrajski w Jerozolimie, Izrael. Gospodarz: Elon Lindenstrauss, styczef 2016.
e Uniwersytet Kioto, Japonia. Gospodarz: Masaki Tsukamoto, pazdziernik 2015.

e University of Maryland, USA. Gospodarz: Joe Auslander, kwieciei 2014.

o Westfilische Wilhelms-Universitdt Miinster, Niemcy. Gospodarz: Wilhelm Winter 1 Gadbor Szabd,
grudzien 2013.

e Université Paris-Sud. Gospodarz: Jérobme Buzzi i Sylvien Crovisier, listopad 2013.

e Uniwersytet Mikotaja Kopernika w Toruniu. Gospodarz: Mariusz Lemanczyk, czerwiec 2012.
e Politechnika Wroctawska. Gospodarz: Tomasz Downarowicz, maj 2012.

e Politechnika Wroctawska. Gospodarz: Tomasz Downarowicz, grudzien 2011.

e Université Paul Cézanne - Aix-Marseille I1I. Gospodarz: Lionel Nguyen Van Thé, listopad 2011.
e Uniwersytet Hebrajski w Jerozolimie, Izrael. Gospodarz: Benjamin Weiss, czerwiec 2011.

e Politechnika Wroctawska. Gospodarz: Tomasz Downarowicz, marzec 2011.

e Texas A&M University. Gospodarz: Lewis Bowen, listopad 2010.

Recenzje dla czasopism.

e Inventiones mathematicae
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e Advances in Mathematics.

e Journal of the London Mathematical Society
e [srael Journal of Mathematics.

e Ergodic Theory and Dynamical Systems.

e Studia Mathematica

e Monatshefte fiir mathematik

e Mathematical Reviews (MathSciNet).

e Springer.

2.16. Recenzje dla fundacji naukowych.

e Israel Science Foundation (Izraelska Fundacja Naukowa, ISF)

e Fonds zur Forderung der wissenschaftlichen Forschung (FWF,Austriacki Fundusz Nauki)

2.17. Dzialalno$¢ organizacyjna.

e Wspdtorganizator (z Michael Bateman, Ben Green, Bob Hough i Péter Varjii) seminarium z ana-
lizy dyskretnej w University of Cambridge, 2013.

e Pomystodawca, autor programu i wspétorganizato (z Michalem Ramsem i Adamem Skalskim)
zaawansowanego seminarium na temat problemu mieszania wielokrotnego Rochlina w Instytu-
cie Matematycznym Polskiej Akademii Nauk. Wygtositem tam tez seri¢ wyktadéw pt. ,,Host’s
Theorem: A mixing system of singular type is mixing of all orders” (,,Twierdzenie Hosta: uktad
mieszajacy typu singularnego jest uktadem mieszajacym kazdego rzedu”). Luty—czerwiec 2015.

e Wspdlorganizator (z Alexanderem Bufetovem, Krzysztofem Fraczkem, Joanng Kutaga-Przymus
1 Mariuszem Lemarnczykem) warsztatéw Simons Semester ,,Ergodic Theory of Dynamical Sys-
tems”, ,, Translation Surfaces and Dynamics”, Bedlewo, 22-28 listopada 2015.

e Wspoétorganizator (z Feliksem Przytyckim 1 Michatem Ramsem) seminarium z uktadéw dyna-
micznych w Instytucie Matematycznym Polskiej Akademii Nauk, 2016-

e Wspdtorganizator (z Piotrem Oprocha 1 Arturem Siemaszkem) sesji poSwigconej dynamice to-
pologicznej i teorii ergodycznej na konferencji ,,7th Forum of Polish Mathematicians with the
participation of Ukrainian mathematicians”, Olsztyn, 12-17 wrze$nia 2016.

e Wspdlorganizator (z Elon Lindenstruass i Masaki Tsukamoto) warsztatow BIRS ,,Mean Dimen-
sion and Sofic Entropy Meet Dynamical Systems, Geometric Analysis and Information Theory”
Banff, Kanada, 23-28 lipca 2017.

2.18. Czlonek Polskiego Towarzystwa Matematycznego.
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