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1 Wstęp i omówienie zagadnienia

Produkty krzyżowe W �-algebr przez działania grup dyskretnych rozważał już John von
Neumann. W [Neu40] posłużyły one jako narzędzie do konstrukcji pierwszych przykła-
dów faktorów typu III, tzw. faktorów czysto nieskończonych. C�-algebraiczne odpowied-
niki produktów krzyżowych pojawiały się następnie m.in. w pracach Segala, a formalną
definicję jako pierwszy najprawdopodobniej podał Turumaru [Tur58]. Do końca lat 70-
tych ubiegłego wieku teoria produktów krzyżowych C�-algebr przez działania grupowe,
w podstawowym zakresie, została ukonstytuowana, patrz np. [Ped79], [Gre78]. Jednak do
dnia dzisiejszego jest ona rozwijana i wciąż znajduje nowe nietrywialne zastosowania nie
tylko w teorii C�-algebr i analizie harmonicznej, por. [Wil07], lecz także np. w geometrii
nieprzemiennej [NSS08] i teorii równań funkcjonalno-różniczkowych [AL94], [AL98]. W
istocie wiele struktur pełniących fundamentalną rolę w fizyce matematycznej i współcze-
snej teorii algebr operatorowych jest modelowana przez dynamikę nieodwracalną zadaną
przez obiekty znacznie bardziej ogólne niż automorfizmy. Publikacje wchodzące do listy
osiągnięcia habilitacyjnego stanowią wkład w teorię uogólnionych produktów krzyżo-
wych C�-algebr, w tym: produktów krzyżowych przez endomorfizmy, półgrupowe dzia-
łania C�-koresponedencji (systemy produktowe) i grupowe działania przez hilbertowskie
bimoduły (wiązki Fella).

Pojęcie produktu krzyżowego C�-algebry przez endomorfizm pojawiło się, w sposób
nieformalny, w przełomowej pracy Cuntza [Cu77], gdzie zostało również wprowadzo-
ne pojęcie prostej C�-algebry czysto nieskończonej (C�-algebraicznego analogonu W �-
faktora typu III) oraz słynne algebry Cuntza On. Pierwsze konstrukcje produktów krzy-
żowych przez endomorfizmy badane były przez konkretne reprezentacje, gdzie rozpa-
trywny endomorfizm był injektywny i działał na C�-algebrze z jedynką [Cu77], [Pas80],
[Cun82], [Rør95], [Mur96]. Ich zasadniczym celem była konstrukcja prostych C�-algebr o
ciekawych własnościach. W szczególności pierwszy kompletny zestaw modeli dla algebr
Kirchberga (ośrodkowych i nuklearnych, prostych algebr czysto nieskończonych), speł-
niających UCT, został otrzymany jako produkty krzyżowe przez endomorfizmy [Rør95],
[ER95]. Przypomnijmy, iż algebry Kirchberga, spełniające UCT, są całkowicie sklasyfi-
kowane przez swoją K-teorię [Kir00], [Phi00].

Uniwersalną definicję produktu krzyżowego dla “dowolnego” endomorfizmu zapropo-
nował Stacey [Sta93], jednakże jak zauważono w [Adj95] definicja ta wymaga dodatko-
wego założenia, że rozpatrywany endomorfizm jest rozszerzalny na algebrę mnożników.
Co więcej, jeśli rozpatrywany endomorfizm nie jest injektywny, to produkt krzyżowy
Stacey’a się degeneruje i może być np. algebrą zerową. Dlatego w [LR04] zapronowano
kolejną definicję, która ma z kolei wadę, iż nie jest uogólnieniem klasycznego produktu
krzyżowego przez automorfizmy. W międzyczasie Exel [Exe03] zaproponował jeszcze inną
definicję produktu krzyżowego przez endomorfizm, która wymaga dodatkowego skład-
nika, jakim jest operator przejścia. Definicję tę zmodyfikowano, m.in. w [ER07]. Łącząc
prace wielu autorów, tę mnogość różnych wariantów i konstrukcji można “zunifikować”
na gruncie względnych algebr Cuntza-Pimsnera OpX, Jq [Pim97], [MS98]. Różne kon-
strukcje wiążą się jednak z różnymi C�-korespondencjami X i różnymi ideałami J . Zatem
takie ogólne podejście nie daje pełnego, spójnego obrazu – nie wyjaśnia związków między
różnymi konstrukcjami na poziomie generatorów i relacji.
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Ważną cześcią osiągnięcia habilitacyjnego jest opracowanie kanonicznych konstruk-
cji, uporządkowanie i rozwinięcie ogólnej teorii produktów krzyżowych C�-algebr przez
pojedyncze odwzorowania. Uzyskano to poprzez wprowadzenie pojęcia (względnego) pro-
duktu krzyżowego przez odwzorowanie całkowicie dodatnie [Kwa17], eliminację zbędnych
założeń i relacji występujących w literaturze [KL13], [Kwa16], [Kwa17], uzyskanie sil-
nych rezultatów strukturalnych dotyczących kraty ideałów, czystej nieskończoności czy
K-teorii produktów krzyżowych przez endomorfizmy [Kwa15], [Kwa16] oraz dogłębną
analizę ważnych przykładów [Kwa14’], [Kwa17]. Ponadto w [Kwa13] zunifikowano teo-
rię względnych algebr Cuntza-Pimsnera i algebr Doplichera-Robertsa, otrzymując silne
narzędzia do badania ogólnej struktury C�-algebr zadanych przez szeroko i abstrakcyj-
nie pojętą dynamikę pojedynczo generowaną (prawe tensorowanie na C�-prekategorii z
obiektami tworzącymi półgrupę N).

Kolejną cześcią osiągnięcia habilitacyjnego jest wkład w teorię półgrupowych pro-
duktów krzyżowych i ich uogólnień. Półgrupowe wersje wyżej wymienionych produktów
krzyżowych przez endomorfizmy były badane m. in. w związku z algebrami Toeplitza pół-
grup izometrii [ALNR94], [LR96], C�-algebrami Hecke typu Bost-Connesa związanymi
z ciałami liczbowymi [LR99], [ALR97], przejściami fazowymi [Lac98], krótkimi ciągami
dokładnymi i iloczynami tensorowymi [Lar00], oraz grafami wyższych rzędów [Bro12].
Mimo wielu osiągnięć w tej dziedzinie, na dzień dzisiejszy jej status jest daleki od statusu
teorii w pełni rozwiniętej. Wkładem habilitanta jest dogłębna analiza i opis struktury
półgrupowej wersji algebry Pimsnera OX [Fow02] w przypadku, gdy X jest regularnym
systemem produktowym nad półgrupą P typu Ore [KS16]. Analiza ta zainspirowana
jest przez wyniki prac [Kwa13], [Kwa14]. Prowadzi ona do silnych narzędzi takich jak:
twierdzenie o jednoznaczności dla OX , kryterium prostoty OX i opis dylatacji systemu
produktowego X nad P do wiązki Fella BX nad grupą GpP q, który pozwala badać OX
jako algebrę cięć C�pBXq tej wiązki. Rezultaty te pozwalają m.in. zdefiniować zreduko-
waną wersję OrX algebry OX i pokazują, że przy powyższych założeniach algebra OX jest
właściwym obiektem badań; w szczególności we właściwy sposób modeluje odpowiednie
produkty krzyżowe, patrz [KS16].

Dopełnieniem powyższych wyników jest analiza zredukowanej C�-algebry cieć C�
r pBq

wiązki Fella B nad grupą dyskretną G [KS17]. Do głównych rezultatów należą opis
struktury ideałów, w tym przestrzeni ideałów prymitywnych, oraz ustalenie efektywnych
kryteriów czystej nieskończoności dla C�

r pBq. Rezultaty te mają bezpośrednie zastoso-
wanie do grupowych produktów przez działania częściowe, których teoria jest dobrze
rozwinięta, por. [Exel], oraz pośrednio, przez otrzymane wcześniej dylatacje systemów
produktowych do wiązek Fella, również do algebr typu OX . Otrzymane kryteria czystej
nieskończoności nie tylko uogólniają, ale też wzmacniają i unifikują analogiczne wyni-
ki otrzymane w kontekście produktów krzyżowych przez następujących autorów: Laca,
Spielberg [LS96]; Jolissaint, Robertson [JR00]; Sierakowski, Rørdam [RS12]; Giordano,
Sierakowski [GS14] oraz Ortega, Pardo [OP14]. Jak wykazano, rezultaty [KS17] są opty-
malne w zastosowaniu do algebr grafowych. Zastosowano je również do pewnej klasy
półgrupowych produktów krzyżowych typu Exela [Lar10], [KL09].

Bardziej szczegółowy opis zagadnienia zaczynamy od obiektów mniej zaawansowa-
nych tak, by przechodząc po kolejnych szczeblach abstrakcji dojść do obiektów bardziej
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ogólnych. W rozdziale 2 omawiamy produkty krzyżowe C�-algebr przez endomorfizm.
W rozdziale 3 przedstawimy ogólniejszą strukturę – względne produkty krzyżowe przez
odwzorowania całkowicie dodatnie. Rozdział 4 jest poświęcony ogólnej teorii unifikują-
cej względne algebry Cuntz-Pimsnera oraz algebry Doplichera-Robertsa. W rozdziale 5
konstrukcję typu Doplichera-Robertsa rozszerzamy na półgrupy typu Ore otrzymując
efektywny opis półgrupowej wersji algebry Pimsnera OX . Omawiamy tu też pojęcie to-
pologicznej wolności dla hilbertowskich bimodułów, systemów produktowych i wiązek
Fella. W rozdziale 6 przedstawiamy rezultaty dotyczące struktury ideałów oraz kryteria
czystej nieskończoności C�-algebr związanych z wiązkami Fella nad grupami dyskretny-
mi.
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1.1 Notacja i pojęcia wstępne

Przez ideał w C�-algebrze rozmumiemy domknięty ideał dwustronny. Jeśli I jest ideałem
w C�-algebrze A piszemy I � A. Anihilator ideału I w C�-algebrze A oznaczamy przez
IK :� ta P A : aI � 0u (jest to największy ideał w A taki, że I X IK � t0u). Wszystkie
homomorfizmy między C�-algebrami z definicji zachowują inwolucję. Dla operacji γ : C�
D Ñ E takich jak mnożenie, formy półtoraliniowe, etc., używamy notacji:

γpC,Dq � spantγpc, dq : c P C, d P Du.

Jeśli A działa w sposób niezdegenerowany na przestrzeni Hilberta H, tj. gdy A � BpHq
oraz AH � H, to algebrę lewych, prawych i obustronnych mnożników można zdefinio-
wać jak następuje: M`pAq :� tx P BpHq : xA � Au, MrpAq :� M`pAq

� i MpAq :�
M`pAq XMrpAq. Można te algebry również zdefiniować abstrakcyjnie jako algebry pew-
nych operatorów na A, albo podalgebry obwiedniej algebry von Neumanna A��, [Ped79].
Algebra MpAq jest C�-algebrą (z jedynką 1), którą można zdefiniować również jako
uzpełnienie A w topologii strict, tzn. topologii zadanej przez półnormy m ÞÑ }ma},
m ÞÑ }am} dla a P A.

(Prawą) C�-korespondencją nad C�-algebrą A nazywamy prawy hilbertowski A-
moduł X wraz z lewym działaniem A na X zadanym przez homomorfizm φ : AÑ LpXq,
gdzie LpXq jest C�-algebrą wszystkich sprzężalnych (ang. adjointable) operatorów na
X, por. [Lan94], [RW98]. Piszemy wtedy a � x � φpaqx, a P A, x P X. Analogicznie
możemy zdefiniować lewą korespondencję jako lewy moduł hilbertowski. Każdej (pra-
wej) C�-korespondencji X odpowiada “odwrotna” lewa C�-korespondencja rX. Hilber-
towskim A-bimodułem nazywamy przestrzeń X, która jest jednocześnie prawą i lewą
C�-korespondencją, gdzie prawa x�, �yA oraz lewa Ax�, �y A-wartościowa forma półtora-
liniowa są takie, że x � xy, zyA � Axx, yy � z, dla każdego x, y, z P X. W szczególności
hilbertowski A-bimoduł jest modułem równoważności Mority-Rieffela między ideałami
xX,XyA oraz AxX,Xy w A, patrz np. [RW98]. Zatem hilbertowskie bimoduły możemy
traktować jako częściowe równoważności.

Reprezentacją C�-korespondencji X nazywamy parę pπ, πXq, gdzie π : A Ñ BpHq
jest reprezentacją C�-algebry A na przestrzeni Hilberta H, a πX : X Ñ BpHq jest
odwzorowaniem liniowym takim, że

πXpa � xq � πpaqπXpxq, πXpx � bq � πXpxqπpbq, πXpxq
�πXpyq � πpxx, yyAq,

dla a, b P A, x P X. C�-algebrę C�pπpAq Y πXpXqq generowaną przez πpAq oraz πXpXq
nazywamy C�-algebrą generowaną przez pπ, πXq. Zbiór KpXq uogólnionych operatorów
zwartych na X z definicji jest domknięciem otoczki liniowej rozpiętej przez operatory
Θx,y, gdzie Θx,ypzq � x � xy, zyA dla x, y, z P X. W szczególności KpXq jest ideałem w
C�-algebrze LpXq. Każda reprezentacja pπ, πXq C

�-korespondencji X indukuje homo-
morfizm pπ, πXq

p1q : KpXq Ñ BpHq, który spełnia

pπ, πXq
p1qpΘx,yq � πXpxqπXpyq

�,

dla x, y P X. Niech JpXq :� φ�1pKpXqq będzie ideałem w A składającym się z ele-
mentów, które działają na X z lewej strony jak uogólnione operatory zwarte. Dla do-
wolnej reprezentacji pπ, πXq C�-korespondencji X obcięcia pπ, πXqp1q �φ|JpXq oraz π|JpXq
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zadają dwie reprezentacje JpXq � A. Dla każdego ideału J w JpXq powiemy, że re-
prezentacja pπ, πXq jest J-kowariantna, gdy pπ, πXq

p1q � φ|J � π|J . Względną algebrę
Cuntza-Pimsnera OpJ,Xq [MS98, Definicja 2.18] można zdefiniować jako C�-algebrę
generowaną przez uniwersalną J-kowariantną reprezentację piA, iXq C�-korespondencji
X, por. [FMR03]. Wtedy OpJpXq, Xq jest algebrą rozważana przez Pimsnera [Pim97],
a OX :� OpJX , Xq, gdzie JX :� pkerφqK X JpXq, jest (bezwzględną) algebrą Cuntza-
Pimsnera rozpowszechnioną przez Katsurę [Kat03, Definition 2.6]. Algebra OpJ,Xq jest
wyposażona w działanie γ okręgu T � tz P C : |z| � 1u, gdzie γzpaq � a i γzpxq � zx,
a P A, x P X.

Na systemy produktowe możemy patrzeć jak na półgrupowe działania C�-kores-
pondencji na C�-algebrach, gdzie składaniu morfizmów odpowiada wewnętrzny iloczyn
tensorowy C�-korespondencji. Na przykład, jeśli X jest C�-korespondencją nad A, to
wewnętrzny iloczyn tensorowy zadaje na rodzinie potęg tensorowych tXbnunPN, gdzie
Xb0 :� A jest bimodułem trywialnym, strukturę półgrupy. Ogólniej [Fow02], jeśli P jest
półgrupą z jedynką e i tXpupPP jest rodziną C�-korespondencji nad A, to mówimy, że
X �

�
pPP Xp jest systemem produktowym jeżeli Xe � A jest bimodułem trywialnym,

oraz X jest półgrupą, gdzie działanie półgrupowe zadaje izomorfizm XpbAXq � Xpq dla
p, q P P zteu oraz pokrywa się z prawym i lewym działaniem Xe � A na Xp. Reprezen-
tacją systemu produktowego X w C�-algebrze B nazywamy półgrupowy homomorfizm
ψ : X Ñ B taki, że

pψ|A, ψ|Xpq jest reprezentacją C�-korespondencji Xp, dla każdego p P P.

Fowler [Fow02] zdefiniował C�-algebrę Pimsnera OX związaną z systemem produktowym
X jako C�-algebrę generowaną przez uniwersalną reprezantcję ι systemu produktowego
X taką, że pι|A, ι|Xpq jest reprezentacją JpXq-kowariantną C�-korespondencji Xp, dla
każdego p P P .

Na wiązki Fella można patrzeć jak na grupowe działania przez częściowe równoważ-
ności - bimoduły hilbertowskie. Na przykład, gdy P � G jest grupą, systemy produktowe
nad P pokrywają się z wysyconymi wiązkami Fella nad G - działaniem grupowym bi-
modułów równoważności Morita-Rieffela. Ogólnie wiązkę Fella nad grupą dyskretną G
można zdefiniować jako rodzinę B � tBgugPG domkniętych podprzestrzeni C�-algebry B
takich, że B�

g � Bg�1 oraz BgBh � Bgh dla każdego g, h P G. Aksjomatyczna definicja,
patrz np. [Exel, Definicja 16.1], mówi, że B � tBgugPG jest rodziną przestrzeni Bana-
cha wyposażoną w biliniowe odwzorowania mnożenia Bg � Bh Ñ Bgh oraz antyliniowe
inwolucje Bg Ñ Bg�1 , g, h P G, spełniające pewną listę postulatów; w szczególności,
A :� Be jest C�-algebrą i każde włókno Bg jest hilbertowskim A-bimodułem takim,
że mnożenie zadaje izomorfizm Bg bA Bh � BgBh � Bgh, g, h P G. Mówimy, że wiązka
Fella B � tBgugPG jest wysycona, gdy BgBh � Bgh, dla każdego g, h P G. Wiązka Fella
B � tBnunPZ jest półwysycona, gdy BnB1 � Bn�1, dla każdego n ¡ 0.

Jeśli B � tBgugPG jest wiązką Fella, to suma prosta
À

gPGBg jest w naturalny sposób
wyposażona w strukturę �-algebry, na której istnieje maksymalna C�-norma } � }max oraz
minimalna C�-norma } � }r spełniająca nierówność

}ae} ¤ }
¸
tPG

at}r, dla każdego
¸
tPG

at P
à
tPG

Bt, at P Bt, t P G, (1)

7



Uzupełnienie �-algebry
À

gPGBg w normie } � }max oznaczamy przez C�pBq i nazywa-
my pełną C�-algebrą cięć wiązki B. Uzupełnienie w normie } � }r oznaczamy przez
C�
r pBq i nazywamy zredukowaną C�-algebrą cięć wiązki B. Równoważnie, C�

r pBq jest
C�-uzupełnieniem

À
gPGBg takim, że odwzorowanie

À
tPGBt Q

°
tPG at Ñ ae P Be prze-

dłuża się do warunkowej wartości oczekiwanej E : C�
r pBq Ñ Be, która jest wierna, tj.

Epa�aq � 0 implikuje a � 0 dla każdego a P C�
r pBq.

Jeśli X jest hilbertowskim bimodułem nad A, to kładąc Xn :� Xbn i X�n :� rXbn,
dla n P N, rodzina tXnunPZ jest wyposażona w naturalny sposób w strukturę wiązki
Fella oraz C�-algebry OX i C�ptXnunPZq są naturalnie izomorficzne z produktem krzy-
żowym A �X Z zdefiniowanym w [AEE98]. Wiązka tXnunPZ jest półwysycona i każda
półwysycona wiązka Fella jest tej postaci.

Cuntz [Cu77] zdefiniował prostą C�-algebrę czysto nieskończoną jako prostą C�-
algebrę, w której każda niezerowa dziedziczna C�-podalgebra zawiera rzut nieskończony.
Pojęcie czystej nieskończoności zostało uogólnione na dowolne C�-algebry przez Kirch-
berga i Rørdama w [KR00] w następujący sposób. Jeśli a, b P A są elementami C�-
algebry A oraz ε ¡ 0 piszemy a �ε b, gdy }a � b}   ε. Przypomnijmy, iż element
a P A� “leży”, w sensie Cuntza, pod elementem b P A�, co zapisujemy a À b, gdy dla
każdego ε ¡ 0 istnieje x P A taki, że xbx� �ε a (“z dokładnością do epsilona możemy b
skompresować do a”).

Definicja 1.1. Niech A będzie C�-algebrą. Element a P A� jest nieskończony, jeśli
istnieje b P A�zt0u taki, że a ` b À a ` 0 w algebrze macierzowej M2pAq. Element
a P A�zt0u nazywany właściwie nieskończony, jeśli a`a À a`0. Powiemy, że C�-algebra
A jest czysto nieskończona, jeśli każdy element a P A�zt0u jest właściwie nieskończony.

Uwaga 1.2. Właściwą nieskończoność elementu dodatniego można traktować jako rezy-
dualną nieskończoność [KR00, Stwierdzenie 3.14]. Mianowicie, a P A�zt0u jest właściwie
nieskończony w A, wtedy i tylko wtedy, gdy element a� I jest nieskończony w A{I dla
każdego ideału I w A, gdzie a R I.

2 Produkty krzyżowe przez endomorfizmy

W tym rozdziale przedstawimy ogólną konstrukcję względnych produktów krzyżowych
C�pA,α; Jq przez endomorfizm α : AÑ A, gdzie ideały J �A pełnią rolę “parametrów”
opisujących wszystkie możliwe produkty krzyżowe przez α. Omówimy tu m.in. związki
skonstruowanych algebr z wcześniej badanymi konstrukcjami (por. Tabele 1, 2), struk-
turę ideałów algebr C�pA,α; Jq (Rysunek 1, Twierdzenia 2.11, 2.13, 2.14, 2.19), kryte-
ria czystej nieskończoności i wierności reprezentacji produktów krzyżowych C�pA,α; Jq
(Twierdzenia 2.19, 2.21), a także K-teorię ideałów i ilorazów (por. Twierdzenia 2.16,
2.24, 2.25).

Opisane wyniki są kulminacją badań opublikowanych w pracach [KL13], [Kwa15],
[Kwa16]. W [KL13] badano przypadek, gdy A jest algebrą z jedynką, a w [Kwa15], gdy
endomorfizm α jest rozszerzalny (ang. extendible), tj. gdy istnieje jego rozszerzenie do
endomorfizmu α : MpAq Ñ MpAq na algebrze mnożników MpAq, który jest ciągły w
topologii strict. W pracy [Kwa16] rozważono dowolne endomorfizmy, przy czym w drugiej
jej części skupiono się na przypadku, gdy A jest C0pXq-algebrą.
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2.1 Podstawowe definicje i fakty

Niech α : AÑ A będzie endomorfizmem C�-algebry A.

Definicja 2.1 (Definicja 2.4 w [Kwa16]). Reprezentacją pπ, Uq endomorfizmu pA,αq na
przestrzeni Hilberta H nazywamy parę pπ, Uq, gdzie π : A Ñ BpHq jest niezdegenero-
waną reprezentacją algebry A i U P BpHq jest operatorem takim, że

UπpaqU� � πpαpaqq, dla każdego a P A. (2)

Algebrę C�pπ, Uq :� C�pπpAqYUπpAqq nazywamy C�-algebrą generowaną przez pπ, Uq.

Uwaga 2.2. Dla dowolnej reprezentacji pπ, Uq mamy

C�pπ, Uq � spantU�nπpaqUm : a P αnpAqAαmpAqu

oraz U P M`pC
�pπ, Uqq jest lewym mnożnikiem algebry C�pπ, Uq. Jeśli α jest endo-

morfizmem rozszerzalnym, to U P MpC�pπ, Uqq. Jeśli A jest algebrą z jedynką, to
U P C�pπ, Uq.

Z powyższej definicji (i multiplikatywności α) wynikają automatycznie, co często
nie było zauważone w literaturze, por. [KL13, Uwaga 1.3], następujące zależności. Po
pierwsze, U jest koniecznie częściową izometrią. Po drugie, zachodzi następująca relacja
komutacji

Uπpaq � πpαpaqqU dla każdego a P A. (3)

Po trzecie, rzut U�U należy do komutanta πpAq1 algebry πpAq. Stąd zbiór ta P A :
U�Uπpaq � πpaqu jest w rzeczywistości ideałem w C�-algebrze A. Ideał ten niesie ważną
dodatkową informację o reprezentacji pπ, Uq. Istotnym jest jego położenie względem
anihilatora pkerαqK jądra endomorfizmu α.

Definicja 2.3. Niech J będzie ideałem w A i niech pπ, Uq będzie reprezentacją endo-
morfizmu pA,αq. Powiemy, że reprezentacja pπ, Uq jest J-kowariantna, gdy J � ta P
A : U�Uπpaq � πpaqu. Mówimy, że pπ, Uq jest reprezentacją kowariantną, gdy pπ, Uq jest
J-kowariantna dla J � pkerαqK.

Uwaga 2.4. Nietrudno spostrzec, że jeśli α jest monomorfizmem, to reprezentacja pπ, Uq
jest kowariantna wtedy i tylko wtedy, gdy U jest izometrią. Jeśli α jest automorfizmem,
to reprezentacja pπ, Uq jest kowariantna wtedy i tylko wtedy, gdy U jest operatorem
unitarnym i wtedy zachodzi również relacja U�πpaqU � πpα�1paqq, dla a P A.

Produkt krzyżowy związany z pA,αq oraz J�A zdefiniujemy jako algebrę generowaną
przez uniwersalną reprezentację J-kowariantną. Kryteria istnienia reprezentacji uniwer-
salnych, czy też uniwersalnych C�-algebr zadanych przez generatory i relacje są dobrze
znane, por. [Kwa17, Sekcja 2.2].

W pracach [KL13], [Kwa15], [Kwa16] badano głównie przypadek, gdy J � pkerαqK,
gdyż tylko wtedy algebra A zanurza się w produkt krzyżowy. Co więcej, ogólną sytu-
ację można sprowadzić do powyższej poprzez przejście do endomorfizmu ilorazowego,
patrz uwagi poniżej. Dla poglądowości przedstawimy tu definicję produktu bez żadnych
restrykcji na ideał J .
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Definicja 2.5 (por. Definicja 2.7 w [Kwa16]). Względnym produktem krzyżowym endo-
morfizmu pA,αq względem ideału J nazywamy trójkę pC�pA,α; Jq, ιA, uq, gdzie C�pA,α; Jq
jest C�-algebrą, ιA : A Ñ C�pA,α; Jq jest niezdegenerowanym homomorfizmem oraz
u PM`pC

�pA,α; Jqq jest lewym mnożnikiem algebry C�pA,α; Jq takim, że

i) ιApαpaqq � uιApaqu
� dla każdego a P A oraz J � ta P A : u�uιApaq � ιApaqu;

ii) C�pA,α; Jq jest generowana przez ιApAq Y uιApAq;

iii) dla każdej reprezentacji J-kowariantnej pπ, Uq endomorfizmu pA,αq istnieje repre-
zentacja π � U algebry C�pA,α; Jq taka, że pπ � UqpιApaqq � πpaq, dla a P A oraz
pπ � Uqpuq � U.

Warunki (i), (ii), (iii) determinują algebrę C�pA,α; Jq z dokładnością do izomorfizmu.
Poniżej względny produkt krzyżowy będziemy utożsamiać z tą algebrą. W przypadku,
gdy J � pkerαqK, piszemy C�pA,αq :� C�pA,α; pkerαqKq i tę algebrę nazywamy (bez-
względnym) produktem krzyżowym A przez α.

Uwaga 2.6. W pracy [KL13] (gdy A posiada jedynkę) algebra C�pA,α; Jq została skon-
struowana w sposób niemal jawny: poprzez opracowanie specjalnego ”rachunku macierzo-
wego” [KL13, 2.1] i podanie konkretnych wzorów na normy elementów w przestrzeniach
spektralnych [KL13, 2.2]. Jak wykazano w pracy [Kwa13] konstrukcja ta ma charakter
bardzo ogólny: rozszerzono ją tak, by obejmowała zarówno względne algebry Cuntza-
Pimsnera jak i algebry Doplichera-Robertsa. Omówimy ją dokładniej w podrozdziale
4.2. Z konstrukcji tych wynika, że uniwersalny homomorfizm ιA jest injektywny wtedy i
tylko wtedy, gdy J � pkerαqK, patrz też [Kwa16, Lemat 2.5, Stwierdzenie 2.6].

Uwaga 2.7. Jak wykazano w [KL13, Wniosek 4.14] i zauważono ogólnie w [Kwa16,
Appendix], patrz też [Kwa17, Sekcja 3.4], mamy naturalne izomorfizmy

C�pA,α; Jq � OpJ,Eαq, C�pA,αq � OEα , (4)

gdzie Eα jest C�-korespondencją zadaną przez endomorfizm α, tzn.

Eα :� αpAqA, xx, yyA :� x�y, a � x � b :� αpaqxb, x, y P αpAqA, a, b P A.

Dla tej C�-korespondencji JpEαq � A. Dla ogólnych C�-korespondencji X nad C�-
algebrą A wiadomo [Kat04], że algebra A zanurza się we względną algebrę Cuntz-
Pimsnera OpJ,Xq wtedy i tylko wtedy, gdy J � JX � JpXq X kerφK. Poprzez wy-
znacznie jądra homomorfizmu ιA, w [KL13, 5.1], opracowano ogólną metodę redukcji
C�-korespondencji X do C�-korespondecji ilorazowej X{XJ8 takiej, że

OpJ,Xq � OpqJ8pJq, X{XJ8q oraz qJ8pJq � JX{XJ8 .

Metodę tę, nazwaną redukcją relacji, ugólniono w [Kwa13, Theorem 6.23] na przypadek
algebr związanych z ideałami w prawo-tensorowych C�-prekategoriach. Pozwala ona na
sprowadzenie rozważań ogólnych do przypadku, gdy wyjściowa algebra A zanurza się
w obiekt uniwersalny. Gdy X � Eα mamy J8 � ta P A : αnpaq P J dla każdego n P
N oraz limnÑ8 α

npaq � 0u. Zatem, przechodząc w razie potrzeby do endomorfizmu ilo-
razowego na A{J8, możemy zawsze założyć, że J � kerαK.
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W pracach [KL13] oraz [Kwa17] ustalono szereg związków między względnymi pro-
duktami krzyżowymi innymi konstrukcjami tego typu. Szczególne przypadki (bezwględ-
nych) produktów krzyżowych rozpatrywanych na algebrach z jedynką zestawione są w
Tabeli 1, por. [KL13, Subsekcja 3.4].

N. α : AÑ A C�pA,αq relacje
1. automorfizm klasyczny UAU� � A

produkt krzyżowy [Tur58] UU� � U�U � 1
2. kerα � t0u, Cuntz [Cu77] UAU� � A, U�AU � A

αpAq dziedziczny w A Paschke [Pas80] U�U � 1
3. kerα � t0u Cuntz [Cun82], Murphy [Mur96] UAU� � A, U�U � 1
4. kerα�A komplementarny, Antonevich, Bakhtin, Lebedev UAU� � A, U�AU � A

αpAq dziedziczny w A [ABL11] U�U P A1

Tabela 1: Szczególne przypadki produktów krzyżowych (A posiada jedynkę)

W pracy [ABL11] (patrz przypadek 4 w Tabeli 1), autorzy badali produkt krzyżowy
endomorfizmu posiadającego tzw. zupełny operator przejścia. Jak zauważył habilitant,
endomorfizm posiada takowy operator przejścia wtedy i tylko wtedy, gdy endomorfizm
jest częściowo odwracalny w poniższym sensie.

Definicja 2.8 (Definicja 2.1 w [Kwa16]). Powiemy, że endomorfizm pA,αq jest (czę-
ściowo) odwracalny, gdy jądro kerα jest ideałem komplementarnym w A (tj. A �
kerα` pkerαqK), a obraz αpAq jest dziedziczną podalgebrą A (tj. αpAqAαpAq � αpAq).

Uwaga 2.9. Na mocy [Kwa16, Stwierdzenie A.11] endomorfizm jest (częściowo) odwra-
calny wtedy i tylko wtedy, gdy C�-korespondencja Eα jest bimodułem hilbertowskim.

Stacey zaproponował w [Sta93] uniwersalną definicję produktu krzyżowego dla ”do-
wolnego” endomorfizmu α na dowolnej C�-algebrze A. Jednakże założył on milcząco,
że α roszerza się do endomorfizmu na MpAq, co doprowadziło do wprowadzenia pojęcia
endomorfizmu rozszerzalnego [Adj95]. Od tej pory założenie rozszerzalności stało się im-
manentnym elementem wszystkich rozważań dotyczących produktów krzyżowych przez
endomorfizmy. Jednak, jak wykazał habilitant, założenie rozszerzalności nie tylko nie jest
konieczne, lecz jest wręcz obstrukcją w rozwoju teorii produktów krzyżowych, gdyż unie-
możliwia harmonijny opis ideałów takich struktur (obcięcie endomorfizmu rozszerzalnego
do ideału niezmiennieczego na ogół nie jest endomorfizmem rozszerzalnym).

Kolejnym mankamentem definicji Stacey’a jest fakt, iż algebra A zanurza się w jego
produkt krzyżowy wtedy i tylko wtedy, gdy α jest injektywny. W szczególności gdy α jest
punktowo quasi-nilpotentny, tj. gdy limnÑ8 α

npaq � 0 dla każdego a P A, produkt krzy-
żowy Stacey’a degeneruje się do t0u. Uwaga ta stała się motywacją do kolejnej bardzo
popularnej definicji zaproponowanej przez Lindiarni i Raeburna [LR04]. Ta ostatnia jed-
nak nie jest uogólnieniem klasycznego produktu krzyżowowego – prowadzi do algebr typu
Teoplitza. Obie konstrukcje objęte są przez omawiane algebry C�pA,α; Jq jak przedsta-
wiono w Tabeli 2, patrz [Kwa17, Stwierdzenie 3.26].
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N. J � A C�pA,α; Jq relacje
1. J � A produkt krzyżowy UAU� � A

Stacey’a [Sta93] U�U � 1
2. J � t0u częściowo-izometryczny UAU� � A,

produkt krzyżowy [LR04] pU�Uq2 � U�U P A1

Tabela 2: Przypadki względnych produktów krzyżowych (α jest rozszerzalny)

Rozważanie względnych produktów krzyżowych ma nie tylko tę zaletę, że obejmuje róż-
ne konstrukcje; de facto jest ono niezbędne w analizie stuktury ideałów produktów bez-
wględnych, por. [Kwa15, Uwaga 3.2].

2.2 Struktura produktów krzyżowych przez endomorfizmy

Niech α będzie endomorfizmem C�-algebry A i niech J � pkerαqK. Wtedy algebra A
zanurza się w C�pA,α; Jq i możemy traktować ją jako podalgebrę C�pA,α; Jq. Produkt
krzyżowy jest wyposażony w naturalne w działanie okręgu T � tz P C : |z| � 1u, przy
którym izomorfizmy (4) stają się ekwiwariantne. C�-podalgebra B � C�pA,α; Jq skła-
dająca się z punktów niezmienniczych tego działania zawiera A i operator uniwersalny
generuje na B endomorfizm β : B Ñ B taki, że układ pB, βq jest (częściowo) odwracalny
oraz

C�pA,α; Jq � C�pB, βq.

W [Kwa15, 3.1] oraz [Kwa16, 2.6]1 przedstawiono jawną konstrukcję układu pB, βq w ter-
minach układu pA,α, Jq, która wykorzystuje operacje ilorazu, dziedzicznej podalgebry,
sumy prostej i granicy induktywnej. Układ pB, βq nazwano (uniwersalnym) odwracalnym
J-roszerzeniem endomorfizmu α.

W pracy [Kwa15, 3.1] badano tę konstrukcję przy założeniu, że α jest rozszerzalny.
Wtedy endomorfizm β jest również rozszerzalny (i posiada zupełny operator przejścia),
oraz układ pB, βq jest obiektem uniwersalnym w kategorii C�-algebr z morfizmami bę-
dącymi homomorfizmami rozszerzalnymi, patrz [Kwa15, Twierdzenie 3.1]. Poprzez bez-
pośrednią analizę ustalono szereg związków między różnymi ideałami, por. Twierdzenie
2.13 poniżej. Związki te w skrócie przedstawia Rysunek 1: wszystkie wymienione obiekty
tworzą w naturalny sposób kraty; napis A ùñ B oznacza, że istnieje zachowująca po-
rządek retrakcja z kraty A na kratę B (która na ogół nie jest izomorfizmem), natomiast
Aðñ B oznacza, że A i B są izomorficzne.

Definicja 2.10 (Definicje 3.3 i 3.4 w [Kwa15]). Niech I, I 1, J będą ideałami w A. Powie-
my, że I jest ideałem J-niezmieniczym w pA,αq jeśli αpIq � I oraz J X α�1pIq � I. Po-
wiemy, że pI, I 1q jest J-parą ideałów w pA,αq jeśli αpIq � I, J � I 1 oraz I 1Xα�1pIq � I.
Gdy J � pkerαqK opuszczamy prefix ‘J-’.

Jak wynika z Rysunku 1 kluczowym problem jest wyznaczenie warunków na to, aby
wszystkie ideały w C�pA,α; Jq były T-niezmiennicze. Warunki takie na poziomie ukła-
du częściowo odwracalnego pB, βq można uzyskać na bazie pracy [Kwa14], gdyż Eβ jest

1w przypadku, gdy A zawiera jedynkę, również w [Kwa15’]
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Rysunek 1: Związki między kratami ideałów

bimodułem hilbertowskim, patrz Twierdzenia 5.4 i 3.15 poniżej. Analiza taka doprowa-
dziła m.in. do charakteryzacji prostoty algebry C�pA,αq w przypadku, gdy A � C0pXq
jest przemienna, w terminach dualnego topologicznego układu dynamicznego pX,ϕq,
[Kwa15, Twierdzenie 4.4]. W ogólnym przypadku otrzymano następujące kryterium pro-
stoty (sformułowane w [Kwa15] przy założeniu rozszerzalności α, ale pozostające w mocy
i bez tego założenia): mówimy, że α jest minimalny, gdy nie istnieją nietrywialne ide-
ały niezmiennicze w pA,αq; mówimy, że α jest zewnętrzny, jeżeli nie istnieje izometria
v PMpAq taka, że αpaq � vav�, a P A.

Twierdzenie 2.11 (Twierdzenie 4.2 w [Kwa15]). Jeśli algebra C�pA,α; Jq jest prosta,
to J � pkerαqK, α jest minimalny oraz albo α jest punktowo quasi-nilpotenty albo α jest
monomorfizmem i każda z potęg αn, n ¡ 0, jest zewnętrzna.

Na odwrót, jeśli α jest minimalny to każdy z następujących warunków daje prostotę
C�pA,αq:

(i) α jest punktowo quasi-nilpotentny,

(ii) α jest monomorfizmem, A posiada jedynkę, oraz każdy αn, n ¡ 0, jest zewnętrzna,

(iii) α jest monomorfizmem z dziedziczyn obrazem, A jest ośrodkowa i każdy αn, n ¡ 0,
jest zewnętrzny.

Uwaga 2.12. W świetle najnowszych rezultatów [KM, Twierdzenie 9.14], założenie
ośrodkowości w punkcie (iii) jest zbędne.

Obcięcie endomorfizmu rozszerzalnego do ideału niezmiennniczego na ogół nie jest
rozszerzalne. Uwaga ta jest jednym z głównym powodów dlaczego w pracy [Kwa16]
badano dowolne, niekoniecznie rozszerzalne endomorfizmy. Pozwoliło to opisać nie tyl-
ko ilorazy produktów krzyżowych przez ideały T-niezmiennicze, ale także związać same
ideały T-niezmiennicze ze strukturą produktu krzyżowego. Poniżej utożsamiamy A z po-
dalgebrą ιApAq � C�pA,α; Jq, co jest uprawnione przez nasze założenie, że J � pkerαqK.
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Twierdzenie 2.13 (Twierdzenie 2.19 w [Kwa16]). Relacje I � A X I, I 1 � ta P A :
p1 � u�uqa P Iu ustalają bijektywną odpowiedniość między J-parami ideałów pI, I 1q dla
pA,αq oraz T-niezmienniczymi ideałami I w C�pA,α; Jq. Dla obiektów związanych tymi
relacjami mamy

C�pA,α; Jq{I � C�pA{I, αI ; qIpI 1qq

oraz jeśli I 1 � I�J (równoważnie I jest generowany przez A), wtedy I jest równoważny
w sensie Mority-Rieffela z produktem krzyżowym C�pI, α|I ; I X Jq.

W przypadku, gdy jądro kerα jest ideałem komplementarnym w A i J � pkerαqK, dla
każdej J-pary ideałów w pA,αq mamy I 1 � I � J . Zatem powyższe twierdzenie znacznie
się upraszcza:

Wniosek 2.14 (Wniosek 2.21 w [Kwa16]). Jeśli kerα jest ideałem komplementarnym
w A, to relacje I � A X I, I jest generowany przez I ustalają bijektywną odpowied-
niość między ideałami I niezmienniczymi w pA,αq oraz T-niezmienniczymi ideałami I
w C�pA,αq, przy której C�pA,αq{I � C�pA{I, αIq oraz I jest Morita-Rieffel równoważ-
ny C�pI, α|Iq.

Uwaga 2.15. Dla dowolnego endomorfizmu α i dowolnego ideału J�pkerαqK, w [Kwa16,
2.4] przedstawiono kanoniczną konstrukcję endomorfizmu αJ : AJ Ñ AJ będącego roz-
szerzeniem α (A � AJ) taką, że kerαJ jest komplementarny w AJ oraz C�pA,α; Jq �
C�pAJ , αJq.2 Zatem przechodząc od układu pA,αq do układu pAJ , αJq możemy reduko-
wać sytuację z Twierdzenia 2.13 do sytuacji z Wniosku 2.14, patrz [Kwa16, Stwierdzenie
2.25].

Analiza w pracy [Kwa15] jest całkowicie niezależna od teorii C�-korespondencji i
algebr Cuntza-Pimsnera. W pracy [Kwa16] przeciwnie, ogólną analizę struktury algebr
C�pA,α; Jq oparto na izomorfizmie (4) i ogólnych faktach teorii algebr Cuntza-Pimsnera
[Kat04], [Kat07], rozwiniętych również przez habilitanta w [Kwa13], [Kwa16, Appendix].
Jednym z wyników jest następujące uogólnienie ciągu dokładnego Pimsnera-Voiculescu,
znanego dla automorfizmów.

Twierdzenie 2.16 (Stwierdzenie 2.26 w [Kwa16]). Dla dowolnego endomorfizmu α i
ideału J w pkerαqK mamy następujący ciąg dokładny

K0pJq
K0pιq�K0pα|J q

// K0pAq
K0pιq

// K0pC
�pA,α; Jqq

��
K1pC

�pA,α; Jqq

OO

K1pAq
K1pιqoo K1pJq

K1pιq�K1pα|J qoo

,

gdzie ι oznacza inkluzję.

W świetle Wniosku 2.14 oraz Uwagi 2.15, powyższe twierdzenie prowadzi do opi-
su ciągów dokładnych dla wszystkich ideałów T-niezmienniczych i odpowiadających im

2Konstrukcja ta, gdy A posiada jedynkę, pojawiła się już w [KL13] i wcześniejszych pracach habili-
tanta
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ilorazów, patrz [Kwa16, Twierdzenie 2.27]. Jest to ważny rezultat, gdyż informacja doty-
cząca tychże ciągów ma fundamentalne znaczenie w klasyfikacji (nieprostych) C�-algebr.
W kontekście klasyfikacji ważne są również następujące fakty zachodzące dla dowolnego
endomorfizmu α, patrz [Kwa16, Stwierdzenie 2.10]:

(i) algebra A jest dokładna ðñ C�pA,α; Jq jest dokładna.

(ii) A jest nuklearna ùñ C�pA,α; Jq jest nuklearna.

(iii) Jeśli A jest ośrodkowa i nuklearna oraz A i J spełniają UCT, wtedy C�pA,α; Jq
spełnia UCT.

Dla endomorfizmów pA,αq (częściowo) odwracalnych ustalono ogólne kryterium czystej
nieskończoności algebry C�pA,αq, patrz [Kwa16, Stwierdzenie 2.46], a także naturalne
warunki na to aby wszystkie ideały w C�pA,αq były T-niezmiennicze [Kwa16, Stwier-
dzenie 2.35]. Kryteria te zostały uogólnione w [KS17] i będą omówione w podrozdziale
6 (por. Twierdzenie 6.6 poniżej).

Aby uzyskać bardziej dokładne i konkretne wyniki, w drugiej części pracy [Kwa16]
zbadano przypadek endomorfizmów C0pXq-algebr.

2.3 Produkty krzyżowe przez endomorfizmy C0pXq-algebr

Niech X będzie lokalnie zwartą przestrzenią Hausdorffa i niech A będzie C0pXq-algebrą,
tzn. A jest C�-algebrą wyposażoną w niezdegenerowany homomorfizm z C0pXq w cen-
trum ZpMpAqq algebry mnożników MpAq algebry A (A ma strukturę C0pXq-modułu).
Równoważnie algebra A jest algebrą cięć pewnej półciągłej z góry wiązki C�-algebr
A �

�
xPX

Apxq. W [Kwa16, Definicja 3.1] zaproponowano definicję pojęcia morfizmu

C0pXq-algebr, którą na mocy [Kwa16, Stwierdzenie 3.5] można równoważnie sformu-
łować następująco.

Definicja 2.17 ([Kwa16]). Niech A będzie C0pXq-algebrą, a B C0pY q-algebrą. Powiemy,
że homomorfizm α : B Ñ A jest indukowany przez morfizmem wiązek jeśli istnieje
homomorfizm Φ : C0pY q Ñ C0pXq taki, że αpf � bq � Φpfq � αpbq, f P C0pY q, b P B.

Uwaga 2.18. Powyższa definicja znalazła zastosowanie w pracy [McC], gdzie autor
rozpatruje obiekty uniwersalne w kategorii C0pXq-algebr z właśnie tak rozumianymi
morfizmami C0pXq-algebr.

Homomorfizm Φ : C0pY q Ñ C0pXq jest zadany przez ciągłe i właściwe (ang. proper)
odwzorowanie ϕ : ∆ Ñ Y zdefiniowane na zbiorze otwartym ∆ � X. Traktując A i B
jako algebry cięć wiązek A �

�
xPX

Apxq i B �
�
yPY

Bpyq, relacja αpf � bq � Φpfq � αpbq

implikuje istnienie homomorfizmów αx : Bpϕpxqq Ñ Apxq, x P ∆ takich, że

αpbqpxq �

#
αxpbpϕpxqq, x P ∆,
0 x R ∆,

b P B, x P X. (5)
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Parę pϕ, tαxuxP∆q interpretujemy jako morfizm z B do A, por. [Kwa16, Stwierdzenie
3.2]. Endomorfizm pA,αq nazywamy C0pXq-układem dynamicznym, jeżeli A jest C0pXq-
algebrą, a α : AÑ A jest indukowany przez morfizm, [Kwa16, Definicja 3.2].

Niech pA,αq będzie C0pXq-układem dynamicznym, indukowanym przez pϕ, tαxuxP∆q,
oraz niech J �pkerαqK. W [Kwa16, Twierdzenie 4.9] wykazano, że odwracalne J-rozsze-
rzenie pB, βq jest w naturalny sposób C0p rXq-układem dynamicznym indukowanym przez
morfizm prϕ, tβrxurxPr∆q, gdzie p rX, rϕq jest topologicznym uniwersalnym odwracalnym Y -
rozszerzeniem topologicznego układu pX,ϕq (Y � X jest zadany przez J). Korzystając
z tego opisu (cześciowo) odwracalnego układu pB, βq i ogólnych twierdzeń dla takich
układów otrzymano następujące rezultaty.

Mówimy, że C�-algebra A posiada własność (IP), z ang. ideal property, jeśli każdy
ideał w A jest generowany (jako ideał) przez rzuty, które zawiera. Przemienna C�-algebra
C0pXq ma własność (IP) wtedy i tylko wtedy, gdy X jest przestrzenią totalnie niespójną.

Twierdzenie 2.19 (Twierdzenie 4.12 w [Kwa16]). Niech ϕ będzie odwzorowaniem wol-
nym (nieposiadającym punktów stałych). Wszystkie ideały w C�pA,α; Jq są T-niezmien-
nicze, a więc są w bijektywnej odpowiedniości z J-parami ideałów w pA,αq. Co więcej,

(i) Jeśli A ma własność (IP) i jest czysto nieskończona, to to samo zachodzi dla
C�pA,α; Jq.

(ii) Jeśli istnieje skończona ilość J-par ideałów w pA,αq i A jest czysto nieskończona,
to C�pA,α; Jq jest czysto nieskończona.

Dla uproszczenia prezentacji załóżmy od tej pory, że PrimpAq jest przestrzenią Haus-
dorffa i że X � PrimpAq, por. [Kwa16, Przykład 3.8].

Definicja 2.20. Powiemy, że orbita okresowa O � tx, ϕpxq, ..., ϕn�1pxqu punktu x �
ϕnpxq posiada wejście y P ∆ jeśli y R O oraz ϕpyq P O. Mówimy, że ϕ jest topologicznie
wolne poza zbiorem Y � X jeżeli zbiór punktów okresowych, których orbity nie posiadają
wejść i nie przecinają Y ma puste wnętrze [Kwa15, Definicje 4.7, 4.8], [Kwa16, Definicja
2.37].

Szczególny przypadek rezultatu [Kwa16, Twierdzenie 4.11] (por. [Kwa15, Stwierdze-
nie 4.8]) daje:

Twierdzenie 2.21 (Twierdzenie o jednoznaczności). Załóżmy, że ϕ jest topologicznie
wolne poza zbiorem Y � PrimpA{Jq. Reprezentacja pπ, Uq endomorfizmu pA,αq daje
wierną reprezentację π � U : C�pA,α; Jq Ñ C�pπ, Uq wtedy i tylko wtedy, gdy π jest
wierna oraz J � ta P A : U�Uπpaq � πpaqu.

Uwaga 2.22. Zauważmy, że jeżeli J � t0u, to Y � PrimpA{Jq � PrimpAq � X i
każde odwzorowanie ϕ jest topologicznie wolne poza X. W szczególności Twierdzenie
2.21 zawiera klasyczne twierdzenie Coburna (o jednoznaczności C�-algebry generowanej
przez nieodwracalną izometrię).

Z założenia, że X � PrimpAq wynika, iż ideały w A, a w szczególności ideały J-
niezmiennicze i J-pary ideałów, można opisać przez zbiory otwarte (równoważnie do-
mknięte) w X. W [Kwa15, Definicje 4.9], patrz też [Kwa16, Definicja 5.6], wprowadzono
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pojęcie zbiorów Y -niezmienniczych i Y -par domkniętych podzbiorów X. Doprowadziło
to do następujących rezultatów:

• Opis struktury ideałów w C�pA,α; Jq w terminach Y -pary zbiorów dla topologicz-
nego układu pX,ϕq, [Kwa16, Stwierdzenie 5.6];

• kryterium czystej nieskończoności C�pA,α; Jq (gdy A jest czysto nieskończona),
[Kwa16, Stwierdzenie 5.8];

• charakteryzacja prostoty C�pA,αq, [Kwa16, Stwierdzenie 5.9];

• Warunki konieczne i wystarczające na to, by produkt krzyżowy C�pA,αq był alge-
brą Kirchberga (przy założeniu, że A jest algebrą Kirchberga), [Kwa16, Wniosek
5.10].

Przy dodatkowym założeniu, że wiązka A �
�
xPX

Apxq jest trywialna, A jest koniecz-

nie postaci A � C0pX,Dq, gdzie D jest prostą C�-algebrą. W tym przypadku, przy
założeniu, że X jest przestrzenią totalnie niespójną, grupa G � K0pDq nie ma torsji
i K1pDq � 0 w [Kwa16, Podsekcja 5.3] podano jawne wzory na K-teorię wszystkich
ideałów i ilorazów w C�pA,α; Jq. Mianowicie, przy powyższych założeniach rozważmy
następujące grupy:

Definicja 2.23 (Definicja 5.12 w [Kwa16]). Niech δα będzie homomorfizmem grup δα :
C0pX,Gq Ñ C0pX,Gq danym wzorem

δαpfqpxq �

#
fpxq �K0pαxqpfpϕpxqqq, x P ∆
0 x R ∆.

Rozważmy obcięcie δYα : C0pXzY,Gq Ñ C0pX,Gq homomorfizmu δα i połóżmy

K0pX,ϕ, tαxuxP∆;Y q :� cokerpδYα q, K1pX,ϕ, tαxuxP∆;Y q :� kerpδYα q.

Twierdzenie 2.24 (Stwierdzenie 5.13 w [Kwa16]). Przy powyższych założeniach, tj. gdy
A � C0pX,Dq, gdzie D jest prostą C�-algebrą taką, że K0pDq nie ma torsji i K1pDq � 0,
zachodzą naturalne izomorfizmy:

KipC
�pA,α; Jqq � KipX,ϕ, tαxuxP∆;Y q, i � 1, 2. (6)

Korzystając z powyższego twierdzenia i opisu struktury ideałów przez Y -pary zbio-
rów, w [Kwa16, Twierdzenie 5.14] podano wzory na K-teorię wszystkich ideałów i ilora-
zów w C�pA,α; Jq. W szczególnym przypadku, gdy kerα jest ideałem komplementarnym
(równoważnie ϕp∆q jest zbiorem otwartym w X) twierdzenie to upraszcza się do nastę-
pującego:

Twierdzenie 2.25 (Wniosek 5.15 w [Kwa16]). Do powyższych założeń dołóżmy jeszcze,
że ϕ odwzorowaniem wolnym, którego obraz ϕp∆q jest otwarty w X. Dla dowolnego ide-
ału I w C�pA,αq mamy izomorfizmy KipC

�pA,αq{Iq � KipV, ϕ|∆XV , tαxuxP∆XV q oraz
KipIq � KipXzV, ϕ|∆zϕ�1pV q, tαxuxP∆zϕ�1pV qq gdzie C0pXzV,Dq � C0pX,DqXI, i � 1, 2.
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Uwaga 2.26. Powyższe rezultaty stanowią kompletny zestaw narzędzi do konstrukcji i
klasyfikacji bogatej klasy czysto nieskończonych algebr nieprostych. Struktura ideałów
jest całkowicie kontrolowana przez topologiczny układ dynamiczny pX,ϕq, natomiast po-
le endomorfizmów tαxuxP∆ ma wpływ na poszczególne K-grupy, por. [Kwa16, Przykłady
5.17, 5.18]. Przypomnijmy, że istnieje ogólna maszyneria, opracowana przez Kirchberga
[Kir00], klasyfikująca (ośrodkowe i nuklearne) algebry czysto nieskończone. Jednakże,
niezmienniki używane przez Kirchberga (ang. ideal related KK-theory) są skomplikowa-
ne i wciąż prowadzone są intensywne badania nad klasyfikacją takich algebr przez inne,
nowe, mniej złożone niezmienniki, por. np. [MN12], [Bon02], [Rør97]. Podstawową infor-
macją, konieczną, a często wystarczającą, do klasyfikacji algebr czysto nieskończonych
jest K-teoria ich wszystkich ideałów i ilorazów.

3 Produkty krzyżowe przez odwzorowania całkowi-
cie dodatnie

W mechanice statystycznej i nieprzemiennej analizie harmonicznej ewolucja systemu czę-
sto jest zadana przez odwzorowania całkowicie dodatnie niebędące endomorfizmami (np.
przez operatory przejścia, czy interakcje). Ważną konstrukcją, której istotnym składni-
kiem oprócz endomorfizmu jest operator przejścia jest produkt krzyżowy Exela [Exe03].
Produkt ten wiąże bezpośrednio algebry Cuntza-Kriegera z łańcuchami Markowa.

W tym rozdziale opartym na rezultatach prac [Kwa17], [Kwa14’] przedstawimy nową
konstrukcję produktów krzyżowych C�pA, %; Jq przez dowolne odwzorowanie całkowicie
dodatnie % : AÑ A. Ta konstrukcja (Definicja 3.2, Twierdzenie 3.3) unifikuje produkty
krzyżowe przez endomorfizmy (Twierdzenie 3.5) i produkty krzyżowe Exela, dla któ-
rych daje nowy opis struktury wewnętrznej (Twierdzenie 3.9). W szczególności produkty
krzyżowe Exela-Royera są całkowicie niezależne od wyboru endomorfizmu (Twierdzenie
3.11). Algebry C�pA, %; Jq pozwalają na jednolitę analizę i nowy wgląd w struktury takich
obiektów jak: C�-algebry związane z topologicznymi relacjami i operatorami Markowa
(paragraf 3.1.1), algebry grafowe (Twierdzenie 3.12) oraz produkty krzyżowe przez in-
terakcje (podrozdział 3.3). Dla interakcji narożnikowych otrzymano silne narzędzia do
badania stuktury ideałów i K-teorii związanych z nimi C�-algebr (Twierdzenie 3.15). W
zastosowaniu do odkrytej kanonicznej interakcji narożnikowej związanej grafem prowadzi
to do opisu struktury ideałów i K-teorii algebr grafowych (paragraf 3.3.1).

3.1 Podstawowe definicje i fakty

W tym rozdziale % : AÑ A oznacza całkowicie dodatnie odwozorowanie na C�-algebrze
A. Poniższa definicja produktów krzyżowych dla % inspirowana jest przez konstrukcję
Exela [Exe03]. Zwróćmy uwagę, że w przypadku, gdy % jest endomorfizmem poniższa
definicja reprezentacji pokrywa się z Definicją 2.1 kładąc U � S�.

Definicja 3.1 (Definicja 3.1 w [Kwa17]). Reprezentacją układu pA, %q nazywamy parę
pπ, Sq składającą się z niezdegenerowanej reprezentacji π : A Ñ BpHq oraz operatora
S P BpHq takiego, że

S�πpaqS � πp%paqq dla każdego a P A. (7)
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Oznaczamy, przez C�pπ, Sq C�-algebrę generowaną przez πpAq Y πpAqS. Algebrę To-
eplitza dla pA, %q definiujemy jako C�-algebrę T pA, %q :� C�piApAq, tq, gdzie piA, tq jest
uniwersalną reprezentacją pA, %q.

Redundancją reprezentacji pπ, Sq układu pA, %q nazywamy parę pπpaq, kq, gdzie a P A,
k P πpAqSπpAqS�πpAq oraz πpaqπpbqS � kπpbqS dla każdego b P A, [Kwa17, Defincja
3.3]. Zauważmy, patrz [Kwa17, Stwierdzenie 2.2], że zbiór

N% :� ta P A : %ppabq�abqq � 0 dla każdego b P Au (8)

jest największym ideałem w A zawartym w jądrze odwzorowania % : AÑ A.

Definicja 3.2 (Definicja 3.5 w [Kwa17]). Dla dowolnego ideału J w A definiujemy
względny produkt krzyżowy C�pA, %; Jq jako iloraz algebry Toeplitza T pA, %q przez ideał
generowany przez zbiór

tiApaq � k : a P J oraz piApaq, kq jest redundancją dla piA, tqu.

Oznaczamy przez pjA, sq reprezentację układu pA, %q, która generuje C�pA, %; Jq. W przy-
padku, gdy J � NK

% piszemy C�pA, %q :� C�pA, %;NK
% q i tę algebrę nazywamy (bez-

względnym) produktem krzyżowym A przez %.

Z całkowicie dodatnim odwzorowaniem % wiąże się w naturalny sposób C�-korespon-
dencję X%, nazywaną GNS-korespondencją [Pas73, section 5] lub KSGNS-korespondencją
[Lan94] (od Kasparov, Stinespring, Gelfand, Naimark, Segal). Otrzymuje się ją jako
hausdorffowskie uzupełnienie algebraicznego iloczynu tensorowego AdA względem pół-
normy zadanej przez A-wartościową formę półtoraliniową xa d b, c d dy% :� b�%pa�cqd,
a, b, c, d P A. Oznaczając przez a b b obraz tensora prostego a d b w X%, prawe i lewe
działanie A na X% zadane jest przez: a � pbb cq � pabqb c oraz pbb cq � a � bbpcaq gdzie
a, b, c P A. Zasadniczym strukturalnym faktem jest:

Twierdzenie 3.3 (Twierdzenie 3.13 w [Kwa17]). Niech X% będzie GNS-korespondencją
odpowiadającą pA, %q i J ideałem w A. Mamy naturalne izomorfizmy

C�pA, %; Jq � C�pA, %; J X JpX%qq � OpJ X JpX%q, X%q i C�pA, %q � OX% .

W szczególności homomorfizm jA : AÑ C�pA, %; Jq jest injektywny wtedy i tylko wtedy,
gdy J X JpX%q � NK

% .

Uwaga 3.4. Z [Kwa17, Stwierdzenie 3.10] prowadzącego do powyższego twierdzenia
wynika, że dla dowolnej reprezentacji pπ, Sq układu pA, %q operator S P MrpC

�pπ, Sqq
jest prawym mnożnikiem algebry C�pπ, Sq, a gdy % jest odwzorowaniem strict, tzn. gdy
t%pµλquλPΛ jest zbieżne w topologi strict w MpAq dla pewnej jedynki aproksymatywnej
tµλuλPΛ w A, to S PMpC�pπ, Sqq (endomorfizm jest odwzorowaniem strict wtedy i tylko
wtedy gdy jest rozszerzalny).

Na bazie Twierdzenia 3.3 wykazano w [Kwa17, Stwierdzenie 3.17], że produkt krzy-
żowy C�pA, %; Jq jest obiektem uniwersalnym dla odpowiednio zdefiniowanych repre-
zentacji J-kowariantnych [Kwa17, Definicja 3.16] oraz otrzymano wersję twierdzenia o
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jednoznaczności [Kwa17, Stwierdzenie 3.18]. Jednakże wydaje się, że na ogół relacji słu-
żących do opisu C�pA, %; Jq jako algebry uniwersalnej nie da się sformułować bez użycia
ideału JpX%q, tj. bez odniesienia do teorii C�-korespondencji.

W przypadku, gdy % � α jest endomorfizmem, C�-korrespondencje Eα i X% są izo-
morficzne [Kwa17, Lemat 3.25]. W szczególności JpX%q � JpEαq � A oraz zachodzi:

Twierdzenie 3.5 (Stwierdzenie 3.26 w [Kwa17]). Definicje 2.5 i 3.2 są konsystente:
Jeśli % � α jest endomorfizmem A, to dla dowolnego ideału J w A, przyporządkowania
ιApaq ÞÑ jApaq, a P A, u ÞÑ s� dają izomorfizm C�pA,α; Jq � C�pA, %; Jq.

3.1.1 Algebry związane z topologicznymi relacjami i operatorami Markowa

W [Kwa17, Podrozdział 3.5] omówiono przypadek, gdy A � C0pΩq jest algebrą prze-
mienną (Ω jest lokalnie zwartą przestrzenią Hausdorffa). Jeśli A ma jedynkę i %p1q � 1,
to % jest operatorem Markowa rozważanym w [IMV12]. Ogólnie odwozorowanie dodatnie
% : C0pΩq Ñ C0pΩq można utożsamić ze strukturą Q � pE0, E1, r, s, λq przypominają-
cą graf topologiczny z systemem miar λ (ang. topological quiver)[MT05], por. [Kwa17,
Definicja 3.29]. Tutaj E0 :� Ω, E1 :� R jest domknięciem podzbioru R � Ω� Ω:

px, yq P R
def
ðñ

�
@aPC0pΩq� %paqpxq � 0 ùñ apyq � 0

�
,

a odwzorowania r, s : E1 Ñ E0 są rzutami odpowiednio na drugą i pierwszą współrzędną.
Jak wykazano, na ogół odwzorowanie spx, yq � x, x, y P Ω, jest otwarte na R, ale nie na
R, [Kwa17, Lemat 3.30].

Jeśli R � R, to Q jest topologicznym grafem i C�pA, %q � C�pQq, gdzie C�pQq jest
C�-algebrą zbadaną w [MT05], natomiast µ � pR, λq jest relacją topologiczną w sensie
[Bre04] oraz C�pA, %;Aq � C�pµq, gdzie C�pµq jest C�-algebrą rozważaną w [Bre04],
patrz [Kwa17, Stwierdzenia 3.33, 3.34]. W szczególności C�pA, %q pokrywa się z algebrą
badaną w [IMV12].

Jeśli odwzorowanie s nie jest otwarte na R (R � R), to algebra C�pA, %q nie jest
modelowana przez grafy topologiczne w sensie [MT05] i badanie jej wymaga rozwinię-
cia (uogólnienia) teorii [MT05]. W szczególności wykryto i wyjaśniono błąd w pracy
[IMV12], gdzie implicite założono, że R � R, por. [Kwa17, Przykład 3.35 i Stwierdzenie
3.36].

3.2 Produkty krzyżowe Exela

W [Exe03] Exel zaproponował nową definicję produktu krzyżowego przez endomorfizm,
którego istotnym nowym składnikiem jest operator przejścia. Exel rozważał algebry z
jedynką. Jego formalizm został rozszerzony na przypadek, gdy wszystkie odwzorowania
są rozszerzelne na algebrę mnożników w [BRV10], [Lar10]. Konstrukcję tę można jednak
sformułować w sytuacji ogólnej jak następuje, [Kwa17, Podrozdział 2.4].

Definicja 3.6. Niech α : AÑ A będzie endomorfizmem C�-algebry A i niech L : AÑ A
będzie dodatnim odwzorowaniem takim, że

Lpaαpbqq � Lpaqb, dla każdego a, b P A. (9)

Wtedy L nazywamy operatorem przejścia dla α a trójkę pA,α,Lq układem Exela.
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Definicja 3.7. Reprezentacją układu Exela pA,α,Lq nazywamy parę pπ, Sq, gdzie π :
AÑ BpHq jest reprezentacją niezdegenerowaną a S P BpHq jest operatorem takim, że

Sπpaq � πpαpaqqS oraz S�πpaqS � πpLpaqq dla każdego a P A. (10)

Redundancją reprezentacji pπ, Sq nazywamy parę pπpaq, kq, gdzie a P A, k P πpAqSS�πpAq
są takie, że πpaqπpbqS � kπpbqS, dla każdego b P A. Algebrą Toeplitza T pA,α,Lq układu
pA,α,Lq nazywamy C�-algebrę generowaną przez iApAqY iApAqt, gdzie piA, tq jest repre-
zentacją uniwersalną układu pA,α,Lq. Produkt krzyżowy Exela A �α,L N jest ilorazem
algebry T pA,α,Lq przez ideał generowany przez zbiór

tiApaq � k : a P AαpAqA oraz piApaq, kq jest redundancją reprezentacji piA, tqu. (11)

Uwaga 3.8. Niech pA,α,Lq będzie układem Exela. W [Kwa17] zauważono następujące
trzy proste, ale ważne fakty:

1) Odwzorowanie L jest całkowicie dodatnie [Kwa17, Lemat 4.1].

2) Operator L zawsze rozszerza się do odwzorowania L : MpAq Ñ MpAq ciągłego
w topologii strict [Kwa17, Stwierdzenie 4.2]. Zatem założenie to, jak również jego
weryfikacja w pracach [BRV10], [Lar10] i artykułach je cytujących (16 według
MathSciNet) jest zbędna.

3) Relacja Sπpaq � πpαpaqqS w (10) wynika z pozostałych aksjomatów [Kwa17,
Stwierdzenie 4.3]. Zatem relacja ta, jak również jej werifikacja, w pracach [Exe03],
[BRV10], [Lar10] i artykułach je cytujących (61 według MathSciNet) jest zbędna.
W szczególności algebra Toeplitza T pA,α,Lq układu pA,α,Lq jest w rzeczywistości
algebrą Toeplitza T pA,Lq odwzorowania L.

Uwagi 1) i 3) sugerują, że produkt krzyżowy Exela A�α,LN nie jest produktem krzy-
żowym przez endomorfizm α, lecz przez całkowicie dodatni operator przejścia L. Wybór
ideału AαpAqA w (11), zaproponowany w [Exe03], jest podyktowany tym, że w wielu
naturalnych przykładach prowadzi on do właściwej konstrukcji. Na gruncie formalnym
wyjaśnia to następujące twierdzenie, patrz [Kwa17, Twierdzenie 4.7, Stwierdzenie 4.9]:

Twierdzenie 3.9. Dla dowolnego układu pA,α,Lq mamy A�α,LN � C�pA,L;AαpAqAq.
Jeśli operator L jest wierny3, a endomorfizm α rozszerzalny, to A�α,L N � C�pA,Lq.

Jak zauważono w [BR06], jeśli L nie jest operatorem wiernym, to na ogół algebra
A nie zanurza się w produkt krzyżowy A �α,L N. Rozważania w [BR06] doprowadziły
w [ER07] do modyfikacji definicji produktu krzyżowego A �α,L N przez Exela i Royera.
Mianowicie, z układem Exela pA,α,Lq można związać C�-korespondencję ML powstałą
przez hausdorffowskie uzupełnienie przestrzeni A ze względu na półnormę zadaną przez
A-wartościową formę półtoraliniową xm,nyL :� Lpm�nq, m,n P A. Wtedy operacje
m � a :� mαpaq i a �m :� am, n,m, a P A, faktoryzują się do operacji na ML.

3Lpa�aq � 0 implikuje, że a � 0
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Definicja 3.10 ([ER07]). Produktem krzyżowym Exela-Royera OpA,α,Lq jest algebra
ilorazowa algebry T pA,α,Lq przez ideał generowany przez zbiór

tiApaq � k : a P JML i piApaq, kq jest redundancją piA, tqu,

gdzie JML jest ideałem (Katsury) związanym z C�-korespondencją ML.

C�-korespodencja ML jest izomorficzna z GNS-korespondencją XL [Kwa17, Lemat
4.4] i jądro lewego działania w tych korespondencjach pokrywa się z ideałem NL. Pro-
wadzi to do następującego wyniku.

Twierdzenie 3.11 (Twierdzenie 4.7 w [Kwa17]). Dla dowolnego układu Exela pA,α,Lq
produkt krzyżowy Exela-Royera jest produktem krzyżowym przez L (nie zależy od α):

C�pA,Lq � OpA,α,Lq � OML � OXL .

Co więcej A�α,L N � OpXL, J X JpXLqq � OpML, J X JpMLqq, gdzie J :� AαpAqA. W
szczególności, A zanurza się w A�α,LN wtedy i tylko wtedy gdy AαpAqAXJpMLq � NK

L .

W literaturze rozważa się naczęściej układy Exela pA,α,Lq przy dodatkowym za-
łożeniu, że odwzorowanie E � α � L jest warunkową wartością oczekiwaną z A na
algebrę αpAq. Układy takie i odpowiadające im operatory L nazywamy regularnymi
[Kwa17, Definicja 4.1]. W [Kwa17, Podrozdział 4.2] wyjaśniono strukturę takich opera-
torów. Wykazano, że przy ustalonym endomorfizmie α regularne układy Exela pA,α,Lq
są parametryzowane przez wartości oczekiwane z A na αpAq. Natomiast przy ustalonym
operatorze L układy takie są parametryzowane przez podalgebry dziedziny multiplika-
tywnej :

MDpLq :� ta P A : Lpabq � LpaqLpbq i Lpbaq � LpbqLpaq dla każdego b P Au (12)

operatora L [Kwa17, Stwierdzenia 4.15, 4.16]. Dla regularnego układu Exela pA,α,Lq
takiego, że pA,αq jest (częściowo) odwracalny, L i α determinują się wzajemnie w sposób
jednoznaczny oraz

A�α,L N � C�pA,Lq � C�pA,αq,

patrz [Kwa17, Twierdzenie 4.22].

3.2.1 Algebry grafowe jako produkt krzyżowy przez operator Perrona Fro-
beniusa

Motywacją Exela [Exe03] było wyrażenie algebr Cuntza-Kriegera jako produktów krzy-
żowych przez układ pA,α,Lq odpowiadający topologicznemu łańcuchowi Markowa. Je-
go wynik był następnie uogólniony przez Brownlowe, Raebrun, Vittadello [BRV10] na
przypadek algebr grafowych C�pEq, gdzie graf E � pE0, E1, r, sq jest lokalnie skończo-
ny (zbiory r�1pvq i s�1pvq są skończone dla każdego wierzchołka v P E0) oraz każdy
wierzchołek jest emiterem, tzn. spE1q � E0. W [Kwa17, Sekcja 5] rozważono ogólne
(dyskretne, przeliczalne) grafy E � pE0, E1, r, sq.

Przypomnijmy, iż C�-algebra grafowa C�pEq jest generowana przez uniwersalną ro-
dzinę częściowych izometrii tse : e P E1u oraz parami ortogonalnych rzutów tpv : v P E1u
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takich, że s�ese � pspeq, ses�e ¤ prpeq oraz pv �
°
rpeq�v ses

�
e jeśli tylko suma ta jest skoń-

czona (tzn. v jest skończonym odbiorcą). Rzuty sµs
�
µ odpowiadające ścieżkom w grafie

E generują przemienną podalgebrę DE w C�pEq. Gdy E nie posiada nieskończonych
emiterów, wtedy wzór

ΦEpaq �
¸
ePE1

seas
�
e

definiuje całkowicie dodatnie odwzorowanie ΦE : C�pEq Ñ C�pEq, które obcina się do
endomorfizmu na DE, por. [Kwa17, Stwierdzenie 5.3]. Na widmie DE, utożsamionym z
przestrzenią ściężek, ΦE jest dane przez przesunięcie. Dlatego odwzorowanie ΦE nazywa
się nieprzemiennym przesunięciem Markowa.

Dla dowolnego grafu E można znaleźć liczby λe ¡ 0, e P E1, takie, że wzór Lλpaq :�°
e,fPE1

a
λeλfs

�
easf definiuje całkowicie dodatnie odwzorowanie Lλ : C�pEq Ñ C�pEq.

Obcina się ono do całkowicie dodatniego odwzorowania Lλ : DE Ñ DE danego wzorem

Lλpaq :�
¸
ePE1

λes
�
ease.

W [Kwa17, Stwierdzenie 5.4] wyznaczono warunki konieczne i dostateczne na to, by wagi
λ :� tλeuePE1 zadawały operator Lλ. Operatory Lλ nazwano w [Kwa17] nieprzemienny-
mi operatorami Perrona-Frobeniusa. Gdy E jest lokalnie skończony oraz spE1q � E0, to
można położyć λe :� |s�1pspeqq|�1, e P E1. Wtedy pDE,ΦE,Lλq jest regularnym ukła-
dem Exela rozważanym w [BRV10] i utożsamiając DE z algebrą funkcji na przestrzeni
ścieżek nieskończonych operator Lλ jest klasycznym operatorem Perrona-Frobeniousa
dla jednostronnego przesunięcia.

Poniższe twierdzenie mówi, że każda algebra grafowa jest produktem krzyżowym
przez operator Perrona-Frobeniousa, a nie przez endomorfizm - przesunięcie Marko-
wa. Co więcej, na ogół nawet nie istnieje endomorfizm, dla którego operator Perrona-
Frobeniousa mógłby być operatorem przejścia.

Twierdzenie 3.12 (Twierdzenie 5.6 w [Kwa17]). Niech E � pE0, E1, s, rq będzie dowol-
nym grafem skierowanym i Lλ dowolnym odpowiadającym mu (nieprzemiennym) opera-
torem Perrona-Frobeniusa. Wtedy

C�pEq � C�pDE,Lλq.

i) Jeśli E nie posiada nieskończonych emiterów, to pDE,ΦE,Lλq jest układem Exela
oraz C�pDE,Lλq � DE �ΦE ,Lλ N.

ii) Jeśli E posiada nieskończone emitery, ale nie posiada nieskończonych odbiorców
(ang. infinite receivers), to nie istnieje endomorfizm α taki, że pDE, α,Lλq układem
Exela.

3.3 Produkty krzyżowe przez interakcje

W [Exe07] Exel zdefiniował pojęcie interakcji na C�-algebrze A. Jest to para pV ,Hq
dodatnich odwzorowań V ,H : AÑ A takich, że

VHV � V , HVH � H, VpAq �MDpHq, HpAq �MDpVq,
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gdzie MDpHq i MDpVq są dziedzinami multiplikatywnymi odpowiednioH i V , por. (12).
Wtedy V oraz H są automatycznie odwzorowaniami całkowicie dodatnimi oraz HpAq
i VpAq są podalgebrami A. Exel [Exe07] związał z pV ,Hq uogólnioną korespondencję
X oraz uogólnioną algebrę Cuntza-Pimsnera C�pA,Xq. Jak pokazano w [Kwa17] dla
każdego regularnego układu Exela pA,α,Lq para pα,Lq jest przykładem interakcji. W
[Exe07] nie podano przykładów interakcji niebędących tego typu. Celem pracy [Kwa14’],
którą tu omówimy, było podanie kanonicznego przykładu interakcji pV ,Hq, gdzie żadne
z odwzorowań nie jest multiplikatywne, oraz dogłębna analiza algebr grafowych jako
produkt krzyżowy interakcji.

Niech A będzie C�-algebrą z jedynką i pV ,Hq interakcją na A (dla wielu poniższych
rezultatów założenie, że A ma jedynkę nie jest istotne). Załóżmy dodatkowo, że podalge-
bry HpAq i VpAq są dziedziczne w A. Taką interakcję nazwano w [Kwa14’] narożnikową
(ang. corner interaction). Dla regularnego układu Exela pA,α,Lq takiego, że pA,αq jest
(częściowo) odwracalny, para pα,Lq jest przykładem interakcji narożnikowej.

Definicja 3.13 ([Kwa14’]). Reprezentacją kowariantną interakcji narożnikowej pV ,Hq
jest para pπ, Sq, gdzie π : A Ñ BpHq jest niezdegenerowaną reprezentacją, a S P BpHq
jest operatorem (koniecznie częściową izometrią) oraz

SπpaqS� � πpVpaqq i S�πpaqS � πpHpaqq dla każdego a P A.

Produktem krzyżowym interakcji pV ,Hq jest C�-algebra C�pA,V ,Hq generowana przez
iApAq oraz s gdzie piA, sq jest uniwersalną reprezentacją kowariantną pV ,Hq.

W [Kwa14’, Podsekcja 2.2] pokazano, że GNS-korespondencje XV i XH są (wzajem-
nie odwrotnymi) hilbertowskimi bimodułami oraz (uogólniona) korespondencja X jest
izomorficzna z XH. Prowadzi to do szeregu izomorfizmów C�-algebr:

C�pA,V ,Hq � C�pA,Hq � C�pA,Vq � C�pA,Xq � A�XH Z � A�XV Z.

Odwozorowania H : VpAq Ñ HpAq i V : HpAq Ñ VpAq są wzajemnie odwrotnymi
izomorfizmami. Utożsamiając widma dziedzicznych algebr VpAq i HpAq z otwartymi
podzbiorami widma pA algebry A otrzymujemy częściowy homeomorfizm pH : {HpAq ÑzVpAq przestrzeni pA, gdzie pHprπsq � rπ �Hs.

Poniższa definicja jest spójna z Definicją 2.20.

Definicja 3.14 ([Kwa14]). Cześciowy homeomorfizm ϕ przestrzeni topologicznej Ω, tzn.
homeomorfizm, którego dziedzina ∆ i obraz ϕp∆q są otwartymi podzbiorami Ω, jest
topologicznie wolny, gdy dla każdego n ¡ 0 zbiór punktów stałych odwzorowania ϕn

(na jego naturalnej dziedzinie) ma puste wnętrze. Zbiór V jest ϕ-niezmienniczy jeśli
ϕpV X ∆q � V X ϕp∆q. Gdy nie ma nietrywialnych domkniętych ϕ-niezmienniczych
podzbiorów M , to ϕ nazywamy minimalnym. Powiemy, że ϕ jest odwzorowaniem wolnym
(lub rezydualnie topologicznie wolnym), jeśli topologicznie wolne jest każde jego obcięcie
do domkniętego zbioru niezmienniczego (gdy M jest przestrzenią Hausdorffa jest to
równoważne z warunkiem, że ϕ nie ma punktów okresowych).

Bazując na wynikach [Kwa14], patrz Twierdzenie 5.4 poniżej, oraz ogólnych K-
teoretycznych rozważaniach w [Kat04] otrzymano następujacy wynik [Kwa14’, Twier-
dzenia 2.20, 2.24]:
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Twierdzenie 3.15 ([Kwa14’]). Niech pV ,Hq będzie interakcją narożnikową.

i) Jeśli odwozorowanie pH jest topologicznie wolne, to każda reprezentacja C�pA,V ,Hq,
która jest wierna na iApAq jest wierna na C�pA,V ,Hq. Jeśli dodatkowo, pH jest
minimalny, równoważnie nie ma w A nietrywialnych ideałów I takich, że HpIq �
Hp1qIHp1q, to C�pA,V ,Hq jest prosta.

ii) Jeśli odwzorowanie pH jest wolne, to J ÞÑ {J X A jest izomorfizmem kraty ideałów
w C�pA,V ,Hq na kratę otwartych podzbiorów pH-niezmienniczych w pA.

iv) Następujący ciąg jest dokładny:

K0pVpAqq
K0pιq�K0pHq

// K0pAq
K0piAq

// K0pC
�pA,V ,Hqq

��
K1pC

�pA,V ,Hqq

OO

K1pAq
K0piAq�oo K1pVpAqq

K0pιq�K0pHqoo

. (13)

3.3.1 Algebry grafowe jako produkt krzyżowy przez interakcje narożnikowe

Niech E � pE0, E1, r, sq będzie grafem skończonym, tzn. E0 i E1 są zbiorami skończo-
nymi. Niech tse : e P E1u oraz tpv : v P E1u będą generatorami C�-algebry C�pEq, jak w
paragrafie 3.2.1. W pracy [Kwa14’] stosowano inną (starszą) konwencję dotyczącą grafów
- odwzorowania r i s są zamienione rolami w stosunku do konwencji użytej w [Kwa17].
Dla spójności prezentacji będziemy się tu trzymać (nowszej) konwencji z pracy [Kwa17].
Skończoność E0 implikuje, że algebra C�pEq posiada jedynkę. Rozważmy operator

s :�
¸
ePE1

1a
|s�1pspeqq|

se.

Operator s jest cześciową izometrią, która zadaje wzorami Vpaq � sas�, Hpaq � s�as
interakcję narożnikową na C�pEq. Zauważmy, że H jest nieprzemiennym operatorem
Perrona-Frobeniusa Lλ, gdzie λe :� |s�1pspeqq|�1, e P E1. Para pV ,Hq nie obcina się do
interakcji na algebrzeDE jako, że V nie zachowujeDE. W zasadzie, patrz [Kwa14’, Uwaga
3.10], najmniejszą algebrą zawierającą DE i niezmienniczą ze względu na odwzorowanie
V jest algebra FE składająca się z punktów stałych ze względu na kanoniczne działanie
okręgu T. Para pV ,Hq jest interakcją narożnikową na FE oraz

C�pEq � C�pFE,V ,Hq,

[Kwa14’, Stwierdzenie 3.2]. W zależności od grafu E, własności s oraz pary pV ,Hq zostały
opisane w [Kwa14’, Stwierdzenie 3.5, 3.7, Wniosek 3.6]. Na ogół żadne z odwzorowań V ,
H nie jest multplikatywne. W [Kwa14’, Twierdzenie 3.9] opisano (częściowy) homeomor-
fizm dualny do układu pFE,V ,Hq: przestrzeń xFE jest ilorazem przestrzeni ścieżek, na
której pV � pH�1 działa jak lewe przesunięcie Markowa. Z tego opisu można stosunkowo
łatwo, patrz [Kwa14’, Twierdzenie 3.19], wynioskować, że

i) pH jest topologicznie wolne ðñ każdy cykl w E ma wejście (E spełnia warunek
(L) [KPRR97]),
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ii) pH jest odwzorowaniem wolnym ðñ graf E spełnia warunek (K) [KPRR97].

W szczególności punkt (i) w Twierdzeniu 3.15 w zastosowaniu do interakcji pochodzącej
od grafu E jest równoważny twierdzeniu Cuntza-Kriegera o jednoznaczności (Cuntz-
Krieger uniqueness theorem).

Izomorfizm H : VpAq Ñ HpAq indukuje izomorfizm K0pHq między podgrupami
K0pVpFEqq, K0pHpFEqq grupy K0pFEq, który opisano w [Kwa14’, Stwierdzenie 3.22].
Jako że algebra FE jest skończenie aproksymatywna, mamy K1pFEq � K1pVpFEqq � 0
i ciąg dokładny (13) daje izomorfizmy K1pC

�pEqq � kerpK0pιq �K0pHqq, K0pC
�pEqq �

K0pFEq{impK0pιq�K0pHqq. Na tej podstawie otrzymano w nowy sposób (podkreślający
rolę przesunięcia Markowa) wzory na K-teorię algebr grafowych [Kwa14’, Wniosek 3.22],
otrzymane pierwotnie w [RS04].

4 Unifikacja względnych algebr Cuntza-Pimsnera i
algebr Doplichera-Robertsa

W pracach [DPZ98], [FMR03] zauważono, że z C�-korespondencją X (z injektywnym
lewym działaniem) oprócz algebry Pimsnera OX można również związać w natural-
ny sposób C�-algebrę Doplichera-Robertsa DRpXq. Algebra DRpXq jest szczególnym
przypadkiem konstrukcji DRpT q rozważanej w [DR89] w kontekście abstrakcyjnych C�-
kategorii T z tensorowaniem (takie obiekty pojawiają się w naturalny sposób m.in. w teo-
rii dualności grup nieprzemiennych i kwantowej teorii pola). Mówiąc obrazowo, algebry
OX , DRpXq i DRpT q są zbudowane odpowiednio z przestrzeni operatorów ”zwartych”,
operatorów sprzężalnych i morfizmów abstrakcyjnych:

KpXbm, Xbnq, LpXbm, Xbnq, T pn,mq, n,m P N.

Przestrzenie te powiązane są ze sobą za pomocą “tensorowania z prawej strony przez ope-
ratory identycznościowe” - tzw. prawe tensorowanie. W pracy [Kwa13] podjęto się syste-
matycznej analizy związków między tymi konstrukcjami. Na bazie wprowadzonej nowej
konstrukcji algebr OT pK,J q opracowano ogólną teorię unifikującą teorię względnych
algebr Cuntza-Pimsnera oraz konstrukcje typu Doplichera-Robertsa. Wyniki [Kwa13],
które tu omówimy, nie tylko stanowią ogólne ramy dla konstrukcji omawianych wcześniej
produktów, ale też rzucają nowe światło na strukturę samych algebr Cuntz-Pimsnera i
obejmują istotnie szerszą klasę C�-algebr.

W tym rozdziale przedstawimy uniwersalną definicję C�-algebry OT pK,J q (Definicja
4.6) i jej związek z względnymi algebrami Cuntza-Pimsnera OpX, Jq (Przykład 4.8). Po-
damy jawną konstrukcję algebry OT pK,J q na bazie opracowanego “rachunku macierzo-
wego” (Twierdzenie 4.11). Wyjaśnimy związek algebr OT pK,J q z algebrami Doplichera-
Robertsa (Uwaga 4.10, Twierdzenie 4.12). Opiszemy strukturę T-niezmienniczych ide-
ałów algebry OT pK,J q (Twierdzenia 4.16, 4.19). Rezultaty te nie tylko ugólniają, ale
też i wzmacniają analogiczne wyniki dla algebr Cuntza-Pimsnera (por. Uwaga 4.17). W
podrozdziale 4.4 omówimy rezultaty dotyczące zanurzenia algebr względnych Cuntza-
Pimsnera we względne algebry Doplichera-Robertsa i przedłużania ich wiernych repre-
zentacji.
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4.1 Podstawowe definicje i fakty

C�-kategorią, por. [GLR85], nazywamy małą kategorię T � tT pσ, ρquσ,ρPObpT q, w któ-
rej zbiory morfizmów T pσ, ρq są zespolonymi przestrzeniami Banacha takimi, że }ab} ¤
}a} � }b}, dla a P T pτ, σq, b P T pσ, ρq, wyposażoną w antyliniowy inwolucyjny kontrawa-
riantny funktor � : T Ñ T taki, że jeśli a P T pτ, σq, to a� P T pσ, τq oraz }a�a} � }a}2.
Wtedy T pσ, σq jest C�-algebrą i wymagamy, by dla a P T pτ, σq element a�a był dodatni
w T pσ, σq. W [Kwa13] rozważamy ogólniejsze pojęcie nazywane C�-prekategorią, którego
definicja różni się od C�-kategorii tylko tym, że nie wymagamy istnienia morfizmów iden-
tycznościowych. Zatem C�-kategorie są kategorialnym uogólnieniem C�-algebr z jedyn-
ką, a C�-prekategorie są uogólnieniem dowolnych C�-algebr (niekoniecznie z jedynką).
W szczególności C�-algebry można traktować jako C�-prekategorie z dokładnie jednym
obiektem. Pojęcie C�-prekategorii jest w pewnym sensie nieuniknione, gdy rozważa się
ideały w C�-kategoriach.

Definicja 4.1 (Definicja 2.4 w [Kwa13]). Ideałem w C�-prekategorii T nazywamy ro-
dzinę K � tKpσ, ρquσ,ρPObpT q, gdzie Kpσ, ρq � T pσ, ρq jest domkniętą podprzestrzenią
liniową oraz

T pτ, σqKpσ, ρq � Kpτ, ρq i Kpτ, σqT pσ, ρq � Kpτ, ρq dla σ, ρ, τ P ObpT q.

Wtedy K jest automatycznie C�-prekategorią.

Jeśli K jest ideałem w T , to Kpσ, σq jest ideałem w T pσ, σq dla każdego σ P ObpT q.
Ideały Kpσ, σq wyznaczają K jednoznacznie na mocy [Kwa13, Twierdzenie 2.6]. Dla każ-
dego ideału K istnieje jego anihiliator, to jest ideał KK taki, że KKpσ, σq � Kpσ, σqK dla
każdego σ P ObpT q [Kwa13, Stwierdzenie 2.7]. Istnieje C�-prekategoria ilorozowa T {K
gdzie T {Kpσ, ρq :� T pσ, ρq{Kpσ, ρq dla każdego σ, ρ P ObpT q [Kwa13, Stwierdzenie 2.10].
Homomorfizmem między dwoma C�-prekategoriami nazywamy kowariantny “funktor”
zachowujący inwolucję i strukturę liniową przestrzeni morfizmów [Kwa13, Definicja 2.8].
Reprezentacją C�-prekategorii T w C�-algebrze B nazywamy rodzinę tπσ,ρuσ,ρPObpT q ope-
ratorów liniowych πσ,ρ : T pσ, ρq Ñ B takich, że πσ,ρpaq

� � πρ,σpa
�q oraz πσ,τ pabq �

πσ,ρpaqπρ,τ pbq, a P T pσ, ρq, b P T pρ, τq [Kwa13, Definicja 2.11].
Podstawowym obiektem w [Kwa13] jest C�-prekategoria z prawym tensorowaniem

nad półgrupą N � t0, 1, 2, ...u.

Definicja 4.2 (Definicja 3.1 w [Kwa13]). C�-prekategorią z prawym tensorowaniem
(prawo-tensorową C�-prekategorią) nazywamy C�-prekategorię T � tT pn,mqun,mPN wy-
posażoną w endomorfizm b1 : T Ñ T odwzorowujący n na n� 1:

b1 : T pn,mq Ñ T pn� 1,m� 1q, n,m P N.

W miejsceb1paq piszemy ab1, a P T pn,mq. Iterującb1 otrzymujemy półgrupę tb1kukPN
endomorfizmów b1k : T Ñ T , gdzie b1k : T pn,mq Ñ T pn � k,m � kq. Z definicji
b10 :� id.

Definicja 4.3 (Definicja 3.6 w [Kwa13]). Niech K będzie ideałem w C�-prekategorii
T z prawym tensorowaniem. Reprezentację tπn,mun,mPN C�-prekategorii K nazywamy
prawo-tensorową reprezentacja gdy zachodzi

πn,mpaqπm�k,lpbq � πn�k,lppab 1kq bq (14)
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dla każdego a P Kpn,mq oraz b P Kpm � k, lq, k, l,m, n P N. Zwróćmy uwagę, iż prawa
strona (14) ma sens, gdyż K jest ideałem (prawe tensorowanie nie musi zachowywać K).

Przykład 4.4 (Prawo-tensorowa C�-prekategoria TX związana z C�-korespondencją X).
Z C�-korespondencją X wiążemy C�-prekategorię TX , gdzie

TXpn,mq :�

#
KpXbm, Xbnq, jeśli n � 0 lub m � 0,
LpXbm, Xbnq, jeśli n,m ¥ 1.

Tutaj Xbn :� X bA � � � bA X jest n-tą potęgą (wewnętrzną) tensorową i Xb0 :� A. Na
TX mamy naturalnie określone prawe tensorowanie. Dla n ¡ 0,m ¡ 0, kładziemy

LpXbm, Xbnq Q a ÞÝÑ ab 1 :� ab 1X P LpXbpm�1q, Xbpn�1qq,

gdzie 1X jest identycznością w LpXq. Jeśli n � 0 lub m � 0, to prawe tensorowanie
określamy używając utożsamień KpA,Xbkq � Xbk, KpXbk, Aq � rXbk, k P N, patrz
[Kwa13, Przykład 3.2]. Wtedy

KX :� tKpXbm, Xbnqum,nPN

jest ideałem w TX oraz: każdy ideał w KX jest postaci KXpJq :� tKpXbm, XbnJqun,mPN,
gdzie J jest ideałem w A, [Kwa13, Stwierdzenie 2.17]; relacje π0,0 � π, π1,0 � t zadają
bijektywną odpowiedniość między reprezentacjami pπ, tq C�-korespondencji pA,Xq oraz
prawo-tensorowymi reprezentacjami tπn,mum,nPN ideału KX [Kwa13, Stwierdzenie 3.13].

Przykład 4.5 (Prawo-tensorowa C�-prekategoria związana z endomorfizmem α). Niech
α : A Ñ A będzie endomorfizmem. Wtedy rodzina Tα � tαnpAqAαmpAqun,mPN wraz z
naturalnymi działaniami odziedziczonymi z A jest C�-prekategorią, którą wyposażamy w
prawe tensorowanie αnpAqAαmpAq Q a ÝÑ ab1 � αpaq P αn�1pAqAαm�1pAq. Wtedy Tα
jest prawo-tensorową C�-prekategorią izomorficzną z prawo-tensorową C�-prekategorią
TEα � KEα związaną z C�-korespondencją Eα. W szczególności TEα � KEα i każdy ideał
w Tα jest postaci J � tαnpAqJαmpAqun,mPN dla pewnego ideału J w A.

Przykład 4.4 i teoria względnych algebr Cuntza-Pimsnera motywuje następujące de-
finicje, patrz [Kwa13, Subsekcja 3.2]. Przeciwobraz i jądro funktora b1 definiuje się w
naturalny sposób, patrz [Kwa13, Sekcja 2].

Definicja 4.6 ([Kwa13]). Niech K będzie ideałem w C�-prekategorii T z prawym ten-
sorowaniem. Niech J będzie ideałem w J pKq :� pb1q�1pKq X K. Powiemy, że prawo-
tensorowa reprezentacja tπn,mun,mPN jest J -kowariantna (koizometryczna na J ) gdy
zachodzi

πn,mpaq � πn�1,m�1pab 1q, dla każdego a P J pn,mq, n,m P N.

C�-algebrę generowaną przez uniwersalną J -kowariantną prawo-tensorową reprezentację
ι � tιn,mun,mPN ideału K oznaczamy przez

OT pK,J q :� C�ptιn,m pKpn,mqqun,mPNq .

Algebrę OT pK,J q nazywamy C�-algebrą ideału K względem ideału J .
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Uwaga 4.7. Algebra OT pK,J q jest wyposażona w działanie γ : T Ñ AutpOT pK,J qq
dane wzorem γzpιn,mpaqq � zn�mιn,mpaq, a P Kpn,mq, z P T. Przykład przed [Kwa13,
Twierdzenie 5.3] pokazuje, że każde działanie okręgu na dowolnej C�-algebrze realizuje
się w ten sposób. Dokładniej, dla dowolnej wiązki Fella tBnunPZ mamy w naturalny
sposób stowarzyszoną C�-prekategorię T oraz T-ekwiwariantny izomorfizm OT pT , T q �
C�pBq.

Przykład 4.8. Niech X będzie C�-korespondencją. Wtedy J pKXq :� pb1q�1pKXq X
KX � KXpJpXqq � tKpXbm, XbnJpXqqun,mPN i dla każdego J � JpXq mamy

OpJ,Xq � OTX pKX ,J q,

gdzie J � KXpJq � tKpXbm, XbnJqun,mPN. Motywuje to następującą definicję [Kwa13,
Definicja 8.7]: dla dowolnego ideału J w A, względną algebrą Doplichera-Robertsa zwią-
zaną z X względem J nazywamy C�-algebrę

DRpJ,Xq :� OTX pTX , TXpJqq,

gdzie TXpJq :� tLJpXbm, Xbnqun,mPNXTX4. W tej notacji algebrą rozważaną w [FMR03],
[DPZ98] jest DRpA,Xq.

Uwaga 4.9. Izomorfizm OpJ,Xq � OTX pKX ,J q jest ekwiwariantny ze względu na na-
turalne działanie okręgu T na obu algebrach. Jak wiadomo, działanie dualne okręgu
na algebrach Cuntza-Pimsnera jest zawsze półwysycone (wiązka Fella przestrzeni spek-
tralnych jest półwysycona). W świetle uwagi 4.7 omawiany formalizm unifikuje algebry
Cuntz-Pimsnera i C�-algebry związane z dowolnymi wiązkami Fella nad Z.

Uwaga 4.10. Algebrę Doplichera-Robertsa DRpT q prawo-tensorowej C�-prekategorii
T definiujemy jako uzupełnienie algebraicznej sumy prostej

À
kPZDR

pkqpT q przestrzeni
danych przez granice induktywne

DRpkqpT q :� limÝÝÑT pr � k, rq,

z opracjami algebraicznymi indukowanymi z T , w C�-normie dla której działanie okręgu
T zadane przez gradację jest izometryczne, por. [DR89, p. 179]. Jak wynika z konstrukcji,
którą przedstawimy poniżej DRpT q � OT pT , T q.

4.2 Konstrukcja OT pK,J q

Ustalmy prawo-tensorową C�-prekategorię T , ideał K w T oraz ideał J w J pKq. Prze-
strzenie spektralne działania okręgu na OT pK,J q tworzą wiązkę Fella tOpkq

T pK,J qukPZ i

OT pK,J q �
À

kPZO
pkq
T pK,J q. W [Kwa13, Subsekcja 4.2] skonstruowano w sposób jawny

�-algebrę
À

kPZO
pkq
T pK,J q oraz podano wzory na normę w przestrzeniach Opkq

T pK,J q.
4LIpX,Y q oznacza przestrzeń elemetów a P LpX,Y q spełniających równoważne warunki apXq � Y I

oraz a�pY q � XI
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Mianowicie, niechMT będzie zbiorem wszystkich macierzy tan,mun,mPN, gdzie an,m P
T pn,mq. Oznaczmy przezMT pKq podzbiórMT składający się z macierzy tan,mun,mPN
takich, że

an,m P Kpn,mq, n, m P N,

oraz co najwyżej skończona ilośc elementów an,m jest różna od zera. Dodawanie, mnożenie
przez skalary i inwolucję naMT pKq definiujemy w naturalny sposób: dla a � tan,mun,mPN
oraz b � tbn,mun,mPN kładziemy

pa� bqn,m :� an,m � bn,m, (15)

pλaqn,m :� λan,m, (16)

pa�qn,m :� a�m,n. (17)

Mnożenie ”�” naMT pKq jest bardziej skomplikowane. Kładziemy

a � b :� a �
8̧

k�0

Λkpbq �
8̧

k�1

Λkpaq � b (18)

gdzie ”�” oznacza standardowe mnożenie macierzowe, a Λ :MT pKq ÑMT jest odwzo-
rowaniem zdefiniowanym wzorem

Λpaq �

�������
0 0 0 0 � � �
0 a0,0 b 1 a0,1 b 1 a0,2 b 1 � � �
0 a1,0 b 1 a1,1 b 1 a1,2 b 1 � � �
0 a2,0 b 1 a2,1 b 1 a2,2 b 1 � � �
...

...
...

... . . .

������
, (19)

tzn. Λpaqn,m � an�1,m�1 b 1, dla n,m ¡ 1, oraz Λpaqn,m � 0 w przeciwnym razie.
Oznaczmy przez qJ : K Ñ K{J homomorfizm ilorazowy. Łącząc [Kwa13, Stwierdzenie
4.10 i Twierdzenie 4.12] otrzymujemy:

Twierdzenie 4.11 ([Kwa13]). ZbiórMT pKq z operacjami (15), (16), (17), (18) tworzy
algebrę z inwolucją. Wzór

}a}J �
¸
kPZ

lim
rÑ8

max

$&% max
s�0,...,r�1

 
}qJ

� ş

i�0,
i�k¥0

ai�k,i b 1s�i
	
}
(
,

�� ŗ

i�0,
i�k¥0

pai�k,i b 1r�iq
��,.-

zadaje podmultiplikatywną �-półnormę on MT pKq taką, że dla obwiedniej C�-algebry
ilorazowej �-algebry MT pKq{} � }J mamy naturalny izomorfizm

OT pK,J q �MT pKq{} � }J .
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Aby otrzymać alternatywny opis OT pK,J q w stylu Doplichera-Robertsa, rozważmy
następujące podprzestrzenieMT pKq. Dla r P N, k P Z, r � k ¥ 0, kładziemy

Mpr � k, rq :� ttan,mum,nPN PMT pKq : an,m � 0 ùñ n�m � k, m ¤ ru.

Zatem element a PMT pKq jest wMpr � k, rq wtedy i tylko wtedy, gdy jest postaci

, gdy k ¥ 0, lub

�������
0

0

������

ak,0

ar�k,r

#
k$'''&'''%r � 1

�����
0

0

����

a0,�k
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, gdy k   0.

Łącząc [Kwa13, Twierdzenie 4.11 i Stwierdzenie 5.1] otrzymujemy:

Twierdzenie 4.12 ([Kwa13]). Dla każdego r P N, k P Z, r � k ¥ 0, wzór

}a}Jr�k,r :� max

$&% max
s�0,...,r�1

 
}qJ

� ş

i�0,
i�k¥0

ai�k,i b 1s�i
	
}
(
,
�� ŗ

i�0,
i�k¥0

pai�k,i b 1r�iq
��,.-

zadaje półnormę na Mpr � k, rq taką, że rodzina przestrzeni ilorazowych

KJ :� tMpn,mq{} � }Jn,mun,mPN

wraz z operacjami odziedziczonymi zMT pKq tworzy prawo-tensorową C�-prekategorię z
prawym tensorowaniem bJ 1 indukowanym przez inkluzjeMpn,mq �Mpn� 1,m� 1q,
m,n P N. Co więcej,

OT pK,J q � DRpKJ q.

Uwaga 4.13. Powyższa konstrukcja OT pK,J q ma szereg bezpośrednich konsekwencji.
Na przykład, daje konkretne wzory na normę elementów w podprzestrzeniach spek-
tralnych Opkq

T pK,J q [Kwa13, Twierdzenie 4.10] i na jądro uniwersalne reprezentacji
ι � tιn,mun,mPN ideału K w OT pK,J q. W szczególności ι jest injektywna wtedy i tylko
wtedy, gdy J � pkerb1qK [Kwa13, Wniosek 4.15].

4.3 Struktura ideałów OT pK,J q

Omówimy po krótce wyniki sekcji 6 i 7 w [Kwa13].

Definicja 4.14 (Definicje 6.1, 6.6 w [Kwa13]). Powiemy, że ideał N w prawo-tensorowej
C�-prekategorii T jest niezmienniczy jeśli N b1 � N . Wtedy ilorazowa C�-prekategoria
T {N jest w naturalny sposób ilorazową prawo-tensorową C�-prekategorią. Ogólniej, jeśli
K jest ideałem w T powiemy, że ideał N jest K-niezmienniczy jeśli

pN pn,mq b 1qKpm� 1, lq � N pn� 1, lq, n,m, l P N.

Jeśli J jest ideałem w T , powiemy, że N jest J -wysycony jeśli J Xb1�1pN q � N . Ogól-
nie przez SJ pN q oznaczamy najmniejszy J -wysycony ideał zawierający N i nazywamy
go J -wysyceniem ideału N .
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Przykład 4.15. Jeśli Tα � tαnpAqAαmpAqun,mPN jest prawo-tensorową C�-prekategorią
związaną z endomorfizmem α : AÑ A i J � tαnpAqJαmpAqun,mPN ideałem w Tα, patrz
przykład 4.5, to J -wysycone ideały niezmiennicze w Tα odpowiadają J-niezmienniczym
ideałom w pA,αq, patrz Definicja 2.10.

Twierdzenie 4.16 (Twierdzenie strukturalne [Kwa13]). Niech K, J oraz N będą ide-
ałami w prawo-tensorowej C�-prekategorii T takimi, że J � JpKq oraz N � K jest
K-niezmienniczy. Podprzestrzeń

OpN q � spantιn,mpaq : a P N pn,mq, n,m P Nu � OT pK,J q

jest T-niezmiennczym ideałem w OT pK,J q oraz mamy naturalne izomorfizmy

OpN q � OT pN ,J XN q, OT pK,J q{OpN q � OT {�N pK{ rN ,J { rN q, (20)

gdzie rN jest dowolnym niezmienniczym ideałem w T takim, że N � rN X K. Ponadto,
SJ pN q � ι�1pOpN qq i zatem po prawych stronach (20) ideały N oraz rN można zastąpić
ich J -wysyceniami SJ pN q oraz SJ p rN q.
Uwaga 4.17. Twierdzenie 4.16 w zastosowaniu do obiektów z przykładu 4.4 daje na-
stępujący wynik [Kwa13, Twierdzenie 6.20]: Niech X będzie C�-korepondencją nad A.
Niech I�A będzie ideałem X-niezmienniczym, i.e. IX � XI i niech J będzie ideałem w
JpXq. Dla ideału OpIq w OpJ,Xq generowanego przez obraz ideału I mamy naturalne
izomorfizmy

OpIq � OXpI, J X Iq, OpJ,Xq{OpIq � OpJ{I,X{XIq.

gdzie
OXpI, Jq :� OTX pKXpIq,KXpJqq

jest uogólnieniem względnej algebry Cuntza-Pimsnera [Kwa13, Definicja 6.17]. Ponadto
algebry OXpI, Jq i OpJ X I,XIq są Morita-Rieffel równoważne. Na ogół jednak, jeśli
IX � XI, nie są one izomorficzne. Zatem w zastosowaniu do C�-korespondencji Twier-
dzenie 4.16 daje nie tylko ugólnienie analogicznych wyników [FMR03], [Kat07], ale też
dokładniejszy opis ideałów T-niezmienniczych.

Uwaga 4.18. Stosując Twierdzenie 4.16 do ideału N � t0u otrzymujemy, że jądro
RJ :� ker ι uniwersalnej reprezentacji ι : K Ñ OT pK,J q jest niezmienniczym J -
wysyceniem ideału zerowego oraz że przechodząc do C�-prekatogorii ilorazowej T {RJ
możemy zawsze założyć, że reprezentacja uniwersalna ι jest injektywna (równoważnie,
że J � pkerb1qK), [Kwa13, Twierdzenie 6.11].

Niech IdealJ pKq oznacza kratę K-niezmienniczych i J -wysyconych ideałów w K,
natomiast IdealTpOT pK,J qq kratę T-niezmienniczych ideałów w OT pK,J q. Na mocy
powyższego twierdzenia mamy naturalne zanurzenie

IdealJ pKq ãÑ IdealTpOT pK,J qq.
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Na ogół (jak pokazuje już przykład produktów krzyżowych przez endomorfizmy) zanurze-
nie to nie jest bijektywne. Aby otrzymać pełny opis kraty IdealTpOT pK,J qq możemy sko-
rzystać z opisuOT pK,J q jako algebry Doplichera-Robertsa DRpKJ q dla C�-prekategorii
KJ , por. Twierdzenie 4.12. Korzystając z utożsamienia OT pK,J q � DRpKJ q w [Kwa13,
Twierdzenie 7.1] otrzymano szereg równoważnych warunków na to, aby reprezentacja J -
kowariantna π ideału K generowała C�-algebrę izomorficzną z OT pK,J q. Natomiast, w
[Kwa13, Twierdzenie 7.6] otrzymano między innymi izomorfizm

IdealKJ pKJ q � IdealTpOT pK,J qq.

Stosując powyższy izomorfizm do względnych algebr Cuntza-Pimsnera OpJ,Xq, otrzy-
mano w [Kwa13, Twierdzenie 7.6] opis ideałów T-niezmienniczych w OpJ,Xq za pomocą
par ideałów w A, dając nowy wgląd w analogiczne wyniki [Kat07]. W ogólnej sytuacji
otrzymano też następujące twierdzenie [Kwa13, Twierdzenie 7.8]:

Twierdzenie 4.19. Jeśli K � J � kerb1, to IdealJ pKq � IdealTpOT pK,J qq.

4.4 Zanurzenia algebr Cuntza-Pimsnera w algebry Doplichera-
Robertsa

Związek między algebrą Pimsnera OX i algebrą Doplichera-Robertsa DRpXq zwią-
zaną z C�-korespondencją X (przy założeniu, że lewe działanie na X jest injektyw-
ne) był badamy w [DPZ98], [FMR03]. Zauważono, że zachodzą naturalne zanurzenia
OX � DRpXq � O��

X , por. [DPZ98, Stwierdzenie 3.9], oraz że przy pewnych warunkach
reprezentacje C�-korespondencji X integrują się w sposób zachowujacy wierność nie
tylko do reprezentacji algebry OX , ale też do większej algebry DRpXq, por. [FMR03,
Twierdzenie 6.6].

W [Kwa13, Sekcja 8] zbadano warunki konieczne i dostateczne na to, aby przy ustalo-
nej prawo-tensorowej C�-prekategorii T algebra postaciOT pK 1,J1q zanurzała się w alge-
brę postaciOT pK 2,J2q. Na przykład względna algebra Cuntza-PimsneraOpJXJpXq, Xq
zanurza się we względną algebrę Doplichera-Robertsa DRpJ,Xq wtedy i tylko wtedy,
gdy RJ � RJXJpXq, co zachodzi automatycznie, gdy lewe działanie na X jest injektywne,
[Kwa13, Wniosek 8.8]. W [Kwa13, Twierdzenie 9.4] podano warunki, kiedy reprezenta-
cja X przedłuża się nie tylko do reprezentacji OpJ X JpXq, Xq, ale też do reprezentacji
DRpJ,Xq oraz wierność jednej z tych reprezentacji implikuje wierność drugiej. Jest to
daleko idące uogólnienie [FMR03, Twierdzenie 6.6].

5 Algebry Cuntza-Pimsnera dla systemów produk-
towych nad półgrupami Ore

Niech P będzie półgrupą z jedynką e P P oraz z lewostronnym skracaniem (tj. rp � rq
implikuje p � q dla p, q, r P P ). Fowler [Fow02] podążając ściśle ścieżką wytyczoną przez
Pimsnera [Pim97] zdefiniował algebrę OX dla dowolnego systemu produktowego C�-
korespondencji X �

�
pPP Xp nad P . Jedną z wad tej definicji jest, tak jak w przypadku

algebry Pimsnera, że może się zdarzyć, iż OX � t0u mimo, że system X jest nietrywialny.
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Kolejną wadą jest, że definicja ta nie uwzględnia dodatkowych relacji, które zachodzą
dla reprezentacji Focka. Dlatego Sims i Yeend zaproponowali w [SY10] konstrukcję nowej
algebry NOX . Jest ona zdefiniowana jedynie w przypadku, gdy P jest stożkiem dodat-
nim w quasi-kratowo uporządkowanej grupie pG,P q (ang. quasi-lattice ordered group
[Nic92]). W zasadzie wszystkie badania dotyczące systemów produktowych skupiły się
na algebrze NOX . Jednakże jak wykazano w [CLSV11] algebra ta nie zawsze posiada
pożądane własności. Ponadto założenie, że P jest stożkiem dodatnim wyklucza m.in.
przypadek, gdy P jest grupą. Zatem teoria algebr NOX nie unifikuje działań półgru-
powych i grupowych. Problem ogólnej definicji algebry Cuntza-Pimsnera dla systemów
produktowych wydaje się być bardzo trudny.

Ważnym wynikiem pracy [KS16], którą tu omówimy, jest wykazanie, że przy pewnych
naturalnych założeniach algebra OX Fowlera jest właściwym obiektem, który modelu-
je szereg interesujących przykładów i którego strukturę można badać za pomocą kon-
strukcji typu Doplichera-Robertsa i wiązek Fella (Twierdzenie 5.1, podrozdział 5.3). Jak
wiadomo [AS93], [AL94] (por. Twierdzenia 2.21, 3.15) topologiczna wolność jest funda-
mentalną dynamiczną własnością, dzięki której możemy otrzymać twierdzenia o jedno-
znaczności i w konsekwencji kryteria prostoty oraz opis kraty ideałów. Dlatego istotnym
problemem jest znalezienie odpowiedniej własności dla systemów produktowych. Dla
produktów krzyżowych przez pojedyncze bimoduły hilbertowskie została ona opracowa-
na w [Kwa14] (Twierdzenie 5.4). Dalsze uogólnienie tego pojęcia na systemu produktowe
otrzymane w [KS16] przedstawia Definicja 5.8. Prowadzi to do ogólnego twierdzenia o
jednoznaczności (Twierdzenie 5.10) i kryterium prostoty (Twierdzenie 5.11). Rezultaty
te dają nietrywialne zastosowanie np. do wiązek Fella, zakręconych grupowych i półgru-
powych produktów krzyżowych, topologicznych P -grafów, półgrupowych wersji produk-
tów krzyżowych Exel’a i nowej algebry Cuntza QN rozszerzającej algebrę Bosta-Connesa
przez jeden generator (podrozdział 5.3).

5.1 Konstrukcja algebry OX w duchu Doplichera-Robertsa

W [KS16] pracujemy, przy założeniu, że P jest półgrupą (typu) Ore, tzn. sP X tP � H
dla każdego s, t P P . Założenie to jest równoważne stwierdzeniu, że P wraz z naturalnym
quasi-porządkiem:

p ¤ q
def
ðñ pr � q dla pewnego r P P

jest zbiorem skierowanym. Wtedy istnieje homomorfizm ι : P Ñ GpP q, gdzie GpP q
jest grupą obwiednią P , taki, że GpP q � ιpP qιpP q�1. Homomorfizm ten jest injektywny
wtedy i tylko wtedy, gdy P jest półgrupą ze skracaniem, [KS16, Stwierdzenie 2.2]. Do
przykładów półgrup Ore należą między innymi wszystkie półgrupy przemienne (z lewym
skracaniem) oraz wszystkie grupy. Założenie o lewostronnej skracalności pozwala nam
na pisanie p�1q :� r, gdy pr � q (równość ta wyznacza r jednoznacznie).

Niech X �
�
pPP Xp będzie systemem produktowym nad P . Zakładamy, że X jest

regularny, tzn. dla każdego p P P lewe działanie algebry A � Xe na C�-korespondencji
Xp jest injektywne i przez operatory “zwarte” [KS16, Definicja 3.1]. Rodzina

KX :� tKpXq, Xpqup,qPP
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tworzy w naturalny sposób C�-prekategorię. Założenie regularności implikuje, że KX ma
również naturalną strukturę “prawego-tensorowania”. Mianowicie, dla dowolnego r P P
mamy odwzorowania liniowe b1r : KpXq, Xpq Ñ KpXqr, Xprq, p, q P P , gdzie

pT b 1rqpxyq :� pTxqy x P Xq, y P Xr, T P KpXq, Xpq

gdy q � e. Dla q � e, b1r definiuje się korzystając z utożsamienia KpXq, Xpq � Xp.
Wtedy zachodzą relacje

pT b 1rq� � pT �q b 1r, pT b 1rq b 1sq � T b 1rs,

pT b 1rqpS b 1rq � pTSq b 1r, T P KpXp, Xqq, S P KpXs, Xpq.

Para pKX , tb1rurPP q jest prawo-tensorową C�-prekategorią, cf. [KS16, Definicja 3.4].

Twierdzenie 5.1 (Twierdzenie 3.8 w [KS16]). Niech X będzie systemem produktowym
na półgrupą typu Ore P i niech GpP q będzie jej grupą obwiednią. Dla każdego ιppqιpqq�1 P
GpP q rozważmy przestrzeń Banacha

Bιppqιpqq�1 :� limÝÝÑKpXqr, Xprq

będącą granicą induktywną układu skierowanego ptKpXqr, XprqurPP , tb1susPP q. Rodzina
BX � tBgugPGpP q z działaniami odziedziczonymi z KX tworzy wiązkę Fella nad grupą
GpP q oraz mamy kanoniczny izomorfizm

OX � C�pBXq � C�ptBgugPGpP qq

z algebry Cuntza-Pimsnera OX na C�-algebrę cięć C�pBXq. Ponadto,

i) reprezentacja uniwersalna jX : X Ñ OX jest injektywna;

ii) OX ma naturalną gradację tpOXqgugPGpP q nad GpP q, gdzie

pOXqg � spantjXpxqjXpyq� : x P Xp, y P Xq, ιppqιpqq
�1 � gu; (21)

iii) dla dowolnej injektywnej reprezentacji kowariantnej ψ of X, zintegrowana repre-
zentacja Πψ of OX jest izometryczna na każdej z przestrzeni pOXqg, g P GpP q, a
więc jest izomorfizmem na C�-podalgebrze pOXqe algebry OX .

Uwaga 5.2. Praca [KS16] została złożona w arXiv w 2013 roku (arXiv:1312.7472). W
roku 2015 (arXiv:1502.07768) została złożona praca [AM15], w której w sposób niezależ-
ny otrzymano podobny opis algebry OX przy dodatkowym założeniu, że homomorfizmy
zadające lewe działania na włoknach Xp są niezdegenerowane.

Powyższe twierdzenie daje silne narzędzia do badania struktury algebry OX . Pozwala
ono również na zdefiniowanie zredukowanej wersji algebry OX , patrz [KS16, Uwaga 3.9].

Definicja 5.3 ([KS16]). Zredukowaną algebrą Cuntza-Pimsnera regularnego systemu
produktowego X nazywamy zredukowaną algebrę cięć

OrX :� C�
r pBXq

wiązki Fella BX � tBgugPGpP q skonstruowanej w Twierdzeniu 5.1.
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5.2 Topologiczna wolność dla systemów produktowych

Inspiracją do zdefiniowania pojęcia topologicznej wolności dla systemu produktowego,
były wyniki [Kwa14] dotyczące produktów krzyżowych przez pojedyncze bimoduły hil-
bertowskie.

Przypomnijmy, iż Rieffel wykazał, że jeżeli X jest A-B-bimodułem równoważności
Mority-Rieffela, to funktor reprezentacji indukowanej faktoryzuje się do homeomorfi-
zmu rX -Inds : pB Ñ pA między widmami algebr A i B, patrz np. [RW98]. Jeśli X
jest dowolnym hilbertowskim bimodułem nad A, to przestrzenie xX,XyA i AxX,Xy są
ideałami w A i możemy traktować X jako xX,XyA-AxX,Xy bimoduł równoważności.
Zatem rX -Inds : {xX,XyA Ñ {

AxX,Xy możemy traktować jako częściowy homeomorfizm
przestrzeni pA. Wyniki [Kwa14] podsumowywuje następuje twierdzenie:

Twierdzenie 5.4 ([Kwa14]). Niech X będzie bimodułem hilbertowskim nad A i niech
rX -Inds będzie dualnym częściowym homeomorfizmem pA.

i) Jeśli rX -Inds jest topologicznie wolny, to każdy niezerowy ideał I w A �X Z ma
niezerowe przecięcie z A (A wykrywa ideały w A�X Z).

ii) Jeśli rX -Inds jest wolny, to J ÞÑ {J X A jest izomorfizmem krat między ideałami w
A �X Z i otwartymi rX -Inds-niezmienniczymi podzbiorami pA (A separuje ideały
w A�X Z, równoważnie każdy ideał w A�X Z jest T-niezmienniczy).

iii) Jeśli X -Ind jest topologicznie wolny i minimalny, to algebra A�X Z jest prosta.

Uwaga 5.5. W świetle najnowszych rezultatów [KM, Twierdzenie 9.11], jeśli A jest
ośrodkowa lub posiada istotny ideał Typu I, to A wykrywa ideały w A �X Z wtedy i
tylko wtedy, gdy rX -Inds jest topologicznie wolny.

Dowód Twierdzenia 5.4, patrz [Kwa14], jest wyrażony w języku wiązek Fella (nad Z)
i stosunkowo nietrudno go uogólnić na przypadek wiązek Fella nad dowolną dyskretną
grupą G, co zostało zrobione w pracy [AA]. W [KS16] podjęto się bardziej ambitnego
zadania, którego celem jest analogiczne twierdzenie dla systemów produktowych nad
półgrupami.

Podstawowym problemem jest już sama definicja obiektu dualnego do pojedynczej
C�-korespondencji. W [KS16] rozwiązano go wprowadzając pojęcie multifunkcji dualnej
do homomorfizmu. Niech α : A Ñ B będzie homomorfizmem C�-algebr. Multifunkcją
dualną do homomorfizmu α [KS16, Definicja 4.1] nazywamy multifunkcję pα : pB Ñ pA
daną wzorem

pαprπBsq :� trπAs P pA : πA ¤ πB � αu, πB P IrrpBq. (22)

Jeśli X jest regularną C�-korepondencją nad A, tj. taką, że lewe mnożenie zadane jest
przez injektwyny homomorfizm φ : A Ñ KpXq, to traktując X jako KpXq-xX,XyA-
bimoduł równoważności mamy homeomorfizm rX -Inds : {xX,XyA Ñ {KpXq oraz multi-
funkcję pφ : {KpXq Ñ pA. Mutlifunkcją pX dualną do C�-korespondencji X [KS16, Definicja
4.4] nazywamy złożenie (multifunkcji)pX :� pφ � rX -Inds.
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Uwaga 5.6. Definicję obiektu dualnego do homomorfizmu α : A Ñ B można ulepszyć
biorąc w (22) pod uwagę krotności podreprezentacji πA reprezentacji πB �α. Prowadzi to
do pojęcia grafu dualnego (w miejsce multifunkcji). Obecnie habilitant wraz z Eduardem
Ortegą i Toke Carlsenem pracuje nad opracowaniem teorii takich grafów dualnych dla
pojedynczych C�-korespondencji. Niemniej jednak już pojęcie multifunkcji daje ostre
rezultaty w wielu przykładach, takich jak produkty krzyżowe przez operatory przejścia
lub układy (częściowo) odwracalne. Ponadto dla systemów produktowych warunek, który
mamy zamiar wprowadzić jest już wystarczająco skomplikowany dla multifunkcji.

Niech X �
�
pPP Xp będzie systemem produktowym nad P .

Definicja 5.7 (Definicja 4.8 w [KS16]). Rodzinę pX :� t pXpupPP multifunkcji dualnych
do C�-korespondencji Xp, p P P , nazywamy półgrupą dualną do regularnego systemu
produktowego X (rodzina ta rzeczywiście tworzy półgrupę wraz ze składaniem multi-
funkcji).

Tylko ze względu na uwagę 5.6, poniższe pojęcie “topologicznej wolności” dla X
nazywamy topologiczną aperiodycznością.

Definicja 5.8 (Definicja 5.3 w [KS16]). Powiemy, że regularny system produktowy X

lub też że półgrupa dualna t pXpupPP jest topologicznie aperiodyczna jeśli dla każdego
otwartego i niepustego zbioru U � pA i każdego zbioru skończonego F � P oraz ele-
mentu q P P takiego, że ιpqq � ιppq dla p P F , istnieje rπs P U takie, że dla pewnego
indeksowania elementów F � tp1, ..., pnu oraz pewnych elementów s1, ..., sn P P takich,
że q ¤ s1 ¤ ... ¤ sn oraz pi ¤ si mamy

rπs R pXq�1sip
pX�1
p�1i si

prπsqq for all i � 1, ..., n. (23)

Uwaga 5.9. W szczególnych przypadkach pojęcie topologicznej aperiodyczności się
upraszcza, patrz [KS16, Stwierdzenie 5.5]. Na przykład, jeśli tXbnunPN jest systemem
produktowym powstałym przez “iterację” pojedynczej regularnej C�-korespondencji X,
to topologiczna aperiodyczność jest równoważna warunkowi, że dla każdego n ¡ 0 zbiór

Fn � trπs P pA : π P pXnprπsqu

ma puste wnętrze w pA.

Twierdzenie 5.10 (Twierdzenie 5.6 w [KS16]). Niech X będzie regularnym systemem
produktowym i niech Λ : OX Ñ OrX będzie kanonicznym epimorfizmem (reprezentacją
regularną). Jeśli X jest topologicznie aperiodyczny, to dla dowolnej injektywnej repre-
zentacji kowariantnej ψ systemu X istnieje epimorfizm πψ : C�pψpXqq Ñ OrX takie, że
diagram

OX
Λ

99
// C�pψpXqq

πψ // OrX (24)

jest przemienny. W szczególności jeśli Λ jest izomorfizmem, co zachodzi automatycznie,
gdy GpP q jest grupą średniowalną (ang. amenable group), to

OX � C�pψpXqq

dla dowolnej injektywnej reprezentacji kowariantnej ψ systemu X.
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Twierdzenie 5.11 (Twierdzenie 5.10 w [KS16]). Niech X będzie topologicznie aperio-
dycznym regularnym systemem produktowym. Algebra OrX jest prosta wtedy i tylko wtedy,
gdy X jest minimalny w sensie, że dla każdego J � A zachodzi

@pPP ta P A : xXp, aXpyp � Ju � J ùñ J � t0u lub J � A.

5.3 Zastosowania i przykłady

Niech B � tBgugPG będzie wiązką Fella nad dowolną dyskretną grupą G. Załóżmy, że
B jest wysycona, tzn. BgBg�1 � Be dla każdego g P G. Wtedy każde włókno Bg jest w
naturalny sposób bimodułem rownoważności nad A � Be. Możemy zatem traktować B
jako system produktowy nad półgrupą Ore P :� G. Półgrupa dualna do tak rozumianego
systemu pokrywa się z grupą dualną pB � t pBgugPG homeomorfizmów na pA indukowanych
przez bimoduły Bg: pBg � rBg -Inds, g P G. Topologiczna aperiodyczność B pokrywa się
z topologiczną wolnością pB. Przypomnijmy, że działanie pB jest topologicznie wolne, gdy
dla dowolnej skończonego zbioru F � Gzteu suma punktów stałych dla pBg, g P F , ma
puste wnętrze, por. [AS93]. Daje to następujący wynik, por. [KS16, Wniosek 6.5].

Twierdzenie 5.12. Niech tBgugPG będzie wysyconą wiązką Fella nad dyskretną grupą G
i niech Λ : C�pBq Ñ C�

r pBq będzie kanonicznym epimorfizmem (reprezentacją regularną).

i) Jeśli działanie t pBgugPG jest topologicznie wolne, to dla każdego ideału I w C�pBq
takiego, że I XBe � t0u mamy I � ker Λ.

ii) Jeśli działanie t pBgugPG jest topologicznie wolne i nie posiada nietrywialnych otwar-
tych zbiorów niezmienniczych, to C�-algebra C�

r ptBgugPGq jest prosta.

Uwaga 5.13. Jeśli α : G Ñ AutpAq jest działaniem grupowym, to dla wiązki Fella
Bα :� tEαg�1ugPG mamy C�pBαq � A �α G i C�

r pBαq � A �r
α G. Zatem z Twierdzenia

5.12 wynikają rezultaty Archbolda i Spielberga [AS93] dla klasycznych produktów krzy-
żowych. Zakręcając produkt na Bα możemy zastosować Twierdzenie 5.12 do zakręconych
produktów krzyżowych, co już daje nowe zastosowanie.

Uwaga 5.14. Ogólniej rozważmy regularny systemem produktowy X �
�
pPP Xp nad

półgrupą (typu) Ore P , taki że każde włókno Xp, p P P , jest hilbertowskim bimodułem
nad A :� Xe. Niech BX � tBgugPGpP q będzie stowarzyszoną wiązką Fella skonstruowa-
ną w Twierdzeniu 5.1. W [KS16, Stwierdzenie 6.4] opisano dualne (częściowe) działanie
t pBgugPGpP q na pA � xBe i wykazano, że topologiczna wolność t pBgugPGpP q implikuje topolo-
giczną aperiodyczność X. Zatem (przynajmniej formalnie) topologiczna aperiodyczność
jest w tym przypadku słabszym pojęciem.

5.3.1 Zakręcone produkty krzyżowe przez półgrupy endomorfizmów

Niech α : P Ñ EndpAq będzie działaniem półgrupy P przez rozszerzalne endomorfizmy
A i niech ω będzie T-wartościowym kocyklem nad P , tzn. ω : P � P Ñ T jest takie,
że ωpp, qqωppq, rq � ωpp, qrqωpq, rq dla p, q, r P P . Dla czwórki pA,α, P, ωq Fowler zde-
finiował w [Fow02, Definicja 3.1] zakręcony półgrupowy produkt krzyżowy A �α,ω P jako
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uniwersalną C�-algebrę generowaną przez tiApaqiP psq : a P A, s P P u, gdzie piA, iP q jest
uniwersalną reprezentacją pA,P, α, ωq, tzn. iA : AÑ A�α,ω P jest homomorfizmem oraz
tiP ppq : p P P u są izometriami w MpA�α,ω P q takimi, że

iP ppqiP pqq � ωpp, qqiP ppqq i iP ppqiApaqiP ppq
� � iApαppaqq,

dla p, q P P oraz a P A. Rodzina C�-korespondencji tEαpupPP tworzy w naturalny sposób
system produktowy nad półgrupą P op przeciwną do P . Jak wykazał Fowler [Fow02,
Stwierdzenie 3.4] zakręcając iloczyn w tym produkcie kocyklem ω otrzymujemy system
produktowy X �

�
pPP op Xp taki, że

A�α,ω P � OX

System X jest regularny wtedy i tylko wtedy, gdy każdy endomorfizm αp jest injektywny
(jest to również warunek konieczny na to, aby homomorfizm iA był injektywny). Załóżmy,
że każdy z endomorfizmów αp jest injektywny oraz że P op jest półgrupą Ore. Wtedy z
rezultatów [KS16] wynika, że A�α,ωP jest właściwym kandydatem na produkt krzyżowy.
W szczególności A zanurza się w A�α,ω P i możemy zdefiniować zredukowany zakręcony
półgrupowy produkt krzyżowy A�r

α,ω P :

A�r
α,ω P :� OrX .

Utożsamiając półgrupę dualną pX � txXpupPP op z półgrupą multifunkcji txαpupPP op dual-
nych do endomorfizmów αp, p P P , por. [KS16, Lemat 6.7], Twierdzenie 5.10 daje nam
całkowicie nowe wyniki dla półgrupowych produktów krzyżowych przez endomorfizmy,
por. [KS16, Stwierdzenie 6.9].

5.3.2 Topologiczne P -grafy

W [KS16, Definicja 6.14] wprowadzono pojęcie topologicznego P -grafu uogólniającego
pojęcie topologicznego grafu wyższego rzędu [Yee07]. Mianowicie, zamiast półgrupy Nk

rozważamy dowolną półgrupę (typu Ore) P . Przez topologiczny P -graf rozmiemy pa-
rę pΛ, dq, gdzie “przestrzeń ścieżek” Λ tworzy małą kategorię wyposażoną w topologię
lokalnie zwartej przestrzeni Hausdorffa, przy której działanie składania morfizmów jest
ciągłe i otwarte, odwzorowanie “target” r jest ciągłe, a odwzorowanie “source” s jest
lokalnym homeomorfizmem. Ciągły funktor d : Λ Ñ P określa “długość” ścieżki (i speł-
nia pewną własność faktoryzacji ścieżek). W [KS16, Podsekcja 6.4] związano z pΛ, dq
naturalny system produktowy X �

�
pPP Xp i określono warunki, przy których X jest

regularny, co prowadzi do pojęcia regularnego topologicznego grafu pΛ, dq. Dla takich
pΛ, dq zdefiniowano algebry C�pΛ, dq oraz C�

r pΛ, dq jako OX oraz OrX , odpowiednio. Gdy
P � Nk, algebra C�pΛ, dq pokrywa się z C�-algebrą topologicznego grafu wyższego rzędu
[Yee07]. W [KS16, Stwierdzenie 6.17] scharakteryzowano topologiczną aperiodyczność i
minimalność X w terminach pΛ, dq.

W przypadku, gdy P � Nk topologiczna aperiodyczność pΛ, dq jest warunkiem ła-
twiejszym do weryfikacji, ale też i silniejszym niż aperiodyczność rozważana w [Yee07],
co tłumaczy Uwaga 5.6. W przypadku, gdy odwzorowanie “target” r jest injektywne,
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oba warunki się pokrywają. W tym przypadku C�-algebrę C�pΛ, dq można interpreto-
wać jako półgrupowy produkt krzyżowy przez operatory przejścia. W szczególności, gdy
P � N i r � id, to C�pΛ, dq pokrywa się z produktem krzyżowym Exela, gdzie operator
przejścia jest zadany przez lokalny homeomorfizm s. Wtedy topologiczna aperiodyczność
jest równoważna topologicznej wolności odwzorowania s [KS16, Przykład 6.13].

5.3.3 Algebra Cuntza QN

Tak zwaną „nową” algebrę Cuntza QN związaną z ”ax � b”-półgrupą nad N, patrz
[Cun08], można zrealizować jako półgrupowy produkt krzyżowy typu Exela, gdzie P �
N� jest półgrupą multiplikatywną i algebrą współczynników jest CpTq, [HLS12]. Poprzez
bezpośrednią analizę Cuntz wykazał, że algebra QN jest prosta i czysto nieskończona.
Twierdzenie 5.11 daje prostotę algebry QN w naturalny i szybki sposób. W pracy [HSS]
wykorzystano Wniosek 5.11 do wykazania prostoty zakręconej wersji algebry QN.

6 Struktura ideałów i czysta nieskończoność algebr
związanych z wiązkami Fella

Klasyfikacja Kirchberga-Philipsa [Kir00], [Phi00] prostych algebr czysto nieskończonych
dała silny impuls do rozwoju programu klasyfikacji C�-algebr oraz badań nad nieko-
niecznie prostymi C�-algebrami czysto nieskończonymi. Dodatkowy impuls dały odkry-
cia związków czystej nieskończoności z działaniami brzegowymi i paradoksalnymi [LS96],
[JR00], [RS12]. W tym rozdziale, opartym na wynikach [KS17], wyjaśnimy te związki
i przedstawimy kryteria czystej nieskończoności, które mają zastosowanie do C�-algebr
rozważanych w rozdziałach poprzednich.

Mianowicie, metoda dylatacji obiektów półgrupowych - systemów produktowych, do
obiektów grupowych - wiązek Fella, opisana w Twierdzeniu 5.1, daje silne narzędzie
do badania półgrupowych wersji algebr Cuntza-Pimsnera za pomocą algebr cieć wią-
zek Fella. Jest to ważne, gdyż teoria wiązek Fella nad grupami dyskretnymi jest dobrze
rozwinięta [Exel]. Przypomnijmy, iż C�-algebry związane z wiązkami Fella nad grupami
modelują w bezpośredni sposób nie tylko zakręcone wersje klasycznych produktów krzy-
żowych, por. subsekcja 5.3, ale też ich wersje dla działań częściowych. W tym rozdziale
uzupełnimy tę teorię o ogólne twierdzenia opisujace strukturę ideałów, w tym przestrzeń
ideałów prymitywnych (Twierdzenie 6.4) i kryteriów czystej nieskończości (Twierdzenia
6.6, 6.10) zredukowanych algebr cięć wiązek Fella. Daje to pełen zestaw narzędzi do
badania również algebr związanych z systemami produkowymi. Należy tu podkreślić,
że już dla klasycznych produktów krzyżowych przez działania grupowe związki między
znanymi kryteriami czystej nieskończoności [LS96], [JR00], [RS12] nie były do tej pory
do końca jasne. Ważnym osiągnięciem tu jest nie tylko uogólnienie, ale też unifikacja i
ulepszenie (osłabienie) tych kryteriów (por. Uwagi 6.8, 6.11). W szczególności otrzyma-
ne rezultaty są optymalne np. w zastosowaniu do algebr grafowych (Uwagi 6.5, 6.12)
oraz prowadzą do całkowicie nowych wyników dla półgrupowych produktów krzyżowych
(podrodział 6.2.1).
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6.1 Struktura ideałów C�
r pBq

Niech B � tBgugPG będzie wiązką Fella nad dyskretną grupą G. Ideałem w wiązce Fella
B nazywamy każdą rodzinę J � tJgugPG, gdzie Jg jest domkniętą przestrzenią liniową
Bg oraz JgBg � Jg i BgJg � Jg dla każdego g P G. Niech

IdealBpBeq :� tI �Be : BgIBg�1 � I, g P Gu

będzie kratą B-niezmienniczych ideałów w Be. Jeśli J � tJgugPG jest ideałem w wiązce
Fella B, to Je P IdealBpBeq. Na odwrót, jeśli I P IdealBpBeq, to kładąc Jg � BgI, dla
g P G, rodzina J :� tJgugPG jest ideałem w B. Ponadto, wtedy J �

À
gPG Jg � C�

r pJ q
jest ideałem w C�

r pBq generowanym przez I oraz I � A X J (ideał J nazywamy wtedy
ideałem z gradacją). Mamy zatem zanurzenie

IdealBpBeq ãÑ IdealpC�
r pBqq,

które jest izomorfizmem wtedy i tylko wtedy, gdy Be separuje ideały w C�
r pBq (rów-

noważnie każdy ideał w C�
r pBq jest ideałem z gradacją). Uogólniając pracę Sierakow-

skiego [Sie10] dla klasycznych produktów krzyżowych mamy również następującą rów-
noważność, patrz [AA, Theorem 3.19], [KS17, Theorem 3.12] (manuskrypt [AA], arXi-
ve:1503.07094, ukazał się w arXive tuż przed zakończeniem pracy [KS17], arXiv:1505.05202,
z niezależnie otrzymanymi identycznymi wstępnymi wynikami, co spowodowało przefor-
mułowanie rozdziału 3 w [KS17]):

Be separuje ideały w C�
r pBq�

IdealBpBeq � IdealpC�
r pBqq

� ðñ
B jest dokładna i ma rezydualną
własność przecinania

Mówimy, że B posiada własność przecinania, gdy Be wykrywa ideały w C�
r pBq, tj. gdy

każdy niezerowy ideał w C�
r pBq ma niezerowe przecięcie z Be. Powiemy, że B ma rezy-

dualną własność przecinania, gdy wiązka ilorazowa B{J ma własność przecinania dla
każdego ideału J w B. Dla każdego ideału J w B mamy następujący ciąg

0 ÝÑ C�
r pJ q

ιrÝÑ C�
r pBq

κrÝÑ C�
r pB{J q ÝÑ 0.

Mówimy, że wiązka B jest dokładna (ang. exact), jeśli dla każdego ideału J w B powyższy
ciąg jest dokładny. Każda wiązka B nad grupą dokładną G jest automatycznie dokładna.
Wyznaczenie kryterium dokładności B wymaga dalszych badań. W [KS17, Stwierdzenie
3.7] pokazano, że B jest dokładna wtedy i tylko wtedy, gdy każdy Fourierowski5 ideał J
w C�

r pBq jest ideałem z gradacją. Oczywiście B jest dokładna, jeśli jest “średniowalna”
(ang. amenable)), tzn. gdy C�pBq � C�

r pBq.
Przejdźmy do omówienia warunków implikujących (rezydualną) własność przecina-

nia.
W przypadku, gdy B jest wysycona, z Twierdzenia 5.12 wynika, że B posiada wła-

sność przecinania jeśli dualny topologiczny układ t pBgugPG dynamiczny na xBe jest topo-
logicznie wolny. Wynik ten dla dowolnych wiązek Fella uogólniono w [AA]. Prowadzi
to do dynamicznego opisu ideałów C�

r pBq przy założeniu, że t pBgugPG jest rezydualnie

5tj. zachowywany przez naturalne rzuty z C�

r pBq na podprzestrzenie Bg, g P G
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topologicznie wolny, tzn. każde jego obcięcie do domkniętego zbioru niezmienniczego jest
topologicznie wolne, por. [KS17, Wniosek 3.23].

W pracy [KS17] zaproponowano inny warunek, który nie tylko gwarantuje własność
przecinania, ale również daje pewną kontrolę nad dodatnimi elementami C�

r pBq, co jest
istotne przy badaniu czystej nieskończoności. Dla działań grupowych analogiczny waru-
nek pojawia się w pracach Kishimoto [Kis81], Olesen i Pedersena [OP82], a w kontekście
C�-korespondencji w [MS00, Definicja 5.1].

Definicja 6.1 (Definicja 4.1 w [KS17]). Wiązka Fella B � tBgugPG jest aperiodyczna
jeśli dla każdego bg P Bg, g P Gzteu, oraz każdej dziedzicznej podalgebry D algebry Be,

inft}abga} : a P D�, }a} � 1u � 0. (25)

Powiemy, że B jest rezydualnie aperiodyczna, jeśli wiązka ilorazowa B{J jest aperiodycz-
na dla każdego ideału J w B.

Uwaga 6.2. Dla autorów pracy [KS17] związek między aperiodycznością i topologiczną
wolnością dla wiązek Fella nie był do końca jasny. Wyniki Olesen i Pedersena [OP82]
sugerują, że pojęcia te powinny być równoważne, przynajmniej w przypadku ośrodko-
wym. Problem ten stał się punktem wyjściowym artykułu [KM], gdzie przeprowadzano
dogłębną analizę związków między różnymi warunkami nietrywialności wiązek Fella. W
[KM] wykazano m.in., że jeżeli Be jest ośrodkowa, lub posiada istotny ideał Typu I, to

wiązka B jest aperiodyczna ðñ układ dualny t pBgugPG jest topologicznie wolny

oraz warunki te są równoważne z własnością przecinania dla B, gdy G � Z lub G � Zn,
gdy n jest liczbą bezkwadratową.

Uwaga 6.3. Gdy Be jest algebrą nieprzemienną, aperiodyczność jest często łatwiejsza
do weryfikacji niż topologiczna wolność, por. [KS17, Stwierdzenie 7.3]. Ponadto zachodzi
następująca implikacja, por. [KS17, Wniosek 4.4], [Kwa16, Stwierdzenie 2.42]:

B jest aperiodyczna ùñ
dla każdego b P C�

r pBq�zt0u istnieje a P B�
e zt0u

takie, że a À b (a “leży pod” b w sensie Cuntza).
(26)

Następnik powyższej implikacji pociąga za sobą, że B ma własność przecinania.

Niech B będzie wiązką Fella. Układ dualny t pBgugPG jest częściowym układem dyna-
micznym (składa się z częściowych homemorfizmów), który poprzez rzut xBe Q rπs Ñ

kerπ P PrimpBeq zadaje również częściowy układ dynamiczny t qBgugPG na przestrze-
ni ideałów prymitywnych PrimpBeq, por. [KS17, Stwierdzenie 3.16]. Orbitę Gx punktu
x P PrimpBeq względem częściowego układu dynamicznego t qBgugPG definiujemy w natu-
ralny sposób, por. [KS17, Definicja 2.4]. Quasi-orbitą Opxq nazywamy klasę równoważ-
ności x relacji � danej wzorem

x � y ðñ Gx � Gy.

Przez OpPrimpBeqq oznaczamy przestrzeń quasi-orbit Ω{ � wyposażoną w topologię
ilorazową. Następujący opis przestrzeni ideałów prymitywnych jest ugólnieneniem kla-
sycznych rezultatów dla produktów krzyżowych, por. [Gre78, Sekcja 5].
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Twierdzenie 6.4 (Twierdzenie 6.8 w [KS17]). Niech B będzie dokładną wiązką Fella.
Załóżmy, że B posiada rezydualną własność przecinania, co zachodzi na przykład, gdy
spełniony jest jeden z następujących warunków:

(i) układ pt pDgugPG, tphgugPGq dualny do B jest rezydualnie topologicznie wolny,

(ii) wiązka B jest rezydualnie aperiodyczna.

Wtedy IdealpC�
r pBqq Q J Ñ J X Be P IdealBpBeq jest izomorfizmem krat. Jeśli wiązka B

jest ośrodkowa, to izomorfizm IdealBpBeq � IdealpC�
r pBqq indukuje homeomorfizm

PrimpC�
r pBqq � OpPrimpBeqq.

Uwaga 6.5. Jako jedno z zastosowań powyższego twierdzenia w [KS17, Wniosek 7.8]
otrzymano opis przestrzeni ideałów prymitywnych PrimpC�pEqq algebry grafowej dla
grafu E spełniającego warunek pKq. Opis taki otrzymano pierwotnie innymi metodami,
por. [BHRS02].

6.2 Czysta nieskończoność C�
r pBq

Na mocy (26) aperiodyczność wiązki Fella B daje to pewną kontrolę nad elementami
C�
r pBq�zt0u, nie mniej jednak na ogół może się zdarzyć tak, że a À b, gdzie a jest wła-

ściwie nieskończony, a mimo to b jest skończony. Taka sytuacja nie może mieć miejsca
np., gdy a jest rzutem lub gdy C�

r pBq jest algebrą prostą. Dlatego w poniższym twier-
dzeniu potrzebujemy założeń implikujących, że “stosunek ilości ideałów do ilości rzutów
w C�

r pBq jest mały”. Jednym z warunków, który to gwarantuje jest własność (IP), patrz
strona 16.

Następujące kryterium czystej nieskończoności jest uogólnieniem analogicznego re-
zultatu dla częściowo odwracalnych endomorfizmów [Kwa16, Stwierdzenie 2.46].

Twierdzenie 6.6 (Twierdzenie 4.10 w [KS17]). Niech B � tBgugPG będzie dokładną
i rezydualnie aperiodyczną wiązka Fella. Załóżmy, że albo Be ma własność (IP) lub że
zbiór IdealBpBeq jest skończony. Następujące warunki są równoważne:

(i) Każdy element w B�
e zt0u jest właściwie nieskończony w C�

r pBq.

(ii) Algebra C�
r pBq jest czysto nieskończona.

Jeśli Be jest rzeczywistego wymiaru zerowego (ang. real rank zero), to powyższe warunki
są równoważne następującemu:

(i’) Każdy niezerowy rzut w Be jest właściwie nieskończony w C�
r pBq.

W świetle Twierdzenia 6.6, aby otrzymać kryterium czystej nieskończoności C�
r pBq

wystarczy wyznaczyć warunki zapewniające, że elementy w B�
e zt0u są właściwie nie-

skończone w C�
r pBq. Analogony elementów (czysto lub rezydualnie) nieskończonych dla

wiązek Fella zostały wprowadzone w [KS17, Definicja 5.1].

Definicja 6.7 ([KS17]). Niech B � tBgugPG będzie wiązką Fella.
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1. Powiemy, że a P B�
e zt0u jest B-nieskończony, jeśli istnieje b P A�zt0u takie, że dla

każdego ε ¡ 0 istnieją n,m P N oraz ti P G, ai P aBti dla i � 1, . . . , n �m takich,
że

a �ε

ņ

i�1

a�i ai, b �ε

n�m̧

i�n�1

a�i ai oraz a�i aj �ε{maxtn2,m2u 0 dla i � j. (27)

Powiemy, że a P B�
e zt0u jest rezydualnie B-nieskończony, jeśli a � Je jest B{J -

nieskończony dla każdego ideału J � tJgugPG w B takiego, że a R Je.

2. Powiemy, że a P B�
e zt0u jest B-paradoksalny (lub właściwie B-nieskończony), jeśli

dla każdego ε ¡ 0 istnieją n,m P N oraz ai P aBti , ti P G, i � 1, . . . , n �m takie,
że

a �ε

ņ

i�1

a�i ai, a �ε

n�m̧

i�n�1

a�i ai and a�i aj �ε{maxtn2,m2u 0 dla i � j. (28)

Powiemy, że a P B�
e zt0u jest ściśle B-nieskończony (odp. ściśle B-paradoksalny) gdy

warunek (27) (odp. (28)) zachodzi dla ε � 0.

Uwaga 6.8. Niech B � `gPGBg będzie dowolną C�-algebrą z gradacją zadaną przez
wiązkę Fella B � tBgugPG. Można wykazać, patrz [KS17, Stwierdzenie 5.3], że jeśli ele-
ment a P B�

e zt0u jest B-nieskończony, to jest on nieskończony w B, a jeśli a jest B-
paradoksalny, to jest właściwie nieskończony w B. Na mocy Uwagi 1.2, jeśli dodatkowo,
Be separuje ideały w B, to każdy rezydualnie B-nieskończony element jest właściwie nie-
skończony w B. Zatem zarówno parodoksykalność jak i rezydualna nieskończoność mogą
być użyte do badania właściwiej nieskończoności elementów w algebrach z gradacją. Jed-
nakże paradoksalność jest mocniejszym warunkiem, niż rezydualna B-nieskończoność:

a jest B-paradoksalny ùñ a jest rezydualnie B-nieskończony, (29)

i ten drugi warunek na ogół jest znacznie łatwiejszy do sprawdzenia.

Przykład 6.9. Niech α : G Ñ AutpAq będzie działaniem grupy G na przemiennej
C�-algebrze A � C0pΩq. Niech Bα :� tEαg�1ugPG będzie stowarzyszoną wiązką Fella, a
θ � tθgugPG : GÑ HomeopΩq działaniem dualnym do α. Element a P A�zt0u jest ściśle
Bα-paradoksalny wtedy i tylko wtedy, gdy zbiór

V � tx P Ω : apxq ¡ 0u

jest paradoksalny ze względu na działanie θ, [BT24], [RS12], tj. istnieją zbiory otwarte
V1, ..., Vn�m oraz elementy t1, ..., tn�m P G, takie, że

V �
n¤
i�1

Vi �
n�m¤
i�n

Vi, θtipViq � V oraz θtipVtiq X θtjpVtjq � H dla każdego i � j.

Element a jest ściśle Bα-nieskończony wtedy i tylko wtedy, gdy zbiór V � tx P Ω :
apxq ¡ 0u jest θ-nieskończony w sensie, że istnieją otwarte zbiory V1, ..., Vn i elementy
t1, ..., tn P G, n ¥ 1, takie, że

V �
n¤
i�1

Vi,
n¤
i�1

θtipViq � V oraz θtipVtiq X θtjpVtjq � H dla każdego i � j.
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W poniższym twierdzeniu przez równoważność elementów dodatnich w C�
r pBq rozu-

miemy równoważność w sensie Cuntza: elementy a, b P C�
r pBq� są równoważne, gdy a À b

oraz b À a w C�
r pBq.

Twierdzenie 6.10 (Twierdzenie 5.13 w [KS17]). Niech B � tBgugPG będzie dokład-
ną, rezydualnie aperiodyczną wiązką Fella. Załóżmy, że zachodzi jeden z następujących
warunków:

(i) Be ma własność (IP) oraz każdy element w B�
e zt0u jest równoważny z elementem

rezydualnie B-nieskończonym.

(i’) Be ma rzeczywisty wymiar zero oraz każdy niezerowy rzut w Be jest równoważny z
elementem rezydualnie B-nieskończonym.

(ii) | IdealBpBeq|   8 oraz każdy element w B�
e zt0u jest równoważny z elementem

rezydualnie B-nieskończonym.

(ii’) B jest minimalna, i.e. | IdealBpBeq| � 2, oraz każdy element w B�
e zt0u jest równo-

ważny z elementem B-nieskończonym.

Wtedy algebra C�
r pBq jest czysto nieskończona i posiada własność (IP).

Uwaga 6.11. W [RS12] autorzy rozpatrywali paradoksalne działania grupowe na total-
nie niespójnej lokalnie zwartej przestrzeni Hausdorffa. Dla takich działań zastosowanie
ma podpunkt (i’) Twierdzenia 6.10, który w świetle (29) daje formalnie silniejszy wy-
nik niż [RS12, Wniosek 4.4]. W [JR00] wprowadzono pojęcie działania n-wypełniającego
(ang. n-filling) na niekoniecznie przemiennej C�-algebrze A z jedynką. Takie działa-
nie α jest automatycznie minimalne i każdy element w A�zt0u jest rezydualnie Bα-
nieskończony, patrz [KS17, Lemat 5.12]. Zatem [JR00, Twierdzenie 1.2] oraz [LS96,
Twierdzenie 5] wynikają z podpunktu (ii’) Twierdzenia 6.10.

Uwaga 6.12. W [KS17, Twierdzenie 7.9] wykazano, że w zastosowaniu do algebr grafo-
wych C�pEq Twierdzenie 6.10 jest “ostre” tzn. algebra C�pEq jest czysto nieskończona,
wtedy i tylko wtedy, gdy odpowiadająca jej wiązka BE � tBnunPZ jest rezydualnie ape-
riodyczna i spełniony jest warunek (i’) Twierdzenia 6.10.

6.2.1 Zastosowanie do półgrupowych produktów krzyżowych

W [KS17, Sekcja 8] zastosowano otrzymane wyniki do produktów krzyżowych związanych
z półgrupowym układem pA,G�, α, Lq, gdzie G� jest stożkiem dodatnim w przemien-
nej liniowo uporządkowanej grupie G i dla każdego t P G�, pA,αt, Ltq jest regularnym
układem Exela, gdzie αtpAq jest narożnikiem w A. Jak pokazano w [KS17, Stwierdzenia
8.3, 8.5] na taki układ można w równoważny sposób patrzeć jako na półgrupę endomor-
fizmów α, półgrupę operatorów przejścia L, albo grupę interakcji V . Z układem tym
związano pewną wiązkę Fella nad G i pokazano, że algebra cięć tej wiązki oznaczana
przez A �α,L G

� jest uniwersalna, ze względu na odpowiednie reprezentacje półgrupy
endomorfizmów α, półgrupy operatorów przejścia L lub grupy interakcji V , patrz [KS17,
Twierdzenie 8.10]. Zatem algebra A�α,LG

� może być rozpatrywana jako produkt krzy-
żowy związany z każdą z wymienionych struktur. W szczególności A�α,LG

� pokrywa się
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z półgupową wersją produktu krzyżowego typu Exela rozważaną przez Larsen w [Lar10],
patrz [KS17, Wniosek 8.12], a w przypadku, gdy A posiada jedynkę z C�-algebrą ba-
daną w [KL09]. Jak wykazano w [KS17, Twierdzenia 8.17, 8.22], Twierdzenia 6.4 i 6.10
tłumaczą się w naturalny sposób na język układu pA,αt, Ltq. Otrzymane kryterium czy-
stej nieskończoności dla produktów krzyżowych przez endomorfizmy implikuje główny
rezultat [OP14], patrz [KS17, Uwaga 8.23].

IV) Omówienie pozostałych osiągnięć naukowo-badaw-
czych

Lista pozostałych prac naukowych habilitanta:

1. [KK01] A. K. Kwaśniewski, B. K. Kwaśniewski, On q-difference equations and Zn-
decompositions of expq function, Adv. Appl. Clifford Algebras, 11 (2001), 39–61.

2. [KK02] A. K. Kwaśniewski, B. K. Kwaśniewski, On trigonometric-like decomposi-
tions of functions with respect to the cyclic group of order n, J. of Applied Analysis,
8 (2002), no. 1, 111–127.

3. [Kwa05] B. K. Kwaśniewski, Covariance algebra of a partial dynamical system,
Cent. Eur. J. Math., 3 (2005), pp. 718–765.

4. [Kwa05’] B. K. Kwaśniewski, Inverse limit systems associated with F2n zero schwa-
rzian unimodal mappings, Bulletin de la Societe des Sciences et des Lettres de Lodz,
55 (2005), 83–109.

5. [KL08] B. K. Kwaśniewski, A. V. Lebedev, Reversible extensions of irreversible
dynamical systems: C*-method, Mat. Sb. 199 (2008), no. 11, 45–74.

6. [Kwa09] B. K. Kwaśniewski, Analiza spektralna operatorów generujacych nieodwra-
calne układy dynamiczne, rozprawa doktorska, IM PAN, 2009, Warszawa.

7. [KL09] B. K. Kwaśniewski, A. V. Lebedev, Crossed Product of a C*-algebra by a
semigroup of endomorphisms generated by partial isometries Integr. Equ. Oper.
Theory 63 (2009), 403–425.

8. [Kwa12] B. K. Kwaśniewski, On transfer operators for C�-dynamical systems, Roc-
ky J. Math. 42, No 3 (2012), 919–938.

9. [Kwa12’] B. K. Kwaśniewski, C�-algebras associated with reversible extensions of
logistic maps Mat. Sb. 203, No 10 (2012), 1448–1489.

10. [Kwa12”] B. K. Kwaśniewski, Uniqueness property for C*-algebras given by re-
lations with circular symmetry Geometric methods in physics, 303—310, Trends
Math., Birkhäuser-Springer, Basel, 2013.

11. [Kwa14”] B. K. Kwaśniewski Crossed product of a C*-algebra by a semigroup of
interactions Demonstr. Math. 47 (2014), no. 2, 350—370.
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12. [Kwa15’] B. K. Kwaśniewski Extensions of C*-dynamical systems to systems with
complete transfer operators Math. Notes 98 (2015), 419–428.

13. [KM] B. K. Kwaśniewski, R. Meyer, Aperiodicity, topological freeness and mo-
re: from group actions to Fell bundles po pozytywnej recenzji w Studia Math.,
arXiv:1611.06954.

14. [KL] B. K. Kwaśniewski, N. S. Larsen, Nica-Toeplitz algebras associated with right
tensor C�-precategories over right LCM semigroups: Part I Uniqueness results,
wysłana do publikacji w J. Operator Theory, arXiv:1611.08525.

Pierwsze prace - funkcje specjalne

Jeszcze jako student habilitant został współautorem prac [KK01], [KK02] dotyczących
q-rozszerzonych wersji wielomianów specjalnych i funkcji hiperbolicznych. W [KK01] ba-
dano rozkłady funkcji i szeregów formalnych za pomocą rodziny α-projekcji tΠα

kukPZn .
W zastosowaniu do funkcji eksponencjalnej rozkład taki prowadzi do funkcji α-hiper-
bolicznych wyższego rzędu i uogólnionych wzorów de Moivre’a. Analiza funkcji thαq,kukPZn
tworzących rozkład q-rozszerzenia expq funkcji eksponencjalnej doprowadziła do uogól-
nienia szeregu formuł o charakterze kombinatorycznym. Praca [KK02] dotyczy bardziej
szczegółowej analizy, również z punktu widzenia równań q-różnicowych, funkcji thαq,kukPZn
w przypadku, gdy α � 1.

Doktorat - analiza spektralna operatorów funkcjonalnych

W rozprawie doktorskiej [Kwa09] habilitant badał pewne klasy operatorów funkcjonal-
nych, w tym ważonych operatorów kompozycji, tj. operatorów postaci

aTfpxq � apxqfpϕpxqq, f P F pXq, (30)

gdzie F pXq jest przestrzenią funkcji ϕ : X Ñ X jest odwozorowaniem oraz apxq jest
funkcją przyjmującą wartości liczbowe. Jeśli np. F pXq � LppXq, gdzie X jest zwartą
przestrzenią Hausdorffa z miarą probabilistyczną, a P A :� CpXq, a ϕ jest homeomor-
fizmem zachowującym miarę, to T jest odwracalną izometrią taką, że TAT�1 � A, tj.
odwzorowanie a ÞÝÑ TaT�1 jest automorfizmem algebry Banacha A. Widmo operatorów
spełniających te ostatnie relacje opisuje ogólna teoria [AL94]. Jako przedłużenie tych ba-
dań, w [Kwa09] opracowano teorię abstrakcyjnych operatorów ważonego przesunięcia aT
działających na (abstrakcyjnej) zespolonej przestrzeni Banacha E, gdzie

1) T P BpEq jest częściową izometrią w sensie [Mbe04], tj. T jest kontrakcją, dla
której istnieje kontrakcja S taka, że TST � T oraz STS � S;6

2) a jest elementem przemiennej algebry Banacha A � BpEq zawierającej 1 P BpEq;

3) zachodzą relacje TAS � A oraz ST P A1.

6jeśli E jest przestrzenią Hliberta to automatycznie S � T�, na ogół S nie jest wyznaczone jedno-
znacznie przez T
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Powyższe aksjomaty implikują, że odwzorowanie a α
ÞÝÑ TaS jest endomorfizmem algebry

Banacha A. Endomorfizm α indukuje dualne częściowe odwzorowanie ϕ na (przestrzeni
ideałów maskymalnych) widmie Gelfanda X algebry A. W rozprawie [Kwa09] opisa-
no własności spektralne operatorów aT , a P A, w terminach ergodycznych własności
częściowego nieodwracalnego układu dynamicznego pX,ϕq. Wykazano, że jeśli A jest al-
gebrą funkcyjną, tj. transformata Gelfanda jest injektywna na A, to promień spektralny
rpaT q wyraża się za pomocą zasady wariacyjnej - maksimum po średnich geometrycznych
funkcji |a| względem miar ergodycznych dla pX,ϕq. Przy założeniu, że A � CpXq zbiór
|σpaT q| � t|λ| : λ P σpaT qu modułów wartości spektralnych, można opisać za pomocą
zasad wariacyjnych na ϕ-niezmienniczych domkniętych podzbiorach X. Jeśli dodatko-
wo, ϕ jest odwzorowaniem topologicznie wolnym i albo E jest przestrzenią Hilberta, lub
aT działa na przestrzeniach Lp, to widmo σpaT q ma kołową symetrię względem zera.
Prowadzi to do pełnego opisu widma σpaT q w terminach pX,ϕq. Co więcej, jeśli X nie
ma punktów izolowanych, to widmo σpaT q pokrywa się z widmem istotnym σesspaT q.
Jako konkretne przykłady omówiono m.in. widmo operatorów generujących rodzinę od-
wzorowań logistycznych, przesunięcia Markowa, ekspansywne endomorfizmy okręgu i
homeomorfizmy okręgu. Rezultaty te, do tej pory, nie zostały opublikowane w formie
artykułów.

Istotnym nowym narzędziem w rozprawie [Kwa09] jest konstrukcja odwracalnego roz-
szerzenia p rX, rϕq wyjściowego nieodwracalnego układu pX,ϕq. Rozszerzony układ p rX, rϕq,
który można traktować jako uogólnioną granicę odwrotną, otrzymano za pomocą opisu
widma Gelfanda (najmniejszej) przemiennej algebry Banacha B :� spantSnaT n : a P
Au, która zawiera A oraz spełnia relacje

TBS � B, SBT � B.

W [Kwa09] opisano wiele konkretnych przykładów, gdzie rX zawiera ważne dynamicz-
ne obiekty takie jak atraktory hiperboliczne, continua nieprzywiedlne oraz przestrzenie
związane z kafelkowaniami. W przypadku, gdy A jest C�-algebrą działającą na przestrze-
ni Hilberta wyniki te zostały opisane w [Kwa12’], gdzie skupiono się na przykładach po-
chodzących od rodziny odwzorowań logistycznych oraz homeomorfizmów okręgu. Układ
p rX, rϕq w przypadku, gdy ϕ jest unimodalnym odwzrowaniem z zerowym schwarzianem
i skończoną ilością punktów stałych został opisany w [Kwa05’].

Wyniki uogólnione w osiągnięciu habilitacyjnym

W pracy [KL08] opisano widmo rX C�-algebry B � spantU�naUn : a P Au przy zało-
żeniu, że A � CpXq jest przemienną C�-algebrą działająca na przestrzeni Hilberta i U
jest częściową izometrią taką, że

UAU� � A, U�U P ZpAq � AX A1.

Założenie U�U P A, implikuje, że obraz ϕ jest otwarty w X (jądro endomorfizmu
αpaq � UaU� jest komplementarne w A). Przy tym założeniu korzystając z opisu układu
p rX, rϕq w [Kwa05] zdefiniowano C�-algebrę C�pX,ϕq jako częściowy produkt krzyżowy
[Exel94] związany z częściowym homeomorfizmem p rX, rϕq. Jednym z głównych rezulta-
tów [Kwa05] jest twierdzenie o izomorfizmie, które znalazło zastosowanie w rozprawie
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[Kwa09]. Algebra C�pX,ϕq jest szczególnym przypadkiem produktu krzyżowego w sen-
sie Definicji 2.5, a Twierdzenie 2.21 jest daleko idącym uogólnieniem głównego rezultatu
[Kwa05].

Uniwersalne odwracalne J-roszerzenie pB, βq endomorfizmu α : A Ñ A, o którym
mowa na stronie 12, jest ogólnym nieprzemiennym odpowiednikiem układu p rX, rϕq. W
przypadku, gdy A ma jedynkę układ pB, βq został opisany w [Kwa15’]. Opis ten dopro-
wadził do definicji produktu krzyżowego w [KL13].

W pracy [KL09] przedstawiono półgrupową wersję A�α,L G
� produktu krzyżowego

A�α,LN� opisaną w pracy [ABL11]. Jednymi z ważniejszych rezultatów [KL09] jest jawna
konstrukcja �-algebry Banacha `1pG,α,Aq, której obwiednią C�-algebrą jest A�α,L G

�

oraz konstrukcja reprezentacji regularnej. W [KS17] uogólniono konstrukcję A �α,L G
�

na przypadek, gdy A nie ma jedynki oraz zauważono, że struktura �-algebry `1pG,α,Aq
pochodzi de facto od wiązki Fella, por. strona 45.

W [Kwa12”] omówiono ogólny schemat dla twierdzeń o jednoznaczności C�-algebr
uniwersalnych zadanych przez generatory i relacje. Wykorzystując symetrię w relacjach
można sprowadzić takie twierdzenie do twierdzenia o jednoznaczności dla produktów
krzyżowych przez hilbertowskie bimoduły udowodnionego w [Kwa14], patrz Twierdzenie
5.4. Pokazano, że twierdzenie o jednoznaczności Cuntz-Kriegera [CK80] dla algebr Cuntz-
Kriegera OA jest równoważne twierdzeniu o jednoznaczności dla odpowiadającego mu
bimodułu. Wynik ten został uogólniony na algebry grafowe w [Kwa14’], por. strona 25.

Pozostałe badania

Pozostałe badania są również związane z osiągnięciem habilitacyjnym.
Struktura operatorów przejścia: W [Kwa12] opisano ogólną strukturę operato-

rów przejścia dla endomorfizmów na C�-algebrze z jedynką. Wykazano, że endomorfizm
posiada zupełny operator przejścia wtedy i tylko wtedy, gdy kerα jest ideałem komple-
mentarnym w A, a αpAq jest dziedziczną podalgebrą A, por. Definicja 2.8. W przypadku,
gdy A jest algebrą przemienną scharakteryzowano wszystkie operatory przejścia, a także
podano warunki konieczne i dostateczne na to, by dla danego endomorfizmu istniał nieze-
rowy lub regularny operator przejścia. Dla dowolnego endomorfizmu α : BpHq Ñ BpHq
opisano wszystkie normalne operatory przejścia i omówiono strukturę operatorów przej-
ścia będących odwzorowaniami osobliwymi (endomorfizm α posiada osobliwe operatory
przejścia tylko, gdy jego indeks Powersa wynosi 8).

Półgrupowe produkty krzyżowe przez interakcje: W pracy [Kwa14”] rozważa-
no produkt krzyżowy A�V,HG�, będący uogólnienieniem produktu krzyżowego A�α,LG

�

[KL09] na przypadek, gdzie para pVt,Htq, dla każdego t P G�, jest interakcją narożni-
kową, tj. żadne z odwzorowań V , H nie musi być multiplikatywne. W [Kwa14”] opisano
warunki konieczne i dostateczne na to by reprezentacja pV ,Hq integrowała się do wiernej
reprezentacji A �V,H G

�. Wprowadzno również pojęcie topologicznej wolności dla pary
pV ,Hq i wykazano twierdzenie o izomorfizmie dla produktu krzyżowego A�α,L G

�.
Warunki nietrywialności dla wiązek Fella: W pracy [KM] zebrano i ulepszono

wiele silnych klasycznych twierdzeń udowodnionych przez Kishimoto, Olesen-Pedersena
i Rieffela dla działań grup dyskretnych na C�-algebrach. Dotyczą one głównie warun-
ków koniecznych i dostatecznych na to, aby algebra A wykrywała lub separowała ideały
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w zredukowanym produkcie krzyżowym A �α,r G. Zasadniczym wynikiem [KM] jest
uogólnienie tych rezultatów na wiązki Fella i bimoduły hilbertowskie. W szczególności
wprowadzono pojęcie widma Connes’a dla wiązek Fella nad grupami przemiennymi i
wykazano szereg związków między takimi pojęciami jak aperiodyczność, topologiczna
wolność, czysta zewnętrzność i widmo Connes’a właśnie. Część tych wyników zosta-
ła opisana w Uwadze 6.2. Dodatkowo za pomocą widma Connes’a scharakteryzowano
aperiodyczność, własność przecinania oraz rezydualną własność przecinania dla wiązek
Fella. Otrzymano warunki dostateczne i konieczne na prostotę zredukowanych algebr
cięć na grupami Z oraz Zp dla p bezkwadratowej. Podano również efektywne warunki
implikujące silną czysto nieskończoność C�-algebr C�

r pBq.
Algebry Nica-Toeplitza dla C�-prekatogorii z prawym tensorowaniem: W

pracy [KL] zainicjowano ogólną teorię C�-algebr związanych z prawo tensorowymi C�-
prekategoriami L nad dowolną półgrupą P (dla P � N patrz Definicja 4.2). Zdefinio-
wano algebrę Toeplitza i skonstruowano reprezentacją Focka dla ideału K w L. Przy
założeniu, że półgrupa P jest prawą LCM półgrupą, tzn. każde dwa elementy w P , które
mają wspólną (prawą) wielokrotność, mają również najmniejszą wspólną wielokrotność,
sformułowano dodatkowe relacje, które zachodzą dla reprezentacji Focka. Prowadzi to do
definicji algebry Nica-Toeplitza NT LpKq i zredukowanej algebry Nica-Toeplitza NT rLpKq.
W [KL] przedstawiono warunki konieczne i dostateczne na to, aby algebry NT LpKq i
NT rLpKq pokrywały się. Głównym rezultatem [KL] jest twierdzenie od jednoznaczno-
ści w duchu klasycznego twierdzenia Coburn’a, uogólniające wszystkie znane autorom
twierdzenia tego typu. W szczególności wyjaśniają one związki między twierdzeniami
o jednoznaczności dla C�-algebr związanych z pojedynczą C�-korespondencją, stożkami
dodatnimi w grupach quasi-kratowych, oraz produktów krzyżowych zakręconych przez
systemy produktowe, otrzymane przez Fowlera, Lacę i Raeburna.
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