dr Bartosz Kosma Kwasniewski
Zaktad Analizy, Instytut Matematyki
Uniwersytet w Biatymstoku
Ciotkowskiego 1M

15-245 Bialystok

e-mail: bartoszk@math.uwb.edu.pl
WWW: math.uwb.edu.pl/~zaf/kwasniewski

Autoreferat do wniosku habilitacyjnego

I) Posiadane dyplomy i stopnie naukowe

I1)

10/2014

10/2013

10/2009
10/2003
10/2002

DOKTOR NAUK MATEMATYCZNYCH: rozprawa doktorska Analiza spetkralna ope-
ratorow generujgcych nieodwracalne uktady dynamiczne, napisana pod kierunkiem
prof. dr. hab. A. V. Lebedeva, obroniona z wyrdznieniem w Instytucie Matema-
tycznym PAN, Warszawa, styczen 2009.

MAGISTER MATEMATYKI: praca Spektralne @ algebraiczne wlasnosci operatorow
nielokalnych, napisana pod kierunkiem prof. dr. hab. A. V. Lebedeva, obroniona z
wyroznieniem na Wydziale Matematyczno-Fizycznym Uniwersytetu w Bialymsto-
ku, czerwiec 2003.

LICENCJAT Z MATEMATYKI FINANSOWEJ: praca O istnieniu procesu stochastycz-
nego - twierdzenie Kotmogorowa, napisana pod kierunkiem dr. J. Kotowicza, obro-
niona na Wydziale Matematyczno-Fizycznym Uniwersytetu w Bialtymstoku, lipiec
2002.

Informacje o dotychczasowym zatrudnieniu

—9/2016: staz podoktorski w ramach indywidualnego stypendium (7PR) UE, De-
partment of Mathematics and Computer Science University of Southern Denmark,
Odense, Dania

— 9/2014: adiunkt, Samodzielna Pracowania Geometrii Nieprzemiennej, Instytut
Matematyczny PAN, Warszawa

— nadal: adiunkt, Zaktad Analizy, Instytut Matematyki, UwB
—9/2009: asystent, Zaktad Analizy Funkcjonalnej, Instytut Matematyki, UwB

— 7/2003: asystent stazysta, Instytut Matematyki, UwB



ITT) Wskazanie osiggniecia habilitacyjnego

Na wskazane osiggniecie habilitacyjne sktada sie cykl 9 prac zatytutowany

Struktury C*-algebr zadanych przez relacje typu dynamicznego

Lista prac zawierajgcych osiggniecie

1.

[KL13] B. K. Kwasniewski, A. V. Lebedev Crossed products by endomorphisms
and reduction of relations in relative Cuntz-Pimsner algebras J. Funct. Anal., 264
(2013), 1806-1847.

[Kwal3] B. K. Kwasniewski, C*-algebras generalizing both relative Cuntz-Pimsner
and Doplicher-Roberts algebras, Trans. Amer. Math. Soc. 365 (2013), no. 4, 1809
1873.

[Kwal4] B. K. Kwasniewski, Topological freeness for Hilbert bimodules Israel J.
Math. 199 (2014), no. 2, 641-650.

[Kwal4’] B. K. Kwasniewski, Crossed products for interactions and graph algebras
Integr. Equ. Oper. Theory 80 (2014), no. 3, 415-451.

[Kwalb] B. K. Kwasniewski, Ideal structure of crossed products by endomorphisms
via reversible extensions of C*-dynamical systems Int. J. Math. 26 (2015), no. 3,
1550022 [45 pages].

[Kwal6] B. K. Kwasniewski, Crossed products by endomorphisms of Co(X)-algebras
J. Funct. Anal., 270 (2016), 2268-2335.

[KS16] B. K. Kwasniewski, W. Szymanski, Topological aperiodicity for product
systems over semigroups of Ore type, J. Funct. Anal. 270 (2016), no. 9, 3453-3504.

[KS17] B. K. Kwasniewski, W. Szymanski, Pure infiniteness and ideal structure
of C*-algebras associated to Fell bundles, J. Math. Anal. Appl. 445 (2017), no. 1,
898-943.

[Kwal7] B. K. Kwasniewski, Fzel’s crossed products and crossed products by com-
pletely positive maps, Praca przyjeta do druku w Houston Journal of Mathematics
(w dniu 15-08-2014, listy w zataczeniu). Praca dostepna w arXiv:1404.4929.

W przypadku pracy [KL13] wkiad wspétautoréw nalezy uznaé za nastepujacy: B. K.
Kwasniewski 70%, A. V. Lebedev 30%. W przypadku prac [KS16], [KS17] wktad wspo6t-
autoréw jest odpowiednio nastepujacy: B. K. Kwasniewski 65%, 70%, W. Szymarnski
35%, 30%. Odpowiednie o$wiadczenia zostaly dotgczone do wniosku.



1 Wstep i oméwienie zagadnienia

Produkty krzyzowe W *-algebr przez dziatania grup dyskretnych rozwazat juz John von
Neumann. W [Neud0] postuzyty one jako narzedzie do konstrukeji pierwszych przykta-
dow faktorow typu 11, tzw. faktoréw czysto nieskonczonych. C*-algebraiczne odpowied-
niki produktow krzyzowych pojawialty sie¢ nastepnie m.in. w pracach Segala, a formalng
definicje jako pierwszy najprawdopodobniej podal Turumaru [Tur58]. Do korica lat 70-
tych ubiegtego wieku teoria produktow krzyzowych C*-algebr przez dziatania grupowe,
w podstawowym zakresie, zostata ukonstytuowana, patrz np. [Ped79], [Gre78]. Jednak do
dnia dzisiejszego jest ona rozwijana i wcigz znajduje nowe nietrywialne zastosowania nie
tylko w teorii C*-algebr i analizie harmonicznej, por. [Wil07], lecz takze np. w geometrii
nieprzemiennej [NSS08] i teorii réwnan funkcjonalno-rézniczkowych [AL94], [ALIS]. W
istocie wiele struktur peliacych fundamentalng role w fizyce matematycznej i wspotcze-
snej teorii algebr operatorowych jest modelowana przez dynamike nieodwracalng zadang
przez obiekty znacznie bardziej ogdlne niz automorfizmy. Publikacje wchodzace do listy
osiggniecia habilitacyjnego stanowia wktad w teorie uogoélnionych produktéw krzyzo-
wych C*-algebr, w tym: produktow krzyzowych przez endomorfizmy, pétgrupowe dzia-
lania C*-koresponedencji (systemy produktowe) i grupowe dziatania przez hilbertowskie
bimoduly (wiazki Fella).

Pojecie produktu krzyzowego C*-algebry przez endomorfizm pojawito sie, w sposob
nieformalny, w przetomowej pracy Cuntza [Cu77], gdzie zostalo réwniez wprowadzo-
ne pojecie prostej C*-algebry czysto nieskonczonej (C*-algebraicznego analogonu W*-
faktora typu III) oraz stynne algebry Cuntza O,. Pierwsze konstrukcje produktéw krzy-
zowych przez endomorfizmy badane byly przez konkretne reprezentacje, gdzie rozpa-
trywny endomorfizm byt injektywny i dziatal na C*-algebrze z jedynka [Cu77], [Pas80],
[Cun82], [Rer95], [Mur96]. Ich zasadniczym celem byta konstrukcja prostych C*-algebr o
ciekawych wlasnosciach. W szczegolnosci pierwszy kompletny zestaw modeli dla algebr
Kirchberga (o$rodkowych i nuklearnych, prostych algebr czysto nieskonczonych), spet-
niajacych UCT, zostal otrzymany jako produkty krzyzowe przez endomorfizmy [Rer95],
[ER95]. Przypomnijmy, iz algebry Kirchberga, spelniajace UCT, sa catkowicie sklasyfi-
kowane przez swoja K-teori¢ [Kir00], [Phi00].

Uniwersalng definicje produktu krzyzowego dla “dowolnego” endomorfizmu zapropo-
nowal Stacey [Sta93|, jednakze jak zauwazono w [Adj95] definicja ta wymaga dodatko-
wego zalozenia, ze rozpatrywany endomorfizm jest rozszerzalny na algebre mnoznikow.
Co wiecej, jesli rozpatrywany endomorfizm nie jest injektywny, to produkt krzyzowy
Stacey’a sie degeneruje i moze by¢ np. algebra zerowa. Dlatego w [LR04] zapronowano
kolejna definicje, ktéra ma z kolei wade, iz nie jest uogdlnieniem klasycznego produktu
krzyzowego przez automorfizmy. W miedzyczasie Exel [Exe03] zaproponowal jeszcze inng
definicje produktu krzyzowego przez endomorfizm, ktéra wymaga dodatkowego sktad-
nika, jakim jest operator przejscia. Definicje te zmodyfikowano, m.in. w [ER07|. Laczac
prace wielu autoréw, te mnogos$é¢ réznych wariantéow i konstrukcji mozna “zunifikowac”
na gruncie wzglednych algebr Cuntza-Pimsnera O(X,J) [Pim97], [MS98]. Rézne kon-
strukcje wiaza sie¢ jednak z r6znymi C*-korespondencjami X i réznymi ideatami J. Zatem
takie ogélne podejscie nie daje petnego, spdjnego obrazu — nie wyjasnia zwigzkéw miedzy
roznymi konstrukcjami na poziomie generatoréw i relacji.



Wazna czescia osiagniecia habilitacyjnego jest opracowanie kanonicznych konstruk-
cji, uporzadkowanie i rozwiniecie ogélnej teorii produktéow krzyzowych C*-algebr przez
pojedyncze odwzorowania. Uzyskano to poprzez wprowadzenie pojecia (wzglednego) pro-
duktu krzyzowego przez odwzorowanie catkowicie dodatnie [Kwal7], eliminacje zbednych
zalozen i relacji wystepujacych w literaturze [KL13|, [Kwal6], [Kwal7], uzyskanie sil-
nych rezultatéw strukturalnych dotyczacych kraty ideatéw, czystej nieskonczonosci czy
K-teorii produktéw krzyzowych przez endomorfizmy [Kwalb], [Kwal6] oraz dogtebna
analize waznych przyktadéow [Kwald’], [Kwal7]|. Ponadto w [Kwal3| zunifikowano teo-
rie wzglednych algebr Cuntza-Pimsnera i algebr Doplichera-Robertsa, otrzymujac silne
narzedzia do badania ogélnej struktury C*-algebr zadanych przez szeroko i abstrakcyj-
nie pojeta dynamike pojedynczo generowana (prawe tensorowanie na C*-prekategorii z
obiektami tworzacymi pétgrupe N).

Kolejna czedcia osiggniecia habilitacyjnego jest wktad w teorie potgrupowych pro-
duktow krzyzowych i ich uogdlnien. Pétgrupowe wersje wyzej wymienionych produktow
krzyzowych przez endomorfizmy byly badane m. in. w zwiazku z algebrami Toeplitza pot-
grup izometrii [ALNRO4|, [LR96|, C*-algebrami Hecke typu Bost-Connesa zwiazanymi
z ciatami liczbowymi [LR99], [ALRI7], przejSciami fazowymi [Lac98], krétkimi ciagami
doktadnymi i iloczynami tensorowymi [Lar00], oraz grafami wyzszych rzedéw [Brol2].
Mimo wielu osiaggnie¢ w tej dziedzinie, na dzien dzisiejszy jej status jest daleki od statusu
teorii w petni rozwinietej. Wktadem habilitanta jest dogtebna analiza i opis struktury
pétgrupowej wersji algebry Pimsnera Oy [Fow02] w przypadku, gdy X jest regularnym
systemem produktowym nad poélgrupa P typu Ore [KS16]. Analiza ta zainspirowana
jest przez wyniki prac [Kwal3|, [Kwal4]. Prowadzi ona do silnych narzedzi takich jak:
twierdzenie o jednoznacznosci dla Oy, kryterium prostoty Ox i opis dylatacji systemu
produktowego X nad P do wiazki Fella Bx nad grupa G(P), ktéry pozwala badaé Ox
jako algebre cie¢ C*(By) tej wiazki. Rezultaty te pozwalaja m.in. zdefiniowaé zreduko-
wang wersje O algebry Ox i pokazuja, ze przy powyzszych zatozeniach algebra Oy jest
wlasciwym obiektem badan; w szczegdlnosci we wlasciwy sposéb modeluje odpowiednie
produkty krzyzowe, patrz [KS16].

Dopetnieniem powyzszych wynikow jest analiza zredukowanej C*-algebry cie¢ C*(B)
wiazki Fella B nad grupa dyskretna G [KS17]. Do gléwnych rezultatéw naleza opis
struktury ideatow, w tym przestrzeni ideatéw prymitywnych, oraz ustalenie efektywnych
kryteriéw czystej nieskoriczonosci dla C*(B). Rezultaty te maja bezposrednie zastoso-
wanie do grupowych produktéw przez dziatania czeSciowe, ktorych teoria jest dobrze
rozwinieta, por. [Exel], oraz posrednio, przez otrzymane weczesniej dylatacje systemoéw
produktowych do wiazek Fella, rowniez do algebr typu Ox. Otrzymane kryteria czystej
nieskonczono$ci nie tylko uogoélniaja, ale tez wzmacniajg i unifikujg analogiczne wyni-
ki otrzymane w kontekscie produktéw krzyzowych przez nastepujacych autoréw: Laca,
Spielberg [LS96]; Jolissaint, Robertson [JRO0]; Sierakowski, Rordam [RS12]; Giordano,
Sierakowski [GS14] oraz Ortega, Pardo [OP14]. Jak wykazano, rezultaty [KS17] sa opty-
malne w zastosowaniu do algebr grafowych. Zastosowano je réwniez do pewnej klasy
pétgrupowych produktéw krzyzowych typu Exela [Lar10], [KLO09].

Bardziej szczegdtowy opis zagadnienia zaczynamy od obiektéw mniej zaawansowa-
nych tak, by przechodzac po kolejnych szczeblach abstrakeji dojsé do obiektéw bardziej



ogblnych. W rozdziale 2 omawiamy produkty krzyzowe C*-algebr przez endomorfizm.
W rozdziale 3 przedstawimy ogodlniejsza strukture — wzgledne produkty krzyzowe przez
odwzorowania catkowicie dodatnie. Rozdzial 4 jest po$wiecony ogoélnej teorii unifikuja-
cej wzgledne algebry Cuntz-Pimsnera oraz algebry Doplichera-Robertsa. W rozdziale 5
konstrukcje typu Doplichera-Robertsa rozszerzamy na pélgrupy typu Ore otrzymujac
efektywny opis potgrupowej wersji algebry Pimsnera Ox. Omawiamy tu tez pojecie to-
pologicznej wolnosci dla hilbertowskich bimodutéw, systemoéw produktowych i wigzek
Fella. W rozdziale 6 przedstawiamy rezultaty dotyczace struktury idealéw oraz kryteria
czystej nieskonczonosci C*-algebr zwigzanych z wiazkami Fella nad grupami dyskretny-

mi.
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1.1 Notacja i pojecia wstepne

Przez ideat w C*-algebrze rozmumiemy domkniety ideat dwustronny. Jedli I jest ideatem
w C*-algebrze A piszemy I <« A. Anihilator ideatu I w C*-algebrze A oznaczamy przez
It :={ae A:al =0} (jest to najwickszy ideat w A taki, ze [ n I+ = {0}). Wszystkie
homomorfizmy miedzy C*-algebrami z definicji zachowuja inwolucje. Dla operacjiv: C'x
D — F takich jak mnozenie, formy pottoraliniowe, etc., uzywamy notacji:

v(C, D) = span{v(c,d) : ce C,d € D}.

Jesli A dziata w sposéb niezdegenerowany na przestrzeni Hilberta H, tj. gdy A < B(H)
oraz AH = H, to algebre lewych, prawych i obustronnych mnoznikéw mozna zdefinio-
waé jak nastepuje: My(A) := {x € B(H) : A < A}, M.(A) := M,(A)* i M(A) :=
Mi(A) n M, (A). Mozna te algebry rowniez zdefiniowaé abstrakcyjnie jako algebry pew-
nych operator6w na A, albo podalgebry obwiedniej algebry von Neumanna A**, [Ped79].
Algebra M(A) jest C*-algebra (z jedynka 1), ktéra mozna zdefiniowaé réwniez jako
uzpelnienie A w topologii strict, tzn. topologii zadanej przez pélnormy m — |mal,
m— [lam| dla a € A.

(Prawa) C*-korespondencjg nad C*-algebra A nazywamy prawy hilbertowski A-
modul X wraz z lewym dzialaniem A na X zadanym przez homomorfizm ¢ : A — L(X),
gdzie L£(X) jest C*-algebra wszystkich sprzezalnych (ang. adjointable) operatoréw na
X, por. [Lan94], [RW98]. Piszemy wtedy a -z = ¢(a)x, a € A, x € X. Analogicznie
mozemy zdefiniowaé¢ lewa korespondencje jako lewy modut hilbertowski. Kazdej (pra-
wej) C*-korespondencji X odpowiada “odwrotna” lewa C*-korespondencja X. Hilber-
towskim A-bimodulem nazywamy przestrzen X, ktora jest jednocze$nie prawg i lewa
C*-korespondencja, gdzie prawa (-,-)4 oraz lewa 4(:,-) A-warto$ciowa forma pottora-
liniowa sa takie, ze x - {y,2)4 = a{z,y) - z, dla kazdego x,y,z € X. W szczegblnosci
hilbertowski A-bimodut jest modutem réwnowaznosci Mority-Rieffela miedzy ideatami
(X, X )4 oraz 4(X,X) w A, patrz np. [RW98|. Zatem hilbertowskie bimodulty mozemy
traktowaé jako czesciowe réwnowaznosci.

Reprezentacja C*-korespondencji X nazywamy pare (m,7mx), gdzie 7 : A — B(H)
jest reprezentacja C*-algebry A na przestrzeni Hilberta H, a mx : X — B(H) jest
odwzorowaniem liniowym takim, ze

mx(a-z) = m(a)rx(z), wx(z-b) =7x(@)(b), 7x(@)*7x(Y) =TT, Y)A),
dlaa,be A, x € X. C*-algebre C*(m(A) U mx (X)) generowang przez m(A) oraz mx(X)
nazywamy C*-algebra generowana przez (m,my). Zbior K(X) uogdlnionych operatoréw
zwartych na X z definicji jest domknieciem otoczki liniowej rozpigtej przez operatory
Oy, gdzie O, ,(2) = x - {(y,2)4 dla z,y,z € X. W szczegblnosci K£(X) jest ideatem w

C*-algebrze L£(X). Kazda reprezentacja (m,mx) C*-korespondencji X indukuje homo-
morfizm (7, 7mx )M : K(X) — B(H), ktéry spetnia

(m,7x) D (O4y) = mx (2)7x ()",

dla z,y € X. Niech J(X) := ¢ }(K(X)) bedzie ideatem w A skladajacym si¢ z ele-
mentow, ktore dziataja na X z lewej strony jak uogélnione operatory zwarte. Dla do-
wolnej reprezentacji (m, x) C*-korespondencji X obciecia (m, 7x)M 0 @| 5x) oraz | x)
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zadaja dwie reprezentacje J(X) < A. Dla kazdego idealu J w J(X) powiemy, ze re-
prezentacja (m,7x) jest J-kowariantna, gdy (m,7x)M o ¢l; = 7|;. Wegledng algebre
Cuntza-Pimsnera O(J, X) [MS98, Definicja 2.18] mozna zdefiniowaé jako C*-algebre
generowana przez uniwersalna J-kowariantna reprezentacje (ia,ix) C*-korespondencji
X, por. [FMRO03]. Wtedy O(J(X), X) jest algebra rozwazana przez Pimsnera [Pim97],
a Ox = O(Jx, X), gdzie Jx = (ker §)* n J(X), jest (bezwzgledna) algebrqg Cuntza-
Pimsnera rozpowszechniona przez Katsure [Kat03, Definition 2.6]. Algebra O(J, X) jest
wyposazona w dziatanie v okregu T = {z € C : |z| = 1}, gdzie v.(a) = a i v.(x) = zx,
ac A, rveX.

Na systemy produktowe mozemy patrze¢ jak na potgrupowe dziatania C*-kores-
pondencji na C*-algebrach, gdzie sktadaniu morfizméw odpowiada wewnetrzny iloczyn
tensorowy C*-korespondencji. Na przyktad, jesli X jest C*-korespondencja nad A, to
wewnetrzny iloczyn tensorowy zadaje na rodzinie poteg tensorowych {X®"}, cn, gdzie
X® := A jest bimodulem trywialnym, struktur¢ potgrupy. Ogélniej [Fow02], jesli P jest
polgrupa z jedynka e i {X,},ep jest rodzing C*-korespondencji nad A, to méwimy, ze
X = |_|pE p X, jest systemem produktowym jezeli X, = A jest bimodulem trywialnym,
oraz X jest polgrupg, gdzie dziatanie poétgrupowe zadaje izomorfizm X, ®4 X, = X, dla
p,q € P\{e} oraz pokrywa si¢ z prawym i lewym dziataniem X, = A na X,. Reprezen-
tacjg systemu produktowego X w C*-algebrze B nazywamy poétgrupowy homomorfizm
1 : X — B taki, ze

(¥]a,%|x,) jest reprezentacja C*-korespondencji X),, dla kazdego p € P.

Fowler [Fow02] zdefiniowal C*-algebre Pimsnera Ox zwigzang z systemem produktowym
X jako C*-algebre generowang przez uniwersalng reprezantcje ¢ systemu produktowego
X taka, ze (t]a,t|x,) jest reprezentacja J(X)-kowariantng C*-korespondencji X, dla
kazdego p € P.

Na wiazki Fella mozna patrze¢ jak na grupowe dziatania przez czesciowe rownowaz-
nosci - bimoduty hilbertowskie. Na przyktad, gdy P = G jest grupa, systemy produktowe
nad P pokrywaja sie z wysyconymi wiazkami Fella nad G - dzialaniem grupowym bi-
moduléw réwnowaznosci Morita-Rieffela. Ogolnie wigzke Fella nad grupg dyskretng G
mozna zdefiniowaé jako rodzine B = {B,},ec domknietych podprzestrzeni C*-algebry B
takich, ze By = By-1 oraz ByBj, S By, dla kazdego g, h € G. Aksjomatyczna definicja,
patrz np. [Exel, Definicja 16.1], méwi, ze B = {By}sec jest rodzina przestrzeni Bana-
cha wyposazong w biliniowe odwzorowania mnozenia By x Bj, — B, oraz antyliniowe
inwolucje B, — B,-1, g,h € G, speliajace pewng liste postulatéw; w szczegdlnoscei,
A = B, jest C*-algebra i kazde wldkno B, jest hilbertowskim A-bimodulem takim,
ze mnozenie zadaje izomorfizm By ®4 By = ByBj S By, g, h € G. Méwimy, ze wigzka
Fella B = {By},ec jest wysycona, gdy B,By = By, dla kazdego ¢, h € G. Wiazka Fella
B = {B,}nez jest potwysycona, gdy B,B; = B, 1, dla kazdego n > 0.

Jesli B = {B,} e jest wiazka Fella, to suma prosta @, ., B, jest w naturalny sposob

geG
wyposazona w strukture =-algebry, na ktérej istnieje maksymalna C*-norma | - ||,4. Oraz
minimalna C*-norma | - ||, spelniajaca nieréwnosé
lac) < 1 acll, dla kazdego > ar€ P By, aj€ By, te G, (1)
teG teG teG



Uzupetnienie #-algebry @ .o By w normie | - |4, 0znaczamy przez C*(B) i nazywa-
my pelng C*-algebrq cieé wiazki B. Uzupelnienie w normie | - [, oznaczamy przez
C*(B) i nazywamy zredukowang C*-algebrg cie¢ wiazki B. Réwnowaznie, C*(B) jest
C*-uzupetieniem @geG B, takim, ze odwzorowanie @, Bt 3 X e &t — ac € B. prze-
dhuza sie do warunkowej wartosci oczekiwanej E : C*(B) — B., ktora jest wierna, tj.
E(a*a) = 0 implikuje a = 0 dla kazdego a € C*(B).

Jesli X jest hilbertowskim bimodulem nad A, to ktadac X,, := X®" i X_, := )~(®",
dla n € N, rodzina {X,},ez jest wyposazona w naturalny sposéb w strukture wiazki
Fella oraz C*-algebry Ox i C*({X, }nez) sa naturalnie izomorficzne z produktem krzy-
zowym A xx Z zdefiniowanym w [AEE9S]. Wiazka {X,,},.ez jest potwysycona i kazda
potwysycona wiagzka Fella jest tej postaci.

Cuntz [Cu77| zdefiniowal prostq C*-algebre czysto nieskonczong jako prosta C*-
algebre, w ktorej kazda niezerowa dziedziczna C*-podalgebra zawiera rzut nieskonczony.
Pojecie czystej nieskonczonosci zostato uogélnione na dowolne C*-algebry przez Kirch-
berga i Rgordama w [KR00] w nastepujacy sposéb. Jedli a,b € A sa elementami C*-
algebry A oraz ¢ > 0 piszemy a =~. b, gdy |la — b|| < e. Przypomnijmy, iz element
a € At “lezy”, w sensie Cuntza, pod elementem b € A*, co zapisujemy a < b, gdy dla
kazdego € > 0 istnieje = € A taki, ze xbx* ~. a (“z doktadnoscia do epsilona mozemy b
skompresowaé do a”).

Definicja 1.1. Niech A bedzie C*-algebra. Element a € AT jest nieskonczony, jesli
istnieje b € AT\{0} taki, ze a ®b < a® 0 w algebrze macierzowej Ms(A). Element
a € AT\{0} nazywany wlasciwie nieskoriczony, jesli a®a < a®0. Powiemy, ze C*-algebra
A jest czysto nieskoniczona, jesli kazdy element a € AT\{0} jest wlasciwie nieskoniczony.

Uwaga 1.2. Wtasciwg nieskonczono$¢ elementu dodatniego mozna traktowac jako rezy-
dualng nieskonczonosé [KR0OO, Stwierdzenie 3.14]. Mianowicie, a € AT\{0} jest wlasciwie
nieskoniczony w A, wtedy i tylko wtedy, gdy element a + I jest nieskoficzony w A/I dla
kazdego ideatu I w A, gdzie a ¢ I.

2 Produkty krzyzowe przez endomorfizmy

W tym rozdziale przedstawimy ogolna konstrukcje wzglednych produktow krzyzowych
C*(A, «; J) przez endomorfizm « : A — A, gdzie idealy J < A pelnia role “parametréw”
opisujacych wszystkie mozliwe produkty krzyzowe przez . Oméwimy tu m.in. zwiazki
skonstruowanych algebr z wczesniej badanymi konstrukcjami (por. Tabele 1, 2), struk-
ture ideatéw algebr C*(A, a; J) (Rysunek 1, Twierdzenia 2.11, 2.13, 2.14, 2.19), kryte-
ria czystej nieskonczonosci 1 wiernosci reprezentacji produktéw krzyzowych C*(A, ay; J)
(Twierdzenia 2.19, 2.21), a takze K-teorie idealow i ilorazéw (por. Twierdzenia 2.16,
2.24, 2.25).

Opisane wyniki sa kulminacja badan opublikowanych w pracach [KL13], [Kwal5],
[Kwal6]. W [KL13] badano przypadek, gdy A jest algebra z jedynka, a w [Kwalb|, gdy
endomorfizm « jest rozszerzalny (ang. extendible), tj. gdy istnieje jego rozszerzenie do
endomorfizmu « : M(A) — M(A) na algebrze mnoznikéw M(A), ktory jest ciagly w
topologii strict. W pracy [Kwal6] rozwazono dowolne endomorfizmy, przy czym w drugiej
jej czesci skupiono sie na przypadku, gdy A jest Cy(X)-algebra.
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2.1 Podstawowe definicje i fakty
Niech o : A — A bedzie endomorfizmem C*-algebry A.

Definicja 2.1 (Definicja 2.4 w [Kwal6]). Reprezentacjg (m,U) endomorfizmu (A, o) na
przestrzeni Hilberta H nazywamy pare (m,U), gdzie 7 : A — B(H) jest niezdegenero-
wang reprezentacja algebry A i U € B(H) jest operatorem takim, ze

Un(a)U* = m(a(a)), dla kazdego a € A. (2)
Algebre C*(m,U) := C*(n(A) uUn(A)) nazywamy C*-algebrq generowang przez (m,U).
Uwaga 2.2. Dla dowolnej reprezentacji (7, U) mamy
C*(m,U) =span{U*"m(a)U™ : a € " (A)Aa"™(A)}

oraz U € M,(C*(m,U)) jest lewym mnoznikiem algebry C*(m,U). Jedli a jest endo-
morfizmem rozszerzalnym, to U € M(C*(w,U)). Jedli A jest algebra z jedynka, to
UeC*(mU,).

Z powyzszej definicji (i multiplikatywnosci «) wynikaja automatycznie, co czesto
nie bylo zauwazone w literaturze, por. [KL13, Uwaga 1.3], nastepujace zaleznosci. Po
pierwsze, U jest koniecznie cze$ciowa izometria. Po drugie, zachodzi nast¢pujaca relacja
komutacji

Ur(a) = m(a(a))U dla kazdego a € A. (3)

Po trzecie, rzut U*U nalezy do komutanta 7(A)" algebry m(A). Stad zbiér {a € A :
U*Un(a) = m(a)} jest w rzeczywistosci ideatem w C*-algebrze A. Ideal ten niesie wazna
dodatkowa informacje o reprezentacji (m,U). Istotnym jest jego polozenie wzgledem
anihilatora (ker o)® jadra endomorfizmu .

Definicja 2.3. Niech J bedzie idealem w A i niech (7,U) bedzie reprezentacja endo-
morfizmu (A, o). Powiemy, ze reprezentacja (m,U) jest J-kowariantna, gdy J < {a €
A:U*Un(a) = w(a)}. Méwimy, ze (m,U) jest reprezentacjg kowariantng, gdy (m,U) jest

J-kowariantna dla J = (ker a)*.

Uwaga 2.4. Nietrudno spostrzec, ze jesli o jest monomorfizmem, to reprezentacja (7, U)
jest kowariantna wtedy i tylko wtedy, gdy U jest izometrig. Jesli « jest automorfizmem,
to reprezentacja (m,U) jest kowariantna wtedy i tylko wtedy, gdy U jest operatorem
unitarnym i wtedy zachodzi réwniez relacja U*r(a)U = w(a~'(a)), dla a € A.

Produkt krzyzowy zwiazany z (A, «) oraz J<1 A zdefiniujemy jako algebre generowana
przez uniwersalng reprezentacje J-kowariantnag. Kryteria istnienia reprezentacji uniwer-
salnych, czy tez uniwersalnych C*-algebr zadanych przez generatory i relacje sa dobrze
znane, por. [Kwal7, Sekcja 2.2].

W pracach [KL13], [Kwal5], [Kwal6] badano gléwnie przypadek, gdy J < (ker o),
gdyz tylko wtedy algebra A zanurza sie¢ w produkt krzyzowy. Co wiecej, ogdlng sytu-
acje mozna sprowadzi¢ do powyzszej poprzez przejscie do endomorfizmu ilorazowego,
patrz uwagi ponizej. Dla pogladowosci przedstawimy tu definicje produktu bez zadnych
restrykeji na ideat J.



Definicja 2.5 (por. Definicja 2.7 w [Kwal6]). Wzglednym produktem krzyZowym endo-
morfizmu (A, o) wzgledem ideatu J nazywamy trojke (C*(A, o; J), ta, u), gdzie C*(A, «; J)
jest C*-algebra, vty : A — C*(A, «;J) jest niezdegenerowanym homomorfizmem oraz
u e My(C*(A, a; J)) jest lewym mnoznikiem algebry C*(A, «; J) takim, ze

1) ta(a(a)) = ua(a)u* dla kazdego a € A oraz J S {a€ A : u*uta(a) = ta(a)};
ii) C*(A, «; J) jest generowana przez ta(A) U uta(A);

iii) dla kazdej reprezentacji J-kowariantnej (m, U) endomorfizmu (A, ) istnieje repre-
zentacja m x U algebry C*(A, «; J) taka, ze (m x U)(ta(a)) = 7(a), dla a € A oraz
(mx U)(u) = U.

Warunki (i), (ii), (iii) determinujg algebre C*(A, «; J) z doktadnoscia do izomorfizmu.
Ponizej wzgledny produkt krzyzowy bedziemy utozsamiaé z ta algebra. W przypadku,
gdy J = (ker a)t, piszemy C*(4,a) := C*(A, a; (ker o)1) i te algebre nazywamy (bez-
wzglednym) produktem krzyzowym A przez c.

Uwaga 2.6. W pracy [KL13| (gdy A posiada jedynke) algebra C*(A, «; J) zostata skon-
struowana w sposéb niemal jawny: poprzez opracowanie specjalnego ”rachunku macierzo-
wego” [KL13, 2.1] i podanie konkretnych wzoréw na normy elementéw w przestrzeniach
spektralnych [KL13, 2.2]. Jak wykazano w pracy [Kwal3] konstrukcja ta ma charakter
bardzo ogdlny: rozszerzono ja tak, by obejmowata zaréwno wzgledne algebry Cuntza-
Pimsnera jak i algebry Doplichera-Robertsa. Omoéwimy ja doktadniej w podrozdziale
4.2. 7 konstrukeji tych wynika, ze uniwersalny homomorfizm ¢4 jest injektywny wtedy i
tylko wtedy, gdy J < (ker a)', patrz tez [Kwal6, Lemat 2.5, Stwierdzenie 2.6].

Uwaga 2.7. Jak wykazano w [KL13, Wniosek 4.14] i zauwazono ogélnie w [Kwal6,
Appendix], patrz tez [Kwal7, Sekcja 3.4], mamy naturalne izomorfizmy

C*(A,a:J) = O(J,E,), C*(A,a)= 0O, (4)
gdzie E, jest C*-korespondencja zadang przez endomorfizm «, tzn.
E,:=a(A)A, {z,yya:=z"y, a-z-b:=ala)xd, z,y€ a(A)A, a,be A.

Dla tej C*-korespondencji J(E,) = A. Dla ogdlnych C*-korespondencji X nad C*-
algebra A wiadomo [Kat04], ze algebra A zanurza sie we wzgledna algebre Cuntz-
Pimsnera O(J, X) wtedy i tylko wtedy, gdy J € Jy = J(X) n ker ¢*. Poprzez wy-
znacznie jadra homomorfizmu vy, w [KL13, 5.1], opracowano ogdlna metode redukcji
C*-korespondencji X do C*-korespondecji ilorazowej X /X J,, takiej, ze

O(J,X) ;O(QJT‘(J),X/XJT‘) oraz qu(J)gJX/XJI.

Metode te, nazwana redukcjq relacji, ugdlniono w [Kwal3, Theorem 6.23] na przypadek
algebr zwigzanych z idealami w prawo-tensorowych C*-prekategoriach. Pozwala ona na
sprowadzenie rozwazan ogdlnych do przypadku, gdy wyjsciowa algebra A zanurza sie
w obiekt uniwersalny. Gdy X = E, mamy J, = {a € A : o"(a) € J dla kazdego n €
N oraz lim,,_,« @"(a) = 0}. Zatem, przechodzac w razie potrzeby do endomorfizmu ilo-
razowego na A/Jy, mozemy zawsze zatozyé, ze J < ker at.
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W pracach [KL13] oraz [Kwal7]| ustalono szereg zwiazkéw miedzy wzglednymi pro-
duktami krzyzowymi innymi konstrukcjami tego typu. Szczegdlne przypadki (bezwgled-
nych) produktéow krzyzowych rozpatrywanych na algebrach z jedynka zestawione sa w
Tabeli 1, por. [KL13, Subsekcja 3.4].

N. a:A— A C*(A, ) relacje
1. automorfizm klasyczny UAU* = A
produkt krzyzowy [Tur58| vu*=U0*U =1

2. ker v = {0}, Cuntz [CuT7] UAU* C A, U*AU € A
a(A) dziedziczny w A Paschke [Pas80] U*U =1

3. ker v = {0} Cuntz [Cun82|, Murphy [Mur96] | UAU* € A, U*U =1

4. | ker a <« A komplementarny, | Antonevich, Bakhtin, Lebedev | UAU* € A, U*AU € A
a(A) dziedziczny w A [ABL11] U*U e A

Tabela 1: Szczegdlne przypadki produktéw krzyzowych (A posiada jedynke)

W pracy [ABL11] (patrz przypadek 4 w Tabeli 1), autorzy badali produkt krzyzowy
endomorfizmu posiadajacego tzw. zupelny operator przejscia. Jak zauwazyt habilitant,
endomorfizm posiada takowy operator przejécia wtedy i tylko wtedy, gdy endomorfizm
jest czesciowo odwracalny w ponizszym sensie.

Definicja 2.8 (Definicja 2.1 w [Kwal6]). Powiemy, ze endomorfizm (A, «) jest (cze-
Sciowo) odwracalny, gdy jadro kera jest idealem komplementarnym w A (tj. A =
ker a @ (ker o)1), a obraz a(A) jest dziedziczna podalgebra A (tj. a(A)Aa(A) = a(A)).

Uwaga 2.9. Na mocy [Kwal6, Stwierdzenie A.11] endomorfizm jest (czesciowo) odwra-
calny wtedy i tylko wtedy, gdy C*-korespondencja F, jest bimodutem hilbertowskim.

Stacey zaproponowal w [Sta93] uniwersalng definicje produktu krzyzowego dla ”do-
wolnego” endomorfizmu « na dowolnej C*-algebrze A. Jednakze zatozyl on milczaco,
ze « roszerza sie do endomorfizmu na M(A), co doprowadzito do wprowadzenia pojecia
endomorfizmu rozszerzalnego [Adj95]. Od tej pory zalozenie rozszerzalnosci stato sie im-
manentnym elementem wszystkich rozwazan dotyczacych produktéow krzyzowych przez
endomorfizmy. Jednak, jak wykazal habilitant, zalozenie rozszerzalnosci nie tylko nie jest
konieczne, lecz jest wrecz obstrukcja w rozwoju teorii produktéw krzyzowych, gdyz unie-
mozliwia harmonijny opis idealow takich struktur (obciecie endomorfizmu rozszerzalnego
do idealu niezmiennieczego na ogdt nie jest endomorfizmem rozszerzalnym).

Kolejnym mankamentem definicji Stacey’a jest fakt, iz algebra A zanurza sie w jego
produkt krzyzowy wtedy i tylko wtedy, gdy « jest injektywny. W szczegoélnosci gdy « jest
punktowo quasi-nilpotentny, tj. gdy lim, . a"(a) = 0 dla kazdego a € A, produkt krzy-
zowy Stacey’a degeneruje sie do {0}. Uwaga ta stata sie motywacja do kolejnej bardzo
popularnej definicji zaproponowanej przez Lindiarni i Raeburna [LR04]. Ta ostatnia jed-
nak nie jest uogélnieniem klasycznego produktu krzyzowowego — prowadzi do algebr typu
Teoplitza. Obie konstrukcje objete sa przez omawiane algebry C*(A, «; J) jak przedsta-
wiono w Tabeli 2, patrz [Kwal7, Stwierdzenie 3.26].
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N.| J<A C*(A, a3 J) relacje

.| J=A produkt krzyzowy UAU*c A
Stacey’a [Sta93] U*U =1
2. | J={0} | czesciowo-izometryczny UAU* C A,

produkt krzyzowy [LR04] | (U*U)? = U*U € A’

Tabela 2: Przypadki wzglednych produktéw krzyzowych (« jest rozszerzalny)

Rozwazanie wzglednych produktéw krzyzowych ma nie tylko te zalete, ze obejmuje réz-
ne konstrukcje; de facto jest ono niezbedne w analizie stuktury ideatow produktéw bez-
weglednych, por. [Kwalb, Uwaga 3.2].

2.2  Struktura produktéw krzyzowych przez endomorfizmy

Niech a bedzie endomorfizmem C*-algebry A i niech J < (ker o). Wtedy algebra A
zanurza sie w C*(A, ; J) 1 mozemy traktowaé ja jako podalgebre C*(A, «; J). Produkt
krzyzowy jest wyposazony w naturalne w dziatanie okregu T = {z € C : |z| = 1}, przy
ktorym izomorfizmy (4) staja sie ekwiwariantne. C*-podalgebra B € C*(A, «; J) skla-
dajaca sie z punktoéw niezmienniczych tego dziatania zawiera A i operator uniwersalny
generuje na B endomorfizm ( : B — B taki, ze uktad (B, ) jest (cze$ciowo) odwracalny
oraz

C*"(A, o J) = C*(B, 5).

W [Kwalb, 3.1] oraz [Kwal6, 2.6]' przedstawiono jawna konstrukeje uktadu (B, 3) w ter-
minach uktadu (A4, «, J), ktéra wykorzystuje operacje ilorazu, dziedzicznej podalgebry,
sumy prostej i granicy induktywnej. Uktad (B, §) nazwano (uniwersalnym) odwracalnym
J-roszerzeniem endomorfizmu a.

W pracy [Kwalb, 3.1] badano te konstrukcje przy zalozeniu, ze « jest rozszerzalny.
Wtedy endomorfizm 3 jest réwniez rozszerzalny (i posiada zupelny operator przejscia),
oraz uktad (B, ) jest obiektem uniwersalnym w kategorii C*-algebr z morfizmami be-
dacymi homomorfizmami rozszerzalnymi, patrz [Kwalb, Twierdzenie 3.1]. Poprzez bez-
posrednig analize ustalono szereg zwigzkéw miedzy réznymi ideatami, por. Twierdzenie
2.13 ponizej. Zwiazki te w skrécie przedstawia Rysunek 1: wszystkie wymienione obiekty
tworzg w naturalny sposob kraty; napis A = B oznacza, ze istnieje zachowujgca po-
rzadek retrakcja z kraty A na krate B (ktéra na og6t nie jest izomorfizmem), natomiast
A < B oznacza, ze A i B sg izomorficzne.

Definicja 2.10 (Definicje 3.31 3.4 w [Kwal5]). Niech I, I’, J beda idealami w A. Powie-
my, ze I jest idealem J-niezmieniczym w (A, a) jesli a(I) € I oraz J na™ () € I. Po-
wiemy, ze (I, I') jest J-parq ideatéw w (A, a) jeslia(I) = I, J < I' oraz I' na™ (1) = I.
Gdy J = (ker a)* opuszczamy prefix ‘J-".

Jak wynika z Rysunku 1 kluczowym problem jest wyznaczenie warunkéw na to, aby

wszystkie idealy w C*(A, «; J) byly T-niezmiennicze. Warunki takie na poziomie ukla-
du czeSciowo odwracalnego (B, f) mozna uzyskaé¢ na bazie pracy [Kwald|, gdyz Ej jest

Lw przypadku, gdy A zawiera jedynke, réwniez w [Kwal5’]
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idealy w
C*(A, o J)

[ J
AN

[ T-niezmiennicze niezmiennicze idealy
d

ealy w C*(A, o; J) w (B, )

N 7N\

idealy w C*(4, a5 J) J-niezmiennicze J-pary ideatéw
generowane przez < idealv w ( A a) < - ( A a)
przekrdj z A Y ’ )

Rysunek 1: Zwigzki miedzy kratami idealdéw

bimodutem hilbertowskim, patrz Twierdzenia 5.4 i 3.15 ponizej. Analiza taka doprowa-
dzita m.in. do charakteryzacji prostoty algebry C*(A, a) w przypadku, gdy A = Cy(X)
jest przemienna, w terminach dualnego topologicznego uktadu dynamicznego (X, ¢),
[Kwalb, Twierdzenie 4.4]. W ogdlnym przypadku otrzymano nastepujace kryterium pro-
stoty (sformutowane w [Kwalb] przy zalozeniu rozszerzalnosci «, ale pozostajace w mocy
i bez tego zalozenia): moéwimy, ze « jest minimalny, gdy nie istnieja nietrywialne ide-
aly niezmiennicze w (A, «); méwimy, ze « jest zewnetrzny, jezeli nie istnieje izometria
v e M(A) taka, ze a(a) = vav*, a € A.

Twierdzenie 2.11 (Twierdzenie 4.2 w [Kwal5)). Jesli algebra C*(A, a; J) jest prosta,
to J = (ker a)t, a jest minimalny oraz albo « jest punktowo quasi-nilpotenty albo o jest
monomorfizmem 1 kazda z poteg o™, n > 0, jest zewnetrzna.

Na odwrdt, jesli o jest minimalny to kazdy z nastepujgcych warunkow daje prostote
C*(A,a):

(i) « jest punktowo quasi-nilpotentny,
(ii) « jest monomorfizmem, A posiada jedynke, oraz kazdy o™, n > 0, jest zewnetrzna,

(11i) « jest monomorfizmem z dziedziczyn obrazem, A jest osrodkowa i kazdy o™, n > 0,
jest zewnetrzny.

Uwaga 2.12. W swietle najnowszych rezultatow [KM, Twierdzenie 9.14], zalozenie
osrodkowosci w punkcie (iii) jest zbedne.

Obciecie endomorfizmu rozszerzalnego do idealu niezmiennniczego na ogot nie jest
rozszerzalne. Uwaga ta jest jednym z gléwnym powodéw dlaczego w pracy [Kwal6]
badano dowolne, niekoniecznie rozszerzalne endomorfizmy. Pozwolito to opisaé¢ nie tyl-
ko ilorazy produktow krzyzowych przez ideaty T-niezmiennicze, ale takze zwigza¢ same
idealy T-niezmiennicze ze strukturg produktu krzyzowego. Ponizej utozsamiamy A z po-
dalgebra 14(A) < C*(A, a; J), co jest uprawnione przez nasze zalozenie, ze J < (ker a)*.
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Twierdzenie 2.13 (Twierdzenie 2.19 w [Kwal6]). Relacje | = AnZ, I' ={a € A:
(1 —vw*u)a € I} ustalajg bijektywng odpowiedniosé miedzy J-parami ideatéow (I,1') dla
(A, ) oraz T-niezmienniczymi ideatami T w C*(A, a; J). Dla obiektéw zwigzanych tymi
relacjami mamy

C*(A,o; J))T = C*(A/I, ar; q;(1"))

oraz jesli I' = I+ J (réwnowaznie I jest generowany przez A), wtedy T jest réwnowazny
w sensie Mority-Rieffela z produktem krzyzowym C*(I,alp; I ~ J).

W przypadku, gdy jadro ker o jest idealem komplementarnym w A i J = (ker o), dla
kazdej J-pary ideatéw w (A, «) mamy I’ = [ + J. Zatem powyzsze twierdzenie znacznie
sie upraszcza:

Whiosek 2.14 (Wniosek 2.21 w [Kwal6]). Jesli ker a jest ideatem komplementarnym
w A, to relacje I = A NI, T jest generowany przez I ustalajg bijektywng odpowied-
nio$é miedzy ideatami I niezmienniczymi w (A, «) oraz T-niezmienniczymi idealami T
w C*(A, a), przy ktorej C*(A, )/ = C*(A/I, az) oraz T jest Morita-Rieffel rownowaz-
ny C*(1, ).

Uwaga 2.15. Dla dowolnego endomorfizmu a i dowolnego ideatu J<(ker a)t, w [Kwal6,
2.4] przedstawiono kanoniczng konstrukcje endomorfizmu o’ : A7 — A7 bedacego roz-
szerzeniem o (A < A7) taka, ze ker a’ jest komplementarny w A’ oraz C*(A,a;J) =
C*(A7,a’).? Zatem przechodzac od uktadu (A, «) do uktadu (A7, a”) mozemy reduko-
wac sytuacje z Twierdzenia 2.13 do sytuacji z Wniosku 2.14, patrz [Kwal6, Stwierdzenie
2.25].

Analiza w pracy [Kwalb] jest caltkowicie niezalezna od teorii C*-korespondencji i
algebr Cuntza-Pimsnera. W pracy [Kwal6] przeciwnie, ogdlng analize struktury algebr
C*(A, «; J) oparto na izomorfizmie (4) i ogblnych faktach teorii algebr Cuntza-Pimsnera
[Kat04], [Kat07], rozwinietych réwniez przez habilitanta w [Kwal3|, [Kwal6, Appendix].
Jednym z wynikéw jest nastepujace uogolnienie ciggu doktadnego Pimsnera-Voiculescu,
znanego dla automorfizméw.

Twierdzenie 2.16 (Stwierdzenie 2.26 w [Kwal6]). Dla dowolnego endomorfizmu o i
ideatu J w (ker o)t mamy nastepujgcy cigg doktadny

KOT(J) Ko(1)~Ko(als) Ko(4) Ko(1) KO(C*(T’O‘;‘]))’
K (O (A, 0 ) —2Y gy (A) <20 e o

gdzie v oznacza inkluzje.

W Swietle Wniosku 2.14 oraz Uwagi 2.15, powyzsze twierdzenie prowadzi do opi-
su ciagéw doktadnych dla wszystkich ideatow T-niezmienniczych i odpowiadajacych im

2Konstrukcja ta, gdy A posiada jedynke, pojawila sie juz w [KL13] i wezesniejszych pracach habili-
tanta
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ilorazéw, patrz [Kwal6, Twierdzenie 2.27]. Jest to wazny rezultat, gdyz informacja doty-
czaca tychze ciagéw ma fundamentalne znaczenie w klasyfikacji (nieprostych) C*-algebr.
W kontekscie klasyfikacji wazne sg rowniez nastepujace fakty zachodzace dla dowolnego
endomorfizmu «, patrz [Kwal6, Stwierdzenie 2.10]:

(i) algebra A jest doktadna <= C*(A, «; J) jest doktadna.
(ii) A jest nuklearna => C*(A, «; J) jest nuklearna.

(iii) Jesli A jest osrodkowa i nuklearna oraz A i J speliaja UCT, wtedy C*(A, «; J)
spetnia UCT.

Dla endomorfizméw (A, ) (czesciowo) odwracalnych ustalono ogélne kryterium czyste;
nieskonczonosci algebry C*(A, a), patrz [Kwal6, Stwierdzenie 2.46], a takze naturalne
warunki na to aby wszystkie idealty w C*(A, «) byly T-niezmiennicze [Kwal6, Stwier-
dzenie 2.35]. Kryteria te zostaly uogdlnione w [KS17] i beda oméwione w podrozdziale
6 (por. Twierdzenie 6.6 ponizej).

Aby uzyskaé bardziej doktadne i konkretne wyniki, w drugiej czesci pracy [Kwal6]
zbadano przypadek endomorfizméw Cy(X)-algebr.

2.3 Produkty krzyzowe przez endomorfizmy Cj(X)-algebr

Niech X bedzie lokalnie zwarta przestrzenia Hausdorffa i niech A bedzie Cy(X)-algebrq,
tzn. A jest C*-algebra wyposazona w niezdegenerowany homomorfizm z Cy(X) w cen-
trum Z(M(A)) algebry mnoznikéw M (A) algebry A (A ma strukture Co(X)-modutu).
Rownowaznie algebra A jest algebra cie¢ pewnej poélcigglej z gory wiagzki C*-algebr

A = || A(z). W [Kwal6, Definicja 3.1] zaproponowano definicje pojecia morfizmu
zeX
Co(X)-algebr, ktéora na mocy [Kwal6, Stwierdzenie 3.5] mozna réwnowaznie sformu-

towaé¢ nastepujaco.

Definicja 2.17 ([Kwal6]). Niech A bedzie Cy(X)-algebra, a B Cy(Y')-algebra. Powiemy,
ze homomorfizm « : B — A jest indukowany przez morfizmem wigzek jesli istnieje

homomorfizm ® : Cy(Y') — Co(X) taki, ze a(f - b) = O(f) - a(b), f € Co(Y), be B.

Uwaga 2.18. Powyzsza definicja znalazta zastosowanie w pracy [McC], gdzie autor
rozpatruje obiekty uniwersalne w kategorii Cp(X)-algebr z wlasnie tak rozumianymi
morfizmami Cy(X)-algebr.

Homomorfizm ® : Cy(Y) — Co(X) jest zadany przez ciagle i whasciwe (ang. proper)
odwzorowanie ¢ : A — Y zdefiniowane na zbiorze otwartym A < X. Traktujac Ai B
jako algebry cie¢ wiazek A = | | A(zx) i B = || B(y), relacja a(f - b) = ®(f) - a(b)

zeX yeyY
implikuje istnienie homomorfizméw «, : B(p(z)) — A(z), x € A takich, ze

ax(b(p(r)), weA,

be B, xe€ X. (5)
0 ré¢ A,

a(b)(z) = {
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Pare (¢, {:}zen) interpretujemy jako morfizm z B do A, por. [Kwal6, Stwierdzenie
3.2]. Endomorfizm (A, o) nazywamy Cy(X)-uktadem dynamicznym, jezeli A jest Cy(X)-
algebra, a o : A — A jest indukowany przez morfizm, [Kwal6, Definicja 3.2].

Niech (A4, «) bedzie Cp(X)-uktadem dynamicznym, indukowanym przez (g, {a, }zen),
oraz niech J < (ker a)t. W [Kwal6, Twierdzenie 4.9] wykazano, ze odwracalne J-rozsze-
rzenie (B, ) jest w naturalny spos6b CO()N( )-uktadem dynamicznym indukowanym przez
morfizm (@, {F3},.x), gdzie ()N( , @) jest topologicznym uniwersalnym odwracalnym Y-
rozszerzeniem topologicznego uktadu (X, ¢) (Y € X jest zadany przez J). Korzystajac
z tego opisu (czesciowo) odwracalnego uktadu (B, ) i ogélnych twierdzen dla takich
uktadoéw otrzymano nastepujace rezultaty.

Méwimy, ze C*-algebra A posiada wlasno$é (IP), z ang. ideal property, jesli kazdy
ideal w A jest generowany (jako ideal) przez rzuty, ktére zawiera. Przemienna C*-algebra
Co(X) ma whasnosé (IP) wtedy i tylko wtedy, gdy X jest przestrzenia totalnie niesp6jna.

Twierdzenie 2.19 (Twierdzenie 4.12 w [Kwal6]). Niech ¢ bedzie odwzorowaniem wol-
nym (nieposiadajgcym punktow statych). Wszystkie idealy w C*(A, «; J) sq T-niezmien-
nicze, a wiec sq¢ w bijektywnej odpowiedniosci z J-parami ideatéw w (A, «). Co wigce],

(i) Jesli A ma wlasnos¢ (IP) i jest czysto nieskoriczona, to to samo zachodzi dla
C*(A, a3 J).

(i1) Jesli istnieje skonczona ilo$é J-par idealéow w (A, «) i A jest czysto nieskornczona,
to C*(A, a; J) jest czysto nieskonczona.

Dla uproszczenia prezentacji zatézmy od tej pory, ze Prim(A) jest przestrzenia Haus-
dorffa i ze X = Prim(A), por. [Kwal6, Przyktad 3.8].

Definicja 2.20. Powiemy, ze orbita okresowa O = {z,¢(z),..., " *(z)} punktu z =
©™(x) posiada wejscie y € A jesli y ¢ O oraz ¢(y) € O. Mowimy, ze ¢ jest topologicznie
wolne poza zbiorem Y < X jezeli zbior punktéw okresowych, ktorych orbity nie posiadaja
wej$¢ i nie przecinaja Y ma puste wnetrze [Kwalb, Definicje 4.7, 4.8], [Kwal6, Definicja
2.37.

Szczegblny przypadek rezultatu [Kwal6, Twierdzenie 4.11] (por. [Kwal5, Stwierdze-
nie 4.8]) daje:

Twierdzenie 2.21 (Twierdzenie o jednoznacznosci). Zalézmy, Ze ¢ jest topologicznie
wolne poza zbiorem Y = Prim(A/J). Reprezentacja (w,U) endomorfizmu (A,«) daje
wierng reprezentacje ™ x U : C*(A,a; J) — C*(m,U) wtedy i tylko wtedy, gdy m jest
wierna oraz J ={a€ A: U*Un(a) = w(a)}.

Uwaga 2.22. Zauwazmy, ze jezeli J = {0}, to Y = Prim(A/J) = Prim(4) = X i
kazde odwzorowanie ¢ jest topologicznie wolne poza X. W szczegdlnosci Twierdzenie
2.21 zawiera klasyczne twierdzenie Coburna (o jednoznacznosci C*-algebry generowanej
przez nieodwracalna izometrie).

Z zalozenia, ze X = Prim(A) wynika, iz idealy w A, a w szczegdlnosci ideaty J-
niezmiennicze i J-pary idealéw, mozna opisaé przez zbiory otwarte (réwnowaznie do-
mkniete) w X. W [Kwalb, Definicje 4.9], patrz tez [Kwal6, Definicja 5.6], wprowadzono
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pojecie zbioréw Y -niezmienniczych i Y-par domknietych podzbiorow X. Doprowadzito
to do nastepujacych rezultatow:

e Opis struktury ideatéw w C*(A, a; J) w terminach Y-pary zbioréw dla topologicz-
nego ukladu (X, ¢), [Kwal6, Stwierdzenie 5.6];

e kryterium czystej nieskoriczonosci C*(A, «; J) (gdy A jest czysto nieskonczona),
[Kwal6, Stwierdzenie 5.8];

e charakteryzacja prostoty C*(A, «), [Kwal6, Stwierdzenie 5.9];

e Warunki konieczne i wystarczajace na to, by produkt krzyzowy C*(A, ) byt alge-
bra Kirchberga (przy zalozeniu, ze A jest algebra Kirchberga), [Kwal6, Wniosek
5.10].

Przy dodatkowym zalozeniu, ze wigzka A = | | A(z) jest trywialna, A jest koniecz-
zeX

nie postaci A = Cy(X, D), gdzie D jest prosta C*-algebra. W tym przypadku, przy

zalozeniu, ze X jest przestrzenig totalnie niespdjna, grupa G = Ky(D) nie ma torsji

i K1(D) = 0 w [Kwal6, Podsekcja 5.3] podano jawne wzory na K-teorie wszystkich

ideatéw i ilorazéw w C*(A, «; J). Mianowicie, przy powyzszych zatozeniach rozwazmy

nastepujace grupy:

Definicja 2.23 (Definicja 5.12 w [Kwal6]). Niech 4, bedzie homomorfizmem grup 4, :
Co(X,G) = Cy(X, @) danym wzorem

{f(x) ~ Kolaw)(f(o(x)), z€A
0 ¢ A

Rozwazmy obciecie 67 : Co(X\Y, G) — Co(X, G) homomorfizmu 4, i potézmy
Ko(X, 0, {az}zen; Y) := coker()), K1 (X, 0, {az}aen; Y) := ker(0)).

Twierdzenie 2.24 (Stwierdzenie 5.13 w [Kwal6]). Przy powyzszych zalozeniach, tj. gdy
A = Cy(X, D), gdzie D jest prostq C*-algebrq takq, ze Ko(D) nie ma torsji i K1(D) =0,
zachodzq naturalne izomorfizmy:

K(C* (A, 0 J) = Ki(X, 0, {toens V),  i=1,2. (6)

Korzystajac z powyzszego twierdzenia i opisu struktury ideatéw przez Y-pary zbio-
réw, w [Kwal6, Twierdzenie 5.14] podano wzory na K-teorie wszystkich ideatow i ilora-
20w w C*(A, a; J). W szczegdlnym przypadku, gdy ker «v jest ideatem komplementarnym
(réwnowaznie p(A) jest zbiorem otwartym w X) twierdzenie to upraszcza sie do naste-

pujacego:

Twierdzenie 2.25 (Wniosek 5.15 w [Kwal6]). Do powyzszych zalozen dolézmy jeszcze,
Ze ¢ odwzorowaniem wolnym, ktérego obraz p(A) jest otwarty w X. Dla dowolnego ide-
alu T w C*(A, a) mamy izomorfizmy K;(C*(A,a)/T) = Ki(V,¢|anv,{Q}zenny) oraz
KZ(I) = KZ(X\VV, §0|A\¢—1(V), {ax}zeA\¢—1(V)) gdzie OO(X\‘/, D) = CO(X, D) ﬁI, 1= 1,2.
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Uwaga 2.26. Powyzsze rezultaty stanowig kompletny zestaw narzedzi do konstrukc;ji i
klasyfikacji bogatej klasy czysto nieskonczonych algebr nieprostych. Struktura ideatow
jest catkowicie kontrolowana przez topologiczny uktad dynamiczny (X, ¢), natomiast po-
le endomorfizméw {a,},ea ma wpltyw na poszczegdlne K-grupy, por. [Kwal6, Przyklady
5.17, 5.18]. Przypomnijmy, ze istnieje ogblna maszyneria, opracowana przez Kirchberga
[Kir00], klasyfikujaca (o$rodkowe i nuklearne) algebry czysto nieskonczone. Jednakze,
niezmienniki uzywane przez Kirchberga (ang. ideal related K K -theory) sa skomplikowa-
ne i wcigz prowadzone sa intensywne badania nad klasyfikacja takich algebr przez inne,
nowe, mniej ztozone niezmienniki, por. np. [MN12], [Bon02], [Rgr97]. Podstawowsg infor-
macja, konieczng, a czesto wystarczajaca, do klasyfikacji algebr czysto nieskonczonych
jest K-teoria ich wszystkich ideatow i ilorazow.

3 Produkty krzyzowe przez odwzorowania catkowi-
cie dodatnie

W mechanice statystycznej i nieprzemiennej analizie harmonicznej ewolucja systemu cze-
sto jest zadana przez odwzorowania catkowicie dodatnie niebedace endomorfizmami (np.
przez operatory przejscia, czy interakcje). Wazna konstrukcja, ktérej istotnym sktadni-
kiem oprécz endomorfizmu jest operator przejscia jest produkt krzyzowy Exela [Exe03].
Produkt ten wigze bezposrednio algebry Cuntza-Kriegera z tancuchami Markowa.

W tym rozdziale opartym na rezultatach prac [Kwal7], [Kwal4’] przedstawimy nowa
konstrukcje produktéw krzyzowych C*(A, o; J) przez dowolne odwzorowanie catkowicie
dodatnie g : A — A. Ta konstrukcja (Definicja 3.2, Twierdzenie 3.3) unifikuje produkty
krzyzowe przez endomorfizmy (Twierdzenie 3.5) i produkty krzyzowe Exela, dla kto-
rych daje nowy opis struktury wewnetrznej (Twierdzenie 3.9). W szczegdlnosci produkty
krzyzowe Exela-Royera sa calkowicie niezalezne od wyboru endomorfizmu (Twierdzenie
3.11). Algebry C*(A, o; J) pozwalaja na jednolite analize i nowy wglad w struktury takich
obiektow jak: C*-algebry zwiazane z topologicznymi relacjami i operatorami Markowa
(paragraf 3.1.1), algebry grafowe (Twierdzenie 3.12) oraz produkty krzyzowe przez in-
terakcje (podrozdzial 3.3). Dla interakcji naroznikowych otrzymano silne narzedzia do
badania stuktury ideatéw i K-teorii zwiazanych z nimi C*-algebr (Twierdzenie 3.15). W
zastosowaniu do odkrytej kanonicznej interakcji naroznikowej zwigzanej grafem prowadzi
to do opisu struktury ideatéw i K-teorii algebr grafowych (paragraf 3.3.1).

3.1 Podstawowe definicje i fakty

W tym rozdziale o : A — A oznacza catkowicie dodatnie odwozorowanie na C*-algebrze
A. Ponizsza definicja produktéw krzyzowych dla o inspirowana jest przez konstrukcje
Exela [Exe03]. Zwr6émy uwage, ze w przypadku, gdy ¢ jest endomorfizmem ponizsza
definicja reprezentacji pokrywa si¢ z Definicja 2.1 ktadac U = S*.

Definicja 3.1 (Definicja 3.1 w [Kwal7]). Reprezentacjg uktadu (A, o) nazywamy pare
(m,S) sktadajaca sie z niezdegenerowanej reprezentacji m : A — B(H) oraz operatora
S € B(H) takiego, ze

S*m(a)S = 7m(o(a)) dla kazdego a € A. (7)
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Oznaczamy, przez C*(m,S) C*-algebre generowang przez m(A) u w(A)S. Algebre To-
eplitza dla (A, o) definiujemy jako C*-algebre 7 (A, o) := C*(ia(A),t), gdzie (ia,t) jest
uniwersalng reprezentacja (A4, o).

Redundancjq reprezentacji (m, S) uktadu (A, ¢) nazywamy pare (7(a), k), gdzie a € A,
k e n(A)Sm(A)S*n(A) oraz m(a)m(b)S = kn(b)S dla kazdego b € A, [Kwal7, Defincja
3.3]. Zauwazmy, patrz [Kwal7, Stwierdzenie 2.2|, ze zbi6r

N, :={ae€ A: po((ab)*ab)) = 0 dla kazdego b e A} (8)
jest najwiekszym ideatem w A zawartym w jadrze odwzorowania o : A — A.

Definicja 3.2 (Definicja 3.5 w [Kwal7]). Dla dowolnego ideatu J w A definiujemy
wzgledny produkt krzyzowy C*(A, o; J) jako iloraz algebry Toeplitza 7 (A, p) przez ideal
generowany przez zbior

{ia(a) =k :ae Joraz (ia(a), k) jest redundancja dla (i4,t)}.

Oznaczamy przez (ja, s) reprezentacje uktadu (A4, o), ktéra generuje C*(A, o; J). W przy-
padku, gdy J = Ny piszemy C*(A,p) := C*(A,0; Ny) i te algebre nazywamy (bez-
wzglednym) produktem krzyZowym A przez o.

Z catkowicie dodatnim odwzorowaniem o wiaze si¢ w naturalny sposob C*-korespon-
dencje X, nazywang GNS-korespondencjg [Pas73, section 5] lub KSGNS-korespondencjq
[Lan94] (od Kasparov, Stinespring, Gelfand, Naimark, Segal). Otrzymuje sie¢ ja jako
hausdorffowskie uzupetnienie algebraicznego iloczynu tensorowego A® A wzgledem pot-
normy zadanej przez A-wartosciowa forme péttoraliniows (a © b, c ® d), := b*p(a*c)d,
a,b,c,d € A. Oznaczajac przez a @ b obraz tensora prostego a © b w X, prawe i lewe
dziatanie A na X, zadane jest przez: a- (b®c) = (ab) ®c oraz (b®c)-a = b® (ca) gdzie
a,b,ce A. Zasadniczym strukturalnym faktem jest:

Twierdzenie 3.3 (Twierdzenie 3.13 w [Kwal7]). Niech X, bedzie GNS-korespondencjq
odpowiadajgcqg (A, 0) i J ideatem w A. Mamy naturalne izomorfizmy

C*(A, 0, ) =C*(A,0;J n J(X,)) = O(J nJ(X,),X,) i C*(A o) =0Ox,.

W szczegolnosci homomorfizm ja : A — C*(A, p; J) jest injektywny wtedy i tylko wtedy,
gdy J nJ(X,) = N, .

Uwaga 3.4. Z [Kwal7, Stwierdzenie 3.10] prowadzacego do powyzszego twierdzenia
wynika, ze dla dowolnej reprezentacji (w,S) ukladu (A, ) operator S € M,(C*(~,S))
jest prawym mmnoznikiem algebry C* (7, S), a gdy o jest odwzorowaniem strict, tzn. gdy
{o(ua)}ren jest zbiezne w topologi strict w M (A) dla pewnej jedynki aproksymatywnej
{tatrer W A, to S € M(C*(m,S)) (endomorfizm jest odwzorowaniem strict wtedy i tylko
wtedy gdy jest rozszerzalny).

Na bazie Twierdzenia 3.3 wykazano w [Kwal7, Stwierdzenie 3.17], ze produkt krzy-
zowy C*(A,0;J) jest obiektem uniwersalnym dla odpowiednio zdefiniowanych repre-
zentacji J-kowariantnych [Kwal7, Definicja 3.16] oraz otrzymano wersje twierdzenia o
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jednoznacznosci [Kwal7, Stwierdzenie 3.18]. Jednakze wydaje sie, ze na ogol relacji stu-
zacych do opisu C*(A, p; J) jako algebry uniwersalnej nie da sie sformutowaé bez uzycia
ideatu J(X,), tj. bez odniesienia do teorii C*-korespondencji.

W przypadku, gdy 0 = a jest endomorfizmem, C*-korrespondencje E, i X, sa izo-
morficzne [Kwal7, Lemat 3.25]. W szczegélnosci J(X,) = J(E,) = A oraz zachodzi:

Twierdzenie 3.5 (Stwierdzenie 3.26 w [Kwal7]). Definicje 2.5 i 3.2 sq konsystente:
Jesli o = a jest endomorfizmem A, to dla dowolnego ideatu J w A, przyporzqdkowania
ta(a) = jala), a€ A, ur— s* dajg izomorfizm C*(A, «; J) = C*(A, o; J).

3.1.1 Algebry zwigzane z topologicznymi relacjami i operatorami Markowa

W [Kwal7, Podrozdzial 3.5] oméwiono przypadek, gdy A = Cy(Q2) jest algebra prze-
mienng (€2 jest lokalnie zwarta przestrzenia Hausdorffa). Jesli A ma jedynke i o(1) = 1,
to o jest operatorem Markowa rozwazanym w [IMV12]. Ogdlnie odwozorowanie dodatnie
0: Co(Q) — Cp(Q) mozna utozsamié¢ ze struktura Q = (E°, B, r, s, \) przypominaja-
ca graf topologiczny z systemem miar A (ang. topological quiver)[MTO05], por. [Kwal7,
Definicja 3.29]. Tutaj E° := Q, E' := R jest domknieciem podzbioru R € Q x

(x,y) e R PN (VQGCO(Q)+ o(a)(z) =0 = aly) = 0) ,

a odwzorowania r, s : E' — E° sg rzutami odpowiednio na drugg i pierwsza wspétrzedna.
Jak wykazano, na ogdt odwzorowanie s(z,y) =z, z,y € Q, jest otwarte na R, ale nie na

R, [Kwal7, Lemat 3.30].

Jedli R = R, to Q jest topologicznym grafem i C*(A4, o) = C*(Q), gdzie C*(Q) jest
C*-algebra zbadana w [MTO05], natomiast u = (R, \) jest relacjg topologiczng w sensie
[Bre04] oraz C*(A, 0; A) = C*(n), gdzie C*(u) jest C*-algebra rozwazang w [Bre04],
patrz [Kwal7, Stwierdzenia 3.33, 3.34]. W szczegdlnosci C*(A, p) pokrywa sie z algebra
badang w [IMV12].

Jedli odwzorowanie s nie jest otwarte na R (R # R), to algebra C*(A4, p) nie jest
modelowana przez grafy topologiczne w sensie [MT05] i badanie jej wymaga rozwinie-
cia (uogdlnienia) teorii [MTO05]. W szczegblnosci wykryto i wyjasniono btad w pracy
[IMV12], gdzie implicite zatozono, ze R = R, por. [Kwal7, Przyktad 3.35 i Stwierdzenie
3.36].

3.2 Produkty krzyzowe Exela

W [Exe03] Exel zaproponowal nowa definicje produktu krzyzowego przez endomorfizm,
ktorego istotnym nowym sktadnikiem jest operator przejscia. Exel rozwazat algebry z
jedynka. Jego formalizm zostal rozszerzony na przypadek, gdy wszystkie odwzorowania
sa rozszerzelne na algebre mnoznikéw w [BRV10], [Lar10]. Konstrukcje te mozna jednak
sformutowaé w sytuacji ogélnej jak nastepuje, [Kwal7, Podrozdziat 2.4].

Definicja 3.6. Niech a : A — A bedzie endomorfizmem C*-algebry Ainiech £L: A — A
bedzie dodatnim odwzorowaniem takim, ze

L(ac(b)) = L(a)b, dla kazdego a,b € A. (9)
Wtedy £ nazywamy operatorem przejécia dla a a trojke (A, o, £) uktadem Exela.
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Definicja 3.7. Reprezentacjq ukladu Exela (A, «, L) nazywamy pare (7,S), gdzie 7 :
A — B(H) jest reprezentacja niezdegenerowang a S € B(H) jest operatorem takim, ze

Sm(a) = m(a(a))S oraz S*m(a)S = m(L(a)) dla kazdego a € A. (10)

Redundancjqg reprezentacji (7, S) nazywamy pare (m(a), k), gdziea € A, k € m(A)SS*m(A)
sa takie, ze m(a)m(b)S = km(b)S, dla kazdego b e A. Algebrg Toeplitza T (A, v, L) uktadu
(A, , L) nazywamy C*-algebre generowana przez i4(A) wia(A)t, gdzie (i4,t) jest repre-
zentacja uniwersalng uktadu (A, «, £). Produkt krzyzowy Ezela A %, N jest ilorazem
algebry 7T (A, a, L) przez ideal generowany przez zbior

{iala) —k:ae Aa(A)A oraz (ia(a), k) jest redundancja reprezentacji (ia,t)}. (11)

Uwaga 3.8. Niech (A4, a, £) bedzie ukladem Exela. W [Kwal7] zauwazono nastepujace
trzy proste, ale wazne fakty:

1) Odwzorowanie L jest catkowicie dodatnie [Kwal7, Lemat 4.1].

2) Operator L zawsze rozszerza si¢ do odwzorowania L : M(A) — M(A) ciaglego
w topologii strict [Kwal7, Stwierdzenie 4.2]. Zatem zalozenie to, jak réwniez jego
weryfikacja w pracach [BRV10], [Larl0] i artykutach je cytujacych (16 wedtlug
MathSciNet) jest zbedna.

3) Relacja Sw(a) = m(a(a))S w (10) wynika z pozostalych aksjomatéow [Kwal7,
Stwierdzenie 4.3]. Zatem relacja ta, jak réwniez jej werifikacja, w pracach [Exe03],
[BRV10], [Larl0] i artykutach je cytujacych (61 wedtug MathSciNet) jest zbedna.
W szczegdlnosci algebra Toeplitza 7T (A, «, £) uktadu (A, a, £) jest w rzeczywistosci
algebra Toeplitza 7 (A, £) odwzorowania L.

Uwagi 1) i 3) sugeruja, ze produkt krzyzowy Exela A x, » N nie jest produktem krzy-
zowym przez endomorfizm «, lecz przez catkowicie dodatni operator przejscia L. Wybor
idealu Aa(A)A w (11), zaproponowany w [Exe03], jest podyktowany tym, ze w wielu
naturalnych przyktadach prowadzi on do wtasciwej konstrukcji. Na gruncie formalnym

wyjasnia to nastepujace twierdzenie, patrz [Kwal7, Twierdzenie 4.7, Stwierdzenie 4.9]:

Twierdzenie 3.9. Dia dowolnego uktadu (A, o, L) mamy Ax, ([N = C*(A, L; Aa(A)A).
Jesli operator L jest wierny®, a endomorfizm « rozszerzalny, to A x . N = C*(A, L).

Jak zauwazono w [BRO6], jesli £ nie jest operatorem wiernym, to na og6t algebra
A nie zanurza si¢ w produkt krzyzowy A X, . N. Rozwazania w [BR06] doprowadzily
w [ER07] do modyfikacji definicji produktu krzyzowego A x, » N przez Exela i Royera.
Mianowicie, z uktadem Exela (A, o, £) mozna zwiaza¢ C*-korespondencje M, powstala
przez hausdorffowskie uzupetnienie przestrzeni A ze wzgledu na péinorme zadang przez
A-warto$ciowa forme poéttoraliniowa (m,ny, = L(m*n), m,n € A. Wtedy operacje
m-a:=mala)ia-m:=am,n,m,ac A, faktoryzuja sie do operacji na M.

3L(a*a) = 0 implikuje, ze a =0
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Definicja 3.10 ([ER07]). Produktem krzyzowym Ezela-Royera O(A, a, L) jest algebra
ilorazowa algebry 7 (A, a, L) przez ideal generowany przez zbiér

{iala) —k:ae Jy, i(iaa), k) jest redundancja (ia,t)},
gdzie Jy, jest ideatem (Katsury) zwiazanym z C*-korespondencja M.

C*-korespodencja M, jest izomorficzna z GNS-korespondencja X, [Kwal7, Lemat
4.4] i jadro lewego dzialania w tych korespondencjach pokrywa sie z idealem N, . Pro-
wadzi to do nastepujacego wyniku.

Twierdzenie 3.11 (Twierdzenie 4.7 w [Kwal7]). Dla dowolnego uktadu Ezela (A, a, L)
produkt krzyzowy Ezela-Royera jest produktem krzyZowym przez L (nie zaleZy od «):

C*(A,,C) = O(A,OZ,[,) = OMg = OXL-

Co wigcej AXor N=O(Xe, JnJ( X)) = OMg, J nJ(Mg)), gdzie J := Aa(A)A. W
szczegdlnosci, A zanurza sie w A x o 0 N wtedy i tylko wtedy gdy Aa(A)An J(My) S Nz.

W literaturze rozwaza sie naczesciej uktady Exela (A, «, L) przy dodatkowym za-
lozeniu, ze odwzorowanie F = « o L jest warunkowsg wartoscig oczekiwang z A na
algebre a(A). Uklady takie i odpowiadajace im operatory £ nazywamy regularnymi
[Kwal7, Definicja 4.1]. W [Kwal7, Podrozdziat 4.2] wyjasniono strukture takich opera-
toréw. Wykazano, ze przy ustalonym endomorfizmie « regularne uktady Exela (A, «, L)
sa parametryzowane przez wartosci oczekiwane z A na a(A). Natomiast przy ustalonym
operatorze L ukltady takie sg parametryzowane przez podalgebry dziedziny multiplika-
tywney:

MD(L):={ae A: L(ab) = L(a)L(b) i L(ba) = L(b)L(a) dla kazdego be A}  (12)

operatora £ [Kwal7, Stwierdzenia 4.15, 4.16]. Dla regularnego ukladu Exela (A, «, L)
takiego, ze (A, a) jest (czeSciowo) odwracalny, £ i o determinuja sie wzajemnie w sposob
jednoznaczny oraz

Axor N=C"(A L) = C*(4,a),
patrz [Kwal7, Twierdzenie 4.22].

3.2.1 Algebry grafowe jako produkt krzyzowy przez operator Perrona Fro-
beniusa

Motywacja Exela [Exe03] byto wyrazenie algebr Cuntza-Kriegera jako produktéw krzy-
zowych przez uktad (A, «, L) odpowiadajacy topologicznemu tancuchowi Markowa. Je-
go wynik byl nastepnie uogélniony przez Brownlowe, Raebrun, Vittadello [BRV10]| na
przypadek algebr grafowych C*(F), gdzie graf E = (E°, E',r,s) jest lokalnie skoticzo-
ny (zbiory r~1(v) i s7!(v) sa skoniczone dla kazdego wierzchotka v € EY) oraz kazdy
wierzchotek jest emiterem, tzn. s(E') = E°. W [Kwal7, Sekcja 5] rozwazono ogdlne
(dyskretne, przeliczalne) grafy E = (E° E' r,s).

Przypomnijmy, iz C*-algebra grafowa C*(E) jest generowana przez uniwersalng ro-
dzine cze¢dciowych izometrii {s, : e € B} oraz parami ortogonalnych rzutéw {p, : v € E'}
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takich, ze s%sc = Ps(e), SeSi < Dr(e) OTAZ Py = Zr(e):v sesy jesli tylko suma ta jest skon-
czona (tzn. v jest skoriczonym odbiorcg). Rzuty s,s% odpowiadajace Sciezkom w grafie
E generuja przemienna podalgebre Dy w C*(E). Gdy E nie posiada nieskonczonych
emiterow, wtedy wzor

bp(a) = Z Seasy

eeB!

definiuje catkowicie dodatnie odwzorowanie 5 : C*(E) — C*(FE), ktore obcina si¢ do
endomorfizmu na Dg, por. [Kwal7, Stwierdzenie 5.3]. Na widmie Dg, utozsamionym z
przestrzenig Sciezek, @ jest dane przez przesuniecie. Dlatego odwzorowanie @i nazywa
sie nieprzemiennym przesunieciem Markowa.

Dla dowolnego grafu E mozna znalez¢ liczby A, > 0, e € E*, takie, ze wzor Ly(a) :=
Do femt A/ AeArsiasy definiuje catkowicie dodatnie odwzorowanie £y : C*(E) — C*(E).
Obcina sie ono do catkowicie dodatniego odwzorowania L) : Dy — Dg danego wzorem

W [Kwal7, Stwierdzenie 5.4] wyznaczono warunki konieczne i dostateczne na to, by wagi
A= { A }eem zadawaly operator £,. Operatory £y nazwano w [Kwal7] nieprzemienny-
mi operatorami Perrona-Frobeniusa. Gdy E jest lokalnie skoticzony oraz s(E') = E°, to
mozna potozy¢ A, := |s7 (s(e))|™!, e € E'. Wtedy (Dg, ®g, L)) jest regularnym ukta-
dem Exela rozwazanym w [BRV10] i utozsamiajac Dg z algebra funkcji na przestrzeni
Sciezek nieskonczonych operator £, jest klasycznym operatorem Perrona-Frobeniousa
dla jednostronnego przesuniecia.

Ponizsze twierdzenie moéwi, ze kazda algebra grafowa jest produktem krzyzowym
przez operator Perrona-Frobeniousa, a nie przez endomorfizm - przesuniecie Marko-
wa. Co wiecej, na ogdél nawet nie istnieje endomorfizm, dla ktorego operator Perrona-
Frobeniousa mogtby by¢ operatorem przejscia.

Twierdzenie 3.12 (Twierdzenie 5.6 w [Kwal7]). Niech E = (E°, E', s,r) bedzie dowol-
nym grafem skierowanym i Ly dowolnym odpowiadajgcym mu (nieprzemiennym) opera-
torem Perrona-Frobeniusa. Wtedy

i) Jesli E nie posiada nieskoriczonych emiteréw, to (Dg, ®g, L)) jest ukladem Ezela
oraz C*(Dg, L)) = Dg Xa,c, N.

ii) Jesli E posiada nieskoriczone emitery, ale nie posiada nieskoriczonych odbiorcéw
(ang. infinite receivers), to nie istnieje endomorfizm « taki, ze (Dg, o, L) ukiadem
Ezela.

3.3 Produkty krzyzowe przez interakcje

W [Exe07] Exel zdefiniowal pojecie interakcji na C*-algebrze A. Jest to para (V,H)
dodatnich odwzorowan V,H : A — A takich, ze

VHY =V, HVH =M, V(A)< MD(H), H(A)< MD(),
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gdzie M D(H) i M D(V) sa dziedzinami multiplikatywnymi odpowiednio H i V, por. (12).
Wtedy V oraz H sa automatycznie odwzorowaniami catkowicie dodatnimi oraz H(A)
i V(A) sa podalgebrami A. Exel [Exe07] zwiazal z (V,H) uogélniona korespondencje
X oraz uogdlniona algebre Cuntza-Pimsnera C*(A,X). Jak pokazano w [Kwal7| dla
kazdego regularnego uktadu Exela (A, «, L) para («, L) jest przyktadem interakcji. W
[Exe07] nie podano przyktadéw interakeji niebedacych tego typu. Celem pracy [Kwald’],
ktora tu omdéwimy, byto podanie kanonicznego przyktadu interakeji (V, H), gdzie zadne
z odwzorowan nie jest multiplikatywne, oraz doglebna analiza algebr grafowych jako
produkt krzyzowy interakcji.

Niech A bedzie C*-algebra z jedynka i (V,H) interakcja na A (dla wielu ponizszych
rezultatéw zalozenie, ze A ma jedynke nie jest istotne). Zat6zmy dodatkowo, ze podalge-
bry H(A) i V(A) sa dziedziczne w A. Taka interakcje nazwano w [Kwald’] naroznikowq
(ang. corner interaction). Dla regularnego uktadu Exela (A, a, £) takiego, ze (A, «) jest
(czedciowo) odwracalny, para (o, £) jest przykladem interakcji naroznikowe;j.

Definicja 3.13 ([Kwal4d’]). Reprezentacjq kowariantng interakcji naroznikowej (V, H)
jest para (m,S), gdzie 7 : A — B(H) jest niezdegenerowana reprezentacja, a S € B(H)
jest operatorem (koniecznie cze$ciowa izometria) oraz

St(a)S* =n(V(a)) i S*r(a)S =n(H(a)) dla kazdego a € A.

Produktem krzyzowym interakcji (V, H) jest C*-algebra C*(A,V,H) generowana przez
ia(A) oraz s gdzie (ia, s) jest uniwersalna reprezentacja kowariantna (V, H).

W [Kwal4’, Podsekcja 2.2] pokazano, ze GNS-korespondencje Xy i Xy sa (wzajem-
nie odwrotnymi) hilbertowskimi bimodutami oraz (uogélniona) korespondencja X jest
izomorficzna z Xy. Prowadzi to do szeregu izomorfizméw C*-algebr:

C* (A V. H) =C"(AH) =C*"(AV)=C*(A,X) = Axx, Z=Axy, Z.

Odwozorowania H : V(A) — H(A) iV : H(A) - V(A) sa wzajemnie odwrotnymi
izomorfizmami. Utozsamiajac widma dziedzicznych algebr V(A) i H(A) z otwartymi

~

podzbiorami widma A algebry A otrzymujemy czesciowy homeomorfizm H : H(A) —

V/(Z) przestrzeni A, gdzie H([x]) = [ o H].
Ponizsza definicja jest spojna z Definicjg 2.20.

Definicja 3.14 ([Kwal4]). Czesciowy homeomorfizm ¢ przestrzeni topologicznej €2, tzn.
homeomorfizm, ktérego dziedzina A i obraz ¢(A) sa otwartymi podzbiorami €2, jest
topologicznie wolny, gdy dla kazdego n > 0 zbiér punktow statych odwzorowania "
(na jego naturalnej dziedzinie) ma puste wnetrze. Zbiér V' jest @-niezmienniczy jeshi
o(VnA) =V np(A). Gdy nie ma nietrywialnych domknietych @-niezmienniczych
podzbioréw M, to ¢ nazywamy minimalnym. Powiemy, ze ¢ jest odwzorowaniem wolnym
(lub rezydualnie topologicznie wolnym), jesli topologicznie wolne jest kazde jego obciecie
do domknietego zbioru niezmienniczego (gdy M jest przestrzenia Hausdorffa jest to
réwnowazne z warunkiem, ze ¢ nie ma punktéow okresowych).

Bazujac na wynikach [Kwal4], patrz Twierdzenie 5.4 ponizej, oraz ogdlnych K-
teoretycznych rozwazaniach w [Kat04] otrzymano nastepujacy wynik [Kwald’, Twier-
dzenia 2.20, 2.24]:

24



Twierdzenie 3.15 ([Kwal4’]). Niech (V,H) bedzie interakcjq naroinikowq.

i) Jesli odwozorowanie H jest topologicznie wolne, to kazda reprezentacja C*(A,V, H),
ktora jest wierna na ia(A) jest wierna na C*(A,V, H). Jesli dodatkowo, H jest
minimalny, réwnowaznie nie ma w A nietrywialnych idealéw I takich, ze H(I) =

H(1)IH(1), to C*(A,V, H) jest prosta.

i) Jesli odwzorowanie H jest wolne, to J — TnA jest izomorfizmem kraty ideatow
w C*(A,V, H) na krate otwartych podzbioréw H-niezmienniczych w A.

iv) Nastepujgcy cigg jest dokladny:

Ko(V(4))

|

Ky (CHA, Y, H)) <= fe,(A)

Ko(C*(A,V, H)) . (13)

Ko(t)—Ko(H)

3.3.1 Algebry grafowe jako produkt krzyzowy przez interakcje naroznikowe

Niech E = (E°, E',r, s) bedzie grafem skorficzonym, tzn. E° i E' sg zbiorami skoticzo-
nymi. Niech {s. : e € E'} oraz {p, : v € E'} beda generatorami C*-algebry C*(F), jak w
paragrafie 3.2.1. W pracy [Kwal4’] stosowano inng (starsza) konwencje dotyczaca graféw
- odwzorowania r i s sa zamienione rolami w stosunku do konwencji uzytej w [Kwal7].
Dla sp6jnosci prezentacji bedziemy sie tu trzymaé (nowszej) konwencji z pracy [Kwal7].
Skoniczonos$é¢ EY implikuje, ze algebra C*(E) posiada jedynke. Rozwazmy operator

si= ) %1
ecR1 |S_

Operator s jest czeSciowy izometria, ktéra zadaje wzorami V(a) = sas*, H(a) = s*as
interakcje naroznikowg na C*(E). Zauwazmy, ze H jest nieprzemiennym operatorem
Perrona-Frobeniusa Ly, gdzie A\, := [s (s(e))| ™!, e € E'. Para (V,H) nie obcina si¢ do
interakcji na algebrze D jako, ze V nie zachowuje Dg. W zasadzie, patrz [Kwal4’, Uwaga
3.10], najmniejsza algebra zawierajaca Dp i niezmiennicza ze wzgledu na odwzorowanie
V jest algebra Fp sktadajaca sie z punktow statych ze wzgledu na kanoniczne dziatanie
okregu T. Para (V, H) jest interakcja naroznikowa na Fg oraz

CH(E) = C*(Fp, V, H),

[Kwald’, Stwierdzenie 3.2]. W zaleznosci od grafu E, wlasnosci s oraz pary (V, H) zostaly
opisane w [Kwal4’, Stwierdzenie 3.5, 3.7, Wniosek 3.6]. Na ogét zadne z odwzorowan V),
H nie jest multplikatywne. W [Kwal4’, Twierdzenie 3.9] opisano (czesciowy) homeomor-
fizm dualny do uktadu (Fg,V, H): przestrzei .7-/"75 jest ilorazem przestrzeni Sciezek, na
ktorej Y = H! dziala jak lewe przesuniecie Markowa. Z tego opisu mozna stosunkowo
tatwo, patrz [Kwald’, Twierdzenie 3.19], wynioskowaé, ze

i) H jest topologicznie wolne <= kazdy cykl w E ma wejscie (E spelia warunek
(L) [KPRRI7)),
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ii) ‘H jest odwzorowaniem wolnym <= graf E spelnia warunek (K) [KPRR97).

W szczegblnosei punkt (i) w Twierdzeniu 3.15 w zastosowaniu do interakeji pochodzacej
od grafu E jest réwnowazny twierdzeniu Cuntza-Kriegera o jednoznacznosci (Cuntz-
Krieger uniqueness theorem).

Izomorfizm H : V(A) — H(A) indukuje izomorfizm Ky(H) miedzy podgrupami
Ko(V(Fg)), Ko(H(Fg)) grupy Ko(Fg), ktéry opisano w [Kwal4’, Stwierdzenie 3.22].
Jako ze algebra Fp jest skoniczenie aproksymatywna, mamy K;(Fg) = K;(V(Fg)) =0
i ciag dokladny (13) daje izomorfizmy K;(C*(F)) = ker(Ko(t) — Ko(H)), Ko(C*(E)) =
Ko(Fg)/im(Ky(t) — Ko(H)). Na tej podstawie otrzymano w nowy sposéb (podkreslajacy
role przesuniecia Markowa) wzory na K-teorie algebr grafowych [Kwal4’, Wniosek 3.22],
otrzymane pierwotnie w [RS04].

4 Unifikacja wzglednych algebr Cuntza-Pimsnera i
algebr Doplichera-Robertsa

W pracach [DPZ98|, [FMRO03| zauwazono, ze z C*-korespondencja X (z injektywnym
lewym dziataniem) oprécz algebry Pimsnera Ox mozna réwniez zwigzaé¢ w natural-
ny sposob C*-algebre Doplichera-Robertsa DR(X). Algebra DR(X) jest szczegblnym
przypadkiem konstrukeji DR(7) rozwazanej w [DR89] w kontekscie abstrakcyjnych C*-
kategorii 7 z tensorowaniem (takie obiekty pojawiaja sie w naturalny sposob m.in. w teo-
rii dualnosci grup nieprzemiennych i kwantowej teorii pola). Méwiac obrazowo, algebry
Ox, DR(X) i DR(T) sa zbudowane odpowiednio z przestrzeni operatoréw ”zwartych”,
operatorow sprzezalnych i morfizmoéow abstrakcyjnych:

KK(xem, xem), L(X®™ X&) 7 (n,m), n,m € N.

Przestrzenie te powigzane sa ze sobg za pomoca “tensorowania z prawej strony przez ope-
ratory identycznosciowe” - tzw. prawe tensorowanie. W pracy [Kwal3] podjeto sie syste-
matycznej analizy zwiazkéw miedzy tymi konstrukcjami. Na bazie wprowadzonej nowej
konstrukeji algebr Oz (K, J) opracowano ogélna teorie unifikujaca teorie wzglednych
algebr Cuntza-Pimsnera oraz konstrukcje typu Doplichera-Robertsa. Wyniki [Kwal3],
ktore tu omoéwimy, nie tylko stanowiag ogolne ramy dla konstrukcji omawianych wezesniej
produktow, ale tez rzucaja nowe $wiatto na strukture samych algebr Cuntz-Pimsnera i
obejmuja istotnie szersza klase C*-algebr.

W tym rozdziale przedstawimy uniwersalna definicje C*-algebry O (K, J) (Definicja
4.6) i jej zwiazek z wzglednymi algebrami Cuntza-Pimsnera O(X, J) (Przyktad 4.8). Po-
damy jawna konstrukcje algebry O (KC, J) na bazie opracowanego “rachunku macierzo-
wego” (Twierdzenie 4.11). Wyjasnimy zwiazek algebr O (K, J) z algebrami Doplichera-
Robertsa (Uwaga 4.10, Twierdzenie 4.12). Opiszemy strukture T-niezmienniczych ide-
atow algebry Or(K,J) (Twierdzenia 4.16, 4.19). Rezultaty te nie tylko ugélniaja, ale
tez i wzmacniaja analogiczne wyniki dla algebr Cuntza-Pimsnera (por. Uwaga 4.17). W
podrozdziale 4.4 omoéwimy rezultaty dotyczace zanurzenia algebr wzglednych Cuntza-
Pimsnera we wzgledne algebry Doplichera-Robertsa i przedtuzania ich wiernych repre-
zentacji.

26



4.1 Podstawowe definicje i fakty

C*-kategorig, por. [GLR85|, nazywamy malg kategorie T = {7 (0, p)}s peob(r), W kté-
rej zbiory morfizméw 7 (o, p) sa zespolonymi przestrzeniami Banacha takimi, ze |ab| <
la| - |o]l, dla a € T(1,0), b€ T (o, p), wyposazona w antyliniowy inwolucyjny kontrawa-
riantny funktor * : 7 — 7 taki, ze jedli a € T(7,0), to a* € T (0, 7) oraz |a*al = ||a|*.
Wtedy 7 (0, 0) jest C*-algebra i wymagamy, by dla a € 7 (7, 0) element a*a byt dodatni
w 7 (0,0). W [Kwal3| rozwazamy ogdlniejsze pojecie nazywane C* -prekategorig, ktérego
definicja rozni sie od C*-kategorii tylko tym, ze nie wymagamy istnienia morfizméw iden-
tycznosciowych. Zatem C*-kategorie sa kategorialnym uogélnieniem C*-algebr z jedyn-
ka, a C*-prekategorie sa uogélnieniem dowolnych C*-algebr (niekoniecznie z jedynka).
W szczegdlnosci C*-algebry mozna traktowac jako C*-prekategorie z doktadnie jednym
obiektem. Pojecie C*-prekategorii jest w pewnym sensie nieuniknione, gdy rozwaza sie
idealy w C*-kategoriach.

Definicja 4.1 (Definicja 2.4 w [Kwal3]). Idealem w C*-prekategorii 7 nazywamy ro-
dzing K = {K(0, p)}opeon(r), gdzie K(o,p) S T (0, p) jest domknigta podprzestrzenia
liniowa oraz

T(7,0)K(0,p) € K(7,p) i K(7,0)T (0,p) < K(7,p) dla 0, p,7 € Ob(T).
Wtedy K jest automatycznie C*-prekategoria.

Jesli IC jest idealem w 7', to K(o,0) jest ideatem w 7 (0, o) dla kazdego o € Ob(7).
Idealy K(o, o) wyznaczaja K jednoznacznie na mocy [Kwal3, Twierdzenie 2.6]. Dla kaz-
dego ideatu K istnieje jego anihiliator, to jest ideat K+ taki, ze Kt (o,0) = K(o,0)* dla
kazdego o € Ob(7) [Kwal3, Stwierdzenie 2.7]. Istnieje C*-prekategoria ilorozowa T /K
gdzie T /K(o, p) :=T (0, p)/K(0, p) dla kazdego o, p € Ob(7T) [Kwal3, Stwierdzenie 2.10].
Homomorfizmem miedzy dwoma C*-prekategoriami nazywamy kowariantny “funktor”
zachowujacy inwolucje i strukture liniowa przestrzeni morfizméw [Kwal3, Definicja 2.8].
Reprezentacjg C*-prekategorii T w C*-algebrze B nazywamy rodzing {7, ,} 4 pcob(7) Ope-
ratoréw liniowych 7, , : 7 (0,p) — B takich, ze m,,(a)* = 7,,(a*) oraz m,,(ab) =
Top(@)T, (D), a € T (0,p), be T (p,7) [Kwal3, Definicja 2.11].

Podstawowym obiektem w [Kwal3] jest C*-prekategoria z prawym tensorowaniem
nad poélgrupa N = {0,1,2,...}.

Definicja 4.2 (Definicja 3.1 w [Kwal3]). C*-prekategorig z prawym tensorowaniem
(prawo-tensorowq C*-prekategorig) nazywamy C*-prekategorie 7 = {7 (n,m)}n men WY-
posazona w endomorfizm ®1 : 7 — 7 odwzorowujacy n na n + 1:

®L:T(n,m) >T(n+1,m+1), n,m € N.

W miejsce ®1(a) piszemy a®1, a € T (n, m). Iterujac ®1 otrzymujemy poétgrupe {@1%} e
endomorfizmow ®1% : T — 7T, gdzie @1% : T(n,m) — T(n + k,m + k). Z definicji
®1° := id.

Definicja 4.3 (Definicja 3.6 w [Kwal3]). Niech K bedzie ideatem w C*-prekategorii
7 z prawym tensorowaniem. Reprezentacje {m,m}nmen C*-prekategorii K nazywamy
prawo-tensorowq reprezentacja gdy zachodzi

T (@) Tk a (0) = Trsra (4 ® 1) b) (14)
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dla kazdego a € K(n,m) oraz b € KK(m + k,l), k,l,m,n € N. Zwroéémy uwage, iz prawa
strona (14) ma sens, gdyz K jest ideatem (prawe tensorowanie nie musi zachowywaé ).

Przyktad 4.4 (Prawo-tensorowa C*-prekategoria Ty zwiazana z C*-korespondencja X).
Z C*-korespondencja X wiazemy C*-prekategorie Ty, gdzie

K(X®m X% jedli n=01lubm =0,
L(X&m X®) jedli n,m > 1.

Tx(n,m) := {

Tutaj X®" := X ®,4 ---®a X jest n-ta potega (wewnetrzna) tensorowa i X®° := A. Na
Tx mamy naturalnie okreélone prawe tensorowanie. Dla n > 0, m > 0, ktadziemy

LX® X 50— a®1:=a®ly e LX) xOntD)y

gdzie 1x jest identycznoscia w L£(X). Jesli n = 0 lub m = 0, to prawe tensorowanie
okreslamy uzywajac utozsamien K(A4, X&) = X® [C(X® A) = X® |k e N, patrz
[Kwal3, Przyklad 3.2]. Wtedy

ICX = {IC(X®m7X®n)}m,neN

jest ideatem w T oraz: kazdy ideal w Ky jest postaci Kx(J) := {K(X®™, X®"J)}, men,
gdzie J jest idealem w A, [Kwal3, Stwierdzenie 2.17]; relacje moo = 7, m1 o = t zadaja
bijektywna odpowiednio$¢é miedzy reprezentacjami (m,t) C*-korespondencji (A4, X) oraz
prawo-tensorowymi reprezentacjami {7, ., }mnen ideatu Kx [Kwal3, Stwierdzenie 3.13].

Przyktad 4.5 (Prawo-tensorowa C*-prekategoria zwiazana z endomorfizmem «). Niech
a : A — A bedzie endomorfizmem. Wtedy rodzina 7, = {a"(A)Aa™(A)}nmen Wraz z
naturalnymi dziataniami odziedziczonymi z A jest C*-prekategoria, ktéra wyposazamy w
prawe tensorowanie a"(A)Aa™(A) 3 a — a®1 = a(a) € a"H(A)Aa™ 1 (A). Wtedy 7,
jest prawo-tensorowa C*-prekategoria izomorficzna z prawo-tensorowa C*-prekategorig
Ti, = Kg, zwiazang z C*-korespondencja E,. W szczegolnosci Ty, = Kg, i kazdy ideat
w 7, jest postaci J = {a™(A)Ja™(A)}, men dla pewnego ideatu J w A.

Przyktad 4.4 i teoria wzglednych algebr Cuntza-Pimsnera motywuje nastepujace de-
finicje, patrz [Kwal3, Subsekcja 3.2]. Przeciwobraz i jadro funktora ®1 definiuje sie w
naturalny sposob, patrz [Kwal3, Sekcja 2].

Definicja 4.6 ([Kwal3]). Niech K bedzie ideatem w C*-prekategorii 7 z prawym ten-
sorowaniem. Niech J bedzie ideatem w J(K) := (®1)7'(K) n K. Powiemy, ze prawo-
tensorowa reprezentacja {7, m}nmen jest J-kowariantna (koizometryczna na J) gdy
zachodzi

Tpm(a) = Tpi1mr1(a ® 1), dla kazdego a e J(n,m), n,m e N.

C*-algebre generowana przez uniwersalng J-kowariantna prawo-tensorowa reprezentacje
t = {tnm}nmen idealu K oznaczamy przez

OT(IC: «7) = C*({Ln,m (K(n7m))}n,m€N) .

Algebre O (K, J) nazywamy C*-algebrq ideatu KC wzgledem ideatu J.
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Uwaga 4.7. Algebra O (K, J) jest wyposazona w dziatanie v : T — Aut(Or(K,J))
dane wzorem 7, (tym(a)) = 2" "ipm(a), a € K(n,m), z € T. Przyktad przed [Kwal3,
Twierdzenie 5.3] pokazuje, ze kazde dziatanie okregu na dowolnej C*-algebrze realizuje
si¢ w ten sposob. Dokladniej, dla dowolnej wiazki Fella {B,},ez mamy w naturalny
sposob stowarzyszona C*-prekategorie 7 oraz T-ekwiwariantny izomorfizm Or(7,7) =

C*(B).

Przyklad 4.8. Niech X bedzie C*-korespondencja. Wtedy J(Kx) := (®1)7H(Kx) n
Kx = Kx(J(X)) = {K(X®", X" J(X))}n.men 1 dla kazdego J < J(X) mamy

O(J,X) = OTX(KXuj)a

gdzie J = Kx(J) = {K(X®™, X®" ])},, men. Motywuje to nastepujaca definicje [Kwal3,
Definicja 8.7]: dla dowolnego ideatu J w A, wzgledng algebrg Doplichera-Robertsa zwig-
zang z X wzgledem J nazywamy C*-algebre

DR(J, X) := Or, (Tx, Tx(J)),

gdzie Tx (J) := {L;(X®, X}, nennTx?. W tej notacji algebra rozwazana w [FMR03],
[DPZ98] jest DR(A, X).

Uwaga 4.9. Izomorfizm O(J, X) = Or, (Kx,J) jest ekwiwariantny ze wzgledu na na-
turalne dzialanie okregu T na obu algebrach. Jak wiadomo, dzialanie dualne okregu
na algebrach Cuntza-Pimsnera jest zawsze potwysycone (wiazka Fella przestrzeni spek-
tralnych jest pétwysycona). W swietle uwagi 4.7 omawiany formalizm unifikuje algebry
Cuntz-Pimsnera i C*-algebry zwigzane z dowolnymi wiazkami Fella nad Z.

Uwaga 4.10. Algebre Doplichera-Robertsa DR(T) prawo-tensorowej C*-prekategorii
T definiujemy jako uzupetnienie algebraicznej sumy prostej @,., DPR™(T) przestrzeni
danych przez granice induktywne

DRY(T) := lim T (r + k,7),

—_—

z opracjami algebraicznymi indukowanymi z 7, w C*-normie dla ktorej dziatanie okregu
T zadane przez gradacje jest izometryczne, por. [DR89, p. 179]. Jak wynika z konstrukcji,
ktéra przedstawimy ponizej DR(T) = Or(7,7).

4.2 Konstrukcja Or(K,J)

Ustalmy prawo-tensorowa C*-prekategorie 7, ideal K w 7 oraz ideal J w J(K). Prze-
strzenie spektralne dziatania okregu na O (K, J) tworza wiagzke Fella {Oglf) (K, T )} kez 1

O7r(K,J) = Bres oP (K, J). W [Kwal3, Subsekcja 4.2] skonstruowano w sposéb jawny
=-algebre @), o, Oglf ) (K, J) oraz podano wzory na norme w przestrzeniach (9(7’“) (K, TJ).

4£1(X,Y) oznacza przestrzen elemetéw a € £(X,Y) spehiajacych réwnowazne warunki a(X) ¢ Y1
oraz a*(Y) c X1
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Mianowicie, niech M7 bedzie zbiorem wszystkich macierzy {an m }n.men, gdzie a, , €
7 (n,m). Oznaczmy przez M7(K) podzbiér My sktadajacy si¢ z macierzy {an m }bn.men
takich, ze
Ap.m € K(n,m), n, me N,
oraz co najwyzej skonczona ilosc elementéw a,, ,,, jest rézna od zera. Dodawanie, mnozenie

przez skalary i inwolucje na M7 (K) definiujemy w naturalny sposéb: dla a = {@n m }n.men
oraz b = {bpm }nmen kladziemy

(@4 b)nm = Anm + bum, (15)
(A nm = Apm, (16)
(a*)n,m = a;kn,n' (17)

Mnozenie ”+” na M+ (K) jest bardziej skomplikowane. Ktadziemy

a*b:za-i[\k(b)—ki/\k(a)-b (18)

gdzie ”-” oznacza standardowe mnozenie macierzowe, a A : Mz (K) — Mz jest odwzo-
rowaniem zdefiniowanym wzorem
0 0 0 0
0 app®1 a1 ®1 ap2®1
Aa)=] 0 ao®1 a11®1 a2®1 , (19)
0 a0®1 2101 a2®1
tzn. A(a)pm = Gn-1m—1 ® 1, dla n,m > 1, oraz A(a)n., = 0 w przeciwnym razie.

Oznaczmy przez q7 : K — K/J homomorfizm ilorazowy. Laczac [Kwal3, Stwierdzenie
4.10 i Twierdzenie 4.12] otrzymujemy:

Twierdzenie 4.11 ([Kwal3]). Zbior M7 (K) z operacjami (15), (16), (17), (18) tworzy
algebre z inwolucjqg. Wzor

S

lalg = ), lim max S:glwg_l{HQJ( >, ai+k,i®15—i) I,

kez | 7 i=0,
i+k=0

.
H Z (ai—&-k,i@lr_i)H
iiigo

zadaje podmultiplikatywng *-péinorme on Mz (K) takq, Ze dla obwiedniej C*-algebry
ilorazowej *-algebry Mz (K)/|| - | 7 mamy naturalny izomorfizm

Or(K,J) = M-(K)]]- 7.
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Aby otrzymaé alternatywny opis Or (K, J) w stylu Doplichera-Robertsa, rozwazmy
nastepujace podprzestrzenie M7 (K). Dla r e N, k € Z, r + k > 0, kladziemy

M(r+k,r) = {{anmtmnen € M7(K) : apm #0= n—m==Fk, m<r}.
Zatem element a € M7 (K) jest w M(r + k,r) wtedy i tylko wtedy, gdy jest postaci

0 —k r+k+1
k ———
a0 ao’ik, 0
4l , gdy k =0, lub ,gdy k <O0.
O Qrihor O Ar+k,r

Laczac [Kwal3, Twierdzenie 4.11 i Stwierdzenie 5.1] otrzymujemy:
Twierdzenie 4.12 ([Kwal3|). Dla kazdego r e N, k€ Z, r + k = 0, wzor

id s
oo = max 3o {lag (35 asens @17} ] 25 (Gunss ©177)
ij—zgo ij_z(;o

zadaje potnorme na M(r + k,r) takq, Ze rodzina przestrzeni ilorazowych
K = M, m)/| - [ bnmen

wraz z operacjami odziedziczonymi z Mz (K) tworzy prawo-tensorowq C*-prekategorie z
prawym tensorowaniem Qg1 indukowanym przez inkluzie M(n,m) € M(n +1,m+ 1),
m,n € N. Co wiecey,

O+ (K. J) = DR(K).

Uwaga 4.13. Powyzsza konstrukcja O7 (K, J) ma szereg bezposrednich konsekwencji.
Na przyktad, daje konkretne wzory na norme elementow w podprzestrzeniach spek-
tralnych Og’fs (K,J) [Kwal3, Twierdzenie 4.10] i na jadro uniwersalne reprezentacji
L = {tnmtnmen idealu K w O7(IC, J). W szczegblnosci ¢ jest injektywna wtedy i tylko
wtedy, gdy J < (ker ®1)* [Kwal3, Wniosek 4.15].

4.3 Struktura idealéw O7 (K, J)
Oméwimy po krétce wyniki sekeji 6 1 7 w [Kwal3].

Definicja 4.14 (Definicje 6.1, 6.6 w [Kwal3]). Powiemy, ze ideal N" w prawo-tensorowej
C*-prekategorii 7 jest niezmienniczy jesli N ®1 = N. Wtedy ilorazowa C*-prekategoria
T /N jest w naturalny sposéb ilorazowq prawo-tensorowg C*-prekategorig. Ogdlniej, jesli
KC jest ideatem w 7 powiemy, ze ideal N jest K-niezmienniczy jesli

(N(n,m)@DK(m+1,1) € N(n+ 1,1), n,m,l e N.

Jedli J jest ideatem w 7', powiemy, ze N jest J -wysycony jesli J n®@17HN) € N. Ogol-
nie przez S7(N) oznaczamy najmniejszy J-wysycony ideal zawierajacy N i nazywamy
go J -wysyceniem ideatu N.
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Przyktad 4.15. Jesli 7, = {a"(A)Aa™(A)}n.men jest prawo-tensorowa C*-prekategoria
zwiazang z endomorfizmem o : A - A1 J = {a"(A)Ja"(A)}nmen ideatem w 7,,, patrz
przyktad 4.5, to J-wysycone idealty niezmiennicze w 7, odpowiadaja J-niezmienniczym
ideatom w (A, a), patrz Definicja 2.10.

Twierdzenie 4.16 (Twierdzenie strukturalne [Kwal3]). Niech K, J oraz N bedg ide-
atami w prawo-tensorowej C*-prekategoric T takimi, ze J < J(K) oraz N < K jest
KC-niezmienniczy. Podprzestrzen

OWN) = span{i,m(a) : a € N(n,m), n,me N} < Or(K,T)
jest T-niezmiennczym ideatem w Or (K, J) oraz mamy naturalne izomorfizmy

OWN) = Or(N. T A N),  Or(K.J)JON) = Opm(K/N,T/N),  (20)

gdzie N jest dowolnym niezmienniczym ideatem w T takim, ze N = JS/ N KC. Ponadto,
S7(N) = 7Y O(N)) i zatem po prawych stronach (20) idealy N oraz N” mozna zastqpié

~

ich J-wysyceniami S7(N') oraz S7(N).

Uwaga 4.17. Twierdzenie 4.16 w zastosowaniu do obiektéw z przyktadu 4.4 daje na-
stepujacy wynik [Kwal3, Twierdzenie 6.20]: Niech X bedzie C*-korepondencja nad A.
Niech I <1 A bedzie ideatem X-niezmienniczym, i.e. IX < X1 iniech J bedzie ideatem w
J(X). Dla ideatu O(I) w O(J, X) generowanego przez obraz idealu I mamy naturalne
izomorfizmy

O()=Ox(I,J 1), O X)/O) =0/, X/XI).

gdzie
Ox(1,J) := Or (Kx (1), Kx(J]))

jest wogdlnieniem wzglednej algebry Cuntza-Pimsnera [Kwal3, Definicja 6.17]. Ponadto
algebry Ox(I,J) i O(J n I, X1T) sa Morita-Rieffel rownowazne. Na ogét jednak, jesli
IX # X1, nie s one izomorficzne. Zatem w zastosowaniu do C*-korespondencji Twier-
dzenie 4.16 daje nie tylko ugélnienie analogicznych wynikéw [FMRO3], [Kat07], ale tez
doktadniejszy opis ideatéw T-niezmienniczych.

Uwaga 4.18. Stosujac Twierdzenie 4.16 do ideatu N' = {0} otrzymujemy, ze jadro
R := ker: uniwersalnej reprezentacji ¢ : K — Or(K,J) jest niezmienniczym J-
wysyceniem idealu zerowego oraz ze przechodzac do C*-prekatogorii ilorazowej 7 /R 7
mozemy zawsze zalozy¢, ze reprezentacja uniwersalna ¢ jest injektywna (réwnowaznie,
ze J < (ker®1)1), [Kwal3, Twierdzenie 6.11].

Niech Ideal 7(K) oznacza krate K-niezmienniczych i J-wysyconych ideatéw w K,
natomiast Ideal” (O7 (K, J)) krate T-niezmienniczych ideatéw w O7 (K, J). Na mocy
powyzszego twierdzenia mamy naturalne zanurzenie

Ideal 7 (K) < Ideal” (O£ (K, J)).
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Na ogdét (jak pokazuje juz przyktad produktéw krzyzowych przez endomorfizmy) zanurze-
nie to nie jest bijektywne. Aby otrzymaé pely opis kraty Ideal” (O (K, J)) mozemy sko-
rzystaé z opisu Or (K, J) jako algebry Doplichera-Robertsa DR (K 7) dla C*-prekategorii
K7, por. Twierdzenie 4.12. Korzystajac z utozsamienia O (K, J) = DR(K7) w [Kwal3,
Twierdzenie 7.1] otrzymano szereg rownowaznych warunkéw na to, aby reprezentacja J-
kowariantna 7 idealu IC generowata C*-algebre izomorficzna z O7 (K, J). Natomiast, w
[Kwal3, Twierdzenie 7.6] otrzymano miedzy innymi izomorfizm

Idealx, (K7) = Ideal" (O (K, J)).

Stosujac powyzszy izomorfizm do wzglednych algebr Cuntza-Pimsnera O(J, X), otrzy-
mano w [Kwal3, Twierdzenie 7.6] opis ideatéw T-niezmienniczych w O(J, X') za pomoca
par idealéw w A, dajac nowy wglad w analogiczne wyniki [Kat07]. W ogélnej sytuacji
otrzymano tez nastepujace twierdzenie [Kwal3, Twierdzenie 7.8]:

Twierdzenie 4.19. Jesli K € J + ker®1, to Ideal 7(K) = Ideal™ (07 (K, J)).

4.4 Zanurzenia algebr Cuntza-Pimsnera w algebry Doplichera-
Robertsa

Zwiazek miedzy algebra Pimsnera Oy i algebra Doplichera-Robertsa DR(X) zwia-
zana z C*-korespondencja X (przy zalozeniu, ze lewe dzialanie na X jest injektyw-
ne) byl badamy w [DPZ98], [FMRO03]. Zauwazono, ze zachodza naturalne zanurzenia
Ox € DR(X) € O, por. [DPZ98, Stwierdzenie 3.9], oraz ze przy pewnych warunkach
reprezentacje C*-korespondencji X integruja sie w sposoéb zachowujacy wierno$¢ nie
tylko do reprezentacji algebry Oy, ale tez do wigkszej algebry DR(X), por. [FMRO3,
Twierdzenie 6.6].

W [Kwal3, Sekcja 8] zbadano warunki konieczne i dostateczne na to, aby przy ustalo-
nej prawo-tensorowej C*-prekategorii 7 algebra postaci Or (K1, J1) zanurzala sie w alge-
bre postaci O (K2, J2). Na przyklad wzgledna algebra Cuntza-Pimsnera O(JnJ(X), X)
zanurza sie we wzgledna algebre Doplichera-Robertsa DR(J, X) wtedy i tylko wtedy,
gdy Ry = Rjnyx), co zachodzi automatycznie, gdy lewe dziatanie na X jest injektywne,
[Kwal3, Wniosek 8.8]. W [Kwal3, Twierdzenie 9.4] podano warunki, kiedy reprezenta-
cja X przedtuza sie nie tylko do reprezentacji O(J n J(X), X), ale tez do reprezentacji
DR(J, X) oraz wiernosé¢ jednej z tych reprezentacji implikuje wierno$é drugiej. Jest to
daleko idace uogdlnienie [FMRO03, Twierdzenie 6.6].

5 Algebry Cuntza-Pimsnera dla systeméw produk-
towych nad pétgrupami Ore

Niech P bedzie pélgrupa z jedynka e € P oraz z lewostronnym skracaniem (tj. rp = rq
implikuje p = ¢ dla p, q,r € P). Fowler [Fow02] podazajac $cisle Sciezka wytyczona przez
Pimsnera [Pim97] zdefiniowal algebre Oy dla dowolnego systemu produktowego C*-
korespondencji X = |_|pe p X, nad P. Jedng z wad tej definicji jest, tak jak w przypadku
algebry Pimsnera, ze moze si¢ zdarzy¢, iz Ox = {0} mimo, ze system X jest nietrywialny.
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Kolejng wada jest, ze definicja ta nie uwzglednia dodatkowych relacji, ktore zachodza
dla reprezentacji Focka. Dlatego Sims i Yeend zaproponowali w [SY10] konstrukeje nowe;
algebry N'Ox. Jest ona zdefiniowana jedynie w przypadku, gdy P jest stozkiem dodat-
nim w quasi-kratowo uporzadkowanej grupie (G, P) (ang. quasi-lattice ordered group
[Nic92]). W zasadzie wszystkie badania dotyczace systeméw produktowych skupity sie
na algebrze N'Ox. Jednakze jak wykazano w [CLSV11] algebra ta nie zawsze posiada
pozadane wtasnosci. Ponadto zalozenie, ze P jest stozkiem dodatnim wyklucza m.in.
przypadek, gdy P jest grupa. Zatem teoria algebr NOx nie unifikuje dzialan poélgru-
powych i grupowych. Problem ogdlnej definicji algebry Cuntza-Pimsnera dla systeméw
produktowych wydaje si¢ by¢ bardzo trudny.

Waznym wynikiem pracy [KS16], ktéra tu oméwimy, jest wykazanie, ze przy pewnych
naturalnych zatozeniach algebra Oy Fowlera jest wlasciwym obiektem, ktéry modelu-
je szereg interesujacych przyktadéw i ktorego strukture mozna bada¢ za pomoca kon-
strukeji typu Doplichera-Robertsa i wiazek Fella (Twierdzenie 5.1, podrozdzial 5.3). Jak
wiadomo [AS93], [AL94] (por. Twierdzenia 2.21, 3.15) topologiczna wolnoé¢ jest funda-
mentalng dynamiczng wlasnoscia, dzicki ktérej mozemy otrzymaé twierdzenia o jedno-
znacznosci 1 w konsekwencji kryteria prostoty oraz opis kraty ideatow. Dlatego istotnym
problemem jest znalezienie odpowiedniej wtasnosci dla systeméw produktowych. Dla
produktéw krzyzowych przez pojedyncze bimoduty hilbertowskie zostata ona opracowa-
na w [Kwal4] (Twierdzenie 5.4). Dalsze uogélnienie tego pojecia na systemu produktowe
otrzymane w [KS16] przedstawia Definicja 5.8. Prowadzi to do ogdlnego twierdzenia o
jednoznacznosci (Twierdzenie 5.10) i kryterium prostoty (Twierdzenie 5.11). Rezultaty
te dajg nietrywialne zastosowanie np. do wigzek Fella, zakreconych grupowych i potgru-
powych produktow krzyzowych, topologicznych P-grafow, potgrupowych wersji produk-
tow krzyzowych Exel’a i nowej algebry Cuntza Oy rozszerzajacej algebre Bosta-Connesa
przez jeden generator (podrozdziat 5.3).

5.1 Konstrukcja algebry Ox w duchu Doplichera-Robertsa

W [KS16] pracujemy, przy zalozeniu, ze P jest polgrupg (typu) Ore, tzn. sP ntP #
dla kazdego s,t € P. Zaltozenie to jest rownowazne stwierdzeniu, ze P wraz z naturalnym
quasi-porzadkiem:
p<gq &, pr =q dla pewnego r € P

jest zbiorem skierowanym. Wtedy istnieje homomorfizm ¢ : P — G(P), gdzie G(P)
jest grupg obwiednig P, taki, ze G(P) = +(P)c(P)~'. Homomorfizm ten jest injektywny
wtedy i tylko wtedy, gdy P jest pélgrupa ze skracaniem, [KS16, Stwierdzenie 2.2]. Do
przyktadéw potgrup Ore naleza miedzy innymi wszystkie potgrupy przemienne (z lewym
skracaniem) oraz wszystkie grupy. Zalozenie o lewostronnej skracalnosci pozwala nam
na pisanie p~1q :=r, gdy pr = ¢ (réwnos¢ ta wyznacza r jednoznacznie).

Niech X = |_|pe p X, bedzie systemem produktowym nad P. Zakladamy, ze X jest
reqularny, tzn. dla kazdego p € P lewe dzialanie algebry A = X, na C*-korespondencji
X, jest injektywne i przez operatory “zwarte” [KS16, Definicja 3.1]. Rodzina

Kx = {K(an Xp)}p,qu
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tworzy w naturalny sposéb C*-prekategorie. Zalozenie regularnosci implikuje, ze x ma
rowniez naturalng strukture “prawego-tensorowania”. Mianowicie, dla dowolnego r € P
mamy odwzorowania liniowe ®1, : K(X,, X,) = K(X,, Xpr), 0, q € P, gdzie

(T®1,)(xy) := (Tx)y re X, yeX,, TeK(X,X,)

gdy ¢ # e. Dla ¢ = e, ®1, definiuje sie korzystajac z utozsamienia K(X,, X,) = X,.
Wtedy zachodza relacje

(T®1r)* = (T*)®1T7 (T® 1r>®1s) :T®1rsa
T®1)(S®1,)=(TS®1,, TeK(X,, X,), SeK(XsX,).
Para (Kx,{®1,}.cp) jest prawo-tensorowg C*-prekategoria, cf. [KS16, Definicja 3.4].

Twierdzenie 5.1 (Twierdzenie 3.8 w [KS16]). Niech X bedzie systemem produktowym
na pélgrupg typu Ore P i niech G(P) bedzie jej grupg obwiednig. Dla kazdego 1(p)e(q)™" €
G(P) rozwazmy przestrzen Banacha

Bpyu(gy—r = m K (X, Xopr)

bedacq granicg induktywng ukladu skierowanego ({K(Xyr, Xpr) brer, {®1s}sep). Rodzina
Bx = {Bg}gecip) 2 dziataniami odziedziczonymi z Kx tworzy wigzke Fella nad grupg
G(P) oraz mamy kanoniczny izomorfizm

Ox = C*(Bx) = C*({ By} gecx(p))
z algebry Cuntza-Pimsnera Ox na C*-algebre ciegé C*(Bx). Ponadto,
i) reprezentacja uniwersalna jx : X — Ox jest injektywna;
i) Ox ma naturalng gradacje {(Ox)g}gecpy nad G(P), gdzie
(Ox)y = span{jx (x)jx(y)" : v € X,y € Xg, e(p)e(a) ' = g} (21)

ii1) dla dowolnej injektywnej reprezentacji kowariantnej b of X, zintegrowana repre-
zentacja Iy, of Ox jest izometryczna na kazdej z przestrzeni (Ox),, g € G(P), a
wiee jest izomorfizmem na C*-podalgebrze (Ox). algebry Ox.

Uwaga 5.2. Praca [KS16] zostata ztozona w arXiv w 2013 roku (arXiv:1312.7472). W
roku 2015 (arXiv:1502.07768) zostata ztozona praca [AM15], w ktérej w sposob niezalez-
ny otrzymano podobny opis algebry Ox przy dodatkowym zatozeniu, ze homomorfizmy
zadajace lewe dzialania na wloknach X, sa niezdegenerowane.

Powyzsze twierdzenie daje silne narzedzia do badania struktury algebry Ox. Pozwala
ono réowniez na zdefiniowanie zredukowanej wersji algebry Ox, patrz [KS16, Uwaga 3.9].

Definicja 5.3 ([KS16]). Zredukowang algebrg Cuntza-Pimsnera regularnego systemu
produktowego X nazywamy zredukowang algebre cie¢

O := C7(Bx)

wiazki Fella Bx = {By}4ec(p) skonstruowanej w Twierdzeniu 5.1.
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5.2 Topologiczna wolnos¢ dla systemé6w produktowych

Inspiracja do zdefiniowania pojecia topologicznej wolnosci dla systemu produktowego,
byly wyniki [Kwal4] dotyczace produktéw krzyzowych przez pojedyncze bimoduly hil-
bertowskie.

Przypomnijmy, iz Rieffel wykazal, ze jezeli X jest A-B-bimodutem réwnowaznodci
Mority-Rieffela, to funktor reprezentacji indukowane]j faktoryzuje si¢ do homeomorfi-
zmu [X -Ind] : B - A miedzy widmami algebr A i B, patrz np. [RW98]. Jesli X
jest dowolnym hilbertowskim bimodutem nad A, to przestrzenie (X, X)4 i 4(X, X) sa
ideatami w A i mozemy traktowa¢ X jako (X, X)a-4(X, X) bimodutl réwnowaznosci.
Zatem [X -Ind] : (X, X)4 — 4(X, X) mozemy traktowa¢ jako czesciowy homeomorfizm
przestrzeni A. Wyniki [Kwal4] podsumowywuje nastepuje twierdzenie:

Twierdzenie 5.4 ([Kwald]). Niech X bedzie bimodulem hilbertowskim nad A i niech
[X -Ind] bedzie dualnym czesciowym homeomorfizmem A.

i) Jesli [ X -Ind] jest topologicznie wolny, to kazdy niezerowy ideal I w A xx Z ma
niezerowe przeciecie z A (A wykrywa idealy w A xx Z).

ii) Jesli [ X -Ind] jest wolny, to J — TnA jest izomorfizmem krat miedzy ideatami w
A xx Z i otwartymi | X -Ind|-niezmienniczymi podzbiorami A (A separuje ideaty
w A xx Z, réwnowaznie kazdy ideal w A xx Z jest T-niezmienniczy).

ii1) Jesli X -Ind jest topologicznie wolny i minimalny, to algebra A xx 7 jest prosta.

Uwaga 5.5. W Swietle najnowszych rezultatéow [KM, Twierdzenie 9.11], jesli A jest
osrodkowa lub posiada istotny ideal Typu I, to A wykrywa idealy w A xx Z wtedy i
tylko wtedy, gdy [X -Ind] jest topologicznie wolny.

Dowo6d Twierdzenia 5.4, patrz [Kwald], jest wyrazony w jezyku wiazek Fella (nad Z)
i stosunkowo nietrudno go uogolni¢ na przypadek wiazek Fella nad dowolng dyskretng
grupa G, co zostalo zrobione w pracy [AA]. W [KS16] podjeto sie bardziej ambitnego
zadania, ktorego celem jest analogiczne twierdzenie dla systeméw produktowych nad
potgrupami.

Podstawowym problemem jest juz sama definicja obiektu dualnego do pojedynczej
C*-korespondencji. W [KS16] rozwiazano go wprowadzajac pojecie multifunkcji dualne;
do homomorfizmu. Niech o : A — B bedzie homomorfizmem C*-algebr. Multifunkcjg
dualng do homomorfizmu « [KS16, Definicja 4.1] nazywamy multifunkcje & : B — A
dang wzorem

a([rg]) :={[ra]l € A: 74 < 7poal, mp € Irr(B). (22)
Jesli X jest regularng C*-korepondencja nad A, tj. taka, ze lewe mnozenie zadane jest
przez injektwyny homomorfizm ¢ : A — K(X), to traktujac X jako K(X)-(X, X a-
bimodutl réwnowaznosci mamy homeomorfizm [X -Ind] : (X, X), — K(X) oraz multi-
funkcje ¢ : K(X)— A. Mutlifunkejg X dualng do C*-korespondencji X [KS16, Definicja

4.4] nazywamy zlozenie (multifunkcji)

~

= ¢ o [X -Ind].
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Uwaga 5.6. Definicje obiektu dualnego do homomorfizmu o : A — B mozna ulepszy¢
biorac w (22) pod uwage krotnosci podreprezentacji 74 reprezentacji mg o a. Prowadzi to
do pojecia grafu dualnego (w miejsce multifunkeji). Obecnie habilitant wraz z Eduardem
Ortega i Toke Carlsenem pracuje nad opracowaniem teorii takich graféow dualnych dla
pojedynczych C*-korespondencji. Niemniej jednak juz pojecie multifunkcji daje ostre
rezultaty w wielu przyktadach, takich jak produkty krzyzowe przez operatory przejscia
lub uktady (czesciowo) odwracalne. Ponadto dla systemow produktowych warunek, ktory
mamy zamiar wprowadzi¢ jest juz wystarczajaco skomplikowany dla multifunkc;ji.

Niech X =| | _p X, bedzie systemem produktowym nad P.

pe P

Definicja 5.7 (Definicja 4.8 w [KS16]). Rodzine X := {)A(p}pep multifunkeji dualnych
do C*-korespondencji X, p € P, nazywamy pélgrupg dualng do regularnego systemu
produktowego X (rodzina ta rzeczywiscie tworzy polgrupe wraz ze sktadaniem multi-
funkcji).

Tylko ze wzgledu na uwage 5.6, ponizsze pojecie “topologicznej wolnosci” dla X
nazywamy topologiczng aperiodycznoscig.
Definicja 5.8 (Definicja 5.3 w [KS16]). Powiemy, ze regularny system produktowy X
lub tez ze potgrupa dualna {)A(p}pep jest topologicznie aperiodyczna jesli dla kazdego
otwartego 1 niepustego zbioru U < Ai kazdego zbioru skonczonego F' S P oraz ele-
mentu ¢ € P takiego, ze t(q) # t(p) dla p € F, istnieje [r] € U takie, ze dla pewnego
indeksowania elementéw F' = {p1,...,p,} oraz pewnych elementéw si,...,s, € P takich,
7e ¢ < 81 < ... <8, oraz p; < §; mamy

[7]¢ X, 0. (X5 ([7]))  forall i=1,..,n. (23)

p; Si

Uwaga 5.9. W szczegdlnych przypadkach pojecie topologicznej aperiodycznosci sie
upraszcza, patrz [KS16, Stwierdzenie 5.5]. Na przyktad, jesli {X®"},cn jest systemem
produktowym powstatym przez “iteracje” pojedynczej regularnej C*-korespondencji X,
to topologiczna aperiodyczno$é jest rownowazna warunkowi, ze dla kazdego n > 0 zbior

F,={[r]e A:meX"([r])}
ma puste wnetrze w A.

Twierdzenie 5.10 (Twierdzenie 5.6 w [KS16]). Niech X bedzie regularnym systemem
produktowym i niech A : Ox — O% bedzie kanonicznym epimorfizmem (reprezentacjq
reqularng). Jesli X jest topologicznie aperiodyczny, to dla dowolnej injektywnej repre-
zentacji kowariantnej ¢ systemu X istnieje epimorfizm my, 1 C*(Y(X)) — O% takie, Ze
diagram

Ox — C*(¥(X)) “— O (24)

W

jest przemienny. W szczegolnosci jesli A jest izomorfizmem, co zachodzi automatycznie,
gdy G(P) jest grupg Sredniowalng (ang. amenable group), to

Ox = C*(y(X))

dla dowolnej injektywnej reprezentacji kowariantnej 1 systemu X.
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Twierdzenie 5.11 (Twierdzenie 5.10 w [KS16]). Niech X bedzie topologicznie aperio-
dycznym regqularnym systemem produktowym. Algebra O% jest prosta wtedy i tylko wtedy,
gdy X jest minimalny w sensie, ze dla kazdego J <1 A zachodzi

Voer {a€ A:(Xp,aXy),cJ}=J = J={0} lbJ=A.

5.3 Zastosowania i przyklady

Niech B = {B,}c bedzie wiazka Fella nad dowolng dyskretna grupa G. Zalézmy, ze
B jest wysycona, tzn. ByB, = B, dla kazdego g € G. Wtedy kazde wiékno B, jest w
naturalny sposéb bimodutem rownowaznosci nad A = B.. Mozemy zatem traktowaé¢ B
jako system produktowy nad pétgrupg Ore P := G. Potgrupa dualna do tak rozumianego
systemu pokrywa sie z grupa dualna B = {B }ge homeomorfizméw na A indukowanych
przez bimoduty B,: B = [B -Ind], g € G. Topologiczna aperlodycznosc B pokrywa sie
z topologiczng wolnoscig B. Przypomnijmy, ze dziatanie B jest topologicznie wolne, gdy
dla dowolnej skonczonego zbioru F' € G\{e} suma punktéw statych dla Bg, g € F, ma
puste wnetrze, por. [AS93]. Daje to nastepujacy wynik, por. [KS16, Wniosek 6.5].

Twierdzenie 5.12. Niech {B,} e bedzie wysycong wigzkq Fella nad dyskretng grupg G
i niech A : C*(B) — C*(B) bedzie kanonicznym epimorfizmem (reprezentacjq reqularng).

i) Jesli dziatanie {ég}geg jest topologicznie wolne, to dla kazdego ideatu I w C*(B)
takiego, ze I n B, # {0} mamy I < ker A.

it) Jesli dziatanie {ég}geg jest topologicznie wolne i nie posiada nietrywialnych otwar-
tych zbiordw niezmienniczych, to C*-algebra C¥({By}sec) jest prosta.

Uwaga 5.13. Jedli @ : G — Aut(A) jest dziataniem grupowym, to dla wiazki Fella
B. :={Ea,_,}gec mamy C*(B) = A xo G 1 CF(Ba) = A x, G. Zatem z Twierdzenia
5.12 wynikaja rezultaty Archbolda i Spielberga [AS93] dla klasycznych produktow krzy-
zowych. Zakrecajac produkt na B, mozemy zastosowa¢ Twierdzenie 5.12 do zakreconych
produktéow krzyzowych, co juz daje nowe zastosowanie.

Uwaga 5.14. Ogolniej rozwazmy regularny systemem produktowy X = |_|pe pXp nad
potgrupa (typu) Ore P, taki ze kazde widkno X, p € P, jest hilbertowskim bimodutem
nad A := X.. Niech Bx = {By}sec(p) bedzie stowarzyszong wigzka Fella skonstruowa-
na w Twierdzeniu 5.1. W [KS16, Stwierdzenie 6.4] opisano dualne (czesciowe) dziatanie
{ég}geg( p) na A = B, i wykazano, ze topologiczna wolnogé {B’g}geg( py implikuje topolo-
giczng aperiodyczno$é X. Zatem (przynajmniej formalnie) topologiczna aperiodycznosé
jest w tym przypadku stabszym pojeciem.

5.3.1 Zakrecone produkty krzyzowe przez potgrupy endomorfizméw

Niech o : P — End(A) bedzie dziataniem poétgrupy P przez rozszerzalne endomorfizmy
A i niech w bedzie T-wartosciowym kocyklem nad P, tzn. w : P x P — T jest takie,
ze w(p, Q)w(pq,r) = w(p, qr)w(q,r) dla p,q,r € P. Dla czwérki (A, a, P,w) Fowler zde-
finiowal w [Fow02, Definicja 3.1] zakrecony pétgrupowy produkt krzyzowy A X, P jako
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uniwersalng C*-algebre generowana przez {ia(a)ip(s) : a € A, s € P}, gdzie (i4,ip) jest
uniwersalng reprezentacja (A, P, a,w), tzn. ig : A > A X4, P jest homomorfizmem oraz
{ip(p) : p € P} sa izometriami w M (A X, P) takimi, ze

ip(p)ip(q) = w(p,q)ir(pg) 1 ip(p)iala)ip(p)* = ia(ay(a)),

dla p,q € P oraz a € A. Rodzina C*-korespondencji { E,, },ep tworzy w naturalny sposob
system produktowy nad pélgrupa P przeciwng do P. Jak wykazal Fowler [Fow02,
Stwierdzenie 3.4] zakrecajac iloczyn w tym produkcie kocyklem w otrzymujemy system
produktowy X = [ | pop X, taki, ze

ANQMP%OX

System X jest regularny wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy endomorfizm o, jest injektywny
(jest to réwniez warunek konieczny na to, aby homomorfizm i 4 byt injektywny). Zatézmy,
ze kazdy z endomorfizmoéw «, jest injektywny oraz ze P jest polgrupa Ore. Wtedy z
rezultatow [KS16] wynika, ze A x, , P jest wlasciwym kandydatem na produkt krzyzowy.
W szczegoélnosci A zanurza sie w A %, , P 1 mozemy zdefiniowaé zredukowany zakrecony
potgrupowy produkt krzyzowy A [, P:

Axl P = 0.

Utozsamiajac pétgrupe dualng X = {)/(\p}pepop z potgrupa multifunkcji {a,}peper dual-
nych do endomorfizméw «,, p € P, por. [KS16, Lemat 6.7], Twierdzenie 5.10 daje nam
catkowicie nowe wyniki dla potgrupowych produktow krzyzowych przez endomorfizmy,
por. [KS16, Stwierdzenie 6.9].

5.3.2 Topologiczne P-grafy

W [KS16, Definicja 6.14] wprowadzono pojecie topologicznego P-grafu uogélniajacego
pojecie topologicznego grafu wyzszego rzedu [Yee07]. Mianowicie, zamiast potgrupy NF
rozwazamy dowolng pétgrupe (typu Ore) P. Przez topologiczny P-graf rozmiemy pa-
re (A, d), gdzie “przestrzen Sciezek” A tworzy mala kategorie wyposazona w topologie
lokalnie zwartej przestrzeni Hausdorffa, przy ktérej dziatanie sktadania morfizméow jest
ciggte i otwarte, odwzorowanie “target” r jest ciggte, a odwzorowanie “source” s jest
lokalnym homeomorfizmem. Ciagly funktor d: A — P okresla “dlugos$¢” Sciezki (i spet-
nia pewna wlasnosé¢ faktoryzacji $ciezek). W [KS16, Podsekcja 6.4] zwiazano z (A, d)
naturalny system produktowy X = |_|p€ p X, 1 okreslono warunki, przy ktérych X jest
regularny, co prowadzi do pojecia regularnego topologicznego grafu (A, d). Dla takich
(A, d) zdefiniowano algebry C*(A, d) oraz C*(A,d) jako Ox oraz O%, odpowiednio. Gdy
P = N* algebra C*(A, d) pokrywa sie z C*-algebra topologicznego grafu wyzszego rzedu
[Yee07]. W [KS16, Stwierdzenie 6.17] scharakteryzowano topologiczna aperiodycznosé i
minimalno$¢ X w terminach (A, d).

W przypadku, gdy P = N* topologiczna aperiodycznos$é (A, d) jest warunkiem ta-
twiejszym do weryfikacji, ale tez i silniejszym niz aperiodycznosé rozwazana w [Yee07],
co ttumaczy Uwaga 5.6. W przypadku, gdy odwzorowanie “target” r jest injektywne,
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oba warunki sie pokrywaja. W tym przypadku C*-algebre C*(A,d) mozna interpreto-
wac jako potgrupowy produkt krzyzowy przez operatory przejscia. W szczegdlnosci, gdy
P =Nir =id, to C*(A,d) pokrywa sie z produktem krzyzowym Exela, gdzie operator
przejscia jest zadany przez lokalny homeomorfizm s. Wtedy topologiczna aperiodycznosé
jest réwnowazna topologicznej wolnosci odwzorowania s [KS16, Przyktad 6.13].

5.3.3 Algebra Cuntza Oy

Tak zwanag ,nowa’ algebre Cuntza Qy zwiazana z "ax + b”-pdlgrupa nad N, patrz
[Cun08], mozna zrealizowaé jako pétgrupowy produkt krzyzowy typu Exela, gdzie P =
N* jest pélgrupa multiplikatywna i algebra wspotezynnikéw jest C'(T), [HLS12]. Poprzez
bezposrednig analize Cuntz wykazal, ze algebra Qy jest prosta i czysto nieskonczona.
Twierdzenie 5.11 daje prostote algebry Qn w naturalny i szybki sposéb. W pracy [HSS]
wykorzystano Wniosek 5.11 do wykazania prostoty zakreconej wersji algebry Q.

6 Struktura idealéw i czysta nieskonczonosé algebr
zwigzanych z wigzkami Fella

Klasyfikacja Kirchberga-Philipsa [Kir00], [Phi00] prostych algebr czysto nieskoniczonych
data silny impuls do rozwoju programu klasyfikacji C*-algebr oraz badan nad nieko-
niecznie prostymi C*-algebrami czysto nieskonczonymi. Dodatkowy impuls daty odkry-
cia zwiazkéw czystej nieskoniczonosci z dziataniami brzegowymi i paradoksalnymi [LS96],
[JRO0], [RS12]. W tym rozdziale, opartym na wynikach [KS17], wyjasnimy te zwiazki
i przedstawimy kryteria czystej nieskonczonosci, ktére maja zastosowanie do C*-algebr
rozwazanych w rozdziatach poprzednich.

Mianowicie, metoda dylatacji obiektow potgrupowych - systeméw produktowych, do
obiektow grupowych - wiazek Fella, opisana w Twierdzeniu 5.1, daje silne narzedzie
do badania potgrupowych wersji algebr Cuntza-Pimsnera za pomoca algebr cie¢ wig-
zek Fella. Jest to wazne, gdyz teoria wiazek Fella nad grupami dyskretnymi jest dobrze
rozwinieta [Exel|. Przypomnijmy, iz C*-algebry zwiazane z wigzkami Fella nad grupami
modeluja w bezposredni sposéb nie tylko zakrecone wersje klasycznych produktéw krzy-
zowych, por. subsekcja 5.3, ale tez ich wersje dla dziatan czesciowych. W tym rozdziale
uzupetnimy te teorie o ogdlne twierdzenia opisujace strukture ideatéw, w tym przestrzen
ideatéw prymitywnych (Twierdzenie 6.4) i kryteriéw czystej nieskonczosci (Twierdzenia
6.6, 6.10) zredukowanych algebr cie¢ wiazek Fella. Daje to peten zestaw narzedzi do
badania rowniez algebr zwigzanych z systemami produkowymi. Nalezy tu podkresli¢,
ze juz dla klasycznych produktéw krzyzowych przez dziatania grupowe zwiazki miedzy
znanymi kryteriami czystej nieskonczonosei [L.S96], [JR00], [RS12] nie byly do tej pory
do konca jasne. Waznym osiagnieciem tu jest nie tylko uogolnienie, ale tez unifikacja i
ulepszenie (ostabienie) tych kryteriow (por. Uwagi 6.8, 6.11). W szczegblnosci otrzyma-
ne rezultaty sa optymalne np. w zastosowaniu do algebr grafowych (Uwagi 6.5, 6.12)
oraz prowadzg do catkowicie nowych wynikow dla potgrupowych produktow krzyzowych
(podrodziat 6.2.1).
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6.1 Struktura ideatéw C}(B)

Niech B = {B,}se¢ bedzie wiazka Fella nad dyskretna grupa G. Idealem w wigzce Fella
B nazywamy kazda rodzing J = {J,}eq, gdzie J, jest domknieta przestrzenia liniowa
By oraz JyBy < J, i ByJ, < J, dla kazdego g € G. Niech

Ideal®(B,) := {I< B, : B,jIB,~+ < I, g€ G}

bedzie kratg B-niezmienniczych ideatow w B.. Jesli J = {J,}4ec jest ideatem w wigzce
Fella B, to J, € Ideal®(B,). Na odwrét, jesli I € Ideal®(B,), to ktadac J, = B,I, dla
g € G, rodzina J := {J,},ec jest idealem w B. Ponadto, wtedy J = @gGG Jy = C’: (J)
jest ideatem w C*(B) generowanym przez [ oraz [ = A n J (ideal J nazywamy wtedy
idealem z gradacjq). Mamy zatem zanurzenie

Ideal®(B,) — Ideal(C*(B)),

ktére jest izomorfizmem wtedy i tylko wtedy, gdy B. separuje ideaty w C*(B) (réw-
nowaznie kazdy ideal w C*(B) jest idealem z gradacja). Uogdlniajac prace Sierakow-
skiego [Siel0] dla klasycznych produktéw krzyzowych mamy réwniez nastepujaca row-
nowaznos¢, patrz [AA, Theorem 3.19], [KS17, Theorem 3.12] (manuskrypt [AA], arXi-
ve:1503.07094, ukazal sie w arXive tuz przed zakonczeniem pracy [KS17], arXiv:1505.05202,
z niezaleznie otrzymanymi identycznymi wstepnymi wynikami, co spowodowato przefor-
mutowanie rozdziatu 3 w [KS17]):

B, separuje ideaty w C*(B) — B jest doktadna i ma rezydualng
(Ideal®(B,) = Ideal(C*(B))) wlasno$é przecinania

Méwimy, ze B posiada wilasnosé przecinania, gdy B, wykrywa idealty w C*(B), tj. gdy
kazdy niezerowy ideat w C*(B) ma niezerowe przeciecie z B.. Powiemy, ze B ma rezy-
dualng wlasnosé przecinania, gdy wiazka ilorazowa B/J ma wlasno$¢ przecinania dla
kazdego ideatu J w B. Dla kazdego ideatu J w B mamy nastepujacy ciag

0 — CY(T) = CX(B) = CT(B/J) — 0.

Moéwimy, ze wiazka B jest dokladna (ang. ezact), jesli dla kazdego ideatu J w B powyzszy
ciag jest doktadny. Kazda wiazka B nad grupa doktadng G jest automatycznie doktadna.
Wyznaczenie kryterium doktadnosci B wymaga dalszych badan. W [KS17, Stwierdzenie
3.7] pokazano, ze B jest dokladna wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy Fourierowski® ideal .J
w C*(B) jest ideatem z gradacja. Oczywiscie B jest doktadna, jesli jest “Sredniowalna”
(ang. amenable)), tzn. gdy C*(B) = C*(B).

Przejdzmy do omoéwienia warunkow implikujacych (rezydualng) wtasno$é przecina-
nia.

W przypadku, gdy B jest wysycona, z Twierdzenia 5.12 wynika, ze B posiada wia-
snos¢ przecinania jesli dualny topologiczny uktad {Bg}geg dynamiczny na B jest topo-
logicznie wolny. Wynik ten dla dowolnych wiazek Fella uogdlniono w [AA]. Prowadzi
to do dynamicznego opisu ideatéw CX*(B) przy zalozeniu, ze {.ég}geg jest rezydualnie

°tj. zachowywany przez naturalne rzuty z C*(B) na podprzestrzenie By, g € G
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topologicznie wolny, tzn. kazde jego obciecie do domknietego zbioru niezmienniczego jest
topologicznie wolne, por. [KS17, Wniosek 3.23].

W pracy [KS17] zaproponowano inny warunek, ktory nie tylko gwarantuje wtasnosé
przecinania, ale rowniez daje pewna kontrole nad dodatnimi elementami C*(5), co jest
istotne przy badaniu czystej nieskonczonosci. Dla dziatan grupowych analogiczny waru-
nek pojawia si¢ w pracach Kishimoto [Kis81], Olesen i Pedersena [OP82], a w kontekscie
C*-korespondencji w [MS00, Definicja 5.1].

Definicja 6.1 (Definicja 4.1 w [KS17]). Wiazka Fella B = {B,},ec jest aperiodyczna
jesli dla kazdego b, € By, g € G\{e}, oraz kazdej dziedzicznej podalgebry D algebry B,

inf{|abya| : a € D*, |a| =1} = 0. (25)

Powiemy, ze B jest rezydualnie aperiodyczna, jesli wiazka ilorazowa B/J jest aperiodycz-
na dla kazdego ideatu J w B.

Uwaga 6.2. Dla autoréw pracy [KS17] zwiazek miedzy aperiodycznoscia i topologiczna
wolnoscig dla wiagzek Fella nie byl do konca jasny. Wyniki Olesen i Pedersena [OP82]
sugeruja, ze pojecia te powinny by¢ rownowazne, przynajmniej w przypadku osrodko-
wym. Problem ten stal sie punktem wyjsciowym artykutu [KM], gdzie przeprowadzano
doglebna analize zwiazkéw miedzy réznymi warunkami nietrywialnosci wigzek Fella. W
[KM] wykazano m.in., ze jezeli B, jest osrodkowa, lub posiada istotny ideat Typu I, to

wigzka B jest aperiodyczna <= uklad dualny {ég}geg jest topologicznie wolny

oraz warunki te sa réwnowazne z wlasnoscia przecinania dla B, gdy G = Z lub G = Z,,
gdy n jest liczba bezkwadratowa.

Uwaga 6.3. Gdy B, jest algebra nieprzemienng, aperiodyczno$é jest czesto tatwiejsza
do weryfikacji niz topologiczna wolnosé, por. [KS17, Stwierdzenie 7.3]. Ponadto zachodzi
nastepujaca implikacja, por. [KS17, Wniosek 4.4], [Kwal6, Stwierdzenie 2.42]:

dla kazdego b € C*(B)*\{0} istnieje a € B \{0}

takie, ze a < b (a “lezy pod” b w sensie Cuntza). (26)

B jest aperiodyczna —

Nastepnik powyzszej implikacji pocigga za sobg, ze B ma wlasnos¢ przecinania.

Niech B bedzie wigzka Fella. Uklad dualny {ég}geg jest czesSciowym uktadem dyna-
micznym (sklada si¢ z czesciowych homemorfizméw), ktéry poprzez rzut B\e 5 [r] —
kerm € Prim(B,) zadaje réwniez czesciowy uktad dynamiczny {ég}geg na przestrze-
ni ideatéw prymitywnych Prim(B,), por. [KS17, Stwierdzenie 3.16]. Orbite Gx punktu
x € Prim(B,) wzgledem cze$ciowego uktadu dynamicznego {Bg}geg definiujemy w natu-
ralny sposéb, por. [KS17, Definicja 2.4]. Quasi-orbitq O(z) nazywamy klase réwnowaz-
nosci x relacji ~ danej wzorem

v~y > Gi-0Gy

Przez O(Prim(B.)) oznaczamy przestrzen quasi-orbit €/ ~ wyposazona w topologie
ilorazowa. Nastepujacy opis przestrzeni idealéw prymitywnych jest ugélnieneniem kla-
sycznych rezultatéw dla produktéw krzyzowych, por. [Gre78, Sekcja 5.
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Twierdzenie 6.4 (Twierdzenie 6.8 w [KS17]). Niech B bedzie dokladng wigzkq Fella.
Zatozmy, ze B posiada rezydualng wiasnos¢ przecinania, co zachodzi na przyktad, gdy
spetniony jest jeden z nastepujgcych warunkow:

(1) uktad ({ﬁg}geg, {Eg}ge(;) dualny do B jest rezydualnie topologicznie wolny,
(i1) wigzka B jest rezydualnie aperiodyczna.

Wtedy Ideal(C*(B)) 3 J — J n B, € 1deal®(B,) jest izomorfizmem krat. Jesli wigzka B
jest osrodkowa, to izomorfizm Ideal®(B.) = Ideal(C*(B)) indukuje homeomorfizm

Prim(C(B)) = O(Prim(B,)).

Uwaga 6.5. Jako jedno z zastosowan powyzszego twierdzenia w [KS17, Wniosek 7.8]
otrzymano opis przestrzeni ideatéw prymitywnych Prim(C*(F)) algebry grafowej dla
grafu E spelniajacego warunek (K'). Opis taki otrzymano pierwotnie innymi metodami,
por. [BHRS02].

6.2 Czysta nieskonczonos$é C*(B)

Na mocy (26) aperiodycznosé wiazki Fella B daje to pewna kontrole nad elementami
C*(B)™\{0}, nie mniej jednak na og6ét moze si¢ zdarzy¢ tak, ze a < b, gdzie a jest wha-
Sciwie nieskonczony, a mimo to b jest skonczony. Taka sytuacja nie moze mie¢ miejsca
np., gdy a jest rzutem lub gdy C*(B) jest algebra prosta. Dlatego w ponizszym twier-
dzeniu potrzebujemy zatozen implikujacych, ze “stosunek ilosci ideatéow do ilosci rzutéw
w C*(B) jest maty”. Jednym z warunkow, ktéry to gwarantuje jest wlasnosé (IP), patrz
strona 16.

Nastepujace kryterium czystej nieskonczonosci jest uogdlnieniem analogicznego re-
zultatu dla czesciowo odwracalnych endomorfizméw [Kwal6, Stwierdzenie 2.46].

Twierdzenie 6.6 (Twierdzenie 4.10 w [KS17]). Niech B = {By}sec bedzie doktadng
i rezydualnie aperiodyczng wigzka Fella. Zatéimy, Ze albo Be ma wiasnosé (IP) lub Ze
zbior IdealB(Be) jest skonczony. Nastepujgce warunki sg rownowazne:

(1) Kazdy element w BF\{0} jest wlasciwie nieskoriczony w C*(B).
(i1) Algebra C*(B) jest czysto nieskoriczona.

Jesli B, jest rzeczywistego wymiaru zerowego (ang. real rank zero), to powyzsze warunki
sq rownowazne nastepujgcemu:

(i) Kazdy niezerowy rzut w B, jest wlasciwie nieskoriczony w C*(B).

W $wietle Twierdzenia 6.6, aby otrzymaé kryterium czystej nieskonczonosci C*(B)
wystarczy wyznaczy¢ warunki zapewniajace, ze elementy w BS\{0} sa wlasciwie nie-
skoficzone w C*(B). Analogony elementéw (czysto lub rezydualnie) nieskonczonych dla
wiazek Fella zostaly wprowadzone w [KS17, Definicja 5.1].

Definicja 6.7 ([KS17]). Niech B = {B,}4ec bedzie wiazka Fella.
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1. Powiemy, ze a € BF\{0} jest B-nieskoriczony, jesli istnieje b € AT\{0} takie, ze dla

kazdego € > 0 istnieja n,m € N oraz t; € G, a; € aB,;; dlai = 1,...,n 4+ m takich,
VAS
n n+m
a ~, Za;"ai, b~ Z a;ja; Oraz  a;aj Xejmaxin2,m2y 0 dlai#j.  (27)
i=1 i=n+1

Powiemy, ze a € BF\{0} jest rezydualnie B-nieskonczony, jesli a + J. jest B/J-
nieskonczony dla kazdego ideatu J = {J,},ec w B takiego, ze a ¢ J..

2. Powiemy, ze a € BI\{0} jest B-paradoksalny (lub wlasciwie B-nieskoriczony), jesli

dla kazdego ¢ > 0 istnieja n,m € N oraz a; € aB;,, t; € G, i = 1,...,n + m takie,
ze
n n+m
a ~, Za;"ai, a ~, Z aja; and  a;a; Xojmaxinzmey 0 dla i # 5. (28)
i=1 i=n+1

Powiemy, ze a € BF\{0} jest Scisle B-nieskonczony (odp. Scisle B-paradoksalny) gdy
warunek (27) (odp. (28)) zachodzi dla € = 0.

Uwaga 6.8. Niech B = @y B, bedzie dowolng C*-algebra z gradacja zadang przez
wigzke Fella B = {B},ec. Mozna wykazaé, patrz [KS17, Stwierdzenie 5.3], ze jesli ele-
ment a € BF\{0} jest B-nieskoniczony, to jest on nieskonczony w B, a jesli a jest B-
paradoksalny, to jest wlasciwie nieskonczony w B. Na mocy Uwagi 1.2, jesli dodatkowo,
B, separuje ideaty w B, to kazdy rezydualnie B-nieskoniczony element jest wlasciwie nie-
skonczony w B. Zatem zaroéwno parodoksykalnosé¢ jak i rezydualna nieskonczonosé moga
by¢ uzyte do badania wtasciwiej nieskoniczonosci elementow w algebrach z gradacja. Jed-
nakze paradoksalnosé jest mocniejszym warunkiem, niz rezydualna B-nieskonczono$é:

a jest B-paradoksalny = a jest rezydualnie B-nieskonczony, (29)
i ten drugi warunek na og6t jest znacznie tatwiejszy do sprawdzenia.

Przyklad 6.9. Niech « : G — Aut(A) bedzie dzialaniem grupy G na przemienne;
C*-algebrze A = Cy(R2). Niech B, := {E%_l}geg bedzie stowarzyszong wigzka Fella, a
0 = {0y} 4ec : G — Homeo(Q2) dzialaniem dualnym do a. Element a € A™\{0} jest Scisle
B.-paradoksalny wtedy i tylko wtedy, gdy zbior

V={xe:a(zx) >0}

jest paradoksalny ze wzgledu na dziatanie 6, [BT24], [RS12], tj. istnieja zbiory otwarte
Vi, ..., Viym oraz elementy tq, ..., t,,.nm € G, takie, ze

n n+m
V= UVi = U Vi, 0,(Vi) €V oraz 0,(Vi,) n0,(Vi,) = & dla kazdego i # j.
i=1 i=n
Element a jest $cisle B,-nieskonczony wtedy i tylko wtedy, gdy zbiér V = {z € Q :
a(x) > 0} jest O-nieskonczony w sensie, ze istnieja otwarte zbiory Vi, ..., V,, i elementy

t1,....t, € G, n =1, takie, ze

V=V, [J(V)sV oraz 6,(Vi) 6, (V) = & dla kaidego i # j.
=1 i=1
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W ponizszym twierdzeniu przez réwnowaznosé elementéw dodatnich w C*(B) rozu-
miemy rownowaznosé¢ w sensie Cuntza: elementy a,b € C*(B)* sa réwnowazne, gdy a < b
oraz b < aw C*(B).

Twierdzenie 6.10 (Twierdzenie 5.13 w [KS17]). Niech B = {By},ec bedzie doktad-
ng, rezydualnie aperiodyczng wigzkqe Fella. Zalozmy, Ze zachodzi jeden z nastepujgcych
warunkow:

(i) Be ma wilasnosé (IP) oraz kazdy element w BF\{0} jest rownowazny z elementem
rezydualnie B-nieskonczonym.

(i) B. ma rzeczywisty wymiar zero oraz kazdy niezerowy rzut w B, jest rownowazny z
elementem rezydualnie B-nieskonczonym.

(ii) |1deal®(B,)| < oo oraz kazdy element w B\{0} jest réwnowainy z elementem
rezydualnie B-nieskonczonym.

(ii’) B jest minimalna, i.e. |Ideal®(B,)| = 2, oraz kazdy element w B\{0} jest réwno-
wazny z elementem B-nieskoriczonym.

Wtedy algebra C*(B) jest czysto nieskonczona i posiada wtasnos¢ (IP).

Uwaga 6.11. W [RS12] autorzy rozpatrywali paradoksalne dziatania grupowe na total-
nie niespojnej lokalnie zwartej przestrzeni Hausdorffa. Dla takich dziatan zastosowanie
ma podpunkt (i) Twierdzenia 6.10, ktéry w $wietle (29) daje formalnie silniejszy wy-
nik niz [RS12, Wniosek 4.4]. W [JR00] wprowadzono pojecie dziatania n-wypelniajgcego
(ang. n-filling) na niekoniecznie przemiennej C*-algebrze A z jedynka. Takie dziala-
nie « jest automatycznie minimalne i kazdy element w A™\{0} jest rezydualnie B,-
nieskonczony, patrz [KS17, Lemat 5.12]. Zatem [JR00, Twierdzenie 1.2] oraz [LS96,
Twierdzenie 5] wynikaja z podpunktu (ii’) Twierdzenia 6.10.

Uwaga 6.12. W [KS17, Twierdzenie 7.9] wykazano, ze w zastosowaniu do algebr grafo-
wych C*(FE) Twierdzenie 6.10 jest “ostre” tzn. algebra C*(F) jest czysto nieskonczona,
wtedy i tylko wtedy, gdy odpowiadajaca jej wiazka B = {B,}nez jest rezydualnie ape-
riodyczna i spelniony jest warunek (i’) Twierdzenia 6.10.

6.2.1 Zastosowanie do pdélgrupowych produktéw krzyzowych

W [KS17, Sekcja 8] zastosowano otrzymane wyniki do produktéw krzyzowych zwigzanych
z potgrupowym uktadem (A, G*,«, L), gdzie G jest stozkiem dodatnim w przemien-
nej liniowo uporzadkowanej grupie G i dla kazdego t € G, (A, oy, Ly) jest regularnym
uktadem Exela, gdzie a;(A) jest naroznikiem w A. Jak pokazano w [KS17, Stwierdzenia
8.3, 8.5] na taki uktad mozna w réwnowazny sposob patrze¢ jako na pétgrupe endomor-
fizmow «, poétgrupe operatorow przejscia L, albo grupe interakcji V. Z uktadem tym
zwiazano pewng wigzke Fella nad G i pokazano, ze algebra cig¢ tej wiazki oznaczana
przez A %, GT jest uniwersalna, ze wzgledu na odpowiednie reprezentacje potgrupy
endomorfizméw «, polgrupy operatoréw przejscia L lub grupy interakcji V, patrz [KS17,
Twierdzenie 8.10]. Zatem algebra A x, , GT moze by¢ rozpatrywana jako produkt krzy-
zowy zwiazany z kazda z wymienionych struktur. W szczegélnosci A x, , G pokrywa sie
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z pbélgupowa wersja produktu krzyzowego typu Exela rozwazang przez Larsen w [Lar10],
patrz [KS17, Wniosek 8.12|, a w przypadku, gdy A posiada jedynke z C*-algebra ba-
dana w [KL09]. Jak wykazano w [KS17, Twierdzenia 8.17, 8.22], Twierdzenia 6.4 i 6.10
tlumacza sie¢ w naturalny sposob na jezyk ukltadu (A, oy, Ly). Otrzymane kryterium czy-
stej nieskonczonosci dla produktéw krzyzowych przez endomorfizmy implikuje gtowny
rezultat [OP14], patrz [KS17, Uwaga 8.23].
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Pierwsze prace - funkcje specjalne

Jeszcze jako student habilitant zostal wspétautorem prac [KKO01], [KK02] dotyczacych
g-rozszerzonych wersji wielomianéw specjalnych i funkeji hiperbolicznych. W [KKO01] ba-
dano rozktady funkeji i szeregéw formalnych za pomoca rodziny a-projekcji {I1¢ }xez, -
W zastosowaniu do funkcji eksponencjalnej rozktad taki prowadzi do funkcji a-hiper-
bolicznych wyzszego rzedu i uogdlnionych wzoréw de Moivre’a. Analiza funkcji {Ag )} rez,
tworzacych rozklad g-rozszerzenia exp, funkcji eksponencjalnej doprowadzita do uogol-
nienia szeregu formul o charakterze kombinatorycznym. Praca [KK02] dotyczy bardzie;
szczegolowe]j analizy, rowniez z punktu widzenia réwnai g-réznicowych, funkcji {hg ; ez,
w przypadku, gdy a = 1.

Doktorat - analiza spektralna operatoréw funkcjonalnych

W rozprawie doktorskiej [Kwa09] habilitant badal pewne klasy operatoréw funkcjonal-
nych, w tym wazonych operatorow kompozycyi, tj. operatorow postaci

al f(z) = a(x)f((z)),  fe F(X), (30)

gdzie F(X) jest przestrzenia funkcji ¢ : X — X jest odwozorowaniem oraz a(x) jest
funkcja przyjmujaca wartosci liczbowe. Jesli np. F(X) = LP(X), gdzie X jest zwarta
przestrzenia Hausdorffa z miara probabilistyczna, a € A := C(X), a ¢ jest homeomor-
fizmem zachowujacym miare, to T jest odwracalng izometrig taky, ze TAT 1 = A, tj.
odwzorowanie a —> TaT ! jest automorfizmem algebry Banacha A. Widmo operatoréw
speliajacych te ostatnie relacje opisuje ogélna teoria [AL94]. Jako przedtuzenie tych ba-
dan, w [Kwa09] opracowano teorie abstrakcyjnych operatoréw wazonego przesuniecia aT
dziatajacych na (abstrakcyjnej) zespolonej przestrzeni Banacha E, gdzie

1) T € B(F) jest czesciowq izometrig w sensie [Mbe04], tj. T' jest kontrakcja, dla
ktérej istnieje kontrakcja S taka, ze T'ST = T oraz STS = S

2) a jest elementem przemiennej algebry Banacha A € B(F) zawierajacej 1 € B(E);

3) zachodza relacje TAS € A oraz ST € A'.

6ieéli E jest przestrzenig Hliberta to automatycznie S = T*, na ogél S nie jest wyznaczone jedno-
znacznie przez T
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Powyzsze aksjomaty implikujg, ze odwzorowanie a —— TaS jest endomorfizmem algebry
Banacha A. Endomorfizm « indukuje dualne czgsciowe odwzorowanie ¢ na (przestrzeni
ideatéw maskymalnych) widmie Gelfanda X algebry A. W rozprawie [Kwa09] opisa-
no witasnosci spektralne operatorow a7’, a € A, w terminach ergodycznych wtasnosci
czesciowego nieodwracalnego ukladu dynamicznego (X, p). Wykazano, ze jesli A jest al-
gebra funkcyjna, tj. transformata Gelfanda jest injektywna na A, to promien spektralny
r(aT) wyraza sie za pomoca zasady wariacyjnej - maksimum po $rednich geometrycznych
funkcji |a| wzgledem miar ergodycznych dla (X, ¢). Przy zatozeniu, ze A = C(X) zbi6r
lo(aT)| = {|A| : A € o(aT)} modutéw wartosci spektralnych, mozna opisaé¢ za pomoca
zasad wariacyjnych na ¢p-niezmienniczych domknietych podzbiorach X. Jesli dodatko-
wo, ¢ jest odwzorowaniem topologicznie wolnym i albo F jest przestrzenia Hilberta, lub
aT dziala na przestrzeniach LP, to widmo o(aT) ma kotowa symetrie wzgledem zera.
Prowadzi to do pelnego opisu widma o(aT) w terminach (X, ). Co wiecej, jesli X nie
ma punktéw izolowanych, to widmo o(a7’) pokrywa si¢ z widmem istotnym oess(aT’).
Jako konkretne przyktady omoéwiono m.in. widmo operatoréw generujacych rodzine od-
wzorowan logistycznych, przesuniecia Markowa, ekspansywne endomorfizmy okregu i
homeomorfizmy okregu. Rezultaty te, do tej pory, nie zostaly opublikowane w formie
artykutow.

Istotnym nowym narzedziem w rozprawie [Kwa09] jest konstrukcja odwracalnego roz-
szerzenia ()N( , ©) wyjsciowego nieodwracalnego uktadu (X, ¢). Rozszerzony uktad ()? D),
ktory mozna traktowacé jako uogélniong granice odwrotna, otrzymano za pomoca opisu
widma Gelfanda (najmniejszej) przemiennej algebry Banacha B := span{S™aT" : a €
A}, ktéra zawiera A oraz spelnia relacje

TBS c B, SBT < B.

W [Kwa09] opisano wiele konkretnych przyktadéw, gdzie X zawiera waine dynamicz-
ne obiekty takie jak atraktory hiperboliczne, continua nieprzywiedlne oraz przestrzenie
zwigzane z kafelkowaniami. W przypadku, gdy A jest C*-algebra dziatajaca na przestrze-
ni Hilberta wyniki te zostaly opisane w [Kwal2’], gdzie skupiono sie na przyktadach po-
chodzacych od rodziny odwzorowan logistycznych oraz homeomorfizmow okregu. Uktad
(X, ®) w przypadku, gdy ¢ jest unimodalnym odwzrowaniem z zerowym schwarzianem
i skoniczong ilodcia punktéw statych zostat opisany w [Kwa05’].

Wyniki uogélnione w osiggnieciu habilitacyjnym

W pracy [KL08] opisano widmo X C*-algebry B = span{U*"aU" : a € A} przy zalo-
zeniu, ze A = C'(X) jest przemienna C*-algebrg dzialajaca na przestrzeni Hilberta i U
jest czedciows izometria taka, ze

UAU*c A, U*UeZ(A)=AnA.

Zatozenie U*U € A, implikuje, ze obraz ¢ jest otwarty w X (jadro endomorfizmu
afa) = UaU* jest komplementarne w A). Przy tym zalozeniu korzystajac z opisu uktadu
()”( , @) w [Kwa05] zdefiniowano C*-algebre C*(X, ) jako czesciowy produkt krzyzowy
[Exel94] zwiazany z czeSciowym homeomorfizmem ()N( ,®). Jednym z gtéwnych rezulta-
téw [Kwa0b] jest twierdzenie o izomorfizmie, ktére znalazto zastosowanie w rozprawie
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[Kwa09]. Algebra C*(X, ) jest szczegblnym przypadkiem produktu krzyzowego w sen-
sie Definicji 2.5, a Twierdzenie 2.21 jest daleko idacym uogélnieniem gltownego rezultatu
[Kwa05].

Uniwersalne odwracalne J-roszerzenie (B, [3) endomorfizmu o : A — A, o ktérym
mowa na stronie 12, jest ogdlnym nieprzemiennym odpowiednikiem uktadu ()? ,0). W
przypadku, gdy A ma jedynke uklad (B, ) zostal opisany w [Kwal5’]. Opis ten dopro-
wadzit do definicji produktu krzyzowego w [KL13].

W pracy [KL09] przedstawiono pélgrupows wersje A x, ;, G produktu krzyzowego
Ax, NT opisana w pracy [ABL11]. Jednymi z wazniejszych rezultatéw [KL09] jest jawna
konstrukcja s-algebry Banacha ((G, a, A), ktorej obwiednia C*-algebra jest A . G*
oraz konstrukcja reprezentacji regularnej. W [KS17] uogélniono konstrukecje A x,p G*
na przypadek, gdy A nie ma jedynki oraz zauwazono, ze struktura =-algebry ¢}(G, o, A)
pochodzi de facto od wigzki Fella, por. strona 45.

W [Kwal2”] oméwiono ogdlny schemat dla twierdzen o jednoznacznosci C*-algebr
uniwersalnych zadanych przez generatory i relacje. Wykorzystujac symetrie w relacjach
mozna sprowadzi¢ takie twierdzenie do twierdzenia o jednoznacznosci dla produktéw
krzyzowych przez hilbertowskie bimoduty udowodnionego w [Kwal4|, patrz Twierdzenie
5.4. Pokazano, ze twierdzenie o jednoznacznosci Cuntz-Kriegera [CK80] dla algebr Cuntz-
Kriegera O4 jest rownowazne twierdzeniu o jednoznacznosci dla odpowiadajacego mu
bimodutu. Wynik ten zostal uogdlniony na algebry grafowe w [Kwal4’], por. strona 25.

Pozostale badania

Pozostate badania sa réwniez zwiazane z osiagnieciem habilitacyjnym.

Struktura operatoréw przej$cia: W [Kwal2] opisano ogélna strukture operato-
row przejscia dla endomorfizméw na C*-algebrze z jedynka. Wykazano, ze endomorfizm
posiada zupetly operator przejscia wtedy i tylko wtedy, gdy ker « jest ideatem komple-
mentarnym w A, a «(A) jest dziedziczna podalgebra A, por. Definicja 2.8. W przypadku,
gdy A jest algebrg przemienng scharakteryzowano wszystkie operatory przejécia, a takze
podano warunki konieczne i dostateczne na to, by dla danego endomorfizmu istniat nieze-
rowy lub regularny operator przejscia. Dla dowolnego endomorfizmu « : B(H) — B(H)
opisano wszystkie normalne operatory przejscia i oméwiono strukture operatoréow przej-
Scia bedacych odwzorowaniami osobliwymi (endomorfizm a posiada osobliwe operatory
przejscia tylko, gdy jego indeks Powersa wynosi o0).

Pélgrupowe produkty krzyzowe przez interakcje: W pracy [Kwald”| rozwaza-
no produkt krzyzowy Axy 3G, bedacy uogdlnienieniem produktu krzyzowego Ax, G+
[KL09] na przypadek, gdzie para (V;, H;), dla kazdego t € G, jest interakcja narozni-
kowa, tj. zadne z odwzorowan V, H nie musi by¢ multiplikatywne. W [Kwal4”| opisano
warunki konieczne i dostateczne na to by reprezentacja (V, H) integrowala sie do wiernej
reprezentacji A Xy 3 G*. Wprowadzno réwniez pojecie topologicznej wolnosci dla pary
(V,’H) i wykazano twierdzenie o izomorfizmie dla produktu krzyzowego A %, G*.

Warunki nietrywialnosci dla wigzek Fella: W pracy [KM]| zebrano i ulepszono
wiele silnych klasycznych twierdzen udowodnionych przez Kishimoto, Olesen-Pedersena
i Rieffela dla dzialan grup dyskretnych na C*-algebrach. Dotyczg one gléwnie warun-
kéw koniecznych i dostatecznych na to, aby algebra A wykrywata lub separowata ideaty
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w zredukowanym produkcie krzyzowym A x,, G. Zasadniczym wynikiem [KM] jest
uogdlnienie tych rezultatow na wiazki Fella i bimoduty hilbertowskie. W szczegélnosci
wprowadzono pojecie widma Connes’a dla wiazek Fella nad grupami przemiennymi i
wykazano szereg zwigzkéw miedzy takimi pojeciami jak aperiodycznosé, topologiczna
wolno$¢, czysta zewnetrzno$¢ i widmo Connes’a wlasnie. Cze$¢ tych wynikow zosta-
ta opisana w Uwadze 6.2. Dodatkowo za pomoca widma Connes’a scharakteryzowano
aperiodyczno$¢, wlasnos¢ przecinania oraz rezydualng wlasnos¢ przecinania dla wigzek
Fella. Otrzymano warunki dostateczne i konieczne na prostote zredukowanych algebr
cig¢ na grupami Z oraz Z, dla p bezkwadratowej. Podano réowniez efektywne warunki
implikujace silna czysto nieskoniczonosé C*-algebr C*(B).

Algebry Nica-Toeplitza dla C*-prekatogorii z prawym tensorowaniem: W
pracy [KL] zainicjowano ogélng teorie C*-algebr zwiazanych z prawo tensorowymi C*-
prekategoriami £ nad dowolna poétgrupa P (dla P = N patrz Definicja 4.2). Zdefinio-
wano algebre Toeplitza i skonstruowano reprezentacja Focka dla idealu K w L. Przy
zatozeniu, ze potgrupa P jest prawqg LCM pétgrupg, tzn. kazde dwa elementy w P, ktore
maja wspélng (prawa) wielokrotno$¢, maja réwniez najmniejsza wsp6lng wielokrotnosé,
sformutowano dodatkowe relacje, ktore zachodzg dla reprezentacji Focka. Prowadzi to do
definicji algebry Nica-Toeplitza N'T (K) i zredukowanej algebry Nica- Toeplitza N'T ' (K).
W [KL] przedstawiono warunki konieczne i dostateczne na to, aby algebry N7 .(K) i
NT7,(K) pokrywaly sie. Gtéwnym rezultatem [KL] jest twierdzenie od jednoznaczno-
sci w duchu klasycznego twierdzenia Coburn’a, uogodlniajace wszystkie znane autorom
twierdzenia tego typu. W szczegdlnodci wyjasniajg one zwiazki miedzy twierdzeniami
o jednoznacznosci dla C*-algebr zwiazanych z pojedyncza C*-korespondencja, stozkami
dodatnimi w grupach quasi-kratowych, oraz produktéow krzyzowych zakreconych przez
systemy produktowe, otrzymane przez Fowlera, Lace i Raeburna.
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