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1 Opis osiagniecia naukowego

1.1 Tytul osiagniecia naukowego oraz lista publikacji

Osiggniecie naukowe: Cykl czterech prac o strukturze dyskretnych pod-
grup grup Liego dzialajacych na przestrzeniach jednorodnych i zwiazanych z
tymi dzialaniami niezmiennikach.

Na osiggnigcie naukowe skladajg si¢ nastepujgce prace:

e (|O1]) M. Bochenski, A. Tralle, Clifford-Klein forms and a-hyperbolic
rank , Int. Math. Res. Notices 2015, no. 5, 6267-6285.

e (|O2|) M. Bochenski, Proper Actions on Strongly Reqular Homogeneous
Spaces, Asian J. Math., Vol. 21, no. 6 (2017), 1121-1134.

e (|O3]) M. Bochenski, A. Tralle, On solvable compact Clifford-Klein
forms, P. Am. Math. Soc. 145 (2017), 1819-1832.

e (|O4]) M. Bochenski, P. Jastrzebski, A. Szczepkowska, A. Tralle, A. Wo-
ike, Semisimple subalgebras in simple Lie algebras and a computational
approach to the compact Clifford-Klein forms problem, Experimental
Mathematics (2019) DOI:10.1080/10586458.2018.1492475.

W cyklu prac |O1, 02, O3, O4] znaczaca poszerzono wiedze o struktu-
rze algebraicznej dyskretnych podgrup Liego I' polprostej grupy Liego &
dzialajacych wlasciwie na niezwarte przestrzenie jednorodne typu reduktyw-
nego G/H. W szczegolnosci zbadano jakie ograniczenia na G/H niesie za
soba istnienie “duzej”, dyskretnej podgrupy 1I' C G (np. takiej, ktora nie
jest wirtualnie abelowa; rozwiazalnej i uzwarcajacej), ktora dziata w spo-
sob wlasciwy na przestrzen G'/H. Wprowadzono nowy niezmiennik (rzad a-
hiperboliczny reduktywnej grupy Liego) shizacy do badania takich dzialan
oraz uzyskano nowe klasy przykladow przestrzeni G/ H dopuszczajacych i
niedopuszczajacych wlasciwe dziatania dyskretnych podgrup o danej struk-
turze algebraicznej. Przy pomocy metod komputerowych znaleziono tez nowe
przyklady niezwartych przestrzeni jednorodnych G/H dla ktorych nie istnie-
ja formy zwarte Clifforda-Kleina. Jest to pierwszy wynik w teorii zwartych
form Clifforda-Kleina uzyskany za pomoca metod komputerowych.




1.2 Wprowadzenie

Jednym z centralnych probleméw w teorii grup Liego jest proba opisania
dyskretnych podgrup danej grupy |[GP, M1, R]. Jesli dyskretna podgrupa I'
w niezwartej, liniowej i polprostej grupie G jest wystarczajaco “duza” to jej
struktura jest Scisle zwiazana ze struktura grupy G. Na przyklad: zalozmy,
ze G oraz (' oznaczaja dwie spojne, liniowe, proste i niezwarte grupy Liego
o trywialnych centrach oraz ani &, ani G’ nie jest lokalnie izomorficzne z
SL(2,R). Wtedy zachodzi twierdzenic Mostowa o silnej sztywnosci:

Twierdzenie 1.1. Zalozmy, ze ' C G oraz " C G’ sq dyskretnymi podgrupa-
mi, takimi ze przestrzenie jednorodne G [T i G[T" sq zwarte. Wiedy dowolny
izomorfizm z I' na IV rozszerza sie w sposdb jednoznaczny do izomorfizmu z
G na G'.

Whiosek 1.1. Zaldzmy, ze M oraz N sq zupelnymi, zwartymi ¢ niereduko-
walnymi przestrzeniami lokalnie symetrycznymi o wymiarze n,n > 3. Kazdy
izomorfizm z 7w (M) na m(N) jest (jednoznacznie) indukowany przez izome-
trie z M na N.

Mamy takze nastepujace twierdzenie dotyczace struktury grupy I'

Twierdzenie 1.2. Zatézmy, ze I' C G jest kratq w G (tj. G/T" ma skoriczong
miare). Wtedy G /T jest zwarte wtedy i tylko wtedy gdy T" nie zawiera zadnych
nietrywialnych unipotentow.

Paradoksalnie jednak bardzo niewiele wiadomo na temat tego, do jakie-
go stopnia wyniki dotyczace krat w grupie Liego moga by¢ rozszerzone na
przestrzenie jednorodne tejze grupy. Dokladniej: co mozna powiedzie¢ o dys-
kretnej podgrupie I' w polprostej, niezwartej grupie Liego G jesli I' dziala
wlasciwie (poprzez mnozenie z lewej strony) i kozwarcie na pewnej niezwarte]
przestrzeni jednorodnej grupy G7 Jak pokazuje Wniosek 1.1 nie jest to jed-
nak problem, ktéry swoim zasiegiem ogranicza sie tylko do teorii grup Liego.
Opisane zagadnienie ma tez cickawa interpretacje geometryczna.

W geometrii rozniczkowej waznym problemem jest odpowiedZ na naste-
pujace pytanie: w jaki sposob lokalna struktura geometryczna wplywa na
(globalne) wlasnosci danej rozmaitosci? Jesli za model lokalny rozmaitosci
przyjmiemy przestrzen jednorodna G/H mozemy pyta¢, jakie grupy pod-
stawowe sa realizowane przez rozmaitosci lokalnie izomorficzne z G/H. Z
taka sytuacja mamy do czynienia kiedy rozwazamy rozmaitos¢ gladka z da-
na struktura geometryczna (M. J). Oznaczmy przez M uniwersalne nakrycie




rozmaitosci M, p : M — M oraz ustalmy 6 € M. Niech G := Aut(M, J),
H:={geG|go=0o}oraz I :=m (M, o) dlao:= p(c). Wtedy ' C G oraz
Twierdzenie 1.3 (por. rozdzialy 2.31 2.4 w [K2]). Zalozmy, zZe G jest grupg

Liego i dziala tranzytywnie na M. Wiedy M jest naturalnie dyfeomorficzne
2T\G/H :

G/H —— i gH > go
Ll
NG/H— M FgH — go.

Na przyklad grupa izometrii rozmaitoSci pseudo-riemannowskiej jest gru-
pa Liego. Jedli grupa izotropii H nie jest zwarta, to ograniczenia na gru-
pe podstawowa moga by¢ powazne. Na przykltad zgodnie z twierdzeniem
Calabi-Markusa kazda n-wymiarowa (n > 2) rozmaito$¢ Lorentza o dodat-
niej krzywiznie ma skoriczona grupe podstawowa (twierdzenie 1 w [CM]).
W wyzej opisanym kontekscie mozemy napisa¢ ogolniej: kazda rozmaitosc
pseudo-riemannowska generowana przez X = O(p + 1.¢)/O(p.q), »p 2 ¢ > 0
ma skonczona grupe podstawows poniewaz tylko skonczone podgrupy dys-
kretne dzialaja wlasciwe na X.

Badaniem istnienia grup uzwarcajacych dana przestrzen reduktywna, zaj-
mowali sie miedzy innymi T. Kobayashi [K3], Benoist |B], Margulis [M2] i
Zimmer |Z, LMZ).

1.3 Notacja i podstawowe przyklady

Niech G bedzie grupa Liego za$§ H C G domknigta podgrupa. Przestrzen
ilorazowa G/H nazywamy przestrzenig jednorodna grupy G. Przestrzen ta
posiada gladka strukture rozmaitosci, taka ze naturalna projekcja:

n:G—>G/H
jest odwzorowaniem gladkim. Przypomnijmy nastepujaca definicje

Definicja 1.2. Niech X bedzie przestrzeniq topologiczng Hausdorffa @ niech
I' bedzie grupg topologiczna dziatajacq na X. Mowimy, ze dziatanie I' na X
jest wtasciwe jesli dla dowolnego zwartego podzbioru S C X. zbior

{vel |S)NnS #0}
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jest zwarty. Ponadto dzialanie T' na X nazywamy wolnym, jesly jedynym
elementem v grupy T posiadajacym punkty stale (1j. v(x) = x dla pewnego
€ X) jest element neutralny.

Oczywiscie dowolna podgrupa dyskretna I' C G dziala na przestrzen
jednorodna G/ H poprzez mnozenie z lewej strony. Jesli dzialanie to jest wolne
i wlagciwe to przestrzen I'\G'/H posiada strukture gladkiej rozmaitosci, taka
ze naturalna projekcja

7 :G—T\G/H
jest odwzorowaniem gladkim.

Definicja 1.3. Niech I' C G bedzie dyskretng podgrupa, ktéra dziata w sposdb
wolny i wtasciwy na przestrzeni G/ H. Przestrzen \G/H nazywamy formq
Clifforda-Kleina. Jesli przestrzeri T\G/H jest zwarta, to forme¢ nazywamy
zwartq.

Oczywiscie pytanie o zwarto$¢ formy Clifford-Kleina jest ciekawe tylko w
przypadku gdy wyjsciowa przestrzen G/ H jest niezwarta. W przypadku kiedy
G/ H jest zwarte tylko skoriczone podgrupy dyskretne ( dzialaja wlasciwe
na G/H.

Pierwszym interesujacym przypadkiem zwartych form Clifforda-Kleina sa
riemannowskie przestrzenie lokalnie symetryczne. Niech G bedzie polprosta
i liniowa grupa Liego z maksymalng zwartg podgrupa K, i C (. Zgodnie z
twierdzeniem Borela istnieje kozwarta krata I' C G. Poniewaz podgrupa K
jest zwarta wiec I' dziala wlasciwe na 7/ K. Ponadto, zgodnie z twierdzeniem
Selberga ([S]), mozemy zalozy¢ ze I jest beztorsyjna - a zatem dziala w
sposob wolny na G/K. W ten sposob otrzymujemy zwarta forme Clifforda-
Kleina:

MNG/K.
Rozpatrzmy nastepujacy przyklad. Niech M := {z € C | Imz > 0} bedzie
plaszezyzna Poincarego oraz niech .J oznacza standardowa strukture zespolo-
na na M. Ponadto przyjmijmy PSL(2, R) := SL(2,. R)/{+1,}. Wtedy grupa
biholomorficznych izomorfizmow Aut(M,.J) jest izomorficzna z PSL(2,R).
Dla A € PSL(2,R)

a b
4 A }
¢ d
mamy dzialanie
az+ b
A z=—
cz+d




Dzialanie to jest tranzytywne i stad otrzymujemy utozsamienie
M = PSL(2,R)/SO(2).

Korzystajac z tego utozsamienia mozemy przedstawi¢ zwarta powierzchnig

riemannowska A/, (¢ > 2) jako forme Clifforda-Kleina przestrzeni PSL(2,R)/SO(2),

M, = T,\\PSL(2,R)/S0O(2),

gdzie I'y = m (M) C PSL(2,R).

Zatozmy teraz, ze G jest prosta i linowa grupa Liego, H C G jej podgru-
pa Liego, oraz ze G, H, i G/H sy niezwarte. W takim przypadku badanie
istnienia zwartych form Clifforda-Kleina staje si¢ juz bardzo trudnym pro-
blemem. Nie jest znana nawet klasyfikacja prostych, pseudoriemannowskich
(niredukowalnych) przestrzeni symetrycznych posiadajacych zwarte formy
Clifforda-Kleina. Znane sa natomiast przyklady przestrzeni posiadajacych
i nieposiadajacych zwarte formy Clifforda-Kleina. Przypomnijmy, ze zupeina
rozmaitosé pseudo-riemannowska o dodatniej krzywiznie sekcyjnej 1 sygna-
turze (p,q) moze by¢ przedstawiona jako forma Clifforda-Kleina przestrzeni
Ofp +1,9)/0(p, q)-

Przyklad 1.4 (T. Kobayashi). Przestrzen jednorodna O(8,8)/0(7,8) posia-
da zwarte formy Clifforda Kleina. Stqd istnieje zwarta ¢ zupetna rozmaitosc
pseudo-riemannowska o dodatniej krzyuiZnie sekeyne) o sygnaturze (7,8).
Przestrzen jednorodna O(9,8)/0(8,8) nie posiada zwartych form Clifforda
Kleina i stqd nie istnieje zwarta i zupetna rozmaito$é pseudo-riemannowska
o dodatniej krzywiznie sekcyjnej i sygnaturze (8,8).

W rozwazaniach dotyczacych form Clifforda-Kleina czesto ograniczamy
sie do specjalnej klasy przestrzeni jednorodnych nazywanej przestrzeniami
typu reduktywnego.

Definicja 1.5. Niech G bedzie liniowq, reduktywng grupa Liego oraz H C G
podgrupg Liego. Oznaczmy przez g oraz h odpowiednie algebry Liego oraz
przez g© i B ich kompleksyfikacje. Niech ponadto Int(g®) oznacza kompo-
nente spdjnosci elementu neutralnego grupy automorfizmow Aut(g“) algebry
a®. Mowimy, ze H jest typu reduktywnego w G jesli spetnione sq warunki:

1. Pewna inwolucja Cartana 8 algebry g zachowuje b, ¢j. #(h) = b.

2. Spajna podgrupa H= grupy Int(g®) odpowiadajgca §* jest domknicta.
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Przyklady takich przestrzeni to np. przestrzenie symetryczne (oraz k-
svmetryczne) oraz przestrzenie G/ H, w ktorych H jest grupa polprosta.

Dokladny opis tematyki form Clifforda-Kleina mozna znalez¢ w [KY].
Nalezy podkreslié, ze obecnie prowadzone badania skupiaja si¢ na znajdowa-
nin kryteriow na istnienie zwartych form Clifforda-Kleina oraz wykluczaniu
poszezegblnych klas przestrzeni jednorodnych z listy potencjalnych kandyda-
tow do posiadania zwartych form Clifforda-Kleina (np. |[Mor, Ok|). Glownym
powodem tego stanu rzeczy jest tzw. Hipoteza Kobayashiego. Zalozmy, ze ma-
my przestrzen typu reduktywnego G/H oraz istnieje podgrupa reduktywna
L C G, taka ze

G = HL,

oraz H N L jest zwarte. W takim wypadku mamy
G/H = L{H N L

Poniewaz H N L jest zwarte wiec L dziala wlasciwie 1 kozwarcie na L/H N L.
Zatem dzialanie L na G/H tez jest wlasciwe i kozwarte. Stad dowolna krata
kozwarta I' w L (ktora istnieje na mocy twierdzenia Borela) dziala wlasciwie i
kozwarcie na G/ H. Po wzieciu beztorsyjnej podgrupy I' skoniczonego indeksu
otrzymujemy w ten sposob zwarta forme Clifforda-Kleina nazywana forma
standardowq.

Hipoteza 1.4 (T. Kobayashi). Jesli przestrzen typu reduktyuwnego G/H po-
siada zwartq forme Clifforda-Kleina to przestrzen ta posiada takze standar-
dowq forme Clifforda-Kleina.

Trzeba zaznaczye, ze powyzsza hipoteza nie sugeruje, ze wszystkie formy
Clifforda-Kleina sa standardowe. Istnieje wiele przykladow form niestandar-
dowych, np. takich w ktorych I jest Zariski-geste w G (np. [Kal).

Uwaga 1.6. Od tej pory, w tym i w nastepnym rozdziale przez G bedziemy
oznaczaé potprostq. rzeczywistq, linowq, niezwartq grupe Liego. Sted grupe
G zawsze mozemy utozsamicé z grupg macierzowq, tj. z domknietq podgrupg
GL(n,R). Podgrupa H C G oznaczaé bedzie podgrupe typu reduktywnego. Li-
terami gotyckimi g, b,... oznaczac bedziemy algebry Liego odpowiednich grup.

Ustalmy dowolnie inwolucje Cartana € algebry g. Otrzymujemy rozklad
na podprzestrzenie niezmiennicze ¢ :

g="~t+p,




gdzie € odpowiada maksymalnej zwartej podgrupie K’ C G. W p wybieramy
maksymalng abelowa podprzestrzen a C p. Okazuje sie, ze kazde dwie tak
wybrane podprzestrzenie w p sa sprzegalne (poprzez pewien element z K)
oraz wymiar a nie zalezy od wyboru 6. Spostrzezenia te umozliwiajg zdefi-
niowanie rzedu rzeczywistego algebry g.

Definicja 1.7. Rzedem rzeczywistym algebry g nazywamy wymiar podalgebry
g g:

rankg(g) := dim(a).

Mozna pokazaé, ze j := ay & a (gdzie a; oznacza maksymalna podalgebre
abelowa centralizatora 3¢(a) podalgebry a w €) jest podalgebra Cartana w g,
nazywana splitowg podalgebrg Cartana. Wtedy i° jest podalgebra Cartana
w g°. Korzystajac z tej wtasnogci mozemy ograniczy¢ pierwiastki g= do a
otrzymujac rozklad pierwiastkowy algebry g:

Uklad X, jest abstrakeyjnym ukladem pierwiastkowym. Wybierzmy 1 oznacz-
my przez E;r podzbior pierwiastkow dodatnich. Otrzymujemy podalgebre

fii= E [}

nEEJ

Mozna pokazac, ze daje nam to rozklad
g=%8t+a+n,

nazywany rozktadem Iwasawy algebry g. Jesli oznaczymy przez A,N C G
jednospdjne podgrupy odpowiadajace ain to

G =RKAN

i powyzszy rozklad nazywamy rozkladem Iwasawy grupy G. Podgrupa A jest
abelowa, U/ unipotentna oraz AN C G jest podgrupa rozwiazalna i jedno-
spojna.

Analogicznie mozeniy zdefiniowaé rozklad Iwasawy dla podalgebry b:

h Efr. b ay 4 Ny,

na poziomie grup Liego H = Ky Ay Ny.
Rozwazmy nastepujacy przyklad
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Przyklad 1.8. Niech G = SL(2,R). Wiedy

g =sl(2,R) := { {? _bu} | a,bye€ Ri} ;
B 0 —1 1 0 4 iy B
=L a2 el le e ol
Ponadto

. cosfi —sind o W a 0 : 1 b
— ok : ek A= : : i A= i G
A {[sm,‘."f cosps ] LFE ‘}’ = Hu l] L U} i {[u 1] S —{}

Doktadny opis klasyfikacji rzeczywistych, polprostych algebr Liego za po-
moca pierwiastkow mozna znalez¢ w |OV], Rozdzial 4.

2 Szczegolowy opis wynikow

2.1 Rzad a-hiperboliczny - praca [O1]

Aby niezwarta przestrzen jednorodna G/ H posiadala zwarte formy Clifforda-
Kleina musza oczywiscie istnie¢ nieskonczone podgrupy dyskretne w G, ktore
dzialaja wlasciwie na G/H. Okazuje sie, ze nie zawsze takie istnieja. W
artykule |[K3| T. Kobayashi podal kryterium pozwalajace sprawdzi¢, czy dana
podgrupa reduktywna L C G dziala wlasciwie na G/H. Wnioskiem do tego
kryterium jest nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 2.1 (Zjawisko Calabi-Markusa, T. Kobayashi [K3|). Jesl rankg(g) =
rankg(h) to podgrupa dyskretna T' C G dziata wlasciwie na G/ H wtedy i tylko
wtedy gdy jest skoriczona.

Warto zauwazve, ze powyzsze twierdzenie nie zaklada nic o tym, jak pod-
grupa H jest wlozona do G. Latwo na jego podstawie uzyskac przyklady
przestrzeni bez zwartych form Clifford-Kleina.

Przyklad 2.1. Przestrzenie O(p + 1.q)/O(p.q) dla p > q nie posiadajq
zwartych form Clifforda-Kleina.

Glownym celem pracy [O1] bylo podanie analogicznego do rzedu rzeczy-
wistego niezmiennika algebry g, dzieki ktoremu bedzie mozna tatwo zbadac,
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czy istnieja podgrupy dyskretne w G ktore nie sa wirtualnie abelowe i dzia-
laja wlasciwe na przestrzen G/ H (grupa nazywa sie¢ wirtualnie abelowa jesli
posiada obelowa podgrupe skonczonego indeksu). Taki pomys! takze prowa-
dzi do wyznaczania przestrzeni jednorodnych bez zwartych form Clifforda-
Kleina poniewaz wiadomo, ze abelowe grupy (czy ogolniej - unipotentne) nie
moga uzwarci¢ (niezwartej) przestrzeni G'/H (|B]).

W ten sposdb powstal pomyst rzedu a-hiperbolicznego algebry g. Bezposred-
nia definicja rzedu a-hiperbolicznego zwigzana jest z dzialaniem malej grupy
Weyla na przestrzen a (Definicja 2.5) aczkolwiek mozna podac alternatywna,
prostsza definicje.

Definicja 2.2. Rzqd a-hiperboliczny algebry g jest suma rzedow a-hiperbolicznych
jej wszystkich prostych czynnikow. Rzqd a-hiperboliczny prostej algebry Liego
mozna obliczycé korzystajoc z tabeli 1.

Tabela 1. Rzad a-hiperboliczny
q Rzad a-hiperboliczny | rankyg
sI(2E.R) K 2k-1
k=2
sl(2k 4+ 1.R) k 2k
kil
su”(4k) k ~2k-1
k=2
su”(4k + 2) k 2k
k=1
| so(2k + 1,2k +1) - Bg “2k+1
=2
cg i 4 6
e’ iz 1 o

Tabela 1: Tabela zawiera rzedy a-hioperboliczne tych absolutnie prostych,
rzeczywistych algebr Liego s, dla ktorych rankps # rank,_j,,s.

Dzieki rzedowi a-hiperbolicznemu mozemy sformutowac¢ i ndowodni¢ naste-
pujace twierdzenie

Twierdzenie 2.2 (Twierdzenie 8 w [O1]). Jesli:




1. rank,_jyp = ranke_pyh to G /H nie dopuszcza wlasciwego dziatania
podgrupy T' C G, ktéra nie jest wirtualnie abelowa (a stqd zwartych
form Clifforda-Kleina).

2. rank,_p,,0 > rankgh to istnieje podgrupa dyskretna I' C G, kidra nie
jest wirtualnie abelowa i dziata wtasciwie na G/H.

Przykiad 2.3 (Example 4 w |O1]). Nastepujace przestrzenie jednorodne nie
posiadajq zwartych form Clifforde-Kleina:

SL(4k + 21.R)/SO(2k, 2k) x Sp(l,R);
SL(2k + 21, R)/Sp(k, R) x Sp(l,R);
SL(4k + 41, R)/SO(2k, 2k) x SO(21,21);
SL(4k + 21 + 1,R)/SO(2k,2k) x SO(l,1 + 1);
SU*(4k+2) /U (s, r—s) x Sp(t. 2k+1—7—t), fors+t=k+1, 1 <r < 2k+1;
SU*(4k)/U(s,r —s) x Sp(t.2k+1—r—=1), fors+t=4k 1< <2k

Przyklad 2.4 (Example 5 w |O1]). Dla kazdej z nastepujace przestrzen: jed-
norodnych G/ H istnieje podgrupa dyskretna I' C G, ktdra nie jest wirtualnie
abelowa @ dziata wlasciwie na G/H:

SL(2k+ 21+ 2,R)/SO(k, k+1) x SO(l,1 +1);
SL(2k + 21 + 2,R)/SO(k, k) x SO(I,1);
E!/{SL(3,C) x SU(2,1)}/Zs
Opis metod

Oznaczmy przez W, grupe Weyla odpowiadajaca ukladowi pierwiastkow
33y oraz niech IT C X oznacza podzbiér pierwiastkow prostych. Poniewaz 11
generuje skoticzona grupe W, mozemy znalez¢ najdiuzszy element wy grupy
W, (istnieje dokladnie jeden taki element w grupie W,). Ponadto niech

at i ={X€cal Vme}.?;; a(X) >0} Ca.

Mozna pokazac, ze

—wg:a—=a, X —uwy(X)
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jest inwolucja na a zachowujaca a®. Zatem mozemy zdefiniowac nastepujacy
zbior

bt ={X ecat| —wp(X)=X}Ca".
Oznaczmy przez b najmniejsza podprzestrzen linowa w a zawierajaca zbior
b*. Mozna pokazaé, ze wymiar b nie zalezy od wyboru a oraz 7.

Definicja 2.5. Rzedem a-hiperbolicznym algebry g nazywamy wymiar prze-
strzeni b.

W pracy [O1] zostaly wyliczone rzedy a-hiperboliczne potprostych, rzeczy-
wistych algebr Liego (Tabela 1).
Nastepnie wykorzystane jest ponizsze twierdzenia Benoista

Twierdzenie 2.3 (Theorem 1 w [B]). Grupa G zawiera dyskretng podgrupe
T. ktoéra nie jest wirtualnie abelowa i dziala wlasciwie na G| H wtedy i tylko
wtedy, gdy dla dowolnego w w W, w - &y, nie zawiera zbioru b™. Podgrupe r
mozna dobraé tak by byla Zariski-gesta w G.

Powyzsze twierdzenie daje warunek na istnienie odpowiednich podgrup
' C G, ktory silnie zalezy od wlozenia H C G (co przeklada sig¢ na wlozenie
a, C a) i jego sprawdzanie w praktyce jest bardzo trudne. Juz w przypadku
H = SL(2,R). rankgg > 3 istnieje zawsze wiele nierownowaznych wlozen
H ¢ G (co wynika z klasyfikacji orbit nilpotentnych, [CMG]). Przy pomocy
teorii orbit nilpotentnych mozna jednak pokazaé, ze w nastepujacych przy-
padkach:

1. ranke—nyp@ = rank._pyph,
2. ranky_py,d > rankgl,
warunek Benoista nie zalezy juz od wlozenia H C G. Dokladniej: nigdy nie

jest spelniony w przypadku 1 i zawsze jest spetniony w przypadku 2.

2.2 Przestrzenie silnie regularne - praca [O2]

Celem pracy [02] bylo rozszerzenie wyniku z Twierdzenia 2.2, a dokladnie)
zbadanie zwiazku miedzy nastepujacymi trzema warunkami

e Cl := przestrzei G'/H dopuszcza wlasciwe dzialanie dyskretnej, nie-
skoriczonej podgrupy grupy G,
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e C2 := przestrzen G'/H dopuszcza wlasciwe dzialanie dyskretnej, nie-
skoniczonej podgrupy grupy G, ktora nie jest wirtualnie abelowa,

e C3 :— przestrzen G/H dopuszcza wlasciwe dzialanie podgrupy L C G,
ktora jest lokalnie izomorficzna SL(2,R).

Nalezy zaznaczy¢, ze grupa G zawsze posiada podgrupe L C G lokalnie
izomorficzng z SL(2, R) - innymi stowy: kazda polprosta algebra Liego typu
niezwartego zawiera jako podalgebre sl(2, R) - jest to wniosek z twierdzenia
Jacobsona-Morozova.

Oczywiscie w przypadku kiedy H jest zwarte, kazda podgrupa Liego w G
dziala wlasciwe na G/ H. a stad:

Cl& C2 & C3.

Sytuacja zmienia si¢ diametralnie w przypadku gdy H (i oczywiscie G/H)
jest niezwarte. Jak juz widzieliSiy wezesniej zachodzi wtedy zjawisko Calabi-
Markusa:

Przestrzen G/ H spetnia warunek C1 wtedy i tylko wtedy, gdy
rankpg > rankgh.

Co wiecej - na mocy twierdzenia 2.2 (patrz takze Example 1 w |B]) przestrzen
SL(3.R)/SL(2.R) spelnia warunek C1, ale nie spelnia warunku C2 a przez
to takze warunku C3. W omawianej w tym podrozdziale pracy (Appendix w
|02]) podano takze po raz pierwszy w literaturze przyklad przestrzeni, ktora
spelnia warunek C2 ale nie spelnia warunku C3

Przyklad 2.6. Niech U C SO(4,4) bedzie spdjng podgrupe o algebrze Lie-
go u, u = R* + sl(2,R) (przy czym wlozenie U — G, indukowane przez
u — s0(4,4), opisano w Appendiz w [02]). Istniejqg podgrupy dyskretne T’ C
SO(4.4). ktére nie sq wirtualnie abelowe ¢ dzialtajg wlasciwie na SO(4,4)/U.
Ponadto jesli L € SO(4,4) jest lokalnie izomorficzna z SL(2,R) to L nie
dziata wtasciwie na SO(4,4)/U.

Zatem w ogdlnym ujeciu dla przestrzeni jednorodnych '/ H mamy tylko
¢l =02« 0

W pracy [02] zaproponowano wige nastepujaca definicje




Definicja 2.7. Niech j oznacza splitowq podalgebre Cartana algebry g oraz
niech iy oznacza splitowq podalgebre Cartana algebry [b,h]. Przestrzen
G/H nazywa sie silnie reqularnq jesli (z doktadnosciq do sprzezenia) ip,n C J

oraz (i, [b.b]] C b.

Klasa przestrzeni silnie regularnych jest szeroka. Przykladami takich prze-
strzeni sa m.in. przestrzenie typu parabolicznego (to jest przestrzenie, w kto-
rych H jest czedcia polprosta centralizatora elementu hiperbolicznego w G),
przestrzenie indukowane przez regularne wlozenia h® C g“, niektore prze-
strzenie k-symetryczne (szezegolowy opis wraz z przykladami znajduje sie w
rozdziale 2.2 w [02]).

Glownym wynikiem pracy [O2] jest nastepujace twierdzenie

Twierdzenie 2.4 (Theorem 2 w |O2]). Niech G/H bedzie przestrzeniq silnie
regularng spetniajacq warunek rank,_y,,bh = rankgh. Wiedy

C2 < C3 <= rank,_ny;g > rank,_pyh.

Whiosek 2.8 (Corollary 1 w [02]). Jesli G/H jest przestrzeniq silnie requ-
larng spelniajaca warunek rank,_j,,g = rankepg oraz rank, p,,h = rankgh
to

Cl <= C2 < C3 <> rankrg > rankg.

Biorac pod uwage zjawisko Calabi-Markusa otrzymujemy w ten sposob
nastepujaca charakteryzacje przestrzeni silnie regularnych G/H spelniaja-
cych warunek rank,_;,,b = rankgh

o Cl1 <= rankpg > rankgh,

e C2 &= rank,_j g > rankgh.

o C3 < rank, ;g > rankgh.
Zatem

Twierdzenie 2.5. Jesli niezwarta przestrzen silnie reqularna G /H spetnia-
jacq warunek rank, j,,h = rankgh posiada zwartq forme Clifforda-Kleina to
G/H dopuszcza wlasciwe dziatanie podgrupy L C G lokalnie izomorficznej z
SL(2,R).
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Opis metod

W przypadku przestrzeni silnie regularnych G/H speliajacych warunek
rankgh = rankq—p,ph warunki C2 1 C3 sq rownowazne. Oczywiscie najbar-
dziej interesujacy jest fakt, ze w takim wypadku istnienie podgrupy I' C G
ktora nie jest wirtualnie abelowa i dziala wlasciwe na G/ H, pocigga za so-
ba istnienie podgrupy L C G lokalnie izomorficznej z SL(2,. R) i dzialajace]
wlasciwe na G/H. Na poziomie algebr Liego istnienie I' wymusza warunek

b, C b,

7z doktadnoscia do dzialania W, (b, definiujemy dla b analogicznie jak b dla
a). Nastepnie trzeba pokazac, ze powyzszy warunek - na mocy klasyfikacji
orbit nilpotentnych w g i twierdzenia Jacobsona-Morozova - implikuje istnie-
nie nietrywialnego elementu nilpotentnego (i odpowiadajacej mu podalgebry
s[(2,R) C g), ktorego orbita nie przecina h. Na mocy kryterium wlasciwych
dziatan T. Kobayashigeo ([K3|) uzyskujemy w ten sposob odpowiednia pod-
grupe L C G

2.3 Rozwiagzalne, zwarte formy Clifforda-Kleina - praca

O3]

Opisane wezesniej wyniki wskazuja na mozliwe ograniczenia na strukture
algebraiczng podgrupy dyskretnej I' C G dajacej zwarta forme Clifforda-
Kleina. Z twierdzenia Borela wynika, ze je$li H jest zwarte to dowolna grupa
[ ¢ G dajaca zwarta forme Clifforda-Kleina na G//H nie bedzie posiada¢
nietrywialnych elementéw unipotentnych. Ponadto, twierdzenie Benoista mo-
wi, ze jesli T\G//H jest zwarta forma Clifforda-Kleina niezwartej przestrzeni
G/H to T nie jest (wirtualnie) unipotentna. Wyniki pracy [O3] pokazuja na
ile te wlasnosci mozna przelozyé na dyskretne podgrupy rozwiazalne. Przypo-
mnijmy, ze element h € G nazywany jest hiperbolicznym jesli jest sprzegalny
z pewnym elementem podgrupy A z rozkladu Iwasawy G = KAN.
Twierdzenie 2.6 (Theorem 1.2 w [03|). Zatdzmy, ze H jest czeSciq polpro-
stq centralizatora peunego elementu hiperbolicznego h w G. Jesli '\G/H jest
zwartq formg Clifforda-Kleina niezwartej przestrzent G/ H to T' nie moze byc
wirtualnie rozwigzalne.

Whiosek 2.9 (Corollary 1.3 w |O3]). Niech I' bedzie dowolng dyskretng i
rozwigzalng podgrupg SL(n,R). n > 1 oraz niech SL(n.R) C SL(m.R),
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n > m bedzie standardowym wlozeniem. Witedy T\SL(n,R)/SL(m,R) nie
jest zwarte.

Opis metod
Dowod Twierdzenia 2.6 przebiega w nastepujacych krokach:

1. Zalozmy, ze istnieje rozwiazaluna, zwarta forma Clifforda Kleina I'\G/ H.
Mozna pokazaé, ze istnieje wtedy tzw. powloka syndetyczna B C G,
czyli rozwiazalna, spojna podgrupa Liego, taka ze I'y := BN 1T jest
skonczonego indeksu w I' oraz [0\ 3 jest zwarte.

2. Wezmy domkniecie Zariskiego B grupy B. Wtedy B jest rozwiazalna
podgrupa Liego w G. Mamy takze

5 — ]((.' +-£.‘$' + 1,

gdzie tc jest algebra Liego zwartego torusa, tg algebra Liego splitowego
torusa oraz u algebra Liego Zariski-domkniete] podgrupy unipotentnej.

3. Przy wykorzystaniu strukturalnej teorii algebr Liego mozna pokazac,
ze istnieje wektor Z ¢ b, taki ze endomorfizm

adz : b — b

ma niezerowy §lad. Stad grupa B posiada krate 1 nie jest uinimodularna.
Sprzecznosc.

2.4 Metody komputerowe w badaniu zwartych form Clifforda-
Kleina - praca [O4]

Tholozan w pracy |T] wyprowadzil warunek kohomologiczny, ktory musi spel-
nia¢ niezwarta przestrzen G/ H typu reduktywnego jesli posiada zwarte formy
Clifforda-Kleina. W uproszezeniu warunek ten mowi, ze:

Twierdzenie 2.7 (Tholozan, [T|, Theorem 3.2). Niech Ky bedzie maksy-
malng zwartq podgrupe w H i niech n = dimH — dimKy. Oznaczmy przez
Gy /K zwartq przestrzen dualng do przestrzeni symetrycznej G/ K. Jedli

H™(Gy/K,R) = {0}

to przestrzen G/H nie posiada zwartych form Clifforda-Kleina.
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Warunek ten jest techniczny i trudny do sprawdzenia w praktyce. Nale-
zy podkreglié, ze przy uzyciu tego warunku Tholozan nie wskazal zadnych
nowych przvkladow przestrzeni nie posiadajacych zwartych form Clifforda-
Kleina (podal jedynie przyklady, ktore znane byly juz w literaturze i znale-
zione zostaly przy uzyciu innych technik). Celem pracy [O4] bylo stworzenie
i wdrozenie algorytmu komputerowego, ktory przesiewalby listy przestrzeni
typu reduktywnego, ktore spelniaja warunek Tholozana. To podejscie pozwo-
lilo na obliczenie nowych klas przestrzeni nie posiadajacych zwartych form
Clifforda-Kleina. Lista przykladéw uzyskanych za pomocy programu podana
jest w tabelach w rozdziale 9 w [O4].

Przv wykorzystaniu warunku Tholozana udalo sie tez udowodni¢ nastepuja-
ce, ciekawe twierdzenie dotyczace zwartych form Clifforda-Kleina

Twierdzenie 2.8. Niech G bedzie potproste, liniowq © niezwartq grupg Liego.
Zaldzmy, ze maksymalna zwarta podgrupa w G jest polprosta. Wiedy dla
dowolnego wlozenia SL(2,R) — G przestrzen jednorodna G/SL(2,R) nie
posiada zwartych form Clifforda-Kleina.

Opis metod

Do zaprojektowania i wdrozenia algorytmu wykorzystano wyniki De Gra-
afa |G, G1] dotyczace metod znajdowania i klasyfikowania polprostych algebr
w prostych, zespolonych algebrach Liego w $rodowisku GAP. Do stworzenia
algorytmow potrzebne bylo udowodnione nastepujacych wlasnosei:

Twierdzenie 2.9. Niech d — dimH —dimKy = d(H). Jesli wspotczynnik w
wyrazie stopnia d wielomianu Poincarégo P(Gu /K. t) wynosi zero, to G/H
nie posiada zwartych form Clifforda-Kleina.

Whniosek 2.10. Niech
AFPg, = AMyi, - 1), & Py = Al s Ting)

bedq zewnetrznymi algebrami nad przestrzeniami elementow prymitywnych w
H*(G) i H*(K). Oznaczmy przez

yijl =2p; — 1,5 =1,..41,

les| = 2¢s = 1, 6 = 1, ....m.
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4

stopnie elementow prymitywnych. Jesli wspotczynnik przy wyrazie stopnia
d = d(H) w wielomianie

T

Py = T @+ )[a-e/a-ew). (1)

J=m+1 i=1

“wynost zero to G/ H nie posiada zwartych form Clifforda-Kleina.

Powyzsze wlasnosel pozwalaja na zbudowanie algorytmu wykrywajacego
przestrzenie (/H nieposiadajace zwartych form Clifforda-Kleina. Schemat
algorytmu jest nastepujacy:

e Wypisanie eksponentow p.....p; grupy G oraz eksponentéow ¢, ..., gy,
podgrupy Iv;

e Obliczenie d = d(H);

e Wygenerowanie funkcji postaci (1) z Wniosku 2.10 dla wszystkich per-
mutacji zbioru P = {py, ..., }. Jesli jakas funkcja nie jest wielomianem
(jest funkcja wymierna) to eliminujemy ja z dalszych rozwazan;

o Jesli wszystkie wielomiany uzyskane w poprzednim punkcie maja zero-
wy wyraz stopnia d to G/ H nie posiada zwartych form Clifforda-Kleina.

Algorytmy zostaly zaimplementowane w $rodowisku GAP |GAP|.

3 Pozostale publikacje i omoéwienie wynikow w
nich zawartych

Lista publikacji, ktore nie wchodza w skltad osiagniecia naukowego

e ([P1]) M. Bocheriski, P. Jastrzebski, A. Tralle, On locally homogene-
ous compact pseudo-Riemannian manifolds, Colloq. Math.-Warsaw 150
(2017), 135-139.

e (|P2]) M. Bocheriski, A. Szczepkowska, A. Tralle, A. Woike, On fibers
of fat associated bundles, Colloq. Math.-Warsaw 150 (2017), 149-159.




e ([P3]) M. Bochenski, A. Szczepkowska, A. Tralle. A. Woike, On a classi-
fication of fat bundles over compact homogeneous spaces, Differ. Geom.
Appl. 49 (2016), 131-141.

e (|P4]) M. Bochenski, P. Jastrzebski, A. Tralle, T. Okuda Proper SL(2,R)-
actions on homogeneous spaces, Int. J. Math. 27 (2016).

e ([P5]) M. Bochenski, M. Ogryzek, A restriction on proper group ac-
tions on homogeneous spaces of reductive type, Geometriae Dedicata
178 (2015), 405-411.

e (|P6]) M. Bocheniski, A. Szczepkowska, A. Tralle, A. Woike, New con-
structions of symplectically fat fiber bundles, J. Fixed Point Theory
Appl. 17 (2015), 65-81.

e ([P7]) M. Bocheriski, A. Szczepkowska, A. Tralle, A. Woike, On sym-
plectically fat twistor bundles, Ann. Glob. Anal. Geom. 48 (2015), 181-
194.

e (|P8]) M. Bochenski, A. Tralle, Generalized symplectic symmetric spa-
ces. Geometriae Dedicata 171 (2014), 329-343 (Artykul napisany na
podstawie rozprawy doktorskiej).

3.1 Wtlasciwe dzialania na przestrzeniach jednorodnych
- prace [P4], [P5] i [P1]

W tym podrozdziale trzymamy si¢ notacji z rozdzialu 2. Praca |P5] dotyczy
wlasciwyceh dziatan spdjnych podgrup Liego L C G na przestrzeni jednorod-
nej G/H. Glownym wynikiem pracy jest nastepujace twierdzenie

Twierdzenie 3.1 (Theorem 2 w |P5]). Zaldzmy, ze podgrupa L jest reduk-
tywna. Przestrzen G/H dopuszcza wlasciwe dzialanie L tylko wiedy, gdy:

rarnko—iyp (1) + ranky_py,(h) < ranka—nyy(9)-

Twierdzenie to pozwala na przyklad na sprawdzenie, czy dana przestrzen
moze zawieraé standardowe formy Clifforda-Kleina. Glownym narzedziem w
dowodzie jest rzad a-hiperboliczny.

Praca |[P4| ma na celu zbadanie, czy dana przestrzen G/ H posiada wladciwe
dzialania spojnej podgrupy L C G lokalnie izomorficzne] z SL(2,R). Przy

21




pomocy technicznych twierdzen opartych na kryterium wlasciwych dziatan
Kobayashiego uzyskano wiele przykladow przestrzeni posiadajacych wlasciwe
dziatanie podgrupy L (Tabele 1, 2 1 3 w [P4]). Warto wspomnie¢, ze uzyska-
ne w ten sposob przyklady moga postuzyé - dzigki np. Twierdzeniu 2.5 do
wskazania przestrzeni nie posiadajacych zwartych form Clifforda-Kleina.

Artykul [P1] zawiera inny dowéd twierdzenia opublikowanego po raz pierwszy
w [03]. W przeciwienstwie do pierwotnego dowodu, metody zastosowane w
|P1] opieraja si¢ glownie na wynikach Mority opublikowanych w |[Mor2].

3.2 Grube wektory - prace [P2, P3, P6, P7|

Zalozmy, ze mamy dang wiazke gtowng G — P — B z koneksja ¢. Oznaczmy
przez Q forme krzywizny koneksji ¢ oraz niech H := Kert) C TP bedzie
horyzontalna dystrybucja. Forma Q przyjmuje wartoSci w g, algebrze Liego
grupy G. Zalozmy tez, ze g posiada niezmiennicza forme dwuliniowa By i
oznaczmy przez g° przestrzen sprzezona z .

Definicja 3.1. Wektor v € g nazywamy grubym jesli forma dwuliniowa
By(Q(e. @), u)

jest niezdegenerowana na H.

Waznym zastosowaniem powyzszej definicji jest twierdzenie Steinberga-Weinsteina

Twierdzenie 3.2 (Steinberg-Weinstein). Niech (M,w) bedzie rozmattoScig
symplektyczng z hamiltonowskim dziataniem grupy Liego G @ odwzorowaniem
momentu 1 M — g*. Jesli w wigzce glounej P — B istnieje koneksja dla
ktorej wszystkie wektory w zbiorze p(M) sa grube to przestrzen totalna wigzki
stowarzyszoneyj

M PxaeM — B

posiada widknistq strukture symplektyczng, ktora ogranicza si¢ do w na wiok-
nie M.

W takim wypadku mowimy, ze wiazka M — PxcM — B jest symplektycznie
gruba.
Co moze wydawa¢ sie zaskakujace, w literaturze opisano bardzo malo przy-
kladow symplektycznie grubych wiazek.

Przypomnijmy, ze wiazka twistorowa nad parzyscie wymiarowa rozmaito-
$cia riemannowska, (&, ¢) nazywamy wiazke stowarzyszona do wiazki reperow
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ortogonalnych nad N z wloknem SO(2n)/U(n). W tym podrozdziale rozwa-
zamy wigzki twistorowe nad przestrzeniami jednorodnymi grupy Liego K. W
takim wypadku wigzka ma postac

SO(21) /U (n) — Tw(K/H) := SO(K/H) Xso@n) (50(2n)/U(n)) — K/H.

SO(K/H) oznacza przestrzen totalna SO(n)-wiazki glownej reperéw ortogo-
nalnych.

Celem prac [P6] i [P7] bylo znalezienie nowych klas wiazek symplektycznie
grubych. Otrzymano nastepujace wyniki

1. Zalézmy, ze I jest spOjna i poélprosta grupa Liego zas H C K zwartym
centralizatorem dowolnego torusa 1" C K. Zalozmy tez, ze H dziala w
sposob hamiltonowski na zwartej i spojnej rozmaitosci symplektycznej
(M, w). Wtedy wiazka stowarzyszona (do wiazki glownej H — K —
K/H)

M- KxyM-— I\r/H

jest symplektycznie gruba (Theorem 4.1 w [P6]).

2. Twierdzenia i warunki pozwalajace na wskazanie nowych przykladow
symplektycznie grubych wiazek hvi‘stm'(m-'v("n nad 111(“5\’111])1&‘]{ tycznymi
bazami (Theorem 5.4, Corollary 5.5, Theorem 5.6 w |P6]). Na przyktad
wigzky twistorowa

SO(2n)/U(n) = Tw(Sp(2n)/SO(2n)) = Sp(2n)/SO(2n)
jest symplektycznie gruba (Proposition 5.9 w [P6]).

3. Nastepujace wiazki twistorowe nad Grassmannianami maksymalnego
rzedu sa symplektycznie grube (Theorem 2 w [P7]):

SO(2n + 2m)/SO(2n)xSO(2m), m,n # 1
SO(2n+2m+1)/S02n)zSO(2m + 1), n#1
Sp(n +m)/Sp(n)xSp(m), m,n #1
U(m+n)/U(m) x U(n).




Pojecie grubych wektorow stanowi tez podstawe do badan tzw. grubych
wiazek. Rozwazmy wiazke stowarzyszona

F ->JUX(;FH>B

z wiazka G — P — B. Niech gp oznacza G-niezmiennicza metryke rieman-
nowska na wloknie F, zag gp metryke na B. Na P x ¢ F mozemy zdefiniowaé
metryke koneksyi g. Metryka ta pokrywa sie z gr na wloknach F)

g(m*(X),7*(Y)) = gs(X.Y)

dla X.Y € T'B. Ponadto wymagamy, aby H oraz T'F' byly g-ortogonalne.
Metryka g posiada nastepujace wlasnosci

Twierdzenie 3.3 (por. |Zi]). Metryka g jest zupelna oraz (P x¢ F,g) =
(B,gp) jest submersjq riemannowske z totalnie geodezyjnym wioknem I i
grupg holonomit L C G. Kazda riemannowska submersja w B o totalnie
geodezynych wléknach powstaje w ten sposob.

W ten sposob dochodzimy do definic)i

. . . - m -
Definicja 3.2. Riemannowskq submersje (P X¢ F,g) — (B, gg) z wldknem
G/L nazywamy grubg jesli forma dwubiniowa B, jest niezdegenerowana na
H dla dowolnego u € - C g.

Grube wiazki znajduja zastosowanie na przyklad w konstrukeji rozma-
itosci o dodatniej krzywiznie sekcyjnej [GZ|. Nalezy podkresli¢, ze wszystkie
jednorodne wiazki grube (tj. wigzki postaci H/L — K/L — K/H) zostaly
sklasyfikowane przez Berarda-Bergery’ego |Be].

Niech G bedzie zwarta, poltprosta grupa Liego. W pracy [P3| podano wa-
runki, kiedy G-struktura G — P — I'/H nad przestrzenia jednorodna zwar-
tej i polprostej grupy Liego A jest gruba ze wzgledu na koneksje kanoniczna.
Okazuje sie, ze mozliwe jest to tylko w przypadku, gdy G-struktura jest roz-
szerzeniem wiazki jednorodnej z klasyfikacji Berarda-Bergery’ego (Theorem
3 w |[P3]). W szczegolnosei

Twierdzenie 3.4 (por. Theorem 3 w |P3|). Zalozmy dodatkowo, ze grupe G
jest prosta. Wigzka
G/L — P/L— K/H

stowarzyszona z wigzkq G — P — K/H jest gruba wtedy i tylko wtedy gdy
jest jednorodna, tj. G = H., P = K.
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Praca [P2| rozszerza ten wynik na wiazki zdefiniowane nad dowolng zwar-
ta rozmaito$cia riemannowska 5

Twierdzenie 3.5 (Theorem 4.1 w [P2|). Niech G/L — P/L — B bedzie
wigzkq stowarzyszong do wigzki G — P — B i zaldzmy, ze G jest prostq
grupg Liego, ktora nie jest lokalnie izomorficzna z L. Jesli wigzka ta jest
gruba to przestrzen G/ L jest skoriczenie nakryta przez przestrzen jednorodng
postaci

SH=l — QU(4k)/SU(4k—1) k> 1,
S° = SU(4)/Sp(2).

CP*~! = SU(4k)/(SU(4k — 1) x §') (k> 1),
§*~1 = 50(8k)/SO8k —1) k=1,
S9 = 8O(16)/50(15),

" = S0(8)/S0(T).

3.3 Uogo6lnione symplektyczne przestrzenie symetrycz-
ne - praca |P8]

Celem tej pracy bylo sklasyfikowanie wszystkich przestrzeni 3-symetrycznych
G/H posiadajacych niezmiennicza (ze wzgledu na dzialanie G) strukture
symplektyczna. W pracy zostaly sklasyfikowane wszystkie niezwarte prze-
strzenie 3-symetryczne G /H, w ktorych G jest prosta grupa Liego (co de facto
daje klasyfikacje wszystkich symplektycznych przestrzeni 3-symetrycznych)
- wynik podany jest w tabeli 2 w [P8|. Metoda klasyfikacji oparta jest na
dualnosci miedzy zwartymi i niezwartymi przestrzeniami 3-symetrycznymi.
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