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Omowienie
1. WSTEP

Wielomiany symetryczne maja bardzo prosta definicje — sa to wielomiany niezmiennicze
ze wzgledu na permutacje ich zmiennych. Niektére z tych wielomianéw, takie jak wielo-
miany Jacka lub Macdonalda, okazaly si¢ byC niezwykle interesujace za wzgledu na ich
interdyscyplinarng natur¢. Znalazly one zastosowania w wielu dziedzinach matematyki i fi-
zyki: sa one zwiazane z uogdlnionymi zespotami S macierzy losowych [O097], z pewnymi
modelami mechaniki statystycznej [BC14], ze schematami Hilberta [HaiO1], rozmaitoSciami
kotczanéw i charakteréw [HRVO08, HLRV11], grupami kwantowymi [LLT97], uogélnionymi
catkami Selberga [Kad97], pewnymi modelami losowych partycji [BOOS5] czy wreszcie to-
pologia weziéw [Chel3]. Stanowia one istotng czg$¢ programow badawczych wielu zna-
komitych matematykéw jak chocby laureat medalu Fieldsa Andrei Okounkov [O0O97], Ri-
chard Stanley [Sta89], Alexei Borodin [BC14] czy Mark Haiman [HaiO1]. Podczas ostatnich
dwoch dekad nastapit niezwykle intensywny rozwéj badan nad tymi wielomianami i obecnie
leza one w centrum zainteresowan wspolczesnej kombinatoryki algebraiczne;.

Pojawia si¢ tutaj naturalne pytanie: co sprawito ze te wielomiany majq tak bardzo szero-
kie zastosowania? Jedna z mozliwych odpowiedzi jest to, ze wszystkie te wielomiany maja
wspllna cech¢ — ich struktura algebraiczna i1 kombinatoryczna wzajemnie si¢ uzupetniajg i
ta dualnos$¢ sprawie ze sa one silnym narzedziem wystepujacym naturalnie w réznych kon-
tekstach. To zjawisko odzwierciedlone jest w réznych wtasnoSciach dodatniosci tych wielo-
mianéw. Wiele z tych fascynujacych wtasnoSci wraz z licznymi implikacjami zostato udo-
wodnionych poprzez znalezienie oraz zbadanie pewnych struktur kombinatorycznych, ktére
szybko znalazty rézne zastosowania gléwnie w geometrii algebraicznej, teorii reprezentacji i
teorii prawdopodobienstwa [Sta89, KS97, HHLOS5, HLRV 11, BC14]. Odkrycia te przyniosty
réwniez wiele pytan i hipotez na temat struktury tych funkcji i kombinatorycznych obiek-
tow rzekomo z nimi zwigzanych. Gtéwna tematyka opisanych przeze mnie badan jest proba
odpowiedzi na te pytania oraz znalezienie nowych struktur opisujacych te funkcje.

Przedstawig teraz niezbgdna teori¢ oraz najwazniejsze odkrycia dotyczace kombinatorycz-
nych i algebraicznych aspektow struktury wielomianéw Jacka i Macdonalda, co stanowi
istotne wprowadzenie do opisu moich badar.

1.1. Funkcje symetryczne: wprowadzenie. Oznaczmy przez A, := Q[z1,...,x,]° alge-
br¢ wielomiandéw symetrycznych n zmiennych. Okazuje si¢, ze czg¢sto wygodniej jest badaé
funkcje symetryczne, o ktérych mozna mysle¢ jak o “wielomianach symetrycznych nieskon-
czenie wielu zmiennych”. Scisle rzecz biorac, algebra funkcji symetrycznych A zdefiniowana
jest jako granica wsteczna

A= @An

wzgledem morfizmu A, ; — A, zadanego przez podstawienie
ANpv1 D f(zr . 2n, Tpg1) — fzr.. 0, 2,,0) € A,

Prosta, lecz majaca glebokie konsekwencje, obserwacja mowi ze algebra funkcji symetrycz-
nych jest izomorficzna z algebra wielomianowa Q[ f1, fa, . . .|. Istnieje wiele ciekawych kla-
sycznych wyboréw zmiennych { f,,} dla ktérych zachodzi wspomniany izomorfizm:

o potegowe funkcje symetryczne: {f,} = {pn}, gdzie p, = ). z;

e clementarne funkcje symetryczne: {f,} = {e,}, gdzie e, = 2191<__<in Ty Xy



e zupelne funkcje symetryczne: { f,} = {hn}, gdzie h, = >, - o @i, - Ti,.

W szczegblnosci A = @) A™ rozktada si¢ na sumg prosta przestrzeni wektorowych jedno-
rodnych funkcji symetrycznych stopnia n (czyli granicy wstecznej jednorodnych wielomia-
néw symetrycznych stopnia n A" = I'LDAZ). Kazda taka przestrzenn wektorowa A" jest
skoficzonego wymiaru i jej elementy bazowe indeksowane sa w naturalny sposéb przez
proste obiekty kombinatoryczne zwane partycjami n. Partycja A rozmiaru n (oznaczona
réwniez jako A F n lub |[A\| = n) jest nierosnacym ciagiem dodatnich liczb catkowitych
A= (A > Xy > -0 > )\) (dlugosé takiej partycji oznaczona jest jako dlugos¢ ciagu
((X\) == {) takim, ze ) |, \; = n. Oczywiscie

A" = Span{f\ : A\ F n},

gdzie fy := [], /), Wszystkie trzy bazy, ktére opisaliSmy przed momentem, sa bardzo pro-
ste, ale prawdopodobnie “najprostsza” baza to tzw. baza jednomianéw symetrycznych m,
ktora jest symetryzacja jednomianu xi\l x -x?‘ (uwaga: my # [[, my, ). Jednym z klasycz-
nych probleméw teorii funkcji symetrycznych jest znalezienie wzoru wyrazajacego zadang
funkcje symetryczna f w wybranej bazie. OdpowiedZ na tak fundamentalne pytanie prowa-
dzi do wielu gtebokich wynikdw i zastosowan, co bardzo dobrze opisuje ponizszy przyktad.

Niech s) oznacza wielomian Schura - funkcje symetryczna, ktéra jest jednym z bazowych
blokéw teorii funkcji symetrycznych. Wielomian Schura, nazwany na cze$¢ Issai Schura,
jest nieredukowalnym charakterem reprezentacji wielomianowej ogélnej grupy liniowej GL,,
i mozemy go zdefiniowac np. uzywajac wzoru Weyla na charaktery:

AX+6n

8)\(.1'1, RN ,mn) = ?,

gdzie a,, = det(z}"), oraz 6, = (n —1,n —2,...,1,0).

e Wyrazenie s, w bazie potegowych funkcji symetrycznych wiaze wielomiany Schura
z teoria reprezentacji grup permutacji, co z kolei ma zwiazek z dualnosciq Schura—
Weyla. Scislej rzecz biorac, dla dowolnej partycji A - n mamy:

1
S\ = m Z X)\(O—)pct(o')a

UGGn

gdzie ct(o) (zwany typem cykli w o) jest partycja zadang przez dtugosci cykli w per-
mutacji o, a x jest charakterem nieprzywiedlnej reprezentacji p, grupy permutacji
S,.

e Wz6r (w ktérym wystgpuje redukcja pewnych wyrazéw) wyrazajacy s, w bazie
elementarnych oraz zupelnych funkcji symetrycznych, zwany wzorem Jacobiego—
Trudiego przedstawia sy jako pewien wyznacznik:

o)

S\ = det(h,\i+j_i)£(>\) = det(€A§+j_i)i7j:17

=17

gdzie przyjmujemy nastgpujaca konwencje

1 fori=0,
hi=ei = .
0 fori <0,
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i \' jest partycja sprzgzona z \. Sprzgzenie partycji jest bardzo prosta operacja z
geometrycznego punktu widzenia — mozemy przedstawic partycje A poprzez naryso-
wanie jej diagramu Younga, ktory sktada si¢ ze zbioru

A={(i,5):1<i <A, 1< <N

Woéwczas sprzgzenie partycji A odpowiada odbiciu jej diagramu wzgledem proste;j

= y. Wzdr Jacobiego-Trudiego ma bardzo wiele nietrywialnych zastosowan i
warto wspomnie¢ choéby jego zastosowanie do powigzania teorii hierarchii KP z
funkcjami Schura [SS83, Sat89].

e Wz6r wyrazajacy s, w bazie jednomiandéw symetrycznych jest zadany przez stynna
interpretacj¢ kombinatoryczng funkcji Schura jako funkcja tworzaca pétstandardo-
wych tableaux Younga. Tableau 7" : A — N (o ksztalcie \) jest wypelnieniem ko-
morek A\ przez nieujemne liczby catkowite. Jezeli wypelnienie jest SciSle rosnace w
kazdej kolumnie (czytajac elementy z dotu do gory) i niemalejace w kazdym wier-
szu (czytajac elementy od lewej do prawej), wowczas nazywamy je potstandardo-
wym. Niech SSYT(\) oznacza zbidr péistandardowych tableaux Younga o ksztalcie

A. Wowczas
S\ — E Q‘JT,
TESSYT())

gdzie 7 = [[o., zr@). W szczegélnosci wspétczynnik [my]sy = K, =
SSYT (A, i) przy m, w rozwinigciu s, w bazie jednomianéw symetrycznych jest
réwny liczbie pétstandardowych tableaux Younga o ksztalcie A i wypelnieniu p (jest
to tzw. liczba Kostki). Jedna z najbardziej rozpoznawalnych konsekwencji tego wzoru
jest jawna kombinatoryczna interpretacja:
— wymiaru przestrzeni wag odpowiadajacych . w nieprzywiedlnej reprezentacji
V og6lnej grupy liniowej GL,,(C);
— krotnosci nieprzywiedlnej reprezentacji p, grupy permutacji w module grupo-
wym C[S,,, x -+ x &,,];
— pierscienia kohomologii Grassmanianu.
Przestrzen funkcji symetrycznych jest naturalnie wyposazona w iloczyn skalarny, ktéry
jest jednoznacznie wyznaczony poprzez nastgpujace relacje ortogonalnosci dla bazy funkcji
potegowych

|Gl
<p,u7p)\> - 5)\,/.1,@7

gdzie C, jest klasa sprz¢zonosci permutacji o typie cykli A. Liczba takich permutacji jest
dana nastgpujacym wzorem:
!
Gl = =,
x
gdzie m;(\) = [{j : A\j = i}| i 2x = [[; i™Mmi(N)!. Wyb6r funkeji potegowych jako bazy
ortogonalnej z ta konkretnq normalizacja wymka z nastepujacych teorio-reprezentacyjnych
rozwazan.
Niech G bedzie grupa skonczona, a Z(G) oznacza przestrzen centralnych funkcji na G
(nad ciatem Q). Przestrzen Z(G) jest wyposazona w nastgpujacy iloczyn skalarny,

(.90 |G|Zf

oeG
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Niech Z(6.,) = D,~, Z(6,), przyjmujac konwencje ze Z(S,) = Q. Przestrzeri wekto-
rowa Z(&,) ma strukture pierscienia zdefiniowana w nastepujacy sposéb: dla f € Z(&,,)
ig € Z(6,,) zdefiniyyjmy f x g € Z(6,, x &,,,). Grupa &,, x &,, jest podgrupa grupy
permutacji S,,,,,, zatem mozemy zdefiniowac iloczyn f - g jako charakter indukowany:

G'VL m
frg:=Indg"7g (f x9),
a nastgpnie mozemy przedtuzy¢ ten iloczyn na Z (&) dzigki dwuliniowosci co zadaje wspo-
mniang strukturg pierScienia. Wreszcie, dla przemiennego, facznego, pierScienia z gradacja
7(64) definiujemy iloczyn skalarny odziedziczony z Z(&,,):

<f7 g) = Z<f”’ gn>6n7
n>0
gdzie f,,g9, € Z(6,). Zdefiniujmy przeksztatcenie ¢ : &,, — A™ poprzez nastgpujaca
tozsamos¢ 1)(0) = Pey(o). Ta tozsamos¢ indukuje przeksztatcenie ch,, : Z(&,,) — A" ktadac

1
Chn(f) = <f7 w>6n = E Z f(U)w(U)’
UGGn
(delikatnie naduzywamy tutaj notacji aby podkresli¢ podobienistwo pomigdzy ta definicja a
maturalnym iloczynem skalarnym na przestrzeni funkcji na grupie skoficzonej) ktéry prze-
dtuza si¢ do ch : Z(S.,) — A. Opisana konstrukcja zostata przeprowadzona w taki sposéb,
ze zachodzi nastgpujace twierdzenie

Twierdzenie 1.1. Przeksztalcenie charakterystyczne ch : Z(&,,) jest izomorficzng izometrig
Z(6) na A.

Jedna z konsekwencji tej konstrukcji jest nastgpujaca interpretacja funkcji Schura.

Whiosek 1.2. Przeksztatcenie charakterystyczne nieprzywiedlnego charakteru x ) reprezen-
tacji py jest rowne funkcji Schura indeksowanej tq samq partycjq ch(x,) = sa. W szczegdl-
nosci funkcje Schura sq ortonormalne (s, s,) = 6 .

Mozemy z tego wywnioskowac, ze wielomiany Schura sa jednoznacznie wyznaczone po-
przez nastgpujace wlasnosci, co mozna potraktowac jako alternatywna ich definicje.

Definicja-Stwierdzenie 1.3. Rodzina funkcji symetrycznych Schura {s\}\ jest jedynq ro-
dzing ktora ma nastepujqce wtasnosci:

(0) Wiasnos¢ ortogonalnosci: (sy,s,) = 0dla X # p,

(T) Wtasnos¢ gornotrdjkatna: sy = > u<x Cumy, dla pewnych ¢, € Q

(N) Wiasnos¢é normalizacji: [my]sy = 1.

Porzadek liniowy na zbiorze partycji pojawiajacy si¢ we wiasnoSci (T) jest porzadkiem
leksykograficznym, tzn.

p < A <= istnieje s > 1 takie ze u; = \; dla wszystkich j < i p; < ;.

Ta definicja mowi, ze funkcje Schura mozemy otrzymac poprzez zastosowanie procesu or-
togonalizacji Grama—Schmidta do bazy jednomiandéw symetrycznych. Zachodzi ponadto

bardzo nietrywialny fakt: porzadek leksykograficzny we wiasnosci (T) mozemy zastapié
tzw. porzqdkiem dominacji zdefiniowanym w nastgpujacy sposéb:

J J
<N <= Z i < Z A;dla wszystkich j.

1=1 =1



Rysunek 1. Dtugosci ramienia, ko-ramienia, nogi i ko-nogi oznaczonej klatki
w diagramie Younga.

Definicja-Stwierdzenie 1.3 jest Zrédtem pomystu Macdonalda, ktéry wprowadzit stynne
funkcje symetryczne Macdonalda vogélniajace funkcje Schura poprzez wprowadzenie do-
datkowych parametrow deformacyjnych.

1.2. Funkcje symetryczne Jacka i Macdonalda. Niech A, ;) oznacza algebre funkcji sy-
metrycznych nad ciatem utamkéw Q(q,t), czyli Ay = Q(q,t) ® A. Okreslmy iloczyn
skalarny na A, ;) poprzez nastgpujaca g, t-deformacje¢ klasycznego iloczynu skalarnego
1— g
<p/mp>\>(q,t) = 5u,>\z)\ H 1t

Definicja-Stwierdzenie 1.4 ([Mac88, Mac95]). Rodzina funkcji symetrycznych Macdonalda
{J /(\q’t)} A jest jedynq rodzing ktora ma nastepujqce wtasnosci:

(0) Wiasnosé¢ ortogonalnosci: (J iq’t), Jlsq’t)>(q7t) =0dla )\ # p,

(T) Wtasnos¢ gérnotrdjkatna: Jiq’t) = .<x Culq, t)my, dla pewnych c,(q,t) € Q(q, )

(N) Wtasnos¢ normalizacji: [m,\]J)(\q’t) = hook(g1)(A) 1= [Jgen (1 — ¢+,
gdzie a(0), 0\(0O) oznaczajq dtugosci ramienia i nogi klatki O, zobacz Rys. 1.

Zauwazmy ze dla ¢ = t iloczyn skalarny (-, -) (4, pokrywa si¢ z klasycznym iloczynem
skalarnym definiujacym funkcje Schura. Innymi stowy, funkcje symetryczne Macdonalda

w tym przypadku J iq’Q) sa po prostu funkcjami Schura (z dokladnoScia do normalizacji).
Podstawienie ¢ = 0 daje nam inng klasyczna funkcje symetryczna, tzw. funkcje Halla—
Littlewooda. Najwazniejszym dla nas szczegélnym przypadkiem bedzie podstawienie ¢ = t*
oraz przejScie do granicy gdy ¢ — 1. Tak otrzymane funkcje nazywaja si¢ funkcjami syme-
trycznymi Jacka. W szczeg6lnosci, funkcje Jacka mozna zdefiniowac w nastgpujacy sposob:

Definicja-Stwierdzenie 1.5 ([Sta89, Mac95]). Rodzina funkcji symetrycznych Jacka {.J ia) I3
Jest jedynq rodzing funkcji w A, := Q(«) ® A, ktdra ma nastepujqce wiasnosci:

(0O) Wtasnos¢ ortogonalnosci: (J /ga), J;(fy)>(a) =0dla X\ # p,

(T) Wtasnos¢ gérnotrdjkatna: J /(\q’t) = > u<x cula)my, dla pewnych ¢, (o) € Q(«)

(N) Wiasnos¢ normalizacji: [m,\]J)(\q’t) = hook(q)(A) = [[ger (o - ax(O) + 6, (0) + 1),
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gdzie <p/\apu>(a) = 5A,;¢O/(’\)Z,\~

Oryginalnie funkcje Jacka zostaly wprowadzone niemal p6t wieku temu [Jac71] w kon-
tekscie statystki. P6Zniej okazalo sig, ze funkcje wlasne hamiltonianu tzw. modelu Calogero-
Sutherlanda sa w naturalny spos6b wyrazone przy pomocy wielomianoéw Jacka [Sta89]. To
odkrycie wywodzace si¢ z fizyki kwantowej wielu ciat byto silng motywacja do rozpocze-
cia intensywnych badani nad wielomianami Jacka, co szybko przyniosto nowe zastosowania
[0097, Kad97]. Efektem tych badan byty obserwacje wielu zjawisk tajemniczej dodatnio-
Sci funkcji Macdonalda i Jacka, co sugerowalo istnienie nieznanej jeszcze kombinatorycznej
struktury opisujacej te zjawiska. W wielu przypadkach znalezienie tej struktury prowadzito
do odkrycia niespodziewanych zwigzkoéw migdzy tymi funkcjami, a innymi dziatami mate-
matyki i fizyki.

Jednym z najbardziej spektakularnych wynikéw w tym kierunku jest ex-hipoteza Macdo-
nalda o Schur dodatnio$ci [Mac88], ktérej dowdd zostal znaleziony przez Haimana [HaiOl].
Jego stynne twierdzenie wskazuje zwiazek migdzy funkcjami Macdonalda a geometria sche-
matow Hilberta punktéw na zespolonej ptaszczyZnie oraz teorig reprezentacji. Pierwsze
Slady tych zwiazkéw znalezé mozna we wcze$niejszych pracach Garsii i Procesiego, [GP92,
GHO93] ktérzy udowodnili Schur dodatnio$¢ funkcji symetrycznych Halla—Littlewooda inter-
pretujac je jako charakterystyki Frobeniusa pewnych G,,-modutéw z gradacja, wywodzacych
si¢ z geometrii. Nieco pdzniej Garsia 1 Haiman [GH93] zasugerowali podobna interpreta-
cje funkcji symetrycznych Macdonalda wprowadzajac ich wersje transformowang H /(\q’t). Ta
subtelna zmiana optyki ujawnita wiele kombinatorycznych cech funkcji Macdonalda, ktére w

oryginalnej wersji Macdonalda J iq’t) (zwanej wersja catkowita) byly niejako ukryte. Wersja

)

transformowana H iq’t otrzymana jest z J iq’t) poprzez zastosowanie pletystycznego podsta-

wienia:
() H (@) =t X (L -0,

gdzie n(\) = > (i — 1))\; a ten konkretny przypadek podstawienia pletystycznego na-
lezy rozumiec jako zastosowanie nastgpujacego podstawienia funkcji potggowych p;(x) —
pi(x)(1 — t*)~!, a nastgpnie rozszerzenie na caly algebre funkcji symetrycznych poprzez
liniowos¢.

Przypomnijmy, ze przeksztatcenie charakterystyczne ch : Z(&,,) — A posyta nieprzy-
wiedlne charaktery y, grupy permutacji &, w funkcje Schura s,. Uzywajac nieco in-
nego jezyka mozemy zinterpretowac przeksztalcenie charakterystyczne jako przeksztatce-
nie &,-moduléw w funkcje symetryczne. Przedtuzmy przeksztatcenie charakterystyczne
do kategorii G,,-modutéw z podwdjna gradacja, tzn. dla S,,-modutu z podwdjna gradacja
V= @Z ; V' zdefiniujmy przeksztalcenie charakterystyczne jako

ch(V):=) 't/ ch(V'7) € A,
1,J
Garsia i Haiman [GH93] wzmocnili hipotezg Macdonalda poprzez jawna konstrukcje G,,-
modutu V) z podwdéjna gradacja i postawienie hipotezy, ze jej przeksztalcenie charaktery-
styczne zadane jest przez funkcje symetryczng Macdonalda. Ta hipoteza zostata udowod-
niona przez Haimana niemal petna dekadg pdzniej:

Twierdzenie 1.6 ([HaiOl]). Niech A\ - n bedzie partycjq liczby n. Wowczas
]:I)(\(Lt) = Ch(V)\)
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Jak juz wspomnieliSmy wczesniej, dowdd Twierdzenia 1.6 jest oparty na serii zwiazkow
migdzy r6znymi obiektami matematycznymi, przede wszystkim schematami Hilberta punk-
tow na ptaszczyznie zespolonej. W szczegdlnosci, poza nielicznymi szczeg6lnymi przypad-
kami, znalezienie kombinatorycznej interpretacji Schur dodatnioSci wielomianéw Macdo-
nalda jest jednym z najwigkszych wyzwan wspélczesnej kombinatoryki algebraicznej. Nie-
mniej jednak, istnieje stynna kombinatoryczna interpretacja funkcji symetrycznych Macdo-
nalda znaleziona przez Haglunda, Haimana i Loehra [HHLO0S5], ktéra jawnie wyraza dodat-
nio$¢ funkcji Macdonalda w bazie jednomianéw symetrycznych.

1.3. Interpretacja kombinatoryczna funkcji symetrycznych Jacka i Macdonalda. Mac-

(@)
donald i Stanley postawili hipoteze [Sta89, Mac95]' ze znormalizowany wspétczynnik 1[‘[m’:j1 {(Au)!

jest wielomianem w « o nieujemnych catkowitych wspétczynnikach. Zauwazmy, ze a priori

(my)J ia) jest zaledwie funkcja wymierna o o wymiernych wspétczynnikach, zatem zaréwno
wielomianowos$¢ jak i dodatnio$¢ sugeruja iz wielomiany Jacka maja bogata strukture, by¢
moze opisang przez interesujace kombinatoryczne obiekty czekajace na ich odkrycie. Wie-
lomianowos¢ tych wspoétczynnikoéw zostata udowodniona przez Lapointe’a 1 Vineta w 1995
roku.

Twierdzenie 1.7 ((LV95]). Dla kazZdej nieujemnej liczby catkowitej n oraz partycji A, u - n,
wspdtczynnik [m,|J )(\a) jest wielomianem w « o catkowitych wspdtczynnikach.

Lapointe 1 Vinet, bazujac na waznym zwiazku wielomianéw Jacka z modelem Calogero-
Sutherlanda [Sta89, Mac95], skonstruowali przy pomocy operatorow Dunkla pewne opera-
tory “kreacji” B;" i pokazali, ze wielomiany Jacka mozna otrzymac¢ dziataniem operatoréw
kreacji na jedynce w nastgpujacy sposob:

I = (BEP (B (B 2(1),

Rozwinigcie operatoréw kreacji w bazie jednomianéw symetrycznych pozwolito im wywnio-
skowa¢ Twierdzenie 1.7. Hipoteza Macdonalda i Stanleya zostala wkrétce udowodniona
w pelnej ogdlnosci przez Knopa i Sahiego [KS97] ktérzy znaleZli jawny kombinatoryczny
wzor na funkcje symetryczne Jacka. Ich stynny wzér powstat dzigki dalszemu badaniu al-
gebraicznej struktury wielomianéw Jacka. Udowodnili oni, ze funkcje symetryczne Jacka
sa funkcjami wlasnymi rodziny operatorow Cherednika. Skrupulatne badanie dziatania tych
operatoréw pozwolily na znalezienie jawnego wzoru.

Twierdzenie 1.8 ([KS97]). Niech )\ bedzie partycjq. Wowczas

K= I1 alan((@) +1) + (xe((@5) + Da
T (i,§)EN:

T(ifj):T(ivjfl)
gdzie suma przebiega po wszystkich dopuszczalnych tableaux ksztattu \, a 7 .= [oe) zr@)-

Zanim wyjasnimy czym jest dopuszczalne tableaux, musimy wprowadzi¢ pewna notacje.
Niech T' : A — N bedzie wypetieniem diagramu \. Porzqdek czytania jest liniowym po-
rzadkiem okreslonym na komérkach A i zadanym przez czytanie komoérek od lewej do prawej,
wiersz po wierszu, startujac od najnizszego wiersza i idac w gore. Para komérek (O, 1) z A
jest parq atakujqcq w A jesli

lta hipoteza zostata przedstawiona w pracy Stanleya jako Hipoteza 8.1, lecz Stanley przypisal jej autorstwo
Macdonaldowi



e obie komorki sa w tym samym wierszu [ = (¢, 7), [ = (k,j) 17 < k lub
e komorki leza w dwoch sasiadujacych wierszach tak, ze komérka w wyzszym wierszu
lezy $cisle na prawo od komérki w nizszym: O = (¢, 5+ 1), = (k, j), gdzie i > k.
Tableau T jest dopuszczalne jesli T(0) # T(') dla wszystkich par atakujacych (O, 1) w
A.

Rysunek 2. Dopuszczalne tableau o ksztalcie (2, 1), gdzie i # j # k # i.

Przyktad 1. Niech A = (2,1). Dla takiego ksztaltu mamy “zasadniczo” dwa rézne do-

puszczalne tableaux przedstawione na Rys. 2. Zatem J((;‘ )1) = > Lithti TiliTr + 2(a +
1) Zi# zix; = 6ms) + 2(a+ 1)may)

Te wyniki mialy ogromny wptyw na rozw6j kombinatorycznych badani nad strukturg wie-
lomianéw Macdonalda. Wielomianowo$¢ w ich przypadku, analogiczna do Twierdzenia 1.7,
zostata udowodniona niezaleznie i niemalze w tym samym czasie (przy uzyciu réznych tech-
nik) w pigciu ré6znych pracach [Sah96, GT96, LV97, Kno97, KN98].

Twierdzenie 1.9. Dla kazdej nieujemnej liczby catkowitej n oraz partycji \, p = n, wspot-
czynnik [s,|H /(\q’t) jest wielomianem w q,t o catkowitych wspétczynnikach.

Jednakowoz na interpretacje kombinatoryczna manifestujaca dodatnio$¢ musieliSmy cze-
ka¢ niemalze dekade. Haglund [Hag04] w 2004 skonstruowal dwie statystyki na zbiorze ta-
bleaux Younga i postawit hipoteze, ze funkcje Macdonalda mozna zinterpretowac jako funk-
cje tworzaca tableaux Younga wzgledem tych statystyk. Rok p6Zniej wspdlnie z Haimanem i
Loehrem udowodnili ten stynny wzér [HHLOS]. Ten wynik, obok wspomnianego wczesniej
twierdzenia Haimana o Schur dodatniosci [HaiOl] byly ogromnym przelomem i punktem
zwrotnym prowadzacym do niezwykle szybkiego rozwoju dziedziny. Zanim przedstawimy
stynny wzér HHL musimy wprowadzi¢ niezbgdne statystyki na wypetnieniach diagraméw
Younga znalezione przez Haglunda.

Niech 7" : A — N, bedzie wypetnieniem diagramu Younga \. Inwersja w T to para
atakujaca (OJ,00') taka, ze 7(0J) > T7(0'). Méwimy, ze uporzadkowana tréjka komérek
Ly, Uy, Us jest przeciwzegarowo rosnqca, jesli ktoéryS z warunkow jest spetniony

o T(O0h) <T(O3) < T(Oy),

° T(Dg) < T(Dg) < T(Dl),

° T(Dg) < T(Dl) < T(Dg)
Definiujemy tréjke inwersji’ jako parg atakujaca ((J;, s) lezaca w tym samym wierszu tak,
ze trojka [y, Ulo, U3 jest przeciwzegarowo rosnaca, gdzie U3 jest klatka lezaca bezposred-
nio pod klatka [J;. Gdy Uy, L, leza w pierwszym rzedzie to przyjmujemy konwencje, ze
T'(0;) < mingey 7'(0). Zbidr tréjek inwersji 1" oznaczamy jako InvT (7).

Zstowo “trjka” moze byC zastanawiajace gdyz a priori definiujemy parg komérek. Z drugiej strony ta para
jednoznacznie wyznacza pewna trojke i zdecydowali§my si¢ uzy¢ stowa trdjka, ktére byto oryginalnym nazew-
nictwem w pracy [HHLO5], aby unikna¢ pomytek z inwersja 7'(00) > T'(00'), ktéra réwniez jest para.
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JesteSmy gotowi aby zdefiniowac statystyki na 7":

(2) inv(7T") := | InvT(T)],
3) maj(T) == Y (Lu(0)+1),
OeDes(T)

gdzie Des(T) :={(i,j+1) € A\: T(i,5+1) > T(i,7)} jest zbiorem spadkéw w T.
Stynny wzér HHL wyraza si¢ nastgpujaco:

Twierdzenie 1.10. [HHLOS5] Dla dowolnego diagramu Younga \ zachodzi nastepujacy wzor:

4 Ho(x:a.t) = inv(T) ymaj(T) o, T
A5 g, q
T:A—)N+
k k J j 1 1
i Ji 9 i 1 k k ) j k k J
Q! g't! ¢! q't° ¢°t° q't°
1 7 J 1 J J 1
1 7 J 7 ) ) J 7 J 7 ) J 1 1
thO qltO thl thO qltO thl thO

Rysunek 3. Wszystkie wypelnienia majace wktad we wzorze HHL na H ((2 1))

wraz z odpowiadajacymi wagami, gdzie przyjmujemy konwencje ¢ < j < k.
Tréjki inwersji sa zaznaczone na szaro, za$ komorki o czerwonych obrzezach
oznaczaja spadki.

Przyktad 2. Niech A = (2,1). Wéwczas wszystkie wypetnienia, wraz z odpowiadajacymi
wagami zostaty przedstawione na Rys. 3. Zatem
fl((g?) = Z (142t +2q + qt)zx o, + Z(l + g+ t) (g + z37) + Z z?
i<j<k i<j i
= (1 + 2t 4+ 2q + qt)m(13) + (1 +q+ t)m(g,l) + my3)-
1.4. Hipoteza-b. Stanley w swojej stynnej pracy [Sta89] rozpoczat badania kombinatorycz-
nych aspektéw wielomianéw Jacka uogélniajac pewne klasyczne kombinatoryczne wiasnosci

wielomianow Schura. Miedzy innymi, znalazt on wzér Cauchy’ego dla wielomianéw Jacka
[Sta89]:

flx,y;t,a) == ZZJ/\:BQJ)‘ Y )t H(l—ta:iyj)’l/a.

n>1 A\n /\ >a .

Goulden i Jackson badali analogon wzoru Cauchy ego dla trzech niezaleznych rodzin zmien-
nych [GJ96a]. Zdefiniowali oni funkcje

(5) ¢(w7yaz;t704 = ZZ J>‘ w Oé J)\ y7 )J)\<Z, Oé)tn’

n>1 AFn J)(\a 7J ® >Oé
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ktéra w oczywisty sposéb przedtuza f(x,y;t, ). Rozwazali oni ¢ jako element pierScie-
nia szeregéw formalnych w ¢ nad pierscieniem wielomianéw Q(«)[p, g, r] o nieskoficzenie
wielu zmiennych p = (p1,po,...),q = (q1,q2,...),r = (r1,79,...), ktére sa symetrycz-
nymi funkcjami potegowymi oryginalnych zmiennych x, y, z:

pn22x?, qn:Zy?, rn:sz.

Zauwazmy ze ten punkt widzenia jest mozliwy poprzez rozwini¢cie funkcji Jacka w bazie po-
tegowych funkcji symetrycznych, gdyz algebra funkcji symetrycznych A, jestizomorficzna
z algebra wielomianowa Q(«)[p]. Okazuje sig, ze SciSle zwiazana funkcja

0
(6) Y(p,q,r;t, ) = at= log (14 ¢(p,a,r;t,a)) € Q(a)[p, q, ][]

zdaje si¢ mie¢ fascynujace wlasnosci: jej wspétczynniki sg wielomianami w o o catkowitych
wspotczynnikach (rowniez ujemnych). Na przyktad

V(p,qr;t, ) =1+t -piqr +t° ((p2fh27“2 + p12gors + Pagoriz) + (o — 1)pzcmz)
+ ¢ ((PlBQ?,T:a + p3squsrs + P3qsris) + 3(P3sqearaa + D2aqsr2 + D21G21T3)

+3(a — 1) - (psgsran + p21gsrs + Paqears) + (207 — 3o + 2) 'p3Q37“3) +

Jeszcze bardziej zaskakujace jest to, ze po przesunigciu parametru deformacyjnego « o jeden,
czyli uzywajac nowego parametru b := «—1, wielomiany te zdaja si¢ mie¢ tylko nieujemne
wspolezynniki:

Y(p,qr;t,a) =1+t pigr + 67 <(p2Q127"2 + p12qoT + Pagoriz) + b P2QQ7°2)
+t° ((p13(J37’3 + p3q1srs + p3gsris) + 3(Psqearey + P21qsT2 + D2,192173)

+ 3b - (p3qsran + P21q3Ts + P3gaars) + (26 + b+ 1) ']73%7”3) + -

Kombinatoryczna struktura ukryta za tym fascynujacym zjawiskiem to hipotetycznie pewne
grafy z dodatkowa struktura geometryczna, tzw. ukorzenione mapy dwudzielne. Ukorzeniona
mapa (dwudzielna) to (dwudzielny) graf wraz z wyrézniong krawedzia i zorientowang strong
tej krawedzi, zanurzony w powierzchnig tak, ze rozcina ja na Sciagalne obszary (zwane Scia-
nami). Powierzchnia to spdjna, zwarta, dwuwymiarowa rozmaito$¢ rzeczywista — moze by¢
wigc orientowalna, lub nie. Zat6zmy, ze 7 jest pewna tajemnicza statystyka ktéra “mierzy
nieorientowalno$¢ map” w nastgpujacym sensie: 7(M) = 0 wtedy i tylko wtedy gdy mapa
M jest orientowalna. Wéwczas funkcja ¢(p, q,r; ¢, 1 + b) jest hipotetycznie wazonq funk-
cjq tworzqcq ukorzenionych map dwudzielnych, gdzie wyktadnik b jest wspomniang miarq
nieorientowalnosci:

Hipoteza 1.11 (Hipoteza—b [G]96a]). Istnieje pewien niezmiennik 1 : /\/lfW — L taki, Ze
n(M) = 0 wredy i tylko wtedy gdy M jest orientowalna i

(7) " prgur (P, a, rst, T+ 0) = b () == Y b7,

MeM?,,
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77
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(a) b0 (b) b ’ ) b2

Yl
<<

(d) v? )

Rysunek 4. Wszystkie ukorzenione mapy dwudzielne o dwéch wierzchot-
kach stopnia 3 i jednej $cianie stopnia 6.

gdzie M% , oznacza zbidr ukorzenionych map dwudzielnych o stopniach czarnych i biatych
wierzchotkow oraz Scian, odpowiednio, zadanych przez partycje p,v oraz 2p (takie mapy
nazywamy mapami typu (p, v; p)). W szezegdlnosci dla wszystkich liczb catkowitych n oraz
partycji A\, p, v = n wspétczynnik [t"prq,r, )0 (p, q,1;t, 1 + b) jest wielomianem w b o nie-
ujemnych catkowitych wspétczynnikach.

Dla przyktadu, Rys. 4 przedstawia wszystkie ukorzenione, dwudzielne mapy odpowiada-
jace partycjom ;. = v = p = {3}. Powierzchnie na Rys. 4 sa przedstawione jako czwo-
roboki, ktérych punkty na brzegu s sklejone tak jak zaznaczaja strzatki. Zatem pierwsza
mapa przedstawiona jest na torusie (wigc jest orientowalna), za$ pozostale trzy mapy zanu-
rzone s3 w butelkg Kleina (a zatem sg nieorientowalne) i ich hipotetyczna miara nieorien-
towalnosci przedstawiona jest na Rys. 4, co daje kombinatoryczng interpretacj¢ tozsamosci
[t3p3qsr3|v(p, q, 13 t, 1+b) = 2%+ b+ 1. Ta niezwykla hipoteza postawiona przez Gouldena
i Jacksona znana jest jako Hipoteza—b i po uplywie przeszto dwoch dziesigcioleci jest wciaz
problemem otwartym.

Roéznorakie kombinatoryczne struktury opisujace funkcje symetryczne zazwyczaj zwia-
zane s3 z kombinatoryka diagraméw Younga i ich wypetnie,, co mogliSmy zauwazy¢ w
poprzednich rozdziatach. Wydaje si¢ zatem ze hipotetyczne struktury pojawiajace si¢ w
Hipotezie—b sa mocno zaskakujace. Okazuje si¢, ze ich Zrédio ukryte jest w teorii repre-
zentacji 1 jej zwiazkach z geometrig rozgatgzionych nakry¢ sfery. W istocie, Goulden i Jack-
son sformutowali swoja hipotez¢ w oparciu o fakt ze rozwinigcie funkcji ¢(x, y, z; ¢, 1) oraz
Y(x,y,z;t,2) w bazie potggowych funkcji symetrycznych mozna otrzymac poprzez zasto-
sowanie wzoru Frobeniusa dla charakteréw grup permutacji w pierwszym przypadku, oraz jej
analogonu dla funkcji sferycznych algebry warstw podwéjnych grupy permutacji S,,, wzgle-
dem grupy hiperoktahedralnej B,, w przypadku drugim. Stosujac teori¢ charakteréw, mozna
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otrzymac pigkne wzory wyrazajace te funkcje jako funkcje tworzace orientowalnych, oraz
dowolnych (czyli orientowalnych lub nie) ukorzenionych map dwudzielnych [JV90, GJ96b].
Niestety, poza tymi dwoma specjalnymi przypadkami o = 1, 2, wielomiany Jacka nie maja
teorio-reprezentacyjnej interpretacji, ktéra cho¢by w matym stopniu wyjasniata hipotetyczne
wystepowanie map w ich strukturze. To czyni Hipoteze—b jednym z najwigkszych wyzwan
w teorii wielomianéw symetrycznych.

1.5. Liczenie map. Problem liczenia map pojawit si¢ znacznie wczesniej niz wspomniana
Hipoteza—b i posiada doS¢ dtuga historig. Zostat on zapoczatkowany przez Tutte’a w latach
sze$¢dziesiatych. Tutte byl zainteresowany problem liczenia map planarnych, czyli zanu-
rzonych na sferze [Tut62, Tut63]. Udowodnit on pewne wtasnosci strukturalne funkcji two-
rzacych map planarnych liczonych wzgledem liczby krawedzi poprzez konstrukcje rownan
funkcyjnych, znanych obecnie jako réwnania Tutte’a. Funkcje tworzace map sa rozwigza-
niami tych réwnan. Pierwsze uogdlnienie tej metody do przypadku powierzchni dowolnego
genusu zostalo znalezione przez Lehmana i Walsha [WL72], ktérzy wykorzystali je do znale-
zienia rekurencji na liczbg¢ map orientowalnych genusu g o n krawgdziach 1 doktadnie jedne;j
Scianie. Ta rekurencja zostata pézniej na nowo odkryta przez Harera i Zagiera w kontekscie
przestrzeni moduli krzywych [HZ86] i1 czgsto w literaturze przypisywana jest wlasnie im.
W przypadku planarnym, Tutte potrafit zgadna¢ rozwiazanie réwnania ktére skonstruowat,
jednak w pdéZniejszej pracy z Brownem [BT64] rozwingli oni bardziej systematyczny sposéb
na rozwiazywanie podobnych réwnan zawierajacych tzw. jedna zmienng katalityczng, ktére
okazaly si¢ najbardziej klasyczng sytuacja w przypadku wielu probleméw kombinatoryki
enumeratywnej. Liczba map planarnych o n krawedziach zadana jest pigknym i zwartym
wzorem znalezionym przez Tutte’a [Tut63], ktéry az prosi si¢ o znalezione bezposrednie;j
kombinatorycznej interpretacji: m(n) = ?5:;,’2,‘ Podobnie zwarty wzor niestety nie istnieje
w przypadku powierzchni wyzszego genusu i na znalezienie wzoru asymptotycznego trzeba
byto czekac ponad dwie dekady [BC86]. Bender i Canfield, uzywajac technik analitycznych
do badania réwnan Tutte’a otrzymali wzér asymptotyczny na liczbe map o n krawedziach na
dowolnej powierzchni, ktéry okazatl si¢ by¢ niezwykle podobny w przypadku map oriento-
walnych jak i nieorientowalnych:

Twierdzenie 1.12 ([BC86]). Dla dowolnej powierzchni S istnieje stata t(S) taka, ze liczba
ds(n) ukorzenionych map o n krawedziach na powierzchni S jest asymptotycznie réwna:

Gs(n) ~ t(S)n =1 12m,

Pierwsi, ktérym udato si¢ znalez¢ bezposrednie kombinatoryczne wyjasnienie wzoru Tutte’a
byli Cori 1 Vauquelin [CV81], ktérzy skonstruowali jawng bijekcje migdzy mapami, a pro-
stymi obiektami kombinatorycznymi, ktérych liczenie jest bezposSrednie (szczegdty mozna
znalez¢ w Rozdziale 2.3). Ich konstrukcja zostata p6zniej znaczaco rozwinigta przez Scha-
effera [Sch99], ktory uogdlnit przypadek planarny do dowolnej, orientowalnej powierzchni
(jego konstrukcja w spos6b znaczacy opierata si¢ na orientowalnos$ci). Konstrukcja ta zostata
pézZniej uzyta w pracy [CMS09] aby da¢ czysto kombinatoryczne wyjasnienie asymptotyki
opisanej w Twierdzeniu 1.12, jak réwniez w pracy [CS04] w ktdrej po raz pierwszy opisano
pewne metryczne zachowanie losowych powierzchni orientowalnych. Bijekcja Schaeffer’a
okazata si¢ by¢ punktem zwrotnym w rozwoju nowej dziedziny powierzchni losowych, ktére;j
punktem kulminacyjnym byt dowdd Le Galla [Le 13] 1 Miermonta [Miel3] tego, ze losowe
kwadrangulacje sfery, odpowiednio unormowane, zbiegaja wedtug prawdopodobienistwa do
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tak zwanej mapy Browna, co mozna zinterpretowac jak dwuwymiarowy analogon twierdze-
nia Wienera.

Mapy, jako obiekty uniwersalnie wystgpujace w matematyce i fizyce, zyskaty duze zainte-
resowanie z wielu réznych punktéw widzenia (patrz [LZ04] oraz odno$niki). Ich niezwykle
wlasnosci enumeratywne sa odzwierciedlone przez mnogo$¢ narzedzi rozwinigtych do ich
badan jak choéby funkcje tworzace, techniki catek macierzowych, funkcje symetryczne, to-
pologiczna rekursja czy metody bijektywne i z czasem zliczanie map urosto do samodzielnej,
szybko rozwijajacej si¢ dziedziny kombinatoryki o silnych zastosowaniach w fizyce [Eyn16].

2. OSIAGNIECIE HABILITACYJNE

W niniejszym rozdziale skupi¢ si¢ na opisie mojego osiagnigcia habilitacyjnego na ktére
sktadaja si¢ prace [Habl-Hab5]. Gléwne wyniki przedstawione w tych pracach motywo-
wane s3 Hipoteza—b (Hipoteza 1.11). W pracy [Habl] dowodzimy algebraicznej czgsci
Hipotezy—b dotyczacej wielomianowoSci, co pozostawato otwartym problemem przez dwie
dekady. Praca [Hab2] koncentruje si¢ na cz¢sci kombinatorycznej Hipotezy—b oraz na do-
datnio$ci. Badam w niej struktur¢ kombinatoryczna map nieorientowalnych i opisuj¢ pewna
jej podklase tzw. map “bez raczek” (ang. “unhandled” maps). Dowodzg¢, ze wspdiczynnik
[Pl (p, a,1,t,0)|p=(pp...) jest wazona funkcja tworzaca map bez raczek z jedna Sciana. Uzy-
wajac naszego wczesniejszego wyniku z pracy [Habl] dowodz¢ Hipoteze—b w przypadku
map jednoSciennych niskiego genusu. W pracy [Hab3] badamy szczegétowo strukture map
na dowolnych powierzchniach (orientowalnych lub nie) i konstruujemy bijekcje miedzy nimi
a mapami jedno$ciennymi z dodatkowo poetykietowanymi wierzchotkami. Nasza konstruk-
cja rozszerza wczesniejsza konstrukcje Schaeffera [Sch99] z powierzchni orientowalnych do
dowolnych powierzchni i w konsekwencji daje pierwszy kombinatoryczny dowéd Twierdze-
nia 1.12 w pelnej ogdlnosci. Jako zastosowanie naszej konstrukcji przedstawiamy wyniki
opisujace typowe zachowania metryczne dowolnych losowych powierzchni, co wczesniej
bylo znane jedynie w przypadku powierzchni orientowalnych. Nasza praca [Hab4] jest natu-
ralng kontynuacja rozwazan rozpoczetych w pracy [Habl]. Kluczowym wynikiem w pracy
[Hab1] pozwalajacym dowies¢ algebraiczna czg$¢é Hipotezy—b bylo pokazanie tzw. “wlasno-
Sci matych kumulant”, patrz Rozdziat 2.1. Bazujac na eksperymentach komputerowych
postawiliSmy hipotezg ze wlasno$§¢ matych kumulant zachodzi réwniez w bardziej ogdl-
nym kontek$cie wielomianéw Macdonalda. Dowdd tej hipotezy, w jeszcze bardziej ogol-
nym przypadku interpolacyjnych wielomianéw Macdonalda jest gtéwnym wynikiem mojej
pracy [Hab4]. Dalsze badania pozwolily mi odkry¢ nowe hipotezy uogdlniajace stynny wy-
nik dotyczacy Schur dodatniosci wielomianéw Macdonalda i sugerujace gtgbokie zwiazki
struktury kumulant Macdonalda z nieznang dotad kombinatoryka. Badanie tych struktur jest
gléwna tematyka mojej pracy [Hab5], gdzie przedstawiam i dowodz¢ kombinatoryczny wzor
na kumulanty Macdonalda w terminach funkcji G-parkujacych, ktére z kolei sa zwiazane z
pewnym modelem fizyki statystycznej tzw. “abelowym modelem przeptywu piasku”. Znale-
ziony przeze mnie wzoOr uogdlnia Twierdzenie 1.10, ktére odpowiada przypadkowi trywialne;j
kumulanty. W szczegdlnosci jawnie wyraza on nastgpujaca wtasno$¢ dodatnio$ci — wspot-
czynniki kumulanty Macdonalda, rozwinigtej w bazie jednomianéw symetrycznych, sa wie-
lomianami w ¢, ¢ o nieujemnych, catkowitych wspétczynnikach.

PrzejdZzmy teraz do szczegdtowego omowienia kazdej z prac wchodzacej w sktad osia-
gnigcia habilitacyjnego.
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2.1. Wielomianowos¢ w Hipotezie-b. Od czaséw pionierskiej pracy Gouldena i Jacksona
[GJ96a] w ktdrej postawili oni Hipoteze—b powstato wiele prac dowodzacych réznych szcze-
gblnych przypadkéw Hipotezy—b. Wszystkie z nich opieraly si¢ na podobnej filozofii — w
pewnych szczegdlnych przypadkach struktura algebraiczna odpowiadajacej funkcji tworza-
cej moze by¢ zrozumiana dzigki dotychczas poznanych zwiazkach migdzy wielomianami
Jacka, a innymi dziedzinami matematyKki.

Goulden, Harer i Jackson [GHJ01] badali nastgpujace podstawienie

U(p,q;t,14+b) :=9(p,q,r;t,1 +b)

ri=02;’

ktére ma szczegblne znaczenie jako ze V(p, q;t, 1) jest bi-wielozmienng funkcja tworzaca
ukorzenionych map orientowalnych, a W(p, q;t,2) jest bi-wielozmienng funkcja tworzaca
wszystkich ukorzenionych map. Gouldena, Harer i Jackson [GHJO1] znalezli wzér wyraza-
jacy ¥(p, q;t, 1+ b) przy pomocy catki Selberga i zasugerowali oni, zeby uzy¢ ich wzoru do
znalezienia kombinatorycznej interpretacji nastgpujacego wyrazenia

U(p,q;t, 1+ b)|

p=(p,p;--.)

jako funkcji tworzacej map, ktéra kontroluje stopnie Scian oraz liczbg wierzchotkéw. Brown
i Jackson [BJO7] uzyskali nieco stabszy wynik, znajdujac pewna statystyke 7, ktéra opisuje
nastgpujace podstawienie:

U(p,q;t, 1+ b)|p:(1,1,...)

Wreszcie La Croix [La 09] znalazt nieco inny opis statystyki 7 i uzyt go, aby udowodni¢ kom-
binatoryczng interpretacje funkcji (p, q; ¢, 1 + b)‘ , co sugerowali Goulden, Harer i
Jackson.

Niestety, zaden z powyzszych rezultatow nie dawat dostgpu do badania struktury algebra-
icznej funkeji ¢ (p, q, r; ¢, 1+b), co wynikato z ograniczonych mozliwosci zastosowania uzy-
wanych metod. Nasza wspdlna praca z Férayem [DF16] byla przetomem w tej kwestii, gdyz
udato si¢ nam udowodni¢ nastgpujacy wynik wielomianowosci dla funkcji ¢(p, q,r;t, «)
zdefiniowanej réwnanie (5) i $ciSle zwiazanej z funkcja :

p=(p,p;-..)

Twierdzenie 2.1. Wspdtczynniki szeregu potggowego ¢(p, q,r;t, o) sq wielomianami w «,
1zn.

o(p,q,r;t, @) € Q[p, q,r, a][[t]].

Uzywajac zwiazku miedzy szeregami potggowymi ¢ a ) wyrazonego w rownaniu (6),
mozemy wysnué nastgpujacy wniosek:

Whiosek 2.2. Wspdiczynniki szeregu potegowego 1 (p, q,r;t, ) sq funkcjami wymiernymi
w «, o biegunach mozliwych jedynie w o = Q.

Zatem chcac udowodni¢ algebraiczng czgS¢ Hipotezy—b postulujaca wielomianowo$¢ wy-
starczy, ze udowodnimy, ze wspéiczynniki szeregu potggowego 1) nie maja biegunéw w ze-
rze. Mimo, iz ta redukcja problemu jest bardzo mocna, okazato si¢ ze dowdd tego stwierdze-
nia wymaga innych pomystéw niz tych, ktére uzyliSmy w pracy [DF16] i jest on gtéwnym
tematem pracy [Habl]. Przejdziemy teraz do opisu naszych gléwnych idei, ktére zawieraja
szereg przeksztalcen oryginalnego problemu do wykazania tzw. wltasnosci matych kumulant.
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2.1.1. Kumulanty. Pierwszym pomystem bylo znalezienie zwiazku migdzy naszym proble-
mem, a teorig kumulant wywodzaca si¢ z rachunku prawdopodobienstwa i rozwinigta w kon-
tekScie wolnej probabilistyki.

Definicja 2.3. Niech (ur)cy bedzie rodzing elementéw z ciata, indeksowanych podzbiorami
zbioru J. Ich czg¢sciowa kumulanta zdefiniowana jest w sposob nastepujqcy. Dla dowolnego
niepustego podzbioru H zbioru J definiujemy

(8) ra(w) = > (=D)FO (@) = D us.

TeP(H) Berm

We wzorze powyzej sumujemy po wszystkich partycjach zbioru H, czyli po wszystkich
niepustych podzbiorach zbioru H, ktére sumuja si¢ do H i nie maja wspdélnych elementéw
(tzn. H jest rozlacznag suma elementdw z 7); #m oznacza liczbg elementéw zbioru 7.

Wykazali$my, ze szereg potegowy 1) ma naturalne rozwinigcie wyrazone w terminach ku-
mulant. W rzeczywistosci takie rozwinigcie pojawia si¢ w szerszym kontekscie logarytmu
dowolnej sumy statystycznej F'. Niech F' bgdzie suma statystyczna, czyli w naszym kon-
tekscie funkcja zdefiniowana na zbiorze partycji. Rozwazmy rodzing (u;);c; elementéw
skonstruowanych przy pomocy funkcji 7' w nastgpujacy sposéb. Dla partycji pp = (pq,...) 1
v = (1y,...), 0znaczmy przez j & v partycj¢ otrzymana przez sumg po wspétrzednych. Dla
partycji A, ..., A" i podzbioru [ zbioru [r] := {1,...,r} oznaczmy

-
i€l
1 zdefiniujmy

9) uI:F<@x’> — F(\
el

Niech ¢ = (t;,ts,...) bedzie nieskoficzonym alfabetem zmiennych formalnych i t* :=
ta - - tr,.. WOwcezas logarytm sumy statystycznej F' wyraza si¢ w nastepujacy sposob.

Lemat 2.4. Niech F bedzie funkcjq zdefiniowang na zbiorze diagramow Younga. Oznaczmy
poprzez kT (A, ... \") kumulante K (), gdzie rodzina w zdefiniowana jest przez rowna-
nie 9. Wowczas zachodzi nastepujqca rownos¢ pomiedzy formalnymi szeregami potggowymi

wt:
Jl Jr A
IOgZ Oé)\l H m >\t Z T'O{T 1 71 ) t]l t]r'

(]17 Jr)

@ (57 () 7 (1 s .
Wybierajac F'(\) = L@ (@I, (et T mi () otrzymujemy

(J@),J(@) o)
to F()) At
Y(p,q,r;t,a) = O‘& log; o ], mi<)\t)!t |t¢=ti’

co odpowiada lewej stronie rownania w Lemacie 2.4. W szczegblnosci, zredukowaliSmy nasz
problem do nastgpujacego:

Problem 2.5. Czy prawdaq jest ze dla dowolnych liczb naturalnych ji, . . ., j, zachodzi naste-
pujaca rownos¢
KE( U = O h)?
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Znaczenie symbolu O w réwnosci powyzej jest nastgpujace: dla dowolnej funkcji wy-
miernej f € Q(«) i dla dowolnej liczby catkowitej n zapis f = O(«™) oznacza, ze funkcja
wymierna o~ " - f nie ma bieguna w @ = 0.

2.1.2. Wtasnosci matych kumulant i silnej faktoryzacji. Prébujac zrozumie¢ znaczenie Pro-
blemu 2.5 wprowadziliSmy nastepujacy koncept matych kumulant. Rozwazmy rodzing u =
(ur)rcy) elementéw z ciata utamkow R(cr) indeksowanych podzbiorami zbioru [r|, gdzie
R jest pewnym pierScieniem. W tym podrozdziale zaktadamy dodatkowo, ze wszystkie te
elementy sa niezerowe i up = 1.

Definicja 2.6. Rodzina u ma wtasnosc¢ matych kumulant, jesli dla dowolnego podzbioru H C
[r] zawierajqcego przynajmniej 2 elementy zachodzi nastepujgca rownos¢

(10) kp(u) = (H uh) O (alH\—l) )

heH

Okazuje si¢, ze wlasno$¢ matych kumulant jest zachowana ze wzgledu na operacje pro-
duktu 1 ilorazu. Wynika to z nastgpujacej charakteryzacji wlasno$ci matych kumulant, ktéra
pochodzi z pracy Féraya [Fér13].

Laczny czynnik bledu faktoryzacji Ty (w) dla rodziny u definiujemy w nastgpujacy sposob:
dla dowolnego podzbioru H zbioru [r| zawierajacego przynajmniej dwa elementy ktadziemy

(11) Tu(w) = JuG"" —1.
GCH
Woéwczas zachodzi nastgpujacy fakt:

Stwierdzenie 2.7. Nastepujqce stwierdzenia sq rownowazne
I Wiasnos¢ silnej faktoryzacji: dla dowolnego podzbioru H zbioru [r| zawierajqcego
przynajmniej dwa elementy manty
(12) Tr(u) = O (a7,

II. Wtasnos¢ matych kumulant: dla dowolnego podzbioru H zbioru [r] zawierajqcego
przynajmniej dwa elementy mamy

(13) rg(uw) = (H uh) 0] (&IH\—l) )

heH

Ponizsza wlasnos¢ stabilizacji, o ktérej wezesniej wspomnieliSmy, jest bezposSrednia kon-
sekwencja Stwierdzenia 2.7.

Whiosek 2.8. Rozwaimy rodziny (ur)icy) i (vr)icpy) obie z wlasnosciq matych kumulant.
Wowczas ich produkt (urvr)icpy oraz iloczyn (ur/vr)icy) rowniez majq wtasnosé matych
kumulant.

Stosujac ten wniosek do naszego problemu dostajemy kolejna redukcje.

Problem 2.9. Czy dla dowolnych diagraméw Younga \',..., \" rodzina w zadana przez
rownanie 9 ma wtasnos¢ matych kumulant w przypadku gdy

a1 T, my(A)!
o F(A) = T, T@) 0y

o« F(A) = JM?
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2.1.3. Witasnos¢ matych kumulant dla wielomianow Jacka. Jak dotad nasze rozwazania byty
dos¢ ogdlne 1 nie wykorzystywaly w zaden sposéb bogatej struktury algebraicznej funkcji
symetrycznych Jacka. Niemniej jednak, aby rozwiaza¢ Problem 2.9 musimy zrozumie¢ w
jaki sposéb struktura wielomianéw Jacka zapewnia wlasno$¢ matych kumulant. Pierwszy

przypadek gdy F'(\) = % wynika z jawnego wzoru na funkcje F', ktéry mozemy
otrzymac bazujac na pracy Stanleya [Sta89]. Dowodzimy, ze
1
F(A) =

hook, () - hook (A’
gdzie

hook,(A) := [ (cax(D) + :(0) + 1),
Oe

hookl,(A) := [ (eax(@)+£:(0) + ).

Oex
£(0)£0

W szczegdblnosci, dzigki Wnioskowi 2.8, wystarczy pokazac ze rodziny uw zwiazane z funk-
cjami F' = hook, i F' = hook” maja wtasno$§¢ matych kumulant. To za$ wynika z bezpo-
Srednich kombinatorycznych manipulacji zastosowanych do funkcji F'.

Kluczowa i najtrudniejsza czgscia pracy [Hab1] jest dowdd drugiego przypadku Problem 2.9
odpowiadajacego F'(\) = J io‘). Nasz dowdd jest dos¢ zawity pod wzgledem technicznym,
lecz gtéwna idea dowodu opiera si¢ na charakteryzacji funkcji symetrycznych Jacka jako
funkcji wtasnych operatora Laplace’a—Beltramiego:

Do\ (1, ... 2N) = (az @) - Z (g) +(N - 1)|>\|> Ny, ... zn),

gdzie

=Y s Y
e xl—xjaxz o ’82
W naszym dowodzie wykorzystaliSmy pewne wtasno$ci dziatania operatora D, na jednomia-
nowych i elementarnych funkcjach symetrycznych jak réwniez fakt, ze wartoSci wtasne tego
operatora sg liniowe w «. To pozwolito nam zbada¢ dziatanie tego operatora bezpoSrednio
na kumulancie £ (A, ..., \"). W szczegélnosci udowodnili$my, ze

D" (N A = fFOY kO )+ a(Ar(, A+ As(A, - A),
gdzie
o f(AI) jest jawna funkcja, ktéra nie zalezy od a,

o Ai;(A, ..., \) jest jawnie wyrazone w terminie kumulant nizszego rzedu niz r,
o As(Aq, ..., \) jest jawnie wyrazone w terminie kumulant nizszego rzgdu niz r.

Uzywajac tego rozktadu mogliSmy zastosowaé indukcj¢ ze wzgledu na r, aby udowodnic,
ze k(AL ... )0") = O(a™'). To ostatecznie rozwiazuje Problem 2.9, a zatem dowodzi
cze$¢ algebraiczng Hipotezy—b postulujaca wielomianowosc.

Algebraiczne rozwazania przedstawione w pracy [Habl1] stanowily mocny impuls do roz-
poczgcia badan nad czg$cia kombinatoryczng Hipotezy—b, co jest gtdwnym tematem mojej
kolejnej pracy [Hab2].



20

2.2. Czes$¢ najwyzszego stopnia w Hipotezie—b dla map jednosciennych. Jak juz poprzed-
nio wspomnialem, pewne szczegélne przypadki Hipotezy—b zostaly udowodnione. Najbar-
dziej ogbélnym wynikiem otrzymanym do tej pory jest wynik La Croix [La 09], ktory zna-
lazt statystyke 7 opisujaca funkcje V(p, q;t, 1+ b) ‘p: (opo) jako wazong funkcj¢ tworzaca
map (niekoniecznie dwudzielnych) ze wzgledu na liczbé wierzchotkéw oraz stopnie Scian.
Zauwazmy, ze mapy mozna bijektywnie utozsami¢ z mapami dwudzielnymi, w ktérych
wszystkie biate wierzcholki sa stopnia dwa — mape¢ dwudzielng otrzymujemy ze zwyklej
mapy poprzez dodanie biatego wierzchotka stopnia dwa na Srodku kazdej krawedzi. Z dru-
giej strony mapy dwudzielne stanowia podzbidr wszystkich map, zatem badanie wlasnosci
funkcji tworzacej map dwudzielonych wazonej statystyka 7, zdefiniowana przez La Croix,
ma sens. Analiza kombinatoryczna takiej funkcji jest przedmiotem moich badan przedsta-
wionych w pracy [Hab2], gdzie wykazatem ze pewne jej algebraiczne wtasnosci pokrywaja
si¢ z algebraicznymi wlasnoSciami funkcji tworzacej ¢ dla wielomianéw Jacka. To pozwo-
lito mi udowodnic¢ szereg nowych wynikéw na temat dodatniosci funkcji ¢ postulowanej w
Hipotezie—b. Ponizej przedstawiam szkic moich gtéwnych wynikéw i idei.

2.2.1. Miara nieorientowalnosci n. Goulden i Jackson [GJ97] znalezli wzor ktéry hipote-
tycznie wyraza funkcje W(p,q;t,1 + b)|p:(p,p,...) jako pewna calke zwiazana z modelem
uogdlnionych macierzy-£3, lecz nie potrafili go udowodni¢. Ich wzér zostat udowodniony
przez Okounkova [Oko97] i La Croix wykorzystat ten wzor, uzywajac podobnych technik
jak [GHJO1], aby udowodni¢ ze funkcja W(p, q;t,1 + b) |p: (ppo) spetnia pewne réwnanie
rézniczkowe. Postaé tego rownania sugeruje w jaki spos6b mozna zdefiniowac statystyke n
na zbiorze map, aby odpowiadajaca funkcja tworzaca spetniata to samo réwnanie réznicz-
kowe co ¥(p,q;t,1 + b)|p:(p,p,,‘.)' Te rozwazania byty kluczowym punktem w pracy La
Croix do zaproponowania nastgpujacej definicji.

Definicja 2.10. [La 09, Definition 4.1] Miara nieorientowalnosci to dowolny niezmiennik
n(M) zdefiniowanych dla wszystkich map ukorzenionych M w taki sposob, Ze dla kazdej
mapy M wartosé¢ n(M) spetnia nastgpujqce wtasnosci:

e Jezeli M nie ma krawedzi to n(M) = 0;
o W przeciwnym wypadku, niech e bedzie krawedziq korzenia mapy M. Wowczas za-
chodzq nastgpujace mozliwosci:
— M\ {e} rozspaja M na dwie komponenty spdjnosci. Wowczas n(M) = n(M;)+
n(Ms), gdzie M \ {e} = My U My;
— M \ {e} jest spdjna i liczba jej Scian jest mniejsza niz liczba Scian mapy M.
Wowczas n(M) = n(M \ {e});
— M\ {e} jest spdjna i liczba jej Scian jest taka sama jak w M. Wowczas n(M) =
B o)) + 1
— M\ {e} jest spdjnailiczba jej Scian jest wigksza niz liczba Scian mapy M. Wow-
czas krawed? e nazywamy raczka i istnieje doktadnie jedna mapa M' powstata 7
M poprzez przekrecenie krawedzi e tak, ze odpowiadajqca jej krawed? ¢’ w M’
Jest krawedziq korzenia, rqczkq i M \ {e} = M'\ {€'}. Patrz Rys. 5. W tym
przypadku

{n(M),n(M")} = {n(M\{e}),n(M\ {e}) + 1}.
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(b)

Rysunek 5. (a) przedstawia mapg M, gdzie krawedZ korzenia e jest raczka
za$ (b) przedstawia mapg M’ otrzymana z M poprzez przekrecenie jej kra-
wedzi korzenia e. Innymi stowy M’ to jedyna mapa rézna od M taka ze
M\ {e} = M’ \ {€'}, gdzie ¢ jest krawgdzia korzenia w M’ i taka ze rogi
w M \ {e} zawierajace pét-krawedzi e i rogi w M’ \ {€'} zawierajace pét-
krawedzi e’ pokrywaja si¢ ze soba. Dwa biate obszary na (a) ((b), odpowied-
nio) przedstawiaja dwie rézne Sciany M \ {e} = M’ \ {€'} ztaczone w jedna
Sciang krawgdzia korzenia e (¢/,odpowiednio). Aby pomdc czytelnikowi za-
uwazy¢ réznice migdzy mapami M a M’, w obu mapach zostat zacieniowany
i zorientowany zgodnie z orientacja korzenia rég, odwiedzony tuz po rogu
korzenia.

Ponadto, co najwyzej jedna z map M, M’ jest orientowalna — w tym przypadku
Jjej miara nieorientowalnosci wynosi 0, a miara nieorientowalnosci drugiej mapy
(nieorientowalnej) wynosi 1.

Uwaga 1. Istnieje wiele r6znych miar nieorientowalnosci 1 spetniajacych wlasnosci podane
w Definicji 2.10. Zatem powyzsza definicja zadaje calg klas¢ funkcji 1 kazda taka funkcja
zwana jest miarg nieorientowalnosci.

Powyzsza definicja wymaga pewnego komentarza. Po pierwsze przypomng, ze mapa jest
ukorzeniona jesli ma wyrézniona krawedZ zwana krawedziq korzenia, oraz wyrdzniong i
zorientowang stron¢ tej krawedzi. R6wnowaznie mapa jest ukorzeniona jesli posiada wyr6z-
niony zorientowany rég (obszar ograniczony przez dwie sasiadujace ze soba pot-krawedzie
wokot wspdlnego wierzchotka), zwany rogiem korzenia. Koncept mapy ukorzenionej sigga
poczatkow historii map, gdy Tutte zaczat je badac i odkryt ze obiekty ukorzenione sg znacz-
nie wygodniejsze do opisania r6znego rodzaju kombinatorycznych operacji, jak choéby roz-
ktad map na mniejsze kawatki [Tut62, Tut63]. Druga kwestia wymagajaca komentarza to
fakt, ze Definicja 2.10 ma sens tylko wtedy gdy mapa M \ {e} (lub mapy, gdy e rozspaja M)
jest ukorzeniona, zatem trzeba ustali¢ pewna konwencje¢ jak zadeklarowaé korzenn w mapach
otrzymanych przez usunig¢cie krawedzi korzenia z M. Zakltadajac, ze taka konwencja jest
ustalona, Definicja 2.10 jest kompletna.

Niech 7 bedzie miara nieorientowalnosci i niech p, v, p beda partycjami liczby n. Przypo-
mne, ze Hipoteza—b (Hipoteza 1.11) opisuje zwiazek pomigdzy wielomianem A/, ,(b) zdefi-
niowanym przez prawa strong réwnania (7), a szeregiem potegowym ¢ (p, q, r;¢, 1 + b).

Mo¢j pierwszy gtéwny wynik dowodzi stabej wersji Hipotezy—b, ktéra jest postulowang
réwnoscia (7) po zastosowaniu podstawieniar = (1,1...):
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Twierdzenie 2.11. Dla dowolnej miary nieorientowalnosci n zachodzi nastepujqaca réwnosc:

(14) Ypoa st 14 0)| = Y B0,

n>1 w,v,pkn

Gtéwna idea dowodu Twierdzenia 2.11 jest nastgpujaca. Algebraiczne manipulacje wielo-
mianami Jacka pozwalaja mi znaleZ¢ jawny wzor na lewa strong rownania (14). Nastgpnie
interpretuje ten wzor jako funkcja tworzaca pewnych map z pewnymi krotnoSciami. Wresz-
cie rozktadam te mapy na mniejsze kawalki, stosujac analogiczne metody jak te opisane w
Definicji 2.10, aby otrzymaé prawa strong¢ rownania (14). Méwiac nieco bardziej precyzyj-
nie:

e jestem w stanie wyrazi¢ lewa strong rOwnania w terminach pewnych orientowalnych
map dwudzielnych liczonych z krotno$ciami wazonymi przez parametr b;

e konstruuje bijekcje (zachowujaca wage) pomigdzy orientowalnymi mapami dwudziel-
nymi liczonymi z tymi krotnoSciami wazonymi przez parametr b, a wszystkimi ma-
pami dwudzielnymi liczonymi z waga b"™), co odpowiada prawej stronie réwna-
nia (14).

W pracy [Hab2] stosuj¢ réwniez Twierdzenie 2.11 aby udowodnié¢ wigcej wlasnosci do-
datniosci, przewidzianych przez Hipoteze—b, w szczegdlnym przypadku map jednosciennych,
czyli map posiadajacych doktadnie jedna Sciang.

2.2.2. Mapy jednoScienny — najwyziszy stopien i powierzchnie niskiego genusu. Hipoteza—b
byta inspirowana dwoma szczegdlnymi przypadkami b = 0,1, w ktérych to wykazano, ze
funkcja ¥ (p, q,r;t, 1 4 b) jest funkcja tworzaca odpowiednich map [JV90, GJ96b]. Te wy-
niki opieraja si¢ na fakcie, ze sa to jedyne znane przypadki w ktérych funkcja symetryczna
Jacka J )(\Hb) odpowiada jawnych funkcjom symetrycznym wywodzacym si¢ z teorii repre-
zentacji’ i wyznaczenie funkcji ¢ (p, q, r; t, 1 +b) moze byé zrozumiane w terminach statych
strukturalnych pewnych algebra przemiennych. Istnieje jeszcze jeden przypadek graniczny
b = —1 (i jego wersja dualna b = o0) dla ktérego funkcja Jacka J SH’) staje si¢ klasyczng
funkcja symetryczna. Niestety, podejscie zastosowane w pracach [JV90, GJ96b], ktére po-
zwolito zrozumie¢ przypadki b = 0,1, nie moze by¢ tutaj zastosowane, gdyzZ mianownik
pojawiajacy si¢ w funkcji tworzacej ¥ (p, q,r;t, 1 + b), ktory jest réwny iloczynowi skalar-
nemu (.J iHb), J §1+b))(1+b), jest zdegenerowany w punkcie b = —1 i jest rowny 0. W moje;j
pracy [Hab2] omijam t¢ trudno$¢ stosujac nowe podejscie do problemu, ktére polega na zba-
daniu algebraicznych wlasnosci wielomianu A/, ,(b) i pokazaniu, ze sa one Scisle zwiazane z
kombinatoryka map. To pozwala mi obliczy¢ A/, ,(—1).

Dla ustalonej liczby naturalnej n i partycji j, v, p = n, zbiér M#, , map typu (u, v; p) (patrz
Hipoteza 1.11) rozktada si¢ w nastgpujacy sposob:

(15) M, = UM"W-,
i>0
gdzie M” . jest zbiorem map typu (u, v; p) takich, ze podczas procesu usuwania korzenia

Hsv5e

(opisanego w Definicji 2.10) usunigto doktadnie ¢ raczek. Ten rozktad pociaga nastgpujacy

3nieco precyzyjniej, istnieje jeszcze trzeci przypadek b = —1/2 ktéry mozna zinterpretowaé z terminach

teorii reprezentacji, ale ten przypadek jest Scisle zwiazany z przypadkiem b = 1 ze wzgledu na pewna dualnos¢

b+ 1%:’1), ktéra zachodzi w ogélnym przypadku.
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rozktad wielomiandéw

hz,u(b) = Z hﬁ,y;i(b)7

gdzie

p — (M)
hp7u;7j(b) - Z b77 :
MeM;, .,

P

u,u;z‘(b)9 oraz naste-

W pracy [Hab2] znalaztem ograniczenie gérne na stopien wielomianu A
pujaca wlasnos¢ znikania:

Stwierdzenie 2.12. Dla ustalonej liczby naturalnej n i partycji p, v, p = n
o b0 (b)=0dlai>[g/2];

vt
o deg (¥90,,,(b) < i;
o h\" (=1)=0dlai # 0,

V5%

gdzie g :=n+2— (L(p) + L(v) + £(p)).

To stwierdzenie moze wyglada¢ nieco technicznie, ale zestawione z Twierdzeniem 2.11
daje bardzo konkretng wiadomo$¢ — jedyne mapy dwudzielne majace wktad w czgs$¢ naj-
wyzszego stopnia [p,q, |1 (p, q, r;t, 1 + b) nie majq rqczek i sa jednoscienne, czyli posiadaja
doktadnie jedna Sciang i podczas procesu usuwania korzenia ani raz nie usunig¢to raczki. Po-
nadto, ta czgS¢ najwyzszego stopnia zadana jest (co do znaku) przez podstawienie b = —1.
Znalaztem zatem nowy szczeg6lny przypadek, obok dobrze zrozumianych b = 0,1, w kt6-
rym Hipoteza—b jest prawdziwa dla map jednos$ciennych.

Twierdzenie 2.13. Istnieje niezmiennik n : M? , — Zsq taki Ze n(M) = 0 wtedy i tylko

[TR%
wtedy gdy M jest orientowalna, oraz taki e rownanie
(16) Epagura (P, 140y = S i,
MeM?)

zachodzi dla b € {—1,0, 1}. Ponadto
[t Prguralt(p, @ 13, 14+ b) = h{T)(=1) (=)D g (=)

Moim ostatnim gléwnym wynikiem z pracy [Hab2] jest dowdd Hipotezy—b dla map jedno-
Sciennych niskiego genusu. M6j pomyst jest dos¢ prosty - kazdy wielomian f(b) stopnia n—1
jest jednoznacznie wyznaczony przez swoje wartosci w n réznych punktach. W szczegdlno-
Sci Twierdzenie 2.13 i Stwierdzenie 2.12 bezposrednio implikuja, ze Hipoteza—b zachodzi dla
wszystkich partycji p, v, p takich, ze p = (n) i
(17) U p)+L(v)>n—1.
Ja znalaztem dowdéd Hipotezy—b w nieco szerszym kontekscie, zastgpujac warunek (17) stab-
szym warunkiem:

Twierdzenie 2.14. Dla wszystkich partycji i, v = n > 1 spetniajgcych ((pu) + £(v) > n — 3
oraz p = (n) Hipoteza-b jest prawdziwa, czyli

" pugr (P q st 14 0) = > b1,
MeMy,,

gdzie (M) jest nieujemnq liczbq catkowitq ktora wynosi 0 wtedy i tylko wtedy gdy M jest
orientowalna.
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Mo6j pomyst polegat na uzyciu tylko tych niezmiennikéw 7, ktére w pewnym sensie sa
sztywne. Moéwigac nieco bardziej SciSle, wybieram te niezmienniki, ktére maja nastgpujaca
wtasnos¢: dla dowolnej mapy M i jej dwéch zorientowanych $cian f; 1 fo wszystkie raczki 1a-
czace te Sciany i zachowujace ich orientacje maja t¢ sama wage. Udowodnitem, ze wielomian
hﬁy(b) odpowiadajacy takim miarom nieorientowalnosci 7 ma pewne dodatkowe symetrie.
Dowdd polegat na skonstruowaniu pewnej bijekcji opierajacej si¢ na delikatnych manipu-
lacjach krawegdziami ukorzenionymi podczas przeprowadzania procesu usuwania korzenia.
Te dodatkowe symetrie implikuja, ze Twierdzenie 2.13 wyznacza w sposéb jednoznaczny
wielomian h%, ,(b), co koriczy dowdd.

2.3. Bijektywne zliczanie map na dowolnych powierzchniach. W tym rozdziale wszyst-
kie mapy sa ukorzenione, wigc poming uzywanie tego stowa.

Hipoteza—b méwi o tym, ze funkcje Jacka maja Scisty zwiazek z liczeniem map na do-
wolnych powierzchniach, przy zachowaniu Scistej kontroli nad struktura tych map. Problem
zrozumienia pigknych wtasnosci enumeratywnych map poprzez bezposrednia kontrolg ich
struktury jest tematem naszej pracy [Hab3].

Spéjrzmy na stynny wzér Tutte’a [Tut63] na liczbe m(n) map planarnych o n krawedziach:

_2-3"(2n)!
mn) =

Zauwazmy, ze prawa strona tego wzoru ma naturalng kombinatoryczng interpretacje: jest to
n-ta liczba Catalana przemnozona przez %3". Jako ze n-ta liczba Catalana jest liczba drzew
planarnych o n krawedziach, mozemy zinterpretowac tg¢ prawa strong¢ jako liczbg poetykie-
towanych drzew planarnych o n wierzchotkach przeskalowana przez n%l, gdzie wszystkie
wierzchotki oprécz wierzchotka korzenia etykietujemy {—1,0,+1}. Wzér Tutte’a zostat
przez niego znaleziony poprzez zgadnigcie rozwigzania rownania funkcyjnego, ktére skon-
struowal, a nastgpnie udowodnienie ze jest to jedyne wilasciwe rozwiazanie, zatem znale-
zienie bezposredniej 2—(n + 1) odpowiedniosci migdzy mapami planarnymi a poetykieto-
wanymi drzewami planarnymi jest niezwykle pozadane. Taka konstrukcja nie tylko databy
nowa konceptualna jakoS¢ wzoru Tutte’a, lecz przede wszystkim przyniostaby lepsze zro-
zumienie struktury map planarnych. To podejscie zostato przedstawione przez Coriego i

Vauquelina [CV81], ktérym udato si¢ udowodni¢ nastgpujace twierdzenie:

Twierdzenie 2.15. Istnieje jawna konstrukcja 2—(n + 1) odpowiedniosci pomigdzy mapami
planarnymi o n krawedziach a poetykietowanymi drzewami planarnymi o n krawedziach.

Ich konstrukcja staje si¢ znacznie bardziej naturalna gdy mapy planarne o n krawegdziach
zastapimy dwudzielnymi planarnymi kwadrangulacjami o n $cianach, czyli mapami dwu-
dzielnymi, ktérych kazda $ciana ma stopiefi 4. Te dwa modele sa ze soba w naturalnej bijek-
cji 1 jest to ogblny fakt, ktoéry pozostaje prawda gdy sferg zastapimy dowolng powierzchnia,
co zauwazyl Tutte: zaczynajac od mapy o n krawedziach narysujmy wewnatrz kazdej Sciany
nowy wierzchotek, potaczmy go krawedziami z wszystkimi rogami wewnatrz tej Sciany 1
usunimy poprzednie krawgdzie; otrzymana mapa jest dwudzielng kwadrangulacja o n Scia-
nach na tej samej powierzchni. Ponadto, ta konstrukcja jest oczywiScie odwracalna. Za-
uwazmy, ze dwudzielne planarne kwadrangulacje o n §cianach maja doktadnie n + 1 wierz-
chotkéw, co wynika z formuty Eulera. Zatem Twierdzenie 2.15 moze by¢ przeformutowane
W nastgpujacy sposob: istnieje jawna bijekcja pomigdzy dwudzielnymi planarnymi kwadran-
gulacjami o n $cianach z wyréznionym wierzchotkiem, a znakowanymi poetykietowanymi
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drzewami planarnymi o n krawedziach. To przeformutowanie byto punktem wyjscia dla
pracy Schaeffera [Sch99], ktory rozszerzy! konstrukcje Coriego i Vauquelina do wszystkich
orientowalnych powierzchni:

Twierdzenie 2.16. Niech S bedzie powierzchniq orientowalna. Wéwczas istnieje jawna bi-
jekcja pomiedzy dwudzielnymi kwadrangulacjami na S o n Scianach i wyroznionym wierz-
chotku, a znakowanymi poetykietowanymi mapami jednosciennymi na S o n krawedziach.
Ponadto etykiety w mapie jednosciennej odpowiadajq odlegtosciom od wyrdznionego wierz-
chotka w kwadrangulacji.

Zauwazmy, ze planarne mapy jednoscienne to doktadnie drzewa, zatem Twierdzenie 2.15
w istocie jest szczegdlnym przypadkiem Twierdzenia 2.16 gdy S jest sfera. Konstrukcja
Schaeffera, podobnie jakie poprzednia konstrukcja Coriego i Vauquelina, w kluczowy sposéb
wykorzystuje zatozenie orientowalnos$ci. Powstaje naturalne pytanie:

Pytanie 2.17. Czy mozna si¢ spodziewac ze Twierdzenie 2.16 rozszerza si¢ do dowolnych
powierzchni §?

Wyniki enumeratywne przedstawione w Twierdzeniu 1.12 sugeruja pozytywna odpowiedz
na to pytanie — struktura funkcji tworzacej jednej zmiennej dla map na powierzchni S zalezy
tylko i wyltacznie od charakterystyki Eulera S, a nie orientowalnosci. Pytanie 2.17 pozostato
otwarte przez niemal dwie dekady 1 nasza praca [Hab3] pozytywnie i konstruktywnie na nie
odpowiada. Udato si¢ nam opusci¢ zalozenie orientowalnosci w Twierdzeniu 2.16 opisujac
nowa konstrukcje przeksztatcajaca zadana kwadrangulacje w poetykietowana mape jedno-
Scienna, ktéra nie zalezy od orientowalnosci:

Twierdzenie 2.18. Dla dowolnej powierzchni S istnieje jawna bijekcja pomiedzy dwudziel-
nymi kwadrangulacjami na S o n Scianach i wyroznionym wierzchotku, a znakowanymi po-
etykietowanymi mapami jednosciennymi na S o n krawedziach. Ponadto etykiety w mapie
Jjednosciennej odpowiadajq odlegtosciom od wyréznionego wierzchotka w kwadrangulaciji.

2.3.1. Graf dualnej eksploracji. Zanim opisz¢ nasze podejscie do problemu, przybliz¢ po-
krétce konstrukcje Schaeffera, co jest istotne aby zrozumieé giéwne przeszkody i nasze po-
dejscie do tego jak je omina¢. Aby skonstruowac poetykietowana mapg¢ jednoScienng naj-
pierw etykietujemy wierzchotki kwadrangulacji ich odlegto$ciami od wyréznionego wierz-
chotka i zauwazamy, ze wedrujac wokoét Scian kwadrangulacji albo natykamy si¢ na etykiety
(1,7 + 1,4,7 + 1) (te Sciany nazywamy Scianami I typu) albona (i — 1,4, + 1,1) (te Sciany
nazywamy Scianami Il typu). W $cianach typu I taczymy ze soba rogi ¢ + 1 nowa krawedzia,
a w Scianach typu II taczymy rog ¢ + 1 z pierwszym rogiem ¢ lezacym przeciwzegarowo (te
nowe krawedzie bedziemy nazywac czerwonymi tak, ze odpowiadaja one czerwonym kra-
wedziom na Rys. 6; w tej chwili prosz¢ zignorowac niebieski graf). Twierdzenie 2.16 mowi,

v 1 —1 4 141

- -

1—1 1 1—1 1
Rysunek 6. DEG (niebieskie krawedzie) w przypadku powierzchni orientowalne;j

ze czerwona mapa, ktéra otrzymujemy poprzez wymazanie wyrdznionego wierzchotka oraz
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oryginalnych krawedzi kwadrangulacji, jest poetykietowana mapa jednoscienng i ponadto ta
konstrukcja w rzeczywistosci jest bijekcja. Zauwazmy, ze sposéb w jaki decydujemy o tym
jak narysowac czerwone krawegdzie w przypadku Scian typu II opiera si¢ na istnieniu global-
nej orientacji, ktora jest rownowazna temu ze S jest powierzchnig orientowalna.

Chcac uogolnic t¢ konstrukcje do przypadku dowolnej powierzchni musimy znalezZ¢ spo-
s6b na decydowanie o tym jak rysowaé czerwone krawedzie wewnatrz $cian typu II tak, zeby

(1) ten spos6b zgadzat si¢ ze sposobem zaproponowanym przez Schaeffera w przypadku
gdy § jest orientowalna,

(2) powstaly graf byt mapa o jednej Scianie,

(3) cata konstrukcja byta odwracalna, tak aby ostatecznie zadawata ona bijekcjeg.

Nasze podejscie do problemu opiera si¢ na nastgpujacej analizie: narysujmy mape¢ du-
alna do mapy otrzymanej poprzez potaczenie oryginalnej kwadrangulacji z mapa czerwona,
a nastgpnie usunmy krawedzi przecinajace czerwone krawedzi. Ten graf odpowiada niebie-
skiemu grafowi na Rys. 6. Zauwazmy teraz, ze warunek (2) jest rtOwnowazny stwierdzeniu
ze niebieski graf jest drzewem®. Istotnie, jesli czerwona mapa jest jednoscienna, to niebie-
ski graf jest Sciagalny do punktu, czyli jest drzewem. Ponadto opis struktury czerwonego
grafu lokalnie ogranicza si¢ do opisu Scian typu [ i II, a to bezpoSrednio ttumaczy si¢ na
opis lokalnej struktury grafu niebieskiego - patrz Rys. 6. Zatem zamiast rysowac czerwone
krawedzie, mozemy réwnowaznie konstruowac niebieski graf. Nasz pomyst polega na wy-
korzystaniu lokalnej orientacji zadanej przez korzen, aby eksplorowaé nasza kwadrangulacje
rekurencyjnie ze wzgledu na odlegtosci od wyréznionego wierzchotka. Podczas tej eksplora-
cji decydujemy w jaki sposéb wybrac lokalng orientacje, bazujac na naszych wczesniejszych
wyborach. Ta zgrubna idea pozwolila nam skonstruowac niebieski graf, ktéry nazwaliSmy
grafem dualnej eksploracji (w skrécie DEG z jezyka angielskiego). Rekursywna konstrukcja
DEG jest mozliwa dzigki nastepujacym wiasnoSciom:

(1) zatézmy ze ustaliliSmy lokalng orientacje wokdét wyréznionego wierzchotka i otoczy-
liSmy go niebieska, przeciwzegarowa petla. Kazda niebieska krawedZ przecinajaca
czarng krawedz o etykietach ¢ oraz ¢ 4+ 1 nazywac bedziemy krawedzia o etykiecie i;

(2) w kazdym kroku naszej konstrukcji dotaczamy zorientowang gataz niebieskich kra-
wedzi o etykietach 7 do istniejacego juz DEG, poprzez poruszanie si¢ przeciwzega-
rowo wokot wierzchotka o etykiecie 7;

(3) jestesmy w stanie kontynuowac ten proces dopdki nie przetniemy wszystkich krawe-
dzi kwadrangulacji dzigki temu, ze wszystkie wierzchotki o etykiecie ¢ leza w bliskim
otoczeniu juz skonstruowanego DEG.

To, ze nasza konstrukcja pokrywa si¢ z konstrukcja Schaeffera w przypadku orientowalnym
wynika z faktu iz gatezie w DEG zawsze dotaczaliSmy przeciwzegarowo. Poniewaz istnieje
globalna orientacja, to nigdy nie trafiliSmy na Sciang, w ktérej musieliSmy zmieni¢ lokalng
orientacj¢. To, ze nasza konstrukcja jest odwracalna wynika bezposSrednio z naszej idei, ze
globalna konstrukcja powstaje poprzez sklejenie lokalnych konstrukcji, w SciSle kontrolo-
wany przez nas sposob. Przedstawiony tutaj opis naszej konstrukcji jest, de facto, jedynie
opisem idei tego jak i dlaczego udato nam si¢ udowodni¢ Twierdzenie 2.18 — konstrukcja

‘méwiac Scislej jest on petla obiegajaca wyrdzniony wierzchotek w kwadrangulacji, do ktérej dotaczone sa

drzewa — po $ciagnigciu tej petli do pojedynczego wierzchotka otrzymujemy drzewo
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sama w sobie jest bardzo techniczna i skomplikowana, wigc do jej szczegétowego opisu od-
sylam czytelnika do naszej pracy [Hab3]. Niemniej jednak mam nadziejg¢, ze opis konstrukcji
DEG wyjasnia, ze Twierdzenie 2.18 jest jej natychmiastowa konsekwencja.

2.3.2. Zastosowania. Nasze gtéwne twierdzenie nie tylko odpowiedziato na jedno z naj-
wigkszych probleméw bijektywnej kombinatoryki map, lecz znalazlo rézne zastosowania.
Pierwszym zastosowaniem jest nowy, w petni kombinatoryczny dowéd Twierdzenia 1.12.
Scislej rzecz biorac, uzywajac standardowych technik rozktadu map jednosciennych ma sciezki
Motzkina, wywnioskowaliSmy nastgpujace twierdzenie jako bezpoSrednio wniosek z nasze]
bijekc;ji:

Twierdzenie 2.19 (Kombinatoryczna interpretacja algebraicznosci i struktury funkcji two-
rzacej map). Niech S bedzie dowolng powierzchniq a §s(n) bedzie liczbq map na S o n
krawedziach (rownowaznie, dwudzielnych kwadrangulacji o n Scianach). Niech

Qs(t) = (n+x(S))ds(n)t"
n>0
bedzie funkcjq tworzqcq map z wyroznionym wierzchotkiem lub Scianq, ze wzgledu na liczbe
krawedzi (rownowaznie, dwudzielnych kwadrangulacji z wyroznionym wierzchotkiem, ze wzgledu
na liczbe scian).
Wowczas Qs(t) jest funkcjq algebraiczng. Doktadniej, niech U = U(t) oraz T = T'(t)
bedq formalnymi szeregami potegowymi zdefiniowanymi poprzez:

T=1+3tT* U=tT*(1+U+U?.

Wowczas Qs(t) jest funkcjq wymierng w U. W szczegdlnosci liczba map na S asymptotycznie
jest rowna:
Gs(n) ~ t(S)n =5 12",

Drugie zastosowanie naszej konstrukcji idzie w nieco innym kierunku. Bada ono geome-
tri¢ metryczng losowych powierzchni. Nasze wyniki sa pierwszymi, ktére nie ograniczaja
si¢ jedynie do powierzchni orientowalnych. Niech M bedzie mapa zas v € V(M) pewnym
wierzchotkiem. Promieri mapy M scentrowanej w wierzchotku v definiujemy jako maksy-
malng odlegtos$¢ od wierzchotka v osiagnigta w M:

R(M,v) := max dy(v,u).
(M) = max du(v,u)
Dla dowolnego r > 0, definiujemy réwniez profil odlegtosci od wyréznionego wierzchotka v,
o ktérym mozna myslec jak o rozktadzie odlegtosci w mapie M:

Iy (r) == #{u € V(M) : dp(v,u) = r}.

Uzywajac obecnie uznawanych za standardowe, technik rozwinigtych w pracach [CS04,
Le 06, Bet10] wykorzystaliSmy nasza bijekcj¢ do udowodnienia nastgpujacego twierdzenia:

Twierdzenie 2.20. Niech q, bedzie losowq, dwudzielnqg kwadrangulacjqg o n Scianach na
powierzchni S, wybrang w sposob jednostajny i niech vy bedzie wierzchotkiem korzenia q,.
Warunkowo na q,, niech v, bedzie wierzchotkiem wybranym losowo w sposob jednostajny
na V(q,). Wéwczas istnieje ciagly proces stochastyczny £°5 = (£5,0 < t < 1) taki, ze
zachodzq nastepujqce zbieznosci:

(CI) (%)1/4 R(qn, vs) 9, sup £° — inf £5;
n—oo
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(C2) ( )1/4 dg, (Vo, Vs) L sup £5;
n—oo

Lgnown) ((B2/9)V4) (@) | g

(C3) () — -,
gdzie T° jest miarq pozostania £5 powyzej infimum, zdefiniowang w nastepujacy
sposob: dla kazdej, nieujemnej mierzalnej funkcji g : R+ — R4,

1
<Is,g):/0 dt g(£5 — inf £5).

Wszystkie zbieznosci zachodzq wedtug rozktadu (i w przypadku (C3), uzyta topologia to to-
pologia stabej zbieznosci rzeczywistych miar probabilistycznych na R, ).

2.4. Kumulanty Macdonalda i wielomianowos¢. W naszej wspolnej pracy z Férayem [Hab1],
udowodniliSmy wielomianowos$¢ kumulant Jacka. Jako ze funkcje symetryczne Jacka sa
przypadkiem granicznym stynnych funkcji Macdonalda, naturalnym jest pytanie czy ta wila-
sno$¢ wielomianowosci nie jest przypadkiem konsekwencja bardziej ogélnej wiasnosci wie-
lomianowosci na poziomie funkcji Macdonalda, co zreszta byto wielokrotnie udowadniane

w przesztosci w przypadku innych wtasnos$ci wielomianowosci (patrz Rozdziat 1.3). Prze-
prowadzone przez nas symulacje komputerowe potwierdzaly nasze przewidywania i zainspi-
rowaly nas do postawienia nastgpujacej hipotezy:

Hipoteza 2.21. [Habl] Dla dowolnych partycji \', ..., \", wielomiany Macdonalda majq
wlasno$¢ matych kumulant gdy ¢ — 1, czyli

RIAL - N) = Y (= Fm ) — 1! H,Jq’ =01 ((¢g—1)"),

reP () Ber

gdzie f(q,t) = O1((¢ —1)"1) oznacza ze funkcja wymierna f(q,t) - (¢ — 1)'™" nie ma
bieguna w punkcie q = 1.

Glownym wynikiem pracy [Hab4] jest dowdd Hipotezy 2.21, a w zasadzie jej uogdlnienie
w ktérym wielomiany Macdonalda zastapione sa interpolacyjnymi wielomianami Macdo-
nalda wprowadzonymi przez Sahiego [Sah96].

2.4.1. Interpolacyjne wielomiany Macdonalda. Interpolacyjne wielomiany Macdonalda zo-
staty wprowadzone przez Sahiego [Sah96] w celu udowodnienia wtasnos$ci wielomianowosci
wielomianéw Macdonalda (patrz Rozdziat 1.3). Sahi udowodnit, ze dla kazdej partycji A dtu-

gosci £(A) < N, istnieje jedyny (niejednorodny) wielomian symetryczny j/\(q’t)(a:) stopnia
|A|, gdzie x = (x1,...,zN), 0 nastgpujacych wtasnosciach

o M7\ () = hook(y();
e dla wszystkich partycji u # A, |p| < |\| wartosé j(q D((q,t)") jest rtéwna zero, gdzie

(q, )" = ("N g2t =2 Y.
Taki wielomian symetryczny nazywa si¢ interpolacyjnym wielomianem Macdonalda i ma
pewna niezwykla wtasno$¢ wyjasniajaca jego nazwe: jego jednorodna czg¢$¢ maksymalnego

stopnia to doktadnie wielomian Macdonalda J /(\q’t) (x).
Gtéwnym twierdzeniem mojej pracy [Hab4] jest nastgpujacy wynik:
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Twierdzenie 2.22. [Hab4] Dla dowolnych partycji ', ..., \", interpolacyjne wielomiany
Macdonalda majq wtasno$¢ matych kumulant gdy g — 1, czyli

/{‘7(/\17 . ’)\r) - Z (_1)#(7r) _ 1 H j}\q (g.t) _ ( _ 1)7”—1) ‘

weP([r]) Bemw

Naturalnym pomystem na dowéd Hipotezy 2.21 jest proba zaadaptowania dowodu w przy-
padku funkcji Jacka do bardziej ogdlnych ram funkcji Macdonalda. Niektére fragmenty
dowodu przedstawionego w [Hab1] w naturalny spos6b uogdlniaja si¢ do przypadku Macdo-
nalda poprzez uzycie nieco bardziej technicznych manipulacji na funkcjach z dwoma para-
metrami, lecz pozostate fragmenty wymagaty zastosowania nowych pomystow.

Pierwsza istotna réznica nie pozwalajaca uzy¢ tych samych argumentéw co w przypadku o
pojawia si¢ w dowodzie tego, ze rodziny skonstruowane przy pomocy (g, t)-hakowych wielo-
mianéw [my|J, (a:1) maja wilasno$¢ matych kumulant w ¢ = 1. Aby otrzymac potrzebna wia-
sno$¢, udowodnitem pewien og6lny lemat implikujacy wtasno$¢ matych kumulant w punkcie
q = 1 dla szerokiej rodziny funkcji.

Lemat 2.23. Ustalmy dodatniq liczbe naturalng r i podzbior K zbioru [r]. Niech ¢ € N oraz
(¢i)iex beda rodzing liczb naturalnych, oraz niech C' # 1 € R. Dla dowolnego podzbioru I
zbioru K, zdefiniujmy

vy=1-— C - qc+zielci_

Wowczas dla dowolnego podzbioru H zbioru K rodzina (v) g ma wtasnosé matych kumulant
gdy q — 1.

Druga istotna réznica polega na zinterpretowaniu interpolacyjnych wielomianéw Macdo-
nalda jako funkcji wlasnych pewnego operatora r6zniczkowego. W przypadku wielomianéw
Jacka oparliSmy nasz dowdd na fakcie iz sa one funkcjami wtasnymi operatora Laplace’a—

dzing operatoréw, ktérych funkcje wtasne sa wielomianami Macdonalda, a nieco pdZniej
Sahi [Sah96] rozszerzyt ten wynik do przypadku interpolacyjnych wielomianéw Macdo-
nalda. Problem polega na tym, ze te operatory nie sa a priori operatorami rézniczkowymi.
M6j pomyst polegat na tym, aby rozwina¢ je w poblizu punktu ¢ = 1. To pozwala wyrazié
je jako operatory rézniczkowe, ale nieskoficzonego rzedu, nie zas drugiego jak w przypadku
operatora Laplace’a—Beltramiego. To bylo najwigkszym problem w zaadaptowaniu dowodu
do przypadku wielomianéw Macdonalda.

Gtéwna idea polegata na tym, aby zrozumieé dziatanie “diagonalne” operatora D* na ku-
mulantach, gdzie D jest abstrakcyjnym operatorem réznicowym. Scisle rzecz biorac, rozwa-
zam nastgpujaca sytuacje.

Niech R bedzie pierScieniem. Zdefiniuyjmy R-modut operatoréw réznicowych Derg, czyli
operatoréw liniowych D : R — R spetniajacych nastgpujaca regute Leibniza:

D(f-g)=(Df)-g+ f-(Dg).

Dla dowolnych dodatnich liczb naturalnych r, k i elementéw f1, ..., f. € R definiuj¢ “dzia-
tanie diagonalne” operatora D na ciagu (fi, ..., f,) W nastgpujacy sposéb:

D*(fiyooo i f) =3 fioo (DAF) - i

1<i<r
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To dziatanie przedtuza si¢ do dziatania na kumulantach w naturalny sposéb:

D* k() = Yl {[1]}) Di(ug : B € 7),
weP([r])

gdzie u = (us)cp jest rodzing elementow z pierscienia R. W dowodzie wtasnosci matych
kumulant rozwazam dziatanie operatora Macdonalda D na kumulancie:

Dr7 (AL, ).

Trik, ktéry znalaztem, to roztozenie funkcji Dk (A\!, ..., \") na dwie czgsci: pierwsza czgsé
pochodzi z “wymuszenia” reguly Leibniza dla dziatania operatora D na iloczynie interpola-
cyjnych wielomianéw Macdonalda, zas druga czgs¢ jest “btedem”, czyli ré6znica pomigdzy
wlasciwym dziataniem operatora D na kumulancie, a dzialaniem “wymuszajacym” regule
Leibniza:

(18) DﬂuhuAﬂ:?Muk”Aw+mﬁu%HAw—5Muk”Am

7

Vv Vv
cze$¢ pierwsza czesS¢ druga

gdzie
DrI(AL,. L \T) = E:(—U#ﬁiﬂﬁgu”ﬁzaew>,

7eP([r])

D(fi,..ofe) =Y fre--(Dfi) -+ fr.
1<k<r
Znalezienie tego rozktadu bylto kluczowe. Uogoélniajac formutly z pracy [Habl] pokazatem,
ze pierwszy czynnik w rozktadzie moze by¢ wyrazony jako kombinacja liniowa iloczynu
kumulant nizszego rzgdu niz r, co pozwolito mi zastosowaé indukcje do ich analizy. Dla
drugiego czynnika znalaztem nowy, jawny wzor, ktéry zachodzi dla dowolnych kumulant
i dowolnych operatoréw réznicowych. W szczeg6lnosci, w znalezionym wzorze, jedyne
kumulanty ktére si¢ pojawiaja sa rzedu nizszego niz r, a zatem réwniez dla tego czynnika
mogtem zastosowaé indukcje, co w konsekwencji dato dowdd Twierdzenia 2.22.

2.4.2. Dodatnios¢ Schura wyzszego rzedu. Pomimo tego, ze opisane metody sa dos¢ tech-
niczne i abstrakcyjne, mdj wynik sugeruje nowa, interesujaca wtasnos¢ wielomianéw Mac-
donalda.

Przypomng, ze jednym z najbardziej spektakularnych wynikéw w teorii wielomianéw
Macdonalda jest ich Schur dodatnio§¢ — Twierdzenie 1.6 — postawiony jako problem otwarty
przez Macdonalda [Mac88] 1 udowodniony przez Haimana [HaiOl]. Najwygodniejsza wer-
sja wielomianéw Macdonalda do opisania tej wlasnosci jest tzw. “wersja transformowana”
H iq’t), ktorej zwiazek z wersja catkowita .J iq’t) jest zadany przez podstawienie (1). W szcze-
g6Inosci, to podstawienie nie zalezy od zmiennej ¢, zatem Twierdzenie 2.22 natychmiastowo
implikuje nastgpujacy wynik:

Twierdzenie 2.24. Dla dowolnych partycji ju, \', .. ., \" wspdtczynnik
(s R\ A7) € Z[g, 1]
jest wielomianem w q,t o catkowitych wspotczynnikach, gdzie
Hy,..., Hy)
(¢g—1)!

(19) ﬁuhnwxy:“(
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To twierdzenie mozna zinterpretowac jako analogon wyzszego rzgdu Twierdzenia 1.9. W
istocie, kumulanta najnizszego rzgdu r = 1 jest zadana przez jedna partycje A i woéwczas
r(\) jest doktadnie wielomianem Macdonalda H,. W $wietle Twierdzenia 2.24 bardzo ku-
szace jest postawienie hipotezy o Schur dodatnios$ci kumulant Macdonalda, co datoby wersje
wyzszego rzedu stynnego Twierdzenia 1.6. Na podstawie gléwnego wyniku z pracy [Hab4]
oraz licznych testéw komputerowych, ktére przeprowadzitem, postawitem w pracy [Hab4]
nastepujaca hipotezg:

Hipoteza 2.25 (Hipoteza o dodatniosci wyzszego rzedu). Ustalmy partycje N, ..., \". Wow-
czas dla dowolnej partycji i, q, t-wielomian Kostki wielu zmiennych Kfﬁ’;) __\r Zdefiniowany
poprzez nastepujqce rozwinigcie w bazie funkcji Schura
ry . (.t
k(AL AT = K;(;;]Al)y---,kr S
o

jest wielomianem w q,t o nieujemnych, catkowitych wspétczynnikach.

2.5. Struktura kombinatoryczna kumulant Macdonalda. Hipoteza 2.25 rodzi nastgpu-
jacy problem:

Problem 2.26. Jaki jest kombinatoryczny/geometryczny/teorio-reprezentacyjny powod dla
ktérego kumulanty k(\', ... \") sq Schur dodatnie?

Zauwazmy, ze rozwigzanie tego problemu nawet w trywialnym przypadku r = 1 jest znane
jedynie w kontekScie geometrycznym 1 jej zwiazkach z teorig reprezentacji, lecz wyjasnie-
nie kombinatoryczne Schur dodatnio$ci jest jednym z najwigkszych probleméw otwartych
w swojej dziedzinie. Jednakowoz waznym przetomem w teorii byto znalezienie kombina-
torycznego wzoru na wielomiany Macdonalda — Twierdzenie 1.10 — ktére jawnie wyraza
dodatnio$¢ w bazie jednomiandéw symetrycznych. Dowdd Twierdzenia 2.22, ktéry przedsta-
wilem w pracy [Hab4] nie byt dla mnie catkowicie zadawalajacy z nastgpujacych powodéw
— jest on bardzo skomplikowany, techniczny i przede wszystkim nie wyjasnia on w spos6b
intuicyjny odkrytego przeze mnie zjawiska. Pigkny wzor Haimana, Haglunda 1 Loehra opi-
sujacy wielomiany Macdonalda, oraz intuicja zaczerpnigta z probabilistycznej interpretacji
kumulant zainspirowaly mnie do rozpoczgcia nastgpujacego programu badan nad struktura
kombinatoryczng kumulant Macdonalda:

e Znajdz bezposredni, nieindukcyjny dowdd Twierdzenia 2.22.
e Wywnioskuj z niego kombinatoryczng interpretacje kumulant Macdonalda.

Ten program udato mi si¢ nam zrealizowa¢ w pracy [Hab5], znajdujac wersje wyzszego
rzedu Twierdzenia 1.10.

2.5.1. Funkcje G-parkujgce i wielomian G-inwersji. Praca Haglunda, Haimana i Lo-
ehra [HHLOS], zainspirowala mnie do prob uogdlnienia ich kombinatorycznego wzoru.
Udato mi si¢ znalez¢ taki wzor 1 nieoczekiwanie, glownym skfadnikiem kombinatorycznym
okazaty si¢ by¢ pewne niezmienniki graféw badane w przesztosci w kontekscie wielomianow
Tutte’a [Ges95, GS96], w kontekscie tzw. “abelowego modelu przeptywu piasku” [ML97],
oraz w kontekscie algebry homologicznej [PS04].

Wprowadzg teraz niezbedna terminologi¢. Niech G = (V| E') bedzie spéjnym multigra-
fem (tzn. wielokrotne krawedzie oraz petle sa dozwolone), gdzie V' jest skoficzonym zbio-
rem [r]. Wierzchotek 1 bede nazywaé korzeniem. Dla dowolnych wierzchotkéw i, € V
liczbe krawedzi taczacych i z j bede oznaczaé e; ;(G). Podgraf H C G nazywa si¢ grafem
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rozpinajqcym G, jesli dla kazdego wierzchotka v € V istnieje krawedZ w H ktéra go za-
wiera. Minimalne (ze wzgledu na liczbe krawedzi), spéjne grafy rozpinajace G, to drzewa
rozpinajgce. W istocie, sa one drzewami, czyli grafami spjnymi nie posiadajacymi cykli.
Wierzchotek i jest potomkiem wierzchotka j w drzewie T, jesli ¢ lezy na najkrétszej Sciezce
taczacej j z korzeniem — woéwczas j nazywa si¢ przodkiem wierzchotka i. Rodzic wierzchotka
j to przodek, ktéry jest z nim potaczony krawedzia. Para (i, j) nie zawierajaca korzenia jest
k-inwersjq w drzewie T' rozpinajacym G, jesli jest inwersjq (i jest przodkiem j i ¢ > j) oraz
j jest potaczony z rodzicem i w grafie G. Niech G bedzie grafem otrzymanym z G poprzez
zastapienie wielokrotnych krawedzi pojedynczymi. Wielomian G-inwersji definiujg jako

(20) IG(Q) _ qnumber of loops in G Z qn(T) H [ei,j(G>]q7
TCG {ijteT

gdzie suma przebiega po wszystkich drzewach rozpinajacych G,

1) K(T) = Yo (@)

{i,j}—r—inwersjaw T’

oraz standardowo [n], := q;:11 =14q+--+qg L

Przyktad 3. Oblicze ~IG(q) dla grafu G przedstawionego na Rys. 7. Istnieja doktadnie 3
drzewa rozpinajace G, ktére oznaczymy 17,75 i T5. Para (3,2) nie jest x-inwersja w T}

) (@

G T,

Rysunek 7. G = ([3], E), gdzie €1 5(G) = e15(G) = 61iex35(G) = 8. T1, T
oraz 15 sa zaznaczone podwdjnymi krawedziami.

ani w 75, ale jest x-inwersja w T3. Zatem x(7T) = k(T2) = 01 £(T5) = epuen(3),2(G) =
e12(G) = 6. Ostatecznie,

IG(Q) = (]4 (q0[6]q[8]q + q0[6]q[6]q + q6[6]q[8]q) =
¢'(1+q+ @+ +¢°) 2+29+2¢*+2¢° +2¢" +2¢°+2¢°+2¢" +* +¢° + ¢ +¢" +¢" +4¢").

Przyktad 4. Zauwazmy, ze wielomian G—-inwersji dla grafu pelnego G = K, zadany jest

wzorem
IG(Q) _ Z qlnv(T)‘
T

W tym przypadku jest to tzw. wielomian inwersji, czyli funkcja tworzaca poetykietowanych
drzew na r wierzchotkach wazona wzgledem liczby inwersji.

Jestem gotowy aby sformutowaé kombinatoryczny wzér na kumulanty Macdonalda, roz-
szerzajacy Twierdzenie 1.10, ktére odpowiada szczegélnemu przypadkowi r = 1:
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Twierdzenie 2.27. Ustalmy partycje X', ..., \". Wowczas zachodzi nastepujacy wzor:
(22) RO N) =Y Teg, | () ™ e,
o:Alr] —>N+
gdzie \B = DBies Nz = [oearn To@y i GS$o v jest multigrafem pokolorowanych in-

wersji. 7

Podobnie jak w réwnaniu (4) suma przebiega po wszystkich wypetnieniach o diagramu
Younga A"l dodatnimi liczbami catkowitymi, a maj(c) zadane jest réwnaniem (3). G
jest multigrafem pokolorowanych inwersji, ktérego konstrukcja jest opisana w kolejnym T0Z-
dziale 1 uogdlnia ona koncept liczenia tréjek inwersji w o — w szczegdlnym przypadku r = 1
graf G ma dokladnie jeden wierzchotek r = 1 oraz inv(o) petli, zatem Zge (q) = ¢™ (@), co
bezposrednio daje wzor (4).

2.6. Multigraf pokolorowanych inwersji. Kluczowym krokiem posrednim w znalezieniu
wzoru (22) byla nastgpujaca interpretacja wielomianu G-inwersji udowodniona w mojej
pracy [Hab5]:

Lemat 2.28. Niech G = (V, E) bedzie grafem. Wowczas
IG() q_ll #V Z #7r 1#71' Hq#ElB

TeP(V Bem

gdzie E|p oznacza podzbior krawedzi E o obu koricach w zbiorze B C V.

Powyzszy lemat daje bezposSredni zwiazek migdzy wielomianem G-inwersji a kumulan-
tami. W szczegdlnoSci, podstawiajac wzor (4) w definicji kumulant Macdonalda zada-
nych wzorem (19), otrzymam wzor o bardzo podobnej strukturze jak ten pojawiajacy si¢
w Lemacie 2.28. Ten wzor jest Zrodlem konstrukcji multigrafu pokolorowanych inwersji

Si..a == (Vi E), znalezionej przeze mnie w pracy [Hab5].

Niech o : Al — N, bedzie wypehieniem diagramu A",

e diagram A"l moge skonstruowaé porzadkujac kolumny diagraméw A!, ..., \” w spo-
sOb nierosnacy;

e kolumna (klatka) diagramu A jest koloru i € [r] jesli ta kolumna (klatka, odpowied-
nio) jest utozsamiona z kolumna (klatka, odpowiednio) diagramu A\’ w poprzednie;
konstrukcji; patrz Rys. 8(a) (na chwilg obecng wngtrza komoérek sa nieistotne);

e dla kazdej tréjki inwersji o tworzg krawedz taczaca jej klatki lezace w tym samym
wierszu i koloruje jej wierzchotki kolorami tych klatek w pokolorowanym diagramie
Al

e utozsamiam ze sobg wszystkie wierzchotki o tym samym kolorze co daje r r6znych
wierzchotkow — patrz Rys. 8(b) i 8(c), ktéry przedstawia konstrukcje G, ), dla
r =310, A, A2, \3 zRys. 8(a); to jest dokladnie graf, ktérego wielomian G-inwersji
obliczylem w Przykladzie 3.

Formalnie, multigraf G, (V, E)) zdefiniowany jest jako para:

..... PO

(1) zbidr wierzchotkéw V' jest réwny zbiorowi [r];

(2) zbior krawedzi E jest jednoznacznie wyznaczony przez liczby e; ;(G) krawedzi 1a-
czacych wierzcholek 7 z j (i oraz 7 moga by¢ sobie réwne) ktdére sa rowne liczbom
tréjek inwersji w o pokolorowanych kolorami {i, j}.
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9|3 oIoTe
11 ofofere
67 El of Te|efole
214 8 9| otete|o[efe @[O0 e
12 o e oo e ]
(a) (b) ()

Rysunek 8. Fig. 8(a) przedstawia pokolorowane wypetnienie o : A} — N
gdzie \' = (42,32,2), A% = (32,22,1),\% = (4,3%,2,1). Rys. 8(b) przedsta-
wia krawedzi reprezentujace tréjki inwersji w o 1 kolory ich wierzchotkéw.
Rys. 8(c) przedstawia multigraf G, ,, \s dla o, i A*, A%, \* z Rys. 8(a), otrzy-
many z krawedzi przedstawionych W R’ys. 8(b) po utozsamieniu wierzchotkéw
tego samego koloru.

2.6.1. Zastosowania. Okazuje si¢, ze Twierdzenie 2.27 nie tylko jawnie wyraza dodat-
nio$¢ kumulant Macdonalda w bazie jednomianéw symetrycznych, dajac ich kombinato-
ryczna interpretacje, ale rowniez prowadzi do cz¢sciowego dowodu Schur dodatniosci. W
pracy [Hab5] dowodz¢ Hipoteze 2.25, znajdujac kombinatoryczng interpretacje q,t-liczb
Kostki wielu zmiennych, w szczegélnym przypadku “hakéw”. Ta interpretacja dana jest
przez pewien wariant multigraféw pokolorowanych inwersji, ktory teraz opisze.

Ustalmy partycje A, ..., \" oraz dodatnig liczbe catkowita 1 < s < [AY| + -+ + |\
Dla dowolnego podzbioru klatek {J;, ..., 0.} C A"l konstruuje graf GEII”_‘.‘.':/\D,? = (V,E)w
sposéb nastgpujacy:

e kazda klatke [J; tacze krawedzia z kazda klatka lezaca w tym samym wierszu na lewo

od niej, a nastepnie koloruje wierzchotki kolorami odpowiadajacych klatek w A");
e utozsamiam ze sobg wierzchotki o tym samym kolorze.

Twierdzenie 2.29. Ustalmy partycje \', ..., X' takie ze |\'| = n. Wowczas q,t-liczha
Kostki wielu zmiennych K, 1s)z1,.. (q,t) jest wielomianem w q,t o catkowitych nieujem-
nych wspotczynnikach, zadanym nastepujacym wzorem:

(23) f{(n_&ls);)\l’“")\T (Q7 t) - Z IGD1 ,,,,, Os (q) t21§z‘§s ZI)\[T] (Di)a
{O1,-...0s FCAM\(1,1)

gdzie U\ (O) oznacza dtugosci ko-nogi klatki O w X (patrz Rys. 1).

Innym zastosowaniem mojego wzoru jest dodatni wzdér wyrazajacy kumulanty Macdo-
nalda w bazie fundamentalnych funkcji kwazi-symetrycznych. Te funkcje nie sa symetryczne
— tworza one baz¢ wigkszej algebry funkcji kwazi-symetrycznych, ktéra zawiera w sobie al-
gebre funkcji symetrycznych.

Definicja 2.30 ([Ges84]). Dla dowolnej nieujemnej liczby catkowitej n oraz podzbioru
D C [n — 1] fundamentalna funkcja kwazi-symetryczna F), p(x) stopnia n zmiennych
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T = T1,%,... Zadana jest nastepujqcym wzorem
FmD(az) = E Liy " Ty, -
11 <o <ip
JjeED=1;<ijy1

Dla ustalonej permutacji 0 € &,,, oraz diagramu Younga A F n, mozna wypelni¢ ko-
morki A literami stowa o zgodnie z porzadkiem czytania (Rozdziat 1.3) co zadaje wypetnie-
nie 0 : A — N,. Liczba i < n, jest odwrotnym spadkiem permutacji o jesli ¢ 4+ 1 lezy na
lewo od i w stowie o. Niech iDes(c) oznacza zbiér odwrotnych spadkéw permutacji o. W
pracy [Hab5] udowodnitem, ze kumulanty Macdonalda wyrazaja si¢ w bazie fundamental-
nych funkcji kwazi-symetrycznych nastgpujacym wzorem:

Twierdzenie 2.31. Ustalmy partycje \', ..., \". Wowczas zachodzi nastepujqcy wzor:
1 r maj, 1,1 (o
(24) H()\ L A ) - Z IGKI ..... AT <q> t W ]( ) Fn,iDes(0)7
0'667’1,

gdzie suma przebiega po wszystkich permutacjach zbioru [n).

3. PODSUMOWANIE

Podsumowujac, moje badania przedstawione w osiagnigciu habilitacyjnym osadzone sa w
dziedzinie teorii funkcji symetrycznych, ale réwniez wychodza poza t¢ dziedzing ze wzgledu
na interdyscyplinarna natur¢ badanych przeze mnie funkcji. Gtéwna tematyka przedsta-
wionych przeze mnie badan jest jeden z najwazniejszych probleméw otwartych dotycza-
cych funkcji symetrycznych Jacka, zwany Hipoteza—b, ktéry pozostaje otwarty od niemal 25
lat. Moje osiagnigcie habilitacyjne w znacznym stopniu rozwiazuje ten problem i poszerza
og6lna wiedze¢ na temat struktury funkcji Jacka, oraz niezwyklego zwiazku migdzy funkcjami
Jacka, a mapami. Ponadto w moich pracach przedstawiam liczne implikacje, zwiazki, oraz
nowe kierunki badan bezposrednio wynikajace z badan nad Hipoteza—b. W szczegdlnosci
opisalem wiele wtasno$ci strukturalnych map, ktére petnig kluczowa role w problemie ich
zliczania i1 stanowia duzy postgp w teorii map rozszerzajac wyniki znane tylko w przypadku
orientowalnym, do przypadku dowolnych powierzchni. Wreszcie, moje badania prowadzone
w obrebie teorii funkcji symetrycznych wychodza poza teori¢ funkcji Jacka i pozwolity mi
odkry¢ nowe wtasnosci funkcji Macdonalda, ktére przyniosty nieznane wczesniej zwiazki
migdzy nimi, a innymi dziedzinami matematyki, jak rowniez pozwolity stworzy¢ nowy pro-
gram badawczy z licznymi hipotezami badawczymi.
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Informacja o wykazywaniu sig¢ istotna aktywnoscia naukowa realizowana w wiecej niz
jednej uczelni, instytucji naukowej, w szczegélnoSci zagranicznej.

Pierwsza aktywnos¢ naukowa, realizowang poza macierzysta jednostka, rozpoczatem jesz-
cze podczas studiéw magisterskich. Po rozmowie z opiekunem naukowym postanowitem od-
by¢ semestralny staz na Uniwersytecie Kopenhaskim, aby nauczy¢ si¢ przedmiotéw niewy-
ktadanych w mojej jednostce macierzystej, takich jak geometria algebraiczna, kohomologie
de Rhama, czy KK-teoria. Rowniez podczas studiéw magisterskich rozpoczatem wspdiprace
naukowa z Valentinem Férayem, wowczas z Université Paris-Est Marne-la-Vallée, z kto-
rym wraz z moim promotorem Piotrem Sniadym napisalismy prace [DFES09, DES10].

Studia doktoranckie odbywalem na Uniwersytecie Wroclawskim w ramach programu
Srodowiskowe Studia Doktoranckie z Nauk Matematycznych. Odbytem wowczas staz seme-
stralny na Uniwersytecie im. Adama Mickiewicza w Poznaniu. Istotng czg¢$cia moich badan
naukowych prowadzonych podczas studiéw doktoranckich byty liczne wyjazdy na migdzy-
narodowe konferencje, warsztaty, czy seminaria. W szczegdlnoSci, wystapitem wéwczas na
pigciu konferencjach z odczytem, gdzie dwa odczyty wygtositem na zaproszenie, w takich
jednostkach jak Uniwersytet w Bielefeldzie, Instytut Erwina Schrodingera, Uniwersytet
w Reykjaviku, Instytut Henri Poincarégo oraz w osrodku konferencyjnym S. Miguel de
Seide w Portugalii. Ponadto wyglositem cztery wyktady na zaproszenie na seminariach w
macierzystym Uniwersytecie Wroclawskim jak réwniez w Uniwersytet w Bordeaux oraz
Instytucie Matematycznym PAN. Podczas studiow doktoranckich realizowatem réwniez
wspotprace naukowa z Valentinem Féraya, migdzy innymi podczas dwutygodniowego po-
bytu w Uniwersytecie w Bordeaux.

Po obronie doktoratu wygralem konkurs na stanowisko postdoka realizowane na Univer-
sité Paris Diderot w latach 2013-2015 w ramach grantu Cartaplus finansowanego przez
francuska Agence Nationale de la Recherche. Tam nawigzatem wspétprace z Guillaumem
Chapuy, co zaowocowato publikacjami [CD15, CD17]. Nastgpnie, w ramach przyznanego
mi grantu FUGA przez Narodowe Centrum Nauki, otrzymatem podoktorskie stanowisko ba-
dawcze adiunkta na Uniwersytecie im. Adama Mickiewicza w Poznaniu w latach 2015-
2018. Od 2018 roku realizuj¢ moje badania w Instytucie Matematycznym PAN, gdzie
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jestem zatrudniony do dziS. W okresie po doktoracie rozszerzalem doSwiadczenie badawcze
podczas licznych spotkan naukowych na catym Swiecie: w szczeg6lnosSci moje osiagnigcia
naukowe prezentowatem podczas odczytéw wygloszonych na szesnastu migdzynarodowych
konferencjach, w tym dziewigciu na zaproszenie, ktére miaty miejsce w siedmiu réznych
krajach (dodatkowo jeden odczyt na zaproszenie zostal przetozony na rok 2021, ze wzgledu
na pandemi¢ COVID-19, szczeg6ty w Zataczniku 6). Ponadto, wygtositem szereg wykladow
na zaproszenie na seminariach w kraju w takich jednostkach jak Uniwersytet Jagiellonski,
Uniwersytet Wroclawski, Uniwersytet im. Adama Mickiewicza w Poznaniu, Uniwer-
sytet Gdanski, Akademia Goérniczo-Hutnicza w Krakowie czy Instytut Matematyczny
PAN oraz za granica w Krélewskim Instytucie Technologicznym w Sztokholmie, Univer-
sité Paris Diderot, Ecole Politechnique, czy Uniwersytecie w Ziirychu. Oprécz wyjazdow
na konferencje oraz warsztaty naukowe, moja wspotprace realizowatem migdzy innymi pod-
czas wizyt na zaproszenie w takich jednostkach naukowych jak Université Paris Diderot,
Uniwersytet w Ziirychu czy UCSD. Wynikiem mojej migdzynarodowej wsp6tpracy w tym
okresie sa publikacje i1 preprinty, ktérych taczna liczba wspétautoréw to szesScioro badaczek
1 badaczy, a lista afiliacji obejmuje nastgpujace jednostki naukowe: Politechnika Federalna
w Lozannie, Ecole Politechnique, Université Paris Diderot, Uniwersytet w Ziirychu,
Uniwersytet im. Adama Mickiewicza, Instytut Matematyczny PAN, Uniwersytet Wro-
clawski.

Informacja o osiagnigciach dydaktycznych, organizacyjnych oraz popularyzujacych
nauke lub sztuke.

Uwaga: Po obronie doktoratu habilitant zawsze zatrudniony byt na stanowisku nauko-
wym, nie za$ na stanowisku naukowo-dydaktycznym; w szczegdlnosSci do jego obowiazkéw
nie nalezala realizacja zajg¢ dydaktycznych, a wymagane pensum dydaktyczne wynosito 0
godzin.

Osiqgniecia dydaktyczne

W latach 2007-2010 pracowatem w “tutorni” Instytutu Matematyki Uniwersytetu Wro-
ctawskiego, udzielajac konsultacji dydaktycznych studentom studiéw licencjackich. W la-
tach akademickich 2010/2011 oraz 2011/2012 prowadzitem ¢wiczenia z przedmiotu Kom-
binatoryka i Elementy Rachunku Prawdopodobiernstwa B na Uniwersytecie Wroctawskim.
W roku akademickim 2017/2018 prowadzitem reading course Kombinatoryka funkcji syme-
trycznych na Uniwersytecie im. Adama Mickiewicza, za§ w roku akademickim 2018/2019
ten sam kurs prowadzitem na Uniwersytecie Jagielloniskim. W roku 2019 prowadzilem dwa
wyktady pt. “Introduction to finite groups of Lie type” w ramach Szkoty Przygotowawczej
do XXI Wyktadu im. A. Jankowskiego zorganizowanej na Uniwersytecie Pedagogicznym w
Krakowie. W roku akademickim 2019/2020 prowadzilem reading course Kombinatoryczna
teoria reprezentacji w Instytucie Matematycznym PAN.

Opieka nad doktorantami

W latach 2015-2018 bytem promotorem pomocniczym Adama Burchardta, ktéry obro-
nit swoja prace doktorska na Uniwersytecie im. Adama Mickiewicza w Poznaniu. W roku
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2018 rozpoczatem opieke naukowa nad Maciejem Kowalskim, ktéry wygrat konkurs na sty-
pendium doktoranckie realizowane w ramach grantu SONATA “Kombinatoryka funkcji sy-
metrycznych” Narodowego Centrum Nauki, ktérego jestem kierownikiem. Maciej Kowalski
aktualnie jest studentem trzeciego roku studiéw doktoranckich w Instytucie Matematycznym
PAN.

Osiqgnigcia organizacyjne

W latach 2014-2015 bylem wspétorganizatorem Seminarium kombinatoryki analitycznej,
algebraicznej i enumeratywnej, ktére odbywato si¢ na Université Paris Diderot. W roku 2019,
we wspOipracy z matematykami z Uniwersytetu Jagielloniskiego oraz Akademii Gérniczo-
Hutniczej w Krakowie, rozpoczeliSmy organizacje nowego seminarium badawczego — Kra-
kéw Combinatorics Seminar, Ktére organizujemy do dziS. Ponadto w roku 2020 wspélnie
z Maciejem Kowalskim, Tomaszem Szembergiem, Piotrem Sniadym i Jacinta Torres zor-
ganizowaliSmy workshop Algebraic Combinatorics Krakéw 2020, ktéry miat odby¢ si¢ w
lipcu 2020 na Uniwersytecie Pedagogicznym w Krakowie. Z powodu pandemii COVID-19,
byli§my zmuszeni zmieni¢ date spotkania na 12-16 lipca 2021.

Osiqgnigcia popularyzujqce nauke

W latach 2006-2010 prowadzitem seri¢ wyktadéw dla uzdolnionych licealistéw na obo-
zach matematycznych organizowanych przez Fundacje Matematykéw Wroctawskich. Po-
nadto w latach 2008-2013 bylem jednym z prowadzacych matematyczne kotko olimpijskie
dla uczniéw przygotowujacych si¢ do olimpiady matematycznej, organizowane przez Li-
ceum im. Stefana Zeromskiego w Jeleniej Gérze przy wspétpracy z Uniwersytetem Wro-
ctawskim. W latach 2016 i 2017 prowadzilem wyktady popularno—naukowe w ramach “Fe-
stiwalu Matematyki”, “Spotkan z Matematyka” oraz “Potegi Matematyki” organizowanych
przez Poznariskq Fundacje Matematyczng. W roku 2020 wyglositem wyktad popularyzujacy
kombinatoryke algebraiczng na zaproszenie Kota Naukowego Matematykéw Teoretykdw na
konferencji studenckiej i doktoranckiej “Baby Horizon™ zorganizowanej w Bedlewie.

Inne informacje

Wybrane stypendia i nagrody
2018-2021 Stypendium Ministra Nauki i Szkolnictwa Wyzszego dla wybitnych miodych na-

ukowcow.

2018 Nagroda Rektora za dziatalnos$¢ naukowa (Uniwersytet im. Adama Mickiewicza w
Poznaniu).

2016 Laureat Nagrody Naukowej “POLITYKI"” w dziedzinie nauk Scistych (7ygodnik
“POLITYKA”).

2016 Stypendium START (Fundacja na rzecz Nauki Polskiej).
2014 Nominacja do nagrody The International Stefan Banach Prize za rozprawg doktor-
ska (Polskie Towarzystwo Matematyczne).
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