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1. ZawartoŚĆ autoreferatu

Niniejszy autoreferat sk÷ada si¾e z trzech g÷ównych cz¾ésci. Rozdzia÷2 stanowi
wprowadzenie do geometrii sublorentzowskiej. W rozdziale 3 prezentowane s ¾a rezul-
taty zawarte w mojej rozprawie habilitacyjnej, a dotycz ¾ace zbiorów osi ¾agalnych
dla wybranych klas struktur sublorentzowskich i odpowiadaj ¾acych im a�nicznych
uk÷adów sterowania. W rozdziale 4 przedstawiammoje pozosta÷e osi ¾agni¾ecia naukowo-
badawcze.

2. Wprowadzenie do geometrii sublorentzowskiej.

Rozmaitóśc lorentzowska (M; g) to para z÷o·zona z rozmaitósci g÷adkiej M oraz
metryki lorentzowskiej g na M . Mówi ¾ac dok÷adniej g jest ci¾eciem g÷adkim wi ¾azki
wektorowej T �M 
 T �M �! M , takim ·ze gx : TxM � TxM �! R jest niezdege-
nerowan ¾a form ¾a dwuliniow ¾a symetryczn ¾a o indeksie 1 dla ka·zdego x 2M . Innymi
s÷owy dla ka·zdego x 2M istnieje baza v1; :::; vn przestrzeni stycznej TxM , w której
gx ma macierz diag(�1; 1; :::; 1). Rozmaitósci lorentzowskie s ¾a wa·zne i dóśc szeroko
znane z racji swoich zastosowań w �zyce, zw÷aszcza w teorii wzgl¾ednósci i kosmologii
(zob. np. [39, 19, 37]).
Jésli M jest rozmaitósci ¾a g÷adk ¾a, to dystrybucj ¾a na M nazywamy taki podzbiór

H � TM wi ¾azki stycznej, ·ze przeci¾ecie Hx = H \ TxM jest podprzestrzeni ¾a linio-
w ¾a w TxM dla ka·zdego x 2 M . Jésli wymiar dimHx nie zale·zy od punktu x, to
mówimy, ·ze H jest sta÷ego rz¾edu, a liczb ¾e dimHx nazywamy rz ¾edem dystrybucji H
i oznaczamy przez rank H. Dystrybucje o sta÷ym rz¾edzie s ¾a subwi ¾azkami wi ¾azki
stycznej. Mówimy, ·ze dystrybucja H jest w pe÷ni nieholonomiczna lub ·ze spe÷nia
warunek Hörmandera, jésli dla ka·zdego punktu x 2 M pola wektorowe o wartós-
ciach w H i okréslone w otoczeniu x, wraz z ich nawiasami Liego dowolnego rz¾edu
rozpinaj ¾a ca÷¾a przestrzeń styczn ¾a TxM . Dystrybucje nieholonomiczne w sposób
naturalny pojawiaj ¾a si¾e w �zyce. Jako przyk÷ad rozwa·zmy sfer¾e poruszaj ¾ac ¾a si¾e
bez póslizgu po poziomej p÷aszczýznie. Jej ruch opisywany jest przez krzywe le·z ¾ace
na 5-wymiarowej rozmaitósci R2 � SO(3;R), które s ¾a styczne do pewnej nieholo-
nomicznej dystrybucji rz¾edu 3 (zob. np. [24, 34]). Powy·zszy przyk÷ad i wiele jemu
podobnych da÷y impuls do rozwoju geometrii subriemanowskiej, tj. geometrii roz-
maitósci g÷adkich wyposa·zonych we w pe÷ni nieholonomiczn ¾a dystrybucj¾e, na której
zadany jest iloczyn skalarny (metryka riemannowska).
Geometria sublorentzowska to geometria rozmaitósci wyposa·zonych we w pe÷ni

nieholonomiczn ¾a dystrybucj¾e, na której zadana jest metryka lorentzowska. Jest to
wi¾ec po÷¾aczenie geometrii lorentzowskiej z geometri ¾a par: rozmaitóśc, dystrybucja,
a zatem znajduje zastosowania na styku teorii wzgl¾ednósci i zagadnień, w których
taka dystrybucja si¾e pojawia. Natychmiastowym przyk÷adem mo·ze býc relatywiza-
cja zagadnień �zycznych, do których stosuje si¾e geometria subriemannowska. Inny
przyk÷ad to próba uni�kacji grawitacji i elektromagnetyzmu [28] w pi¾eciowymia-
rowej przestrzeni z metryk ¾a lorentzowsk ¾a zadan ¾a na odpowiednio dobranej dys-
trybucji nieholonomicznej rz¾edu 4. Warto w tym miejscu zaznaczýc, ·ze pierwsze
cztery wspó÷rz¾edne czasowych geodezyjnych hamiltonowskich (wszystkie de�nicje
zawarte s ¾a w rozdziale 2) w R5 wzgl¾edem naturalnej kontaktowej struktury sublo-
rentzowskiej, pokrywaj ¾a si¾e z trajektoriami cz ¾astek o niezerowej masie i ÷adunku w
statycznym polu elektromagnetycznym (por. [26, 35]). Struktury sublorentzowskie
pojawiaj ¾a si¾e równie·z w teorii równań ró·zniczkowych. Np. geometria zwi ¾azana z
równiem zwyczajnym rz¾edu 2 w sposób naturalny uto·zsamia si¾e z odpowiedni ¾a klas ¾a
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konferemn ¾a kontaktowych metryk sublorentzowskich w R3 � J1(R;R). Równie·z
rzeczywisty analogon strutktur Cauchy�ego Riemanna - tzw. �para CR structures�
typu (k; 1; s) mog ¾a býc interpretowane jako pewne szczególne struktury subloren-
tzowskie z dystrybucj ¾a kowymiaru k na (k+1+ s)-wymiarowej rozmaitósci - patrz
[21, 36]. Poza wspomnianymi zastosowaniami formalizm sublorentzowski przydatny
jest równie·z w badaniu a�nicznych uk÷adów sterowania, jak to jest wyjásnione w
podrozdziale 3.2.
Geometria sublorentzowska jest teori ¾a ma÷o zbadan ¾a. Pierwszy, bardziej syste-

matyczny opis tej geometrii nale·zy do autora niniejszego referatu i znajduje si¾e
w [13] oraz w nast¾epnych jego pracach. Tematyka sublorentzowska jest równie·z
poruszana np. w pracach [8, 25, 26, 27, 12, 17, 22, 28, 29], jak równie·z [34, 43, 38].
Celem niniejszego rozdzia÷u jest wprowadzenie do geometrii sublorentzowskiej.

2.1. Krzywe horyzontalne. Niech M b¾edzie g÷adk ¾a (tzn. klasy C1) i spójn ¾a
rozmaitósci ¾a wymiaru n+1. NiechH b¾edzie dystrybucj ¾a g÷adk ¾a naM sta÷ego rz¾edu
k+1 (tj. H jest (k+1)-wymiarow ¾a subwi ¾azk ¾a wi ¾azki stycznej TM). Dla ustalonego
punktu q 2 M oraz liczby naturalnej i de�niujemy Hi

q jako podprzestrzeń liniow ¾a
przestrzeni TqM generowan ¾a przez wszystkie wektory postaci

[X1; [X2; :::; [Xj�1; Xj ]:::]](q),

gdzie X1; :::; Xj s ¾a ci¾eciami H okréslonymi na otoczeniu q, j � i, nawiasy kwadra-
towe oznaczaj ¾a iterowany nawias Liego. Mówimy, ·ze H spe÷nia warunek Hörman-
dera, zwany te·z warunkiem Chow, jésli dla ka·zdego q 2 M istnieje i = i(q) 2 N,
takie ·ze TqM = Hi

q.
Geometria pary (M;H) w du·zej mierze odzwierciedlana jest przez tzw. krzywe

horyzontalne. Krzywa 
 : [a; b] �! M nazywa si¾e krzyw ¾a horyzontaln ¾a (lub do-
puszczaln ¾a), jésli (i) 
 jest absolutnie ci ¾ag÷a, (ii) _
(t) 2 H
(t) dla prawie ka·zdego
t 2 [a; b], (iii) _
 jest ca÷kowalna z kwadratem wzgl¾edem pewnej (a wi¾ec dowolnej)
metryki riemannowskiej na M .

Uwaga 2.1. Cz ¾éśc autorów z geometrii subriemannowskiej rozwa·za w ¾e·zsz ¾a klas ¾e
krzywych, mianowicie de�niuje krzywe horyzontalne jako takie, które spe÷niaj ¾a (i),
(ii) oraz warunek _
 2 L1. Wszystko zale·zy od technik u·zywanych przez danego
autora. Klasa L1 wydaje si ¾e býc dogodniejsza ze wzgl ¾edu na fakt, i·z zasada mak-
simum Pontriagina dowodzona jest w÷ásnie dla tej klasy. Z kolei klasa L2 jest
�wygodniejsza� ze wzgl ¾edu na re�eksywnóśc przestrzeni L2. Oba podej́scia s ¾a w
ka·zdym razie równowa·zne dla problemów optymalizacyjnych, które nie zale·z ¾a od
parametryzacji krzywych.

Oznaczmy przez 
Tq zbiór wszystkich krzywych horyzontalnych 
 : [0; T ] �!M ,
takich ·ze 
(0) = q, i rozwa·zmy odwzorowanie

endTq : 

T
q �!M , endTq (
) = 
(T ).

Dowodzi si¾e [5], ·ze 
Tq posiada naturaln ¾a struktur¾e rozmaitósci Hilberta mode-
lowanej na przestrzeni L2([0; T ];Rk+1) oraz ·ze endTq jest klasy C1 wzgl¾edem tej
struktury. Mo·zna równie·z pokazác, ·ze jésli H spe÷nia warunek Hörmandera, to
endTq (


T
q ) = M dla ka·zdego punktu q 2 M oraz dla ka·zdego T > 0 - jest to

twierdzenie Chow-Rashevskiego (patrz np. [10, 16, 31]). W przypadku H = TM
odwzorowanie d
endTq : T



T
q �! T
(T )M jest surjeckcj ¾a dla ka·zdej krzywej


 2 
Tq . Sytuacja zmienia si¾e, gdy H 6= TM , sk ¾ad nast¾epuj ¾aca de�nicja. Krzywa
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horyzontalna 
 2 
Tq nazywa si¾e krzyw ¾a anormaln ¾a, jésli jest punktem osobli-
wym odwzorowania endTq , tj. gdy ró·zniczka d
end

T
q : T



T
q �! T
(T )M nie jest

surjekcj ¾a. Krzywe anormalne pojawiaj ¾a si¾e w sposób naturalny w geometrii subrie-
mannowskiej i sublorentzowskiej oraz w wielu zagadnieniach teorii sterowania, a ich
obecnósci towarzysz ¾a zwykle ró·zne osobliwe zjawiska (porównaj [6]). W sytuacji,
gdy H jest dystrybucj ¾a kontaktow ¾a jedynymi krzywymi anormalnymi s ¾a krzywe
sta÷e.
Podamy jeszcze jedno (równowa·zne) okréslenie krzywych anormalnych, które

wykorzystamy do zde�niowania tzw. krzywych Goha. Przez H? oznaczmy anihila-
tor dystrybucji H, tj. H? =

�
� 2 T �M : h�; vi = 0 dla ka·zdego v 2 H�(�)

	
. H?

jest (2 dimM � rank H)-wymiarow ¾a subwi ¾azk ¾a w T � _M . Otó·z krzywa horyzontalna

 : [a; b] �! M jest anormalna wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje jej podniesienie
do wi ¾azki kostycznej � : [a; b] �! T �M spe÷niaj ¾ace nast¾epuj ¾ace warunki:
(i) �(t) 2 T �
(t)Mnf0g dla ka·zdego t 2 [a; b],
(ii) �([a; b]) � H?,
(iii) 
�(t)( _�(t); �) = 0 dla prawie ka·zdego t 2 [a; b] i ka·zdego � 2 T�(t)H?;

 oznacza tutaj obci¾ecie standardowej formy symplektycznej z T �M do H?. Pod-
niesienie � spe÷niaj ¾ace warunki (i), (ii), (iii) nazywa si¾e podniesieniem anormalnym.
Krzywa horyzontalna 
 : [a; b] �! M nazywa si¾e krzyw ¾a Goha, jésli istnieje takie
jej podniesienie anormalne � : [a; b] �! T �M , które dodatkowo spe÷nia warunek

h�(t); vi = 0 dla ka·zdego v 2 H2
�(t);

jest to tzw. warunek Goha. W teorii sterowania dowodzi si¾e, ·ze warunek Goha jest
warunkiem koniecznym drugiego rz¾edu na optymalnóśc krzywych anormalnych.

2.2. Metryki sublorentzowskie. Niech g b¾edzie metryk ¾a lorentzowsk ¾a na H,tj.
g jest ci¾eciem g÷adkim wi ¾azki H� 
H� �! M , takim ·ze gq : Hq �Hq �! R jest
niezdegenerowan ¾a form ¾a dwuliniow ¾a symetryczn ¾a indeksu 1 dla ka·zdego q 2 M .
Oznacza to, ·ze dla ka·zdego punktu q 2 M istnieje baza v0; :::; vk przestrzeni Hq,
w której gq ma macierz diag(�1; 1; :::; 1). W dalszym ci ¾agu b¾edziemy pisác g(v; v)
zamiast gq(v; v), v 2 Hq.

De�nicja 2.1. Par¾e (H; g) nazywamy metryk ¾a lub struktur ¾a sublorentzowsk ¾a na
M , zás trójka (M;H; g) nazywa si ¾e rozmaitósci ¾a sublorentzowsk ¾a.

Nie na ka·zdej dystrybucji istniej ¾a metryki lorentzowskie. Dostosowuj ¾ac do wi ¾azek
wektorowych rozwa·zania z [42] oraz [2] mo·zna udowodníc stwierdzenie.

Stwierdzenie 2.1 ([15]). Istnieje metryka lorentzowska g na dystrybucji H wtedy
i tylko wtedy, gdy H posiada poddystrybucj ¾e rz ¾edu 1. Mówi ¾ac precyzyjniej, jésli
istnieje metryka lorentzowska na dystrybucji H, to H przedstawia si ¾e w postaci
sumy Whitney�a H = H� � H+ poddystrybucji, gdzie rank H� = 1 oraz obci ¾ecie
g do H� (odp. do H+) jest ujemnie (odp. dodatnio) okréslone. Przy tym mo·zna
zak÷adác, ·ze powy·zsza suma Whitney�a jest ortogonalna w sensie metryki g.

Nietrudno skonstruowác przyk÷ad dystrybucji (rozmaitósci), na której metryki
lorentzowskie (sublorentzowskie) nie istniej ¾a.

Przyk÷ad 2.1. Rozwa·zmy sfer ¾e S5 i niech H b ¾edzie dowoln ¾a dystrybucj ¾a rz ¾edu 4
na S5 (tak ¾a H mo·zna skonstruowác np. jako dope÷nienie w TS5 wi ¾azki prostych
SpanfXg, gdzie X jest nieznikaj ¾acym polem wektorowym na S5). Poka·zemy, ·ze
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na H nie istnieje metryka lorentzowska. Istotnie, gdyby taka metryka istnia÷a, to
wówczas mielibýsmy rozk÷ad H� � H+ jak w stwierdzeniu 2.1, ale wtedy H+ jest
dystrybucj ¾a rz ¾edu 3, a takie jak wiadomo na S5 nie istniej ¾a (patrz [42]). Zatem
udowodnilísmy, ·ze na S5 nie istniej ¾a metryki sublorentzowskie, chocia·z jak wiadomo
metryki lorentzowskie istniej ¾a.

Widác wi¾ec, ·ze istnienie metryk sublorentzowskich (podobnie jak istnienie me-
tryk lorentzowskich) na rozmaitósci M nak÷ada ograniczenia na topologi¾e M . Ko-
rzystaj ¾ac ze stwierdzenia 2.1 mo·zna podác szereg bardziej szczegó÷owych rezultatów
tego typu. Jako przyk÷ad zanotujmy dwa fakty.

Stwierdzenie 2.2 ([15]). Niech (M;H; g) b ¾edzie jednospójn ¾a rozmaitósci ¾a sublorent-
zowsk ¾a, gdzie rank H = 2. Wówczas H ma globalnie okréslon ¾a baz ¾e, tj. istniej ¾a
dwa liniowo niezale·zne ci ¾ecia H okréslone na ca÷ej M . W szczególnósci wn(M) =
wn�1(M) = 0, gdzie wk(M) oznacza odpowiedni ¾a klas ¾e Stiefela-Whitney�a wi ¾azki
TM .

Stwierdzenie 2.3 ([15]). Niech (M;H; g) b ¾edzie jednospójn ¾a rozmaitósci ¾a sublorent-
zowsk ¾a, gdzie dimM = 3 (wtedy rank H = 2). Wówczas M jest paralelizowalna.

Przyk÷ad 2.2. Nie istnieje metryka sublorentzowska na rozmaitósci S2 � R (me-
tryka lorentzowska oczywíscie istnieje). Istotnie, S2 � R jest jednospójna, ale nie
jest paralelizowalna.

Niech (M;H; g) b¾edzie ustalon ¾a rozmaitósci ¾a sublorentzowsk ¾a i niech q 2 M .
Przez analogi¾e do geometrii lorentzowskiej mówimy, ·ze v 2 Hq jest wektorem cza-
sowym, gdy g(v; v) < 0, wektorem przyczynowym, gdy g(v; v) � 0 i v 6= 0, wek-
torem przestrzennym, gdy g(v; v) > 0 lub v = 0 i wreszcie wektorem zerowym,
gdy g(v; v) = 0, ale v 6= 0. Przez orientacj ¾e czasow ¾a metryki (H; g) rozumiemy
ci ¾ag÷e pole czasowe na M . Niech X b¾edzie orientacj ¾a czasow ¾a. Mówimy, ·ze wek-
tor przyczynowy v 2 Hq jest zorientowany w przysz÷óśc (odp. w przesz÷óśc), jésli
g(v;X(q)) < 0 (odp. g(v;X(q)) > 0). Analogicznie jak w geometrii lorentzowskiej
[37] dowodzi si¾e

Stwierdzenie 2.4. Nast ¾epuj ¾ace warunki s ¾a równowa·zne:
(1) istnieje metryka lorentzowska na H;
(2) istnieje czasowo zorientowana metryka lorenztowska na H.

Ze stwierdzenia 2.1 mamy

Wniosek 2.1. Ka·zda jednospójna rozmaitóśc sublorentzowska jest czasowo orien-
towalna.

Krzywa horyzontalna 
 : [a; b] �!M nazywa si¾e krzyw ¾a przyczynow ¾a (skierowan ¾a
w przysz÷óśc), jésli wektor _
(t) jest przyczynowy (skierowany w przysz÷óśc) dla
prawie ka·zdego t 2 [a; b]. Analogicznie de�niujemy krzywe czasowe, zerowe (skierowane
w przysz÷óśc) oraz krzywe przestrzenne.

2.3. Otoczenia normalne, ci ¾agi krzywych przyczynowych. Na pocz ¾atku przy-
pomnijmy, ·ze na rozmaitósci pseudoriemannowskiej (M; g) zbiór otwarty U nazywa
si¾e otoczeniem normalnym punktu q, jésli U jest dyfeomor�cznym obrazem otoczenia
zera w TqM poprzez odwzorowanie wyk÷adnicze expq. Zmniejszaj ¾ac odpowiednio
U mo·zna za÷o·zýc, ·ze dowolne dwa punkty z U da si¾e po÷¾aczýc jedyn ¾a geodezyjn ¾a
zawart ¾a w U . Takie otoczenie U nazywa sie otoczeniem wypuk÷ym punktu q.
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Do końca tego rozdzia÷u (M;H; g) jest ustalon ¾a rozmaitósci ¾a sublorentzowsk ¾a.
Przez analogi¾e do geometrii pseudoriemannowskiej w pracy [13] zosta÷o wprowa-
dzone poj¾ecie sublorentzowskich otoczeń normalnych. Ustalmy q 2 M . W otocze-
niu punktu q metryk¾e g mo·zna rozszerzýc do metryki lorentzowskiej, któr ¾a oz-
naczymy przez ~g. Otoczenie U punktu q nazywa si¾e otoczeniem normalnym, jésli
U jest otoczeniem wypuk÷ym punktu q w sensie metryki ~g oraz U jest zwarte i
zawarte w innym otoczeniu wypuk÷ym punktu q w sensie ~g. Otoczenia normalne
pe÷ni ¾a wa·zn ¾a funkcj¾e, mi¾edzy innymi z powodu dobrych w÷asnósci ci ¾agów krzywych
przyczynowych zawartych w takich otoczeniach.
Za÷ó·zmy, ·ze dany jest ci ¾ag krzywych 
; 
� : [a; b] �! M , v = 1; 2; :::, na M .

Mówimy, ·ze ci ¾ag f
�g jest C0-zbie·zny do 
 ("C0 topology on curves" - patrz [3,
13]; nazwa taka, choć troch¾e myl ¾aca, funkcjonuje w geometrii lorentzowskiej), gdy

�(a) �! 
(a), 
�(b) �! 
(b) przy � �! 1 oraz gdy dla ka·zdego otoczenia V
zbioru 
([a; b]) istnieje taki wskáznik �, ·ze 
�([a; b]) � V dla ka·zdego � > �.

Stwierdzenie 2.5 ([13]). Niech U b ¾edzie otoczeniem normalnym punktu q0 i niech

� : [0; T ] �! U b ¾edzie takim ci ¾agiem krzywych przyczynowych skierowanych w
przysz÷óśc, ·ze 
�(0) = q0 i 
�(T ) �! q, � �! 1, dla pewnego punktu q 2 U .
Wówczas z ci ¾agu f
�g mo·zna wybrác podci ¾ag C0-zbie·zny do krzywej przyczynowej
skierowanej w przysz÷óśc 
 : [0; T ] �! U , takiej ·ze 
(0) = q0, 
(T ) = q.

2.4. Geodezyjne sublorentzowskie, zbiory osi ¾agalne, odleg÷óśc sublorent-
zowska. Odt ¾ad pod poj¾eciem krzywej b ¾edziemy zawsze rozumiéc krzywe horyzon-
talne.
Niech 
 : [a; b] �!M b¾edzie krzyw ¾a przyczynow ¾a. D÷ugósci ¾a (sublorentzowsk ¾a)

krzywej 
 nazywamy liczb¾e

L(
) =

Z b

a

jg( _
(t); _
(t))j1=2 dt.

Funkcjona÷L jest pó÷ci ¾ag÷y z góry w nast¾epuj ¾acym sensie. Jésli f
�g jest ci ¾agiem
krzywych przyczynowych skierowanych w przysz÷óśc C0-zbie·znym do krzywej przy-
czynowej 
 skierowanej w przysz÷óśc, to lim sup��!1 L(
�) � L(
). Wynika to
bezpósrednio z w÷asnósci funkcjona÷u L w geometrii lorentzowskiej [39].
Niech U b¾edzie otwartym podzbiorem w M i niech 
 : [a; b] �! U b¾edzie

krzyw ¾a przyczynow ¾a zorientowan ¾a w przysz÷óśc. Mówimy, ·ze 
 jest optymalna lub
maksymalizuj ¾aca wzgl ¾edem U , jésli dla ka·zdej krzywej przyczynowej skierowanej w
przysz÷óśc � : [�; �] �! U , takiej ·ze �(�) = 
(a), �(�) = 
(b) jest L(
) � L(�).

 jest U -geodezyjn ¾a, jésli jej obci¾ecie 
j[�1;�1] do ka·zdego dostatecznie krótkiego
odcinka [�1; �1] � [�; �], jest krzyw ¾a maksymalizuj ¾ac ¾a wzgl¾edem U . Nietrudno
znaléźc przyk÷ad krzywej, która jest U -geodezyjn ¾a maksymalizuj ¾ac ¾a dla pewnego
zbioru U , ale nie jest U 0-geodezyjn ¾a maksymalizuj ¾ac ¾a, dla odpowiedniego U 0 za-
wieraj ¾acego U .
Ustalmy punkt q0 2M i jego otoczenie U �M .

De�nicja 2.2. Przyczynowym (odp. czasowym, zerowym) zbiorem osi ¾agalnym
(skierowanym w przysz÷óśc) w U nazywamy zbiór J+(q0; U) (odp. I+(q0; U), N+(q0; U))
tych wszystkich q 2 U , do których mo·zna dotrzéc z q0 wzd÷u·z krzywej przyczynowej
(odp. czasowej, zerowej) skierowanej w przysz÷óśc i zawartej w U .

Uwaga 2.2. W przypadku lorentzowskim, gdy U jest otoczeniem normalnym punktu
q0, dowodzi si ¾e [19], ·ze J+(q0; U) = N+(q0; U) jest zbiorem domkni ¾etym postaci
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fq 2 U : �(q) � 0, �(q) > 0g, gdzie � jest funkcj ¾a g÷adk ¾a, a � jest tzw. funkcj ¾a
czasu, tzn. gradient � jest wektorem czasowym skierowanym w przesz÷óśc. W
odpowiednio ponumerowanych wspó÷rz ¾ednych normalnych o środku w q0, � zadaje
si ¾e wzorem �(x0; :::; xn) = �x20 + x21 + ::: + x2n, natomiast �(x0; :::; xn) = x0.
W szczególnósci, gdy rozwa·zana rozmaitóśc lorentzowska jest analityczna, mini-
malna liczba funkcji analitycznych potrzebnych do opisu zbioru J+(q0; U) wynosi 1
(warunek � > 0 jest trywialnie spe÷niony). Ponadto mo·zna pokazác, ·ze dla ka·zdego,
niekoniecznie normalnego, otoczenia U punktu q0 zbiór I+(q0; U) jest otwarty.

Jak widác b ¾edzie z dalszych cz¾ésci autoreferatu, sytuacja w przypadku sublorent-
zowskim jest znacznie bardziej skomplikowana. W przypadku ogólnym, dla dowol-
nego otwartego U mo·zna pokazác, ·ze

@UJ
+(q0; U) = @UN

+(q0; U) = @UI
+(q0; U)

clUJ+(q0; U) = clUN+(q0; U) = clUI+(q0; U)
,

gdzie @U oznacza brzeg, a clU domkni¾ecie wzgl¾edem U .
Dla q0; q 2 U oznaczmy przez 
nspcq0;q (U) zbiór wszystkich krzywych przyczynowych

w U skierowanych w przysz÷óśc i ÷¾acz ¾acych q0 z q. Okréslimy funkcj¾e f [U ] : U �! R
za pomoc ¾a formu÷y

f [U ](q) =

�
sup

�
L(
) : 
 2 
nspcq0;q (U)

	
: q 2 J+(q0; U)

0 : q =2 J+(q0; U)
;

f [U ] nazywa si¾e odleg÷ósci ¾a sublorentzowsk ¾a (wzgl ¾edem zbioru U) od punktu q0.
Okazuje si¾e [13], ·ze jésli U jest otoczeniem normalnym punktu q0, to f [U ] jest pó÷-
ci ¾ag÷a z góry. f [U ] jest równie·z ci ¾ag÷a wzd÷u·z czasowych i g÷adkich U -geodezyjnych
maksymalizuj ¾acych startuj ¾acych z q0 i zawartych w intI+(q0; U). Dowodzi si¾e
równie·z [13], ·ze jésli U jest otoczeniem normalnym punktu q0 i q 2 J+(q0; U),
to istnieje U -geodezyjna maksymalizuj ¾aca 
 ÷¾acz ¾aca q0 z q, tj. L(
) = f [U ](q).

2.5. Gradient Horyzontalny. Niech U � M b¾edzie zbiorem otwartym. Jésli
' : U �! R jest funkcj ¾a g÷adk ¾a, to de�niujemy jej gradient horyzontalny rH',
jako takie pole horyzontalne, ·ze dla ka·zdego q 2 U i ka·zdego v 2 Hq zachodzi wzór
(@v')(q) = g(v;rH'(q)).

Stwierdzenie 2.6 ([13, 14]). Za÷ó·zmy, ·ze ' : U �! R jest tak ¾a funkcj ¾a g÷adk ¾a,
·ze rH' jest polem przyczynowym na U skierowanym w przysz÷óśc, a funkcja q �!
g(rH'(q);rH'(q)) jest sta÷a na U . Wówczas dowolna trajektoria pola rH' jest
jedyn ¾a U -geodezyjn ¾a maksymalizuj ¾ac ¾a pomi ¾edzy swoimi kóncami.

2.6. Geodezyjne hamiltonowskie, odwzorowanie wyk÷adnicze. Zadanie me-
tryki sublorentzowskiej (H; g) na rozmaitósci M jest równowa·zne z zadaniem mor-
�zmu wi ¾azek wektorowych G : T �M �! H nakrywaj ¾acego identycznóśc i takiego
·ze ImG = H oraz g(v; w) = h�;G�i = h�;G�i dla ka·zdych � 2 G�1(v), � 2 G�1(w).
Funkcja H : T �M �! R zde�niowana przez formu÷¾e

H(�) = 1

2
h�;G�i

nazywa si¾e (sublorentzowskim) hamiltonianem geodezyjnym. Lokalnie H mo·zna
zapisác nast¾epuj ¾aco. Niech X0; :::; Xk b¾edzie baz ¾a ortonormaln ¾a (H; g) okréslon ¾a
na zbiorze otwartym U , gdzie X0 jest wektorem czasowym. Wówczas

HjT�U (�) = �
1

2
h�;X0i2 +

1

2
h�;X1i2 + :::+

1

2
h�;Xki2 .
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Oznaczmy przez
�!H hamiltonowskie pole wektorowe na T �M (wzgl¾edem standar-

dowej struktury symplektycznej) odpowiadaj ¾ace funkcjiH. Krzywa 
 : [a; b] �!M
nazywa si¾e geodezyjn ¾a hamiltonowsk ¾a, gdy istnieje taka trajektoria � : [a; b] �!
T �M pola

�!H, ·ze 
(t) = � � �(t) na [a; b], gdzie � : T �M �! M jest naturalnym
rzutowaniem.

Uwaga 2.3. W literaturze póswi ¾econej geometrii subriemannowskiej takie geo-
dezyjne najcz ¾ésciej nazywane s ¾a geodezyjnymi normalnymi. Z powodu cz ¾estósci
wyst ¾epowania s÷owa "normalny" w ró·znych dziedzinach matematyki, zdaniem au-
tora niniejszego autoreferatu nazwa "hamiltonowska" jest znacznie lepsza.

Jak ÷atwo zauwa·zýc z de�nicji, geodezyjne hamiltonowskie nie zmieniaj ¾a swojego
charakteru przyczynowego, tzn. jésli 
 : [a; b] �!M jest geodezyjn ¾a hamiltonowsk ¾a,
to _
(t) jest wektorem czasowym (przestrzennym, zerowym itd.) dla pewnego t 2
[a; b] wtedy i tylko wtedy, gdy _
(t) jest wektorem czasowym (przestrzennym, ze-
rowym itd.) dla ka·zdego t 2 [a; b]. Jasne jest równie·z, ·ze geodezyjna hamiltonowska
(jak ka·zda krzywa g÷adka z niezerow ¾a pochodn ¾a) nie zmienia swojej orientacji cza-
sowej. Nast¾epuj ¾ace stwierdzenie uzasadnia nazw¾e geodezyjna.

Stwierdzenie 2.7 ([13, 14]). Niech 
 : [a; b] �!M b ¾edzie przyczynow ¾a geodezyjn ¾a
hamiltonowsk ¾a skierowan ¾a w przysz÷óśc. Wówczas dla ka·zdego t 2 (a; b) istnieje
taki zbiór otwarty U 3 
(t), ·ze 
 \ U jest jedyn ¾a U -geodezyjn ¾a maksymalizuj ¾ac ¾a
pomi ¾edzy swoimi kóncami.

Na koniec zde�niujemy odwzorowanie wyk÷adnicze. Otó·z niech q 2 M . Przez
Dq oznaczmy zbiór wszystkich takich kowektorów � 2 T �qM , ·ze krzywa �� b¾ed ¾aca
rozwi ¾azaniem zagadnienia _� =

�!H, �(0) = (q; �), okréslona jest na ca÷ym odcinku
[0; 1]. Niech teraz

expq : Dq �!M , expq(�) = � � ��(1);
odwzorowanie expq nazywa si¾e odwzorowaniem wyk÷adniczym z biegunem w punkcie
q. Z teorii równań ró·zniczkowych [11, 18] wiadomo, ·ze Dq jest zbiorem otwartym, a
expq odwzorowaniem g÷adkim. W odró·znieniu od geometrii semi-riemannowskiej,
expq nie jest dyfeomor�zmem w 0 2 T �qM .

3. Omówienie g÷ównych wyników jednotematycznego cyklu.

3.1. Wst¾ep. Rozwa·zmy uk÷ad sterowania

(�) _q = f(q; u); u 2 U ,
gdzie M jest rozmaitósci ¾a g÷adk ¾a, zbiór parametrów steruj ¾acych U jest podzbiorem
przestrzeni euklidesowej Rk, a f(�; u) s ¾a polami wektorowymi naM g÷adkimi wzgl¾e-
dem q i u (jésli zbiór parametrów steruj ¾acych nie jest otwarty, to zak÷adamy, ·ze f
jest g÷adkie naM�
, gdzie 
 jest otoczeniem zbioru U w Rk). Wraz z uk÷adem (�)
rozwa·zamy klas¾e sterowán, tj. rodzin¾e odwzorowań u : [0; T (u)] �! U mierzalnych i
ograniczonych, gdzie czas końcowy T (u) � 0 nie jest ustalony i zale·zy od sterowania.
Ka·zde sterowanie u : [0; T (u)] �! U oraz punkt pocz ¾atkowy q0 2 M de�niuj ¾a za-

gadnienie Cauchy�ego
�
_q = f(q; u(t))
q(0) = q0

. Rozwi ¾azanie tego zagadnienia oznaczamy

przez 
u i nazywamy trajektori ¾a (lub krzywa dopuszczaln ¾a) uk÷adu (�) generowan ¾a
przez sterowanie u(�). Dla ustalonego punktu q0 oznaczmy przez A�;U (q0) lub po



AUTOREFERAT 11

prostu przez A(q0) zbiór końców wszystkich trajektorii uk÷adu (�) wychodz ¾acych
z q0. Zbiór A(q0) nosi nazw¾e zbioru osi ¾agalnego z punktu q0 dla uk÷adu (�).
Zbiory osi ¾agalne opisane s ¾a w ka·zdym podr¾eczniku teorii sterowania, patrz np.

[1, 23, 41, 24, 7, 20]. Najlepiej znane przypadki to (i) przypadek liniowy, tj. gdy
f(x; u) = Ax+ Bu, gdzie x 2 Rn, U = Rk, A, B s ¾a macierzami odpowiednich wy-
miarów, kiedy toA(q0) jest podprzestrzeni ¾a liniow ¾a w Rn oraz (ii) przypadek uk÷adu
dystrybucyjnego pe÷nego rz¾edu, tj. gdy 0 2 int U , f(q; u) =

Pk
i=1 uiXi(q), gdzie

X1; :::; Xk s ¾a g÷adkimi polami wektorowymi na M takimi, ·ze Lie fX1; :::; Xkg (q) =
TqM dla ka·zdego q 2M , kiedy to zbiór A(q0) jest otoczeniem punktu q0 (A(q0) =
M , gdy U = Rk i M jest spójna); LieF oznacza tutaj algebr¾e Liego generowan ¾a
przez rodzin¾e F . W przypadku ogólnym pokazuje si¾e, ·ze A(q0) jest podzbiorem
orbity rodziny pól wektorowych ff(�; u)gu2U , która zgodnie z twierdzeniem Suss-
manna o orbicie [44] jest podrozmaitósci ¾a immersyjn ¾a w M , przy czym A(q0) ma
niepuste wn¾etrze wzgl¾edem tej orbity.
Wyznaczanie zbiorów osi ¾agalnych jest jednym z fundamentalnych problemów

teorii sterowania. Przyczyna jest nast¾epuj ¾aca. Za÷ó·zmy, ·ze interesuje nas zagadnie-
nie: dla danego uk÷adu sterowania (�) i danych q0; q1 2 M znaléźc sterowanie ~u,
takie ·ze odpowiadaj ¾aca mu trajektoria 
~u uk÷adu (�) ÷¾aczy q0 z q1 oraz pewny, z
góry zadany funkcjona÷L(u) osi ¾aga wartóśc ekstremaln ¾a dla u = ~u (takie sterowanie
~u, a tak·ze trajektoria 
~u nazywaj ¾a si¾e optymalnymi). Zak÷adaj ¾ac, ·ze (�) spe÷nia
odpowiednie za÷o·zenia, mo·zemy tu stosowác zasad¾e maksimum Pontriagina. Za-
sada ta daje nam uk÷ad równań ró·zniczkowych, których spe÷nianie jest warunkiem
koniecznym pierwszego rz¾edu na optymalnóśc sterowania i trajektorii. Otrzymu-
jemy w ten sposób zbiór krzywych, które s ¾a "podejrzane" o bycie optymalnymi.
Nast¾epnie, w zale·znósci od konkretnej sytuacji, mo·zna stosowác warunki konieczne
wy·zszych rz¾edów oraz szereg warunków dostatecznych maj ¾ac nadziej¾e, ·ze w skoń-
czonej liczbie kroków znajdziemy szukan ¾a trajektori¾e optymaln ¾a. Wszystko to ma
sens pod warunkiem, ·ze q1 jest osi ¾agalny z q0, tzn. gdy q1 2 A(q0). Ponadto bardzo
pomocn ¾a informacj ¾a mo·ze býc to, czy q1 2 int A(q0), czy te·z q1 2 @A(q0), bo od
tego zale·zy wybór technik jakich b¾edziemy u·zywác.
Podstawowa metoda, przynajmniej teoretycznie, szukania zbiorów osi ¾agalnych

polega na wydzieleniu tzw. krzywych geometrycznie optymalnych spósród wszyst-
kich trajektorii uk÷adu. Otó·z niech 
 = 
u : [0; T ] �! M b¾edzie trakjektori ¾a (�)
wychodz ¾ac ¾a z 
(0) = q0. Krzywa 
 (lub sterowanie u) jest geometrycznie optymalna
dla uk÷adu (�), gdy 
((0; T ]) � @A(q0). Warunkiem koniecznym na geometryczn ¾a
optymalnóśc jest spe÷nianie geometrycznej wersji zasady maksimum Pontriagina
(patrz np. [1]), któr ¾a dla wygody przytoczymy. Otó·z niech hu : T �M �! R b¾edzie
zde�niowane wzorem

hu(q; p) = hp; f(q; u)i .

Jésli krzywa 
 = 
u : [0; T ] �! M jest geometrycznie optymalna, to istnieje taka
krzywa absolutnie ci ¾ag÷a p : [0; T ] �! T �M , p(t) 2 T �
(t)Mnf0g, ·ze spe÷nione s ¾a
nast¾epuj ¾ace warunki:
(i) ( _
(t); _p(t)) =

��!
hu(t)(
(t); p(t)), gdzie

�!
hu jest hamiltonowskim polem wektorowym

odpowiadaj ¾acym funkcji (hamiltonianowi) hu; u jest tutaj parametrem;
(ii) hu(t)(
(t); p(t)) = 0 na [0; T ];
(iii) hu(t)(
(t); p(t)) = maxv2U hv(
(t); p(t)) prawie wsz¾edzie na [0; T ].
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Celem prezentowanego jednotematycznego zbioru prac jest opisanie ogólnych
w÷asnósci zbiorów osi ¾agalnych dla metryk sublorentzowskich, ze szczególnym uwzgl¾ed-
nieniem tych w÷asnósci, które s ¾a przydatne przy wyznaczaniu takich zbiorów. Po-
nadto w wymiarze 3 przedstawiona jest metoda ("algorytm") pozwalaj ¾aca na obliczanie
zbiorów osi ¾agalnych dla pewnych klas metryk sublorentzowskich oraz dla a�nicznych
uk÷adów sterowania indukowanych przez te metryki. Mówi ¾ac dok÷adniej chodzi
o wyznaczenie skończonej rodziny funkcji opisuj ¾acych takie zbiory. Podstawowa
metoda jest nast¾epuj ¾aca. Dla danej klasy struktur budujemy postacie normalne,
które - jak si¾e okazuje - zale·zne s ¾a od dwóch parametrów funkcyjnych. Struk-
tura otrzymana przez wyzerowanie tych parametrów nazywa si¾e struktur ¾a p÷ask ¾a.
W efekcie dowolna struktura z danej klasy mo·ze býc postrzegana jako zaburzenie
struktury p÷askiej. Dla struktur p÷askich funkcje opisuj ¾ace zbiory osi ¾agalne daj ¾a
si¾e wyznaczýc efektywnie, natomiast funkcje opisuj ¾ace zbiory osi ¾agalne w przy-
padku ogólnym s ¾a zaburzeniem tych z przypadku p÷askiego. W efekcie rezultaty,
które zachodz ¾a globalnie w przypadku p÷askim pozostaj ¾a prawdziwe lokalnie w
przypadkach zaburzonych. Poniewa·z metoda wyznaczania zbiorów osi ¾agalnych ma
charakter geometryczny, wi¾ec udowodniwszy stosowne twierdzenia we wspó÷rz¾ed-
nych normalnych otrzymujemy sposób post¾epowania, który dzia÷a bez potrzeby
sprowadzania struktury do postaci normalnej. Przy tym funkcje opisuj ¾ace zbiory o-
si ¾agalne dostajemy jako rozwi ¾azania odpowiednich liniowych równań ró·zniczkowych
cz ¾astkowych rz¾edu pierwszego. Zatem nawet, jésli tych rozwi ¾azań nie da si¾e uzyskác
w sposób jawny, mo·zna bez wi¾ekszych problemów wyznaczýc pocz ¾atkowe wyrazy
ich rozwini¾éc Taylora, a przy u·zyciu metod komputerowych nie b¾edzie problemów
z wyznaczeniem te·z dalszych.
Jako przyk÷ad zastosowań rezultatów zawartych w prezentowanym autorefera-

cie, wspomnimy na zakończenie tego podrozdzia÷u o dwóch wa·znych problemach
wyst¾epuj ¾acych w rachunku wariacyjnym oraz teorii sterowania. Pierwszy prob-
lem dotyczy pytania, kiedy ró·zne obiekty zwi ¾azane z analitycznym zagadnieniem
optymalizacyjnym s ¾a semianalityczne, subanalityczne (zob. np. [45]; de�nicje
oraz w÷asnósci zbiorów semianalitycznych i subanalitycznych opisane s ¾a np. w
[32, 4]). Pytanie to dotyczy np. tzw. funkcji wartósci lub w÷ásnie zbiorów osi ¾a-
galnych. Okazuje si¾e, ·ze przy za÷o·zeniu analitycznósci rozwa·zanych przeze mnie
struktur sublorentzowskich, zbiory osi ¾agalne - równie·z te dla a�nicznych uk÷adów
sterowania indukowanych przez wspomniane struktury sublorentzowskie - s ¾a semi-
analityczne. Ponadto minimalna liczba funkcji analitycznych potrzebnych do opisu
takich zbiorów jest ścísle zwi ¾azana z liczb ¾a geometrycznie optymalnych krzywych
czasowych. Drugi problem, o którym nale·zy wspomniéc to problem Meyera. W
najprostszej swojej postaci jest to nast¾epuj ¾ace zagadnienie optymalizacyjne: dla
danego uk÷ad sterowania (�) i danej funkcji (g÷adkiej) � : R�M �! R, znaléźc

min�(T; 
u(T )), 
u(0) = q0,

gdzie q0 2 M jest ustalonym punktem, a minimum jest brane po wszystkich
sterowaniach u : [0; T ] �! U , T � 0. Otó·z dla rozwa·zanych w autoreferacie
struktur sublorentzowskich oraz uk÷adów a�nicznych, problem Meyera sprowadza
si¾e do zastosowania twierdzenia Karusha-Kuhna-Tuckera, które - przynajmniej teo-
retycznie - jest du·zo prostsze ni·z zagadnienia programowania dynamicznego.

3.2. Zwi ¾azek z a�nicznymi uk÷adami sterowania. Niech (M;H; g) b¾edzie cza-
sowo zorientowan ¾a rozmaitósci ¾a sublorentzowsk ¾a. Za÷ó·zmy, ·ze na zbiorze otwartym
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U � M metryka (H; g) dana jest przez baz¾e ortonormaln ¾a X0; X1; :::; Xk z orien-
tacj ¾a czasow ¾a X0. Wynika st ¾ad, ·ze dowolna krzywa przyczynowa w U skierowana
w przysz÷óśc jest trajektori ¾a uk÷adu sterowania

(3.1) _q =
kX
j=0

ujXj , u = (u0; u1; :::; uk) 2 C,

ze zbiorem parametrów steruj ¾acych

C =

8<:u = (u0; u1; :::; uk) 2 Rk+1 : � u20 +
kX
j=1

u2j � 0, u0 > 0

9=; .
Ustalmy tak ¾a krzyw ¾a 
 : [0; T ] �! U ; wtedy _
(t) =

kP
j=0

uj(t)Xj(
(t)) dla odpowied-

niego sterowania u : [0; T ] �! C. Podobnie jak w [G3] niech �(t) =
R t
0
u0(s)ds.

� : [0; T ] �! [0; T1], T1 =
R T
0
u0(s)ds, jest absolutnie ci ¾ag÷¾a funkcj ¾a rosn ¾ac ¾a i niech

� : [0; T1] �! [0; T ] b¾edzie funkcj ¾a odwrotn ¾a. Po÷ó·zmy ~
(t) = 
(�(t)). Nietrudno
zobaczýc, ·ze

d

dt
~
(t) = X0(~
(t)) +

kX
j=1

uj(�(t))

u0(�(t))
Xj(~
(t)),

sk ¾ad wynika, ·ze ~
 jest trajektori ¾a a�nicznego uk÷adu sterowania

(3.2) _q = X0 +

kX
j=1

ujXj , u = (u1; :::; uk) 2 B,

ze zbiorem parametrów steruj ¾acych

B =

8<:u = (u1; :::; uk) 2 Rk :
kX
j=1

u2j � 1

9=;
b¾ed ¾acym kul ¾a jednostkow ¾a domkni¾et ¾a.

Stwierdzenie 3.1 ([G3]). Uk÷ady sterowania (3.1) oraz (3.2) maj ¾a w U , z dok÷ad-
nósci ¾a do reparametryzacji, dok÷adnie te same trajektorie.

Tak wi¾ec z lokalnego punktu widzenia wyznaczanie zbiorów osi ¾agalnych dla
struktur sublorentzowskich to to samo, co licznie takich zbiorów dla a�nicznych
uk÷adów sterowania z domkni¾et ¾a kul ¾a jednostkow ¾a jako zbiorem parametrów steru-
j ¾acych. Przyjmuj ¾ac powy·zsze oznaczenia b¾edziemy mówíc, ·ze czasowo zorien-
towana metryka sublorentzowska (H; g) indukuje na U uk÷ad sterowania (3.2);
podobnie mówimy, ·ze uk÷ad (3.2) indukuje na U czasowo zorientowan ¾a metryk ¾e
sublorentzowsk ¾a (H; g) zde�niowan ¾a nast¾epuj ¾aco: H = SpanfX0; :::; Xkg, zás g
jest okréslona przez warunek, ·ze X0; :::; Xk jest baza ortonormaln ¾a z orientacj ¾a
czasow ¾a X0. W przypadku rank H = 2 mamy:

Stwierdzenie 3.2 ([G6]). Trajektorie uk÷adu sterowania _q = X + uY , u 2 [a; b],
pokrywaj ¾a si ¾e, z dok÷adnósci ¾a do reparametryzacji, z krzywymi przyczynowymi skierowanymi
w przysz÷óśc dla metryki sublorentzowskiej (H; ga;b), gdzie H = SpanfX;Y g, a ga;b
jest metryk ¾a lorentzowsk ¾a na H zde�niowana przez warunek, ·ze uk÷ad

Xa;b = X +
1

2
(b+ a)Y , Y a;b =

1

2
(b� a)Y
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jest baz ¾a ortonormaln ¾a z orientacj ¾a czasow ¾a Xa;b.

Jésli U jest otoczeniem punktu q0 w M , to przez A(q0; U) oznaczmy zbiór osi ¾a-
galny w U z q0 dla uk÷adu (3.2), tj. zbiór końców wszystkich trajektorii uk÷adu
(3.2) startuj ¾acych z q0 i zawartych w U . Powy·zsze stwierdzenia pokazuj ¾a wi¾ec, ·ze

Wniosek 3.1. A(q0; U) = J+(q0; U), gdzie J+(q0; U) jest przyczynowym zbiorem
osi ¾agalnym dla indukowanej struktury subloretzowskiej.

Zauwa·zmy jeszcze, ·ze gdy mówimy o krzywych geometrycznie optymalnych za-
wartych w U , operator brzegu @ trzeba zast ¾apíc operatorem brzegu @U wzgl¾edem
U , tzn. krzywa przyczynowa skierowana w przysz÷óśc 
 : [0; T ] �! U , 
(0) = q0,
jest geometrycznie optymalna w U , jésli 
((0; T ]) � @UJ

+(q0; U).
Przyjmuj ¾ac powy·zsze oznaczenia ustanowimy teraz pewne analogie pomi¾edzy po-

j¾eciami geometrii sublorentzowskiej zwi ¾azanymi z uk÷adem (3.1), a poj¾eciami teorii
sterowania zwi ¾azanymi z uk÷adem (3.2). Jak ju·z wiemy krzywym przyczynowym
skierowanym w przysz÷óśc, tj. trajektoriom (3.1) odpowiadaj ¾a trajektorie (3.2).
Niech 
 : [0; T ] �! U , 
(0) = q0, b ¾edzie krzyw ¾a czasow ¾a dla (H; g), która jest
geometrycznie optymalna w U . Wówczas 
 jest geometrycznie optymalna w U
równie·z wzgl¾edem zbioru parametrów steruj ¾acych int C, a wi¾ec zbioru otwartego.
Stosuj ¾ac teraz zasad¾e maksimum Pontriagina dochodzimy do konkluzji, ·ze 
 jest
krzyw ¾a anormaln ¾a dla dystrybucji H. Dalej po stosownej reparametryzacji mamy
_
 = X0+

Pk
j=1 ujXj , gdzie u21+ :::+u

2
k < 1. Zatem 
 jest geometrycznie optymalna

w U dla uk÷adu (3.2) wzgl¾edem zbioru parametrów steruj ¾acych int B, a wi¾ec znowu
zbioru otwartego. Korzystaj ¾ac z np. [6] widác, ·ze 
 jest trajektori ¾a osobliw ¾a (sin-
gular extremal) dla uk÷adu (3.2). Id ¾ac jeszcze dalej i stosuj ¾ac np. [1] dochodzimy
do wniosku, ·ze taka 
 jest krzyw ¾a Goha.

Wniosek 3.2 ([G3, G6]). Czasowe krzywe anormalne dla (3.1) to, po stosownej
reparametryzacji, trajektorie osobliwe dla (3.2). Ponadto ka·zda geometrycznie op-
tymalna krzywa czasowa jest krzyw ¾a Goha dla dystrybucji H.

Jak wynika z powy·zszych rozwa·zań warunek Goha jest warunkiem koniecznym
drugiego rz¾edu na geometryczn ¾a optymalnóśc dla anormalnych krzywych czasowych
(lub trajektorii osobliwych). Nie jest to jednak warunek wystarczaj ¾acy i sprawdze-
nie, czy dana krzywa Goha jest faktycznie geometrycznie optymalna nie jest ÷atwym
zagadnieniem. Ni·zej poka·zemy jak w pewnych szczególnych przypadkach wyró·zníc
geometrycznie optymalne krzywe Goha.

3.3. W÷asnósci zbiorów osi ¾agalnych w przypadku ogólnym. Niech (M;H; g)
b¾edzie ustalon ¾a czasowo zorientowan ¾a rozmaitósci ¾a sublorentzowsk ¾a. Ogólne w÷as-
nósci zbiorów osi ¾agalnych wzgl¾edem otoczeń normalnych mo·zna stréscíc w nast¾epu-
j ¾acym twierdzeniu.

Twierdzenie 3.1 ([G3]). Niech U b ¾edzie otoczeniem normalnym punktu q0 2 M .
Wówczas J+(q0; U) jest domkni ¾ety wzgl ¾edem U . Ponadto J+(q0; U) = clU (int
I+(q0; U)) = clU (int N+(q0; U)), @UJ+(q0; U) = @UI

+(q0; U) = @UN
+(q0; U) oraz

int J+(q0; U) = int I+(q0; U) = int N+(q0; U).

Twierdzenie 3.1 nie wynika wprost ze znanych twierdzeń teorii sterowania (por.
[7, 24]) - nie zak÷adamy zupe÷nósci wyst¾epuj ¾acych tu pól wektorowych, nie ma
wspólnego czasu końcowego dla wszystkich trajektorii, wykresy trajektorii nie musz ¾a



AUTOREFERAT 15

býc zawarte w ·zadnych podzbiorze zwartym K � R� U , a s ¾a to typowe za÷o·zenia
u·zywane w teorii sterowania.
Przejd́zmy teraz do zerowych geodezyjnych hamiltonowskich. Okazuje si¾e, ·ze

maj ¾a one bardzo wa·zn ¾a w÷asnóśc wyra·zon ¾a w nast¾epuj ¾acym

Stwierdzenie 3.3 ([G3]). Niech 
 : [0; T ] �!M b ¾edzie zerow ¾a geodezyjn ¾a hamiltonowsk ¾a
skierowan ¾a w przysz÷óśc, 
(0) = q0, i niech U b ¾edzie otoczeniem punktu q0. Wów-
czas 
((0; T ]) � @UJ

+(q0; U), jésli tylko T > 0 i U s ¾a dostatecznie ma÷e. Mówi ¾ac w
uproszczeniu ka·zdy dostatecznie ma÷y odcinek zerowej geodezyjnej hamiltonowskiej
skierowanej w przysz÷óśc jest krzyw ¾a geometrycznie optymaln ¾a.

Ze stwierdzenia 3.3 wynika szczególna rola zerowych geodezyjnych hamiltonows-
kich w wyznaczaniu zbioru osi ¾agalnego dla metryk sublorentzowskich i odpowiada-
j ¾acych im a�nicznych uk÷adów sterowania. Za÷ó·zmy, ·ze dany jest uk÷ad a�niczny
jak w (3.2). Rozpatrzmy dalej indukowan ¾a przez ten uk÷ad czasowo zorientowan ¾a
metryk¾e sublorentzowsk ¾a (H; g). Ustalmy punkt q 2 U i rozwa·zmy wszystkie ze-
rowe geodezyjne hamiltonowskie skierowane w przysz÷óśc wychodz ¾ace z q. Ka·zda
taka geodezyjna po stosownej reparametryzacji jest trajektori ¾a (3.2) i jak wynika
ze stwierdzenia 3.3 jest geometrycznie optymalna dla (3.2).

Wniosek 3.3. Niech A(q; U) b ¾edzie zbiorem osi ¾agalnym w U z punktu q dla uk÷adu
(3.2). Wówczas @UA(q; U) zawiera wszystkie wychodz ¾ace z q zerowe geodezyjne
hamiltonowskie skierowane w przysz÷óśc dla indukowanej struktury sublorentzowskiej
(H; g).

Powy·zszy wniosek jest u·zyteczny zw÷aszcza dla k � 2, gdy·z z góry mamy dan ¾a
rodzin¾e krzywych geometrycznie optymalnych, która jak si¾e wydaje, nie da si¾e
wyró·zníc metodami teorii sterowania. Zauwa·zmy jeszcze, ·ze przy k = 1 zerowe
geodezyjne hamiltonowskie pokrywaj ¾a si¾e (ewentualnie z dok÷adnósci ¾a do repara-
metryzacji) z trajektoriami pól X0 +X1 i X0 �X1.
Jak wynika z przyk÷adów przytoczonych w nast¾epnych podrozdzia÷ach czasowe

zbiory osi ¾agalne I+(q0; U) nie musz ¾a býc otwarte. Spowodowane jest to mo·zliwós-
ci ¾a istnienia geometrycznie optymalnych krzywych czasowych. Sytuacja taka jest
jednak rzadka w przypadku rank H � 3.

Stwierdzenie 3.4 ([G3]). Niech (M;H; g) b ¾edzie rozmaitósci ¾a sublorentzowsk ¾a,
gdzie H jest typowa (w sensie [9]) i rank H � 3. Wówczas dla ka·zdego q0 2 M i
dla ka·zdego otoczenia U punktu q0 zbiory I+(q0; U) s ¾a otwarte.

Powy·zsze stwierdzenie jest konsekwencj ¾a wniosku 3.2: ka·zda geometrycznie op-
tymalna krzywa czasowa jest krzyw ¾a Goha, a takie dla typowych dystrybucji rz¾edu
co najmniej 3 nie istniej ¾a - patrz [9].
Brak geometrycznie optymalnych krzywych czasowych nie wyklucza jednak ist-

nienia na brzegu @UJ+(q0; U) krzywych o niezerowej d÷ugósci, które nie maj ¾a cza-
sowych kawa÷ków. ×atwo skonstruowác krzywe o powy·zszej w÷asnósci. Za÷ó·zmy, ·ze
metryka sublorentzowska (H; g) dana jest na U przez baz¾e ortonormaln ¾a X0; :::; Xk

z orientacj ¾a czasow ¾a X0. Rozwa·zmy odcinek [0; T ], T > 0, i niech A � [0; T ] b¾edzie
dowolnym zbiorem nigdzie g¾estym o dodatniej mierze Lebesgue�a. Po÷ó·zmy teraz
u0(t) = 1, t 2 [0; T ], oraz

u1(t) = ::: = uk(t) =

� 1p
k
: t 2 [0; T ]nA

0 : t 2 A .
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Niech 
, 
(0) = q0, b ¾edzie rozwi ¾azaniem _
 = X0 +
Pk
j=1 ujXj . Jasne, ·ze 
 nie

ma odcinków czasowych oraz ·ze L(
) > 0. Gdyby taka krzywa by÷a geometrycznie
optymalna, wówczas zbiór N+(q0; U) nie by÷by domkni¾ety w U , a f [U ]j@UJ+(q0;U)
nie znika÷aby to·zsamósciowo.

Stwierdzenie 3.5 ([G3]). Za÷ó·zmy, ·ze f [U ]j@UJ+(q0;U) = 0 (co jest równowa·zne
ci ¾ag÷ósci f [U ] na @UJ

+(q0; U)). Wówczas I+(q0; U) jest zbiorem otwartym, a
N+(q0; U) zbiorem domkni ¾etym; w szczególnósci J+(q0; U) = N+(q0; U).

Niech M b¾edzie rozmaitósci ¾a wymiaru 2n + 1. Dystrybucja H rz¾edu 2n na
M nazywa si¾e dystrybucj ¾a kontaktow ¾a, jésli lokalnie, w otoczeniu ka·zdego punktu,
H zadaje si¾e jako j ¾adro 1-formy ! spe÷niaj ¾acej warunek ! ^ d! ^ ::: ^ d! 6= 0
(n czynników d!). Rozmaitóśc sublorentzowska (M;H; g) nazywa si¾e kontaktow ¾a
rozmaitósci ¾a sublorentzowsk ¾a, gdy H jest dystrybucj ¾a kontaktow ¾a.
Okazuje si¾e, ·ze w przypadku kontaktowym warunek f [U ]j@UJ+(q0;U) = 0 jest

spe÷niony. Ponadto (por. stwierdzenie 3.3) mamy

Twierdzenie 3.2 ([G3]). Niech (M;H; g) b ¾edzie (2n + 1)-wymiarow ¾a kontaktow ¾a
rozmaitósci ¾a sublorentzowsk ¾a. Ustalmy punkt q0 2 M i jego otoczenie normalne
U . Wówczas dla ka·zdego q 2 @UJ

+(q0; U) dowolna krzywa geometrycznie opty-
malna ÷¾acz ¾aca q0 z q jest kawa÷kami g÷adka ze skónczon ¾a liczb ¾a punktów nieg÷adkich.
Kawa÷ki g÷adkie krzywych geometrycznie optymalnych s ¾a zerowymi geodezyjnymi
hamiltonowskimi skierowanymi w przysz÷óśc. Wynika st ¾ad w szczególnósci, ·ze zbiory
I+(q0; U) s ¾a otwarte oraz ·ze J+(q0; U) = N+(q0; U).

Udowodnienie twierdzeń dotycz ¾acych struktury zbiorów osi ¾agalnych w przy-
padku ogólnym (poza twierdzeniami typu 3.1, 3.2) jest praktycznie rzecz bior ¾ac
niemo·zliwe. Mo·zna uzyskác cz¾ésciowe rezultaty dokonuj ¾ac dóśc silnych za÷o·zeń. Na
koniec tego podrozdzia÷u zanotujmy jedno z takich twierdzeń.

Twierdzenie 3.3. Niech H b ¾edzie dystrybucj ¾a analityczn ¾a rz ¾edu 2 w Rn okréslon ¾a
na otoczeniu U zera. Za÷ó·zmy, ·ze g jest tak ¾a analityczn ¾a metryk ¾a lorentzowsk ¾a na
H, ·ze istnieje analityczna baza ortonormalna X;Y na U , z orientacj ¾a czasow ¾a X,
spe÷niaj ¾aca nast ¾epuj ¾acy warunek:
dla ka·zdej liczby naturalnejm istniej ¾a funkcje analityczne �(m)0 ; :::; �

(m)
m ; �(m) okréslone

na U , takie ·ze j�(m)j < 1 oraz

(3.3) [Y; (admX)Y ] =
mP
i=0

�
(m)
i (adiX)Y + �(m)(adm+1X)Y .

Wówczas przy za÷o·zeniu, ·ze U jest dostatecznie ma÷e, dla ka·zdego q 2 @UJ+(q0; U)
krzywa geometrycznie optymalna ÷¾acz ¾aca 0 z q jest zerowa i ma skónczon ¾a liczb ¾e
punktów nieg÷adkich. W szczególnósci zbiory I+(q0; U) s ¾a otwarte i J+(q0; U) =
N+(q0; U).

3.4. Zbiory osi ¾agalne w przypadku kontaktowym. Odt ¾ad b¾edziemy pracowác
w wymiarze 3. Najprostsza kontaktowa struktura sublorentzowska na 3-wymiarowych
rozmaitósci to przestrzeń R3 z tzw. p÷ask ¾a sublorentzowsk ¾a metryk ¾a kontaktow ¾a
lub sublorentzowsk ¾a metryk ¾a Heisenberga (Ĥ; ĝ), która zde�niowana jest [G2] przez
baz¾e ortonormaln ¾a

X̂ =
@

@x
+
1

2
y
@

@z
, Ŷ =

@

@y
� 1
2
x
@

@z
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z orientacj ¾a czasow ¾a X̂. Oznaczmy przez Ĵ+(0) zbiór osi ¾agalny J+(0;R3) (analog-
icznie okréslamy Î+(0) i N̂+(0)). Z podrozdzia÷u 3.2 wynika, ·ze Ĵ+(0) = A(0),
gdzie A(0) jest zbiorem osi ¾aganym dla uk÷adu a�nicznego

_q = X̂ + uŶ , u 2 [�1; 1].

Patrz ¾ac na pola X̂, Ŷ mo·zna od razu zauwa·zýc, ·ze J+(0) � fjyj � x, x � 0g oraz
Î+(0) � fjyj < x, x > 0g.
Jésli Z, W s ¾a polami wektorowymi okréslonymi w otoczeniu 0 2 R3, to przez

ZW b¾edziemy oznaczác krzywe postaci t �!
�
gtZ(0) : 0 � t � t1
gtW (g

t1
Z (0)) : t � t1

, gdzie t1 � 0

jest dowolne, a gtZ (odp. g
t
W ) oznacza potok pola Z (odp. W ).

Dalej z ogólnych rozwa·zań teorii sterowania (zastosowanie zasady maksimum
Pontriagina oraz fakt, i·z w rozpatrywanym przypadku nie ma trajektorii osobli-
wych) wynika, ·ze krzywe geometrycznie optymalne startuj ¾ace z zera w tym przy-
padku to dok÷adnie krzywe (X̂+Ŷ )(X̂�Ŷ ) oraz (X̂�Ŷ )(X̂+Ŷ ). Znaj ¾ac wszystkie
krzywe geometrycznie optymalne znamy @Ĵ+(0) = @A(0), tak wi¾ec w tym najprost-
szym przypadku struktura zbiorów osi ¾agalnych jest znana.

Uwaga 3.1. W pracy [30] autorzy opisali w ten sposób struktur ¾e zbioru osi ¾agal-
nego A(0;� T ) dla uk÷adu sterowania _q = X + uY , juj � 1, przy za÷o·zeniu, ·ze
SpanfX;Y g jest dystrybucj ¾a kontaktow ¾a, a T > 0 jest dostatecznie ma÷e. Zbiór
A(0;� T ) z de�nicji to zbiór z÷o·zony z kónców wszystkich trajektorii wspomnianego
uk÷adu sterowania startuj ¾acych z 0 i okréslonych na przedzia÷ach [0; t], t � T .

Zaprezentujemy teraz inne podej́scie do wyznaczenia zbioru osi ¾agalnego Ĵ+(0),
mianowicie takie, które wykorzystuje obecnóśc metryki sublorentzowskiej. W tym
celu rozwa·zmy wszystkie zerowe geodezyjne hamiltonowskie wychodz ¾ace z zera i
skierowane w przysz÷óśc. Ze stwierdzenia 3.3 wiadomo, ·ze takie geodezyjne s ¾a
geometrycznie optymalne. W naszym przypadku s ¾a dok÷adnie dwie geodezyjne
zerowe - jak zaznaczono powy·zej pokrywaj ¾a si¾e one z trajektoriami pól X̂ + Ŷ i
X̂ � Ŷ wychodz ¾acymi z zera. Zde�niujmy dwie hiperpowierzchnie: �1 = fy = xg i
�2 = fy = �xg, a nast¾epnie zauwa·zmy, ·ze z-owe wspó÷rz¾edne trajektorii pola X̂�Ŷ
startuj ¾acych z �1 \ fz = 0g s ¾a dodatnie, natomiast z-owe wspó÷rz¾edne trajektorii
pola X̂ + Ŷ startuj ¾acych z �2 \ fz = 0g s ¾a ujemne. Obserwacja ta prowadzi do
nast¾epuj ¾acych dwóch zagadnień Cauchy�ego:

(3.4) (X̂ � Ŷ )(�) = 0, �j�1 = z,

którego rozwi ¾azaniem jest �̂1(x; y; z) = z � 1
4 (x

2 � y2) oraz

(3.5) (X̂ + Ŷ )(�) = 0, �j�1 = �z,

którego rozwi ¾azaniem jest �̂2(x; y; z) = �z � 1
4 (x

2 � y2). ×atwo sprawdzamy, ·ze
rĤ �̂1 = �X̂(�̂1)X̂ + Ŷ (�̂1)Ŷ = �X̂(�̂1)(X̂ � Ŷ ) = 1

2 (x � y)(X̂ � Ŷ ) i podobnie
rĤ �̂2 =

1
2 (x+y)(X̂+Ŷ ). Widác, ·ze oba gradienty horyzontalne s ¾a polami zerowymi

skierowanymi w przysz÷óśc na zbiorze fjyj < x, x > 0g, zás na zbiorze fjyj = xg -
znikaj ¾a. Wézmy teraz dowoln ¾a krzyw ¾a przyczynow ¾a � : [0; T ] �! R3 skierowan ¾a w
przysz÷óśc i startuj ¾ac ¾a z �(0) = 0. Poniewa·z

g( _�(t);rĤ �̂i(�(t))) � 0
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dla prawie ka·zdego t, funkcje t �! �̂i(�(t)) s ¾a nierosn ¾ace, i = 1; 2. St ¾ad Ĵ
+(0) �

f�̂1 � 0, x � 0, z � 0g[f�̂2 � 0, x � 0, z � 0g, a poniewa·z trajektorierĤ �̂1,rĤ �̂2
(w szczególnósci te startuj ¾ace z �1, �2) s ¾a krzywymi przyczynowymi skierowanymi
w przysz÷óśc, otrzymujemy równóśc

Ĵ+(0) = f�̂1 � 0, x � 0, z � 0g [ f�̂2 � 0, x � 0, z � 0g .
Zauwa·zmy jeszcze tylko, ·ze powierzchnia f�̂1 = 0g jest utworzona z trajektorii pola
X̂� Ŷ startuj ¾acych z �1\fz = 0g, które pokrywaj ¾a si¾e z trajektoriami pola rH �̂1,
natomiast powierzchnia f�̂2 = 0g sk÷ada si¾e z trajektorii pola X̂+ Ŷ startuj ¾acych z
�2\fz = 0g, które pokrywaj ¾a si¾e z trajektoriami rH �̂2. Dochodzimy w ten sposób
do stwierdzenia.

Stwierdzenie 3.6 ([G2, G4]). Zbiory osi ¾agalne dla p÷askiej metryki kontaktowej
wynosz ¾a

Ĵ+(0) = N̂+(0) = f�̂1 � 0, x � 0, z � 0g [ f�̂2 � 0, x � 0, z � 0g ,
Î+(0) = f�̂1 < 0, x > 0, z � 0g [ f�̂2 < 0, x > 0, z � 0g .

Jak zosta÷o wspomniane we wst¾epie, aby policzýc zbiory osi ¾agalne dla dowol-
nych kontaktowych struktur sublorentzowskich na 3-wymiarowych rozmaitósciach
potrzebne s ¾a odpowiednie postacie normalne.

Twierdzenie 3.4 ([G1]). Niech (M;H; g) b ¾edzie g÷adk ¾a (odp. analityczn ¾a) kon-
taktow ¾a rozmaitósci ¾a sublorentzowsk ¾a, dimM = 3. Wówczas dla ka·zdego q 2 M
istniej ¾a takie wspó÷rz ¾edne g÷adkie (odp. analityczne) x; y; z okréslone w otoczeniu
q, x(q) = y(q) = z(q) = 0, w których (H; g) ma baz ¾e ortonormaln ¾a w nast ¾epuj ¾acej
postaci normalnej

(3.6)
X = @

@x + y'(y
@
@x + x

@
@y ) +

1
2y(1 +  )

@
@z

Y = @
@y � x'(y

@
@x + x

@
@y )�

1
2x(1 +  )

@
@z

,

gdzie X jest orientacj ¾a czasow ¾a, a ',  s ¾a takimi funkcjami g÷adkimi (odp. anal-
itycznymi) okréslonymi w otoczeniu 0, ·ze '(0; 0; z) =  (0; 0; z) = @ 

@x (0; 0; z) =
@ 
@y (0; 0; z) = 0.

Ustalmy punkt q na kontaktowej rozmaitósci sublorentzowskiej (M;H; g). Niech
U b¾edzie dostatecznie ma÷ym otoczeniem normalnym punktu q. Korzystaj ¾ac z
twierdzenia 3.4 mo·zna za÷o·zýc, ·ze q = 0, U jest otoczeniem zera w R3, a (H; g)
jest zadana na U przez baz¾e ortonormaln ¾a X;Y w postaci normalnej (3.6). Niech
�1 = U \ fy = xg, �2 = U \ fy = �xg. Patrz ¾ac na (3.6) widác, ·ze podobnie
jak w przypadku p÷askim z-owe wspó÷rz¾edne trajektorii pola X � Y startuj ¾ace z
�1 \ fz = 0g s ¾a dodatnie, a z-owe wspó÷rz¾edne trajektorii pola X + Y startuj ¾ace z
�2\fz = 0g s ¾a ujemne (zak÷adamy, ·ze U jest dostatecznie ma÷e). Rozwa·zamy wi¾ec
zagadnienia Cauchy�ego analogiczne do (3.4) i (3.5):

(X � Y )(�) = 0, �j�1 = z,

którego rozwi ¾azanie oznaczamy przez �1 oraz

(X + Y )(�) = 0, �j�2 = �z,

którego rozwi ¾azanie oznaczamy przez �2. Pisz ¾ac X = X̂ +X1, Y = Ŷ +Y1, widác,
·ze �1 = �̂1 + R1, �2 = �̂2 + R2, gdzie Ri jest wy·zszego rz¾edu ni·z �̂i, i = 1; 2. Tak
wi¾ec gradient horyzontalny rH�i ma ten sam charakter przyczynowy, co rĤ �̂i,
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i = 1; 2, zak÷adaj ¾ac, ·ze rozwa·zane otoczenie U jest dostatecznie ma÷e. Wówczas
stosuj ¾ac te same argumenty, co w przypadku p÷askim otrzymujemy

Twierdzenie 3.5 ([G4]). Przy powy·zszych oznaczeniach, zbiory osiagalne z q dla
metryki sublorentzowskiej (H; g) we wspó÷rz ¾ednych normalnych wyra·zaj ¾a si ¾e nast ¾epu-
j ¾aco:

J+(0; U) = N+(0; U) = (f�1 � 0, x � 0, z � 0g \ U)[(f�2 � 0, x � 0, z � 0g \ U) ,
I+(0; U) = (f�1 < 0, x > 0, z � 0g \ U) [ (f�2 < 0, x > 0, z � 0g \ U) .

Uwaga 3.2. Zauwa·zmy, ·ze udowodniwszy twierdzenie 3.5 nie musimy ju·z sprowadzác
naszej metryki do postaci normalnej. W celu wyznaczenia funkcji opisuj ¾acych zbiory
osi ¾agalne wystarczy post ¾epowác nast ¾epuj ¾aco. Za÷ó·zmy, ·ze mamy dan ¾a kontaktow ¾a
rozmaitóśc sublorentzowsk ¾a (g÷adka b ¾ad́z analityczn ¾a) i ·ze interesuj ¾a nas (lokalne)
zbiory osi ¾agalne z ustalonego punktu q. Niech U b ¾edzie otoczeniem normalnym
punktu q, które w razie potrzeby b ¾edziemy zmniejszác. Niech X;Y b ¾edzie baz ¾a orto-
normaln ¾a (H; g) okréslon ¾a na U z orientacj ¾a czasow ¾a X. Dalej niech 
1 (odp.

2) oznacza trajektori ¾e pola X + Y (odp. X � Y ) wychodz ¾ac ¾a z q (tzn. 
1, 
2
s ¾a (jedynymi) zerowymi geodezyjnymi hamiltonowskimi skierowanymi w przysz÷óśc
wychodz ¾acymi z q). Nast ¾epnie wybieramy w U dwie hiperpowierzchnie M1 i M2

w taki sposób, ·ze M1 zawiera 
1 i jest transwersalna do 
2 , zás M2 zawiera 
2
i jest transwersalna do 
1. Dalej wybieramy funkcj ¾e (g÷adk ¾a b ¾ad́z analityczn ¾a) �i
okréslon ¾a na Mi, i = 1; 2, jak nast ¾epuje. Po pierwsze ��1i (0) = 
i, i = 1; 2.
Po drugie okréslamy znaki tych funkcji. Rozwa·zmy trajektorie pola X � Y (odp.
�X +Y ) startuj ¾ace z 
1. Zak÷adamy, ·ze znak �1 jest tak okréslony, i·z rzuty X �Y
(odp. �X + Y ) na M1 wchodz ¾a w obszar f�1 > 0g (odp. w obszar f�1 < 0g).
Analogicznie rozwa·zmy trajektorie pola X + Y (odp. �X � Y ) startuj ¾ace z 
2. Za-
k÷adamy, ·ze rzuty tych trajektorii na M2 wchodz ¾a w obszar f�2 > 0g (odp. w obszar
f�2 < 0g). ×atwo zauwa·zýc, ·ze przy typowym wyborze M1 i M2 oraz dla U dostate-
cznie ma÷ego takie de�nicje maj ¾a sens. Rozwa·zamy teraz zagadnienia Cauchy�ego

(X � Y )(�) = 0, �jM1
= �1,

(X + Y )(�) = 0; �jM2
= �2,

których rozwi ¾azania b ¾ed ¾a opisywa÷y zbiory osi ¾agalne J+(q; U), I+(q; U), N+(q; U).
Otrzymane w ten sposób funkcje oczywíscie nie s ¾a jednoznacznie wyznaczone. Jed-
noznacznie wyznaczone s ¾a za to ich poziomice zerowe.

W ten sposób otrzymujemy

Twierdzenie 3.6 ([G4]). Niech (M;H; g) b ¾edzie g÷adk ¾a (odp. analityczn ¾a) kon-
taktow ¾a rozmaitósci ¾a sublorentzowsk ¾a, dimM = 3. Dla ka·zdego q0 2 M i dla
ka·zdego dostatecznie ma÷ego otoczenia normalnego U punktu q0 istniej ¾a funkcje �1,
�2 okréslone i g÷adkie (odp. analityczne) na U , takie ·ze

J+(q0; U) = N+(q0; U) = fq 2 U : �1(q) � 0, �2(q) � 0, �(q) � 0g ,
I+(0; U) = fq 2 U : �1(q) < 0, �2(q) < 0, �(q) > 0g ,

gdzie � jest funkcja czasu okréslon ¾a na U .

Funkcja � : U �! R okréslona na podzbiorze czasowo zorientowanej rozmaitósci
sublorentzowskiej nazywa si¾e funkcj ¾a czasu, gdy rH� jest czasowy skierowany w
przesz÷óśc. Wtedy, jésli 
 : [a; b] �! M jest krzyw ¾a przyczynow ¾a skierowan ¾a w
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przysz÷óśc, to t �! �(
(t)) jest rosn ¾aca. Zauwa·zmy jeszcze, ·ze z przedstawionych
rozwa·zań wynika, ·ze twierdzenie 3.6 jest uszczegó÷owieniem ogólnego twierdzenia
3.2.

Wniosek 3.4. W analitycznym przypadku kontaktowym zbiory osi ¾agalne s ¾a semi-
analityczne. Ponadto minimalna liczba funkcji analitycznych potrzebna do opisu
zbioru J+(q; U) wynosi 2.

3.5. Zbiory osi ¾agalne w przypadku Martineta. Rozwa·zymy teraz najprostszy
przypadek niekontaktowy. Niech H b¾edzie dystrybucj ¾a (g÷adk ¾a, analityczn ¾a) spe÷-
niaj ¾ac ¾a warunek Chow na otoczeniu U zera w R3. NiechH = ker! dla odpowiedniej
1-formy !. Jasne, ·ze ! ^ d! = f
, gdzie 
 jest form ¾a obj¾etósci, a f - funkcj ¾a
(g÷adk ¾a, analityczn ¾a) na U . W przypadku, gdy f(0) 6= 0, ! jest form ¾a kontaktow ¾a.
Za÷ó·zmy wi¾ec, ·ze f(0) = 0 i jednoczésnie d0f 6= 0. Niech S = ff = 0g. Jak ÷atwo
sprawdzíc, (! ^ df)q 6= 0 dla typowego punktu q 2 S. H nazywa si¾e dystrybucj ¾a
(typu) Martineta, jésli (! ^ df)q 6= 0 dla ka·zdego q 2 S. Powierzchnia S nazywa
si¾e powierzchni ¾a Martineta. Dystrybucje typu Martineta pojawiaj ¾a si¾e w �zyce,
jak to jest przedstawione np. w [34]. Wprost z de�nicji wynika, ·ze na S mamy
nieosobliwe pole kierunków L : S 3 q �! Lq = Hq \ TqS. Zauwa·zmy jeszcze,
·ze H jest dystrybucj ¾a kontaktow ¾a na UnS. Powy·zsze rozwa·zania prowadz ¾a do
nast¾epuj ¾acej de�nicji.
Metryka sublorentzowska (H; g) na rozmaitósci M , dimM = 3, nazywa si¾e

sublorentzowsk ¾a metryk ¾a (struktur ¾a) Martineta, jésli istnieje hiperpowierzchnia S o
nast¾epuj ¾acych w÷asnósciach:
(i) H zadaje struktur¾e kontaktow ¾a na MnS;
(ii) H2

q � Hq, H3
q = TqM dla ka·zdego q 2 S;

(iii) dimHq \ TqS = 1 dla ka·zdego q 2 S;
(iv) pole kierunków L jest czasowe
(przestrzenie Hi

q zde�niowane s ¾a na pocz ¾atku podrozdzia÷u 2.1). Pole kierunków L
zadaje foliacj¾e hiperpowierzchni S krzywymi horyzontalnymi (w naszym przypadku
czasowymi). Powszechnie znany fakt (zob. np. [33]) mówi, i·z krzywe te s ¾a krzy-
wymi anormalnymi dla dystrybucji H. Mówimy, ·ze sublorentzowska metryka Mar-
tineta (H; g) jest typu hamiltonowskiego, gdy krzywe anormalne zadaj ¾ace foliacj¾e
powierzchni S s ¾a, z dok÷adnósci ¾a do parametryzacji, geodezyjnymi hamiltonowskimi
skierowanymi w przysz÷óśc.
Najprostsza sublorentzowska metryka Martineta typu hamiltonowskiego to me-

tryka, któr ¾a b¾edziemy nazywác metryk ¾a p÷ask ¾a i oznaczác przez (R3; Ĥ; ĝ), a która
zde�niowana jest przez baz¾e ortonormaln ¾a

(3.7) X̂ =
@

@x
+
1

2
y2

@

@z
, Ŷ =

@

@y
� 1
2
xy

@

@z

z orientacj ¾a czasow ¾a X̂. Powierzchnia Martineta w tym przypadku to S = fy = 0g.
Dla zbiorów osi ¾agalnych w przypadku p÷askim wprowad́zmy nast¾epuj ¾ace oznaczenia:
Ĵ+(0) = J+(0;R3), N̂+(0) = N+(0;R3), Î+(0) = I+(0;R3). Patrz ¾ac na (3.7) od
razu mamy Ĵ+(0) � fjyj � x, x � 0g, Î+(0) � fjyj < x, x > 0g. Nast¾epnie, tak jak
w przypadku kontaktowym, rozwa·zmy wszystkie zerowe geodezyjne hamiltonowskie
startuj ¾ace z zera, tj. trajektorie pól X̂+ Ŷ i X̂� Ŷ . Niech jak wy·zej �1 = fy = xg,
�2 = fy = �xg. Zauwa·zmy, ·ze z-owe wspó÷rz¾edne trajektorii pola X̂ � Ŷ star-
tuj ¾acych z �1 \ fz = 0g s ¾a dodatnie, podobnie jak z-owe wspó÷rz¾edne trajektorii
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pola X̂ + Ŷ startuj ¾acych z �2 \fz = 0g. W zwi ¾azku z tym rozwa·zamy nast¾epuj ¾ace
zagadnienia Cauchy�ego:

(X̂ � Ŷ )(�) = 0, �j�1 = z

z rozwi ¾azaniem równym �̂1 = z � 1
16 (x

2 � y2)(x+ 3y) oraz

(X̂ + Ŷ )(�) = 0, �j�2 = z

z rozwi ¾azaniem �̂2 = z � 1
16 (x

2 � y2)(x � 3y). Tym razem jednak, w odró·znieniu
od przypadku kontaktowego, dwie funkcje �̂1, �̂2 nie wystarczaj ¾a do opisu Ĵ

+(0).
Potrzeba kolejnych funkcji. Wézmy pod uwag¾e krzyw ¾a 
(t) = (t; 0; 0), która jest
czasow ¾a krzyw ¾a anormaln ¾a wychodz ¾ac ¾a z zera. Z teorii sterowania wiadomo, ·ze
krzywa taka spe÷nia warunki konieczne na geometryczn ¾a optymalnóśc i rzeczywíscie,
korzystaj ¾ac z twierdzenia 3.1, nietrudno sprawdzíc [G5], ·ze le·zy ona na brzegu
@Ĵ+(0). Z wniosku 3.2 wynika wi¾ec, ·ze 
 jest krzyw ¾a Goha.
Zauwa·zmy teraz, ·ze z-owe wspó÷rz¾edne pola X̂ + Ŷ na fy > 0g i pola X̂ � Ŷ na

fy < 0g s ¾a ujemne, co uzasadnia rozwa·zenie zagadnień Cauchy�ego:
(X̂ + Ŷ )(�) = 0, �jS = �z,

którego rozwi ¾azaniem jest �̂3 = �z � 1
4 (xy

2 � y3) oraz

(X̂ � Ŷ )(�) = 0, �jS = �z,

którego rozwi ¾azaniem jest �̂4 = �z � 1
4 (xy

2 + y3). ×atwo sprawdzamy charak-
ter przyczynowy gradientów rĤ �̂1; :::;rĤ �̂4. Otó·z rĤ �̂1 jest polem zerowym
skierowanym w przysz÷óśc na zbiorze

�
� 1
3x < y < x, x > 0

	
, rĤ �̂2 jest zerowe

skierowane w przysz÷óśc na
�
�x < y < 1

3x, x > 0
	
, natomiast rĤ �̂3 i rĤ �̂4 s ¾a

zerowe skierowane w przysz÷óśc na fy 6= 0, x > 0g. Wézmy teraz dowoln ¾a krzyw ¾a
przyczynow ¾a 
 : [0; T ] �! R3 skierowan ¾a w przysz÷óśc i wychodz ¾ac ¾a z 
(0) = 0.
Bior ¾ac po uwag¾e powy·zsze uwagi mo·zemy stwierdzíc, ·ze funkcja t �! �̂1(
(t)) jest
nierosn ¾aca na ka·zdej sk÷adowej spójnej zbioru

ft 2 [0; T ] : 
(t) 2 f0 � y � x, x � 0gg ,
t �! �̂2(
(t)) jest nierosn ¾aca na ka·zdej sk÷adowej spójnej

ft 2 [0; T ] : 
(t) 2 f�x � y � 0, x � 0gg ,
t �! �̂3(
(t)) jest nierosn ¾aca na ka·zdej sk÷adowej spójnej

ft 2 [0; T ] : 
(t) 2 f0 � y � x, x � 0gg ,
zás funkcja t �! �̂4(
(t)) jest nierosn ¾aca na ka·zdej sk÷adowej spójnej zbioru

ft 2 [0; T ] : 
(t) 2 f�x � y � 0, x � 0gg .
Obserwacje te prowadz ¾a do nast¾epuj ¾acego wyniku.

Stwierdzenie 3.7 ([G5]). Zbiory osi ¾agalne dla p÷askiej sublorentzowskiej metryki
Martineta maj ¾a postác

(3.8) Ĵ+(0) = Â1 [ Â2 [ Â3 [ Â4,

(3.9) Î+(0) = int
�
Â1 [ Â2 [ Â3 [ Â4

�
[A5,

(3.10) N̂+(0) = int
�
Â1 [ Â2 [ Â3 [ Â4

�
[ @

�
Â1 [ Â2

�
nA5,
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gdzie
Â1 = f(x; y; z) : �̂1(x; y; z) � 0, x � 0, y � 0, z � 0g,
Â2 = f(x; y; z) : �̂2(x; y; z) � 0, x � 0, y � 0, z � 0g,
Â3 = f(x; y; z) : �̂3(x; y; z) � 0, x � 0, y � 0, z � 0g,
Â4 = f(x; y; z) : �̂4(x; y; z) � 0, x � 0, y � 0, z � 0g,
A5 = f(x; 0; 0) : x > 0g.
Przej́scie do przypadku ogólnego, przy za÷o·zeniu analitycznósci, umo·zliwia nast¾epu-

j ¾ace

Twierdzenie 3.7 ([G5]). Niech (H; g) b ¾edzie czasowo zorientowan ¾a analityczn ¾a
sublorentzowsk ¾a metryk ¾a Martineta typu hamiltonowskiego okréslon ¾a na rozmaitósci
analitycznej M i niech S b ¾edzie powierzchni ¾a Martineta dla H. Wówczas dla
ka·zdego q 2 S istniej ¾a takie wspó÷rz ¾edne analityczne x; y; z okréslone w otoczeniu
q, x(q) = y(q) = z(q) = 0, w których (H; g) ma baz ¾e ortonormaln ¾a w nast ¾epuj ¾acej
postaci normalnej

(3.11)
X = @

@x + y'(y
@
@x + x

@
@y ) +

1
2y
2(1 +  ) @@z

Y = @
@y � x'(y

@
@x + x

@
@y )�

1
2xy(1 +  )

@
@z

,

przy czym X jest orientacj ¾a czasow ¾a, ' i  s ¾a takimi funkcjami analitycznymi
okréslonymi w otoczeiu 0, ·ze  (0; 0; z) = 0, a powierzchnia Martineta S jest równa
S = fy = 0g.
Twierdzenie 3.7 umo·zliwia uogólnienie globalnych rezultatów z przypadku p÷as-

kiego do lokalnych rezultatów dla ogólnych analitycznych struktur sublorentzows-
kich Martineta typu hamiltonowskiego. Bez zmniejszenia ogólnósci mo·zemy za-
÷o·zýc, ·ze pracujemy w otoczeniu zera w R3.

Twierdzenie 3.8 ([G5]). Niech (H; g) b ¾edzie czasowo zorientowan ¾a analityczn ¾a
sublorentzowsk ¾a metryk ¾a Martineta typu hamiltonowskiego okréslon ¾a na otoczeniu
U zera w R3 i dan ¾a przez baz ¾e ortonormaln ¾a w postaci normalnej (3.11). Za-
÷ó·zmy, ·ze U jest dostatecznie ma÷ym otoczeniem normalnym zera. Wówczas istniej ¾a
funkcje analityczne �1; :::; �4 : U �! R oraz zbiór semi-analityczny � wymiaru 2,
taki ·ze U \ fx � 0g n� ma dwie sk÷adowe spójne �+, �� oraz

J+(0; U) = A1 [A2 [A3 [A4,
I+(0; U) = int (A1 [A2 [A3 [A4) [A5,

N+(0; U) = int (A1 [A2 [A3 [A4) [ @U (A1 [A2) nA5,
gdzie
A1 = f(x; y; z) 2 U : �1(x; y; z) � 0g \ �+ \ fz � 0g,
A2 = f(x; y; z) 2 U : �2(x; y; z) � 0g \ �� \ fz � 0g,
A3 = f(x; y; z) 2 U : �3(x; y; z) � 0g \ fy � 0, x � 0g \ fz � 0g,
A4 = f(x; y; z) 2 U : �4(x; y; z) � 0g \ fy � 0, x � 0g \ fz � 0g,
A5 = f(x; 0; 0) : x > 0g,
A5 jest zbiorem punktów czasowe geodezyjnej anormalnej wychodz ¾acej z zera.

Podobnie jak w przypadku kontaktowym, funkcja �i jest zaburzeniem funkcji
�̂i, i = 1; :::; 4. Korzystaj ¾ac z notacji wprowadzonej w podrozdziale 3.4 wypiszemy
krzywe geometrycznie optymalne w przypadku Martineta. S ¾a to (X + Y )(X � Y ),
(X�Y )(X+Y ) - przestaj ¾a býc one geometrycznie optymalne po osi ¾agni¾eciu zbioru
�, oraz krzywe X(X + Y ), X(X � Y ).
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Dla przypadku Martineta ma zastosowanie uwaga analogiczna do uwagi 3.2 z t ¾a
ró·znic ¾a, ·ze teraz b¾edziemy rozwi ¾azywác dwa dodatkowe zagadnienia Cauchy�ego z
warunkami pocz ¾atkowymi na powierzchni Martineta. Otrzymujemy równie·z

Wniosek 3.5. Zbiory osi ¾agalne dla analitycznych struktur Martineta typu hamiltonowskiego
s ¾a semi-analityczne. Ponadto minimalna liczba funkcji analitycznych potrzebna do
opisu zbioru J+(q; U), q 2 S, wynosi 4.

3.6. Zbiory osi ¾agalne w uogólnionym przypadkuMartineta. Metryka sublorent-
zowska (H; g) na rozmaitósciM , dimM = 3, nazywa si¾e uogólnion ¾a sublorentzowsk ¾a
metryk ¾e Martineta, jésli istnieje g÷adka (analityczna w przypadku analitycznym)
hiperpowierzchnia S, zwana powierzchni ¾a Martineta, oraz liczba naturalna k o
nast¾epuj ¾acych w÷asnósciach
(i) H zadaje struktur¾e kontaktow ¾a na MnS;
(ii) H l

q � Hq, 1 � l � k, oraz Hk+1
q = TqR3 dla ka·zdego q 2 S;

(iii) dimHq \ TqS = 1 dla ka·zdego q 2 S;
(iv) pole kierunków L : S 3 q �! Lq = Hq \ TqS jest czasowe.
Podobnie jak w przypadku Martineta, trajektorie pola kierunków L s ¾a krzywymi
anormalnymi wzgl¾edem H i stanowi ¾a foliacj¾e powierzchni S. Mówimy, ·ze uogól-
niona metryka sublorentzowska (H; g) jest typu hamiltonowskiego, gdy trajekto-
rie pola kierunków L s ¾a, przy stosownej parametryzacji, czasowymi geodezyjnymi
hamiltonowskimi.
Najprostsza struktura wspomnianego typu to struktura p÷aska zadana przez baz¾e

ortonormaln ¾a

X̂ =
@

@x
+
1

2
yk

@

@z
, Ŷ =

@

@y
� 1
2
xyk�1

@

@z
,

gdzie za orientacj¾e czasow ¾a przyjmujemy pole X̂. ×atwo sprawdzamy, ·ze jest to
struktura typu hamiltonowskiego. Zauwa·zmy ponadto, ·ze ós x jest w tym przy-
padku czasow ¾a geodezyjn ¾a anormaln ¾a startuj ¾ac ¾a z zera i ·ze S = fy = 0g. Podobnie
jak w poprzednich przypadkach badamy znaki z-owych wspó÷rz¾ednych pól X̂ � Ŷ .
Dochodzimy do wniosku, ·ze dla k nieparzystego sytuacja przypomina t¾e opisan ¾a
w podrozdziale 3.4, a dla k parzystego t¾e z podrozdzia÷u 3.5. Stosuj ¾ac analogiczne
rozumowania i analogiczn ¾a notacj¾e do tej z podrozdzia÷ów 3.4, 3.5 dochodzimy do
nast¾epuj ¾acych rezultatów.

Stwierdzenie 3.8 ([G6]). Zbiory osi ¾agalne dla p÷askiej uogólnionej sublorentzowskiej
metryki Martineta dla k nieparzystego s ¾a postaci

Ĵ+(0) = N̂+(0) = Â1 [ Â2

Î+(0) = int
�
Â1 [ Â2

�
,

gdzie
Â1 =

�
(x; y; z) 2 R3 : �̂1(x; y; z) = z + 1

2k (y + x)
�
yk � 1

2k
(y + x)k

�
� 0

	
\fx � 0, z � 0g,

Â2 =
�
(x; y; z) 2 R3 : �̂2(x; y; z) = �z � 1

2k (x� y)
�
yk + 1

2k
(x� y)k

�
� 0

	
\fx � 0, z � 0g.

Stwierdzenie 3.9 ([G6]). Zbiory osi ¾agalne dla p÷askiej uogólnionej sublorentzowskiej
metryki Martineta dla k parzystego s ¾a postaci

Ĵ+(0) = Â1 [ ::: [ Â4
Î+(0) = int(Â1 [ ::: [ Â4) [A5

N̂+(0) = int(Â1 [ ::: [ Â4) [ @(Â1 [ Â2)nA5,
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gdzie
Â1 =

�
(x; y; z) 2 R3 : �̂1(x; y; z) = z + 1

2k (y + x)
�
yk � 1

2k
(y + x)k

�
� 0

	
\fy � 0g\

fx � 0, z � 0g,
Â2 =

�
(x; y; z) 2 R3 : �̂2(x; y; z) = z + 1

2k (x� y)
�
yk � 1

2k
(x� y)k

�
� 0

	
\fy � 0g\

fx � 0, z � 0g,
Â3 =

�
(x; y; z) 2 R3 : �̂3(x; y; z) = �z � 1

2ky
k(x� y) � 0

	
\fy � 0g\fx � 0, z � 0g,

Â4 =
�
(x; y; z) 2 R3 : �̂4(x; y; z) = �z � 1

2ky
k(x+ y) � 0

	
\fy � 0g\fx � 0, z � 0g

i gdzie A5 to zbiór punktów geodezyjnej anormalnej startuj ¾acej z zera.

Podobnie jak wy·zej, aby uogólníc te rezulaty na przypadek niep÷aski potrzebne
s ¾a nam postacie normalne.

Twierdzenie 3.9 ([G6]). Niech (H; g) b ¾edzie czasowo zorientowan ¾a analityczn ¾a
uogólnion ¾a sublorentzowsk ¾a metryk ¾a Martineta typu hamiltonowskiego okréslon ¾a na
rozmaitósci analitycznejM i niech S oznacza powierzchni ¾e Martineta dla H. Wów-
czas dla ka·zdego q 2 S istniej ¾a takie wspó÷rz ¾edne analityczne x; y; z okréslone w
otoczeniu q, x(q) = y(q) = z(q) = 0, w których (H; g) ma baz ¾e ortonormaln ¾a w
nast ¾epuj ¾acej postaci normalnej

(3.12)
X = @

@x + y'(y
@
@x + x

@
@y ) +

1
2y
k(1 +  ) @@z

Y = @
@y � x'(y

@
@x + x

@
@y )�

1
2xy

k�1(1 +  ) @@z
,

przy czym X jest orientacj ¾a czasow ¾a, ' i  s ¾a takimi funkcjami analitycznymi
okréslonymi w otoczeiu 0, ·ze  (0; 0; z) = 0, a S jest równa S = fy = 0g.

Korzystaj ¾ac z postaci normalnych i stosuj ¾ac rozumowanie jak w poprzednich
podrozdzia÷ach otrzymujemy:

Twierdzenie 3.10 ([G6]). Niech (H; g) b ¾edzie czasowo zorientowan ¾a analityczn ¾a
sublorentzowsk ¾a metryk ¾a Martineta typu hamiltonowskiego okréslon ¾a na otoczeniu
U zera w R3 i dan ¾a przez baz ¾e ortonormaln ¾a w postaci normalnej (3.12). Za÷ó·zmy,
·ze liczba k wyst ¾epuj ¾aca w (3.12) jest nieparzysta. Wówczas, jésli U jest dostatecznie
ma÷ym otoczeniem normalnym zera, istniej ¾a takie funkcje analityczne �1; �2 : U �!
R, ·ze zbiory osi ¾agalne s ¾a postaci

J+(0; U) = N+(0; U) = A1 [A2,
I+(0; U) = int (A1 [A2) ,

gdzie
A1 = f(x; y; z) 2 U : �1(x; y; z) � 0g \ fx � 0, z � 0g,
A2 = f(x; y; z) 2 U : �2(x; y; z) � 0g \ fx � 0, z � 0g.

Twierdzenie 3.11 ([G6]). Niech (H; g) b ¾edzie czasowo zorientowan ¾a analityczn ¾a
sublorentzowsk ¾a metryk ¾a Martineta typu hamiltonowskiego okréslon ¾a na otoczeniu
U zera w R3 i dan ¾a przez baz ¾e ortonormaln ¾a w postaci normalnej (3.12). Za÷ó·zmy,
·ze liczba k wyst ¾epuj ¾aca w (3.12) jest parzysta. Wówczas, jésli U jest dostatecznie
ma÷ym otoczeniem normalnym zera, istniej ¾a funkcje analityczne �1; :::; �4 : U �! R
oraz zbiór semianalityczny � wymiaru 2, taki ·ze U \ fx � 0g n� ma dwie sk÷adowe
spójne ��, �+ oraz

J+(0; U) = A1 [ ::: [A4,
I+(0; U) = int (A1 [ ::: [A4) [A5,

N+(0; U) = int (A1 [ ::: [A4) [ @U (A1 [A2) nA5,
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gdzie
A1 = f(x; y; z) 2 U : �1(x; y; z) � 0g \ �+ \ fz � 0g,
A2 = f(x; y; z) 2 U : �2(x; y; z) � 0g \ �� \ fz � 0g,
A3 = f(x; y; z) 2 U : �3(x; y; z) � 0g \ fx � 0, y � 0g \ fz � 0g,
A4 = f(x; y; z) 2 U : �4(x; y; z) � 0g \ fx � 0, y � 0g \ fz � 0g,
A5 = f(x; 0; 0) 2 U : x � 0g.

Podobnie jak wy·zej funkcje �i s ¾a zaburzeniami funkcji �̂i z przypadku p÷askiego,
i = 1; :::; 4. Równie·z w tym przypadku ma zastosowanie uwaga analogiczna do
uwagi 3.2. Na koniec zanotujmy

Wniosek 3.6. Zbiory osi ¾agalne dla analitycznych uogólnionych struktur Martineta
typu hamiltonowskiego s ¾a semi-analityczne. Ponadto minimalna liczba funkcji ana-
litycznych potrzebna do opisu zbioru J+(q; U), q 2 S, wynosi 4 w przypadku k
parzystego i 2 dla k nieparzystego.

3.7. Zbiory osi ¾agalne dla struktur z nieg÷adk ¾a powierzchni ¾a Martineta.
Rozwa·zmy przypadek niekontaktowych struktur sublorentzowskich z najprostsz ¾a
nieg÷adk ¾a powierzchni ¾a Martineta, tj. powierzchni ¾a Martineta b¾ed ¾ac ¾a sum ¾a dwu
transwersalnie przecinaj ¾acych si¾e hiperpowierzchni. Niech (M;H; g) b¾edzie roz-
maitósci ¾a sublorentzowsk ¾a i niech v1; v2 2 Hq, q 2 M , b ¾ed ¾a wektorami czasowymi
skierowanymi w przysz÷óśc. K ¾atem hiperbolicznym pomi¾edzy v1 i v2 nazywamy
liczb¾e ^(v1; v2) � 0 zde�niowan ¾a przez warunek

cosh^(v1; v2) = �
g(v1; v2)

kv1k kv2k
,

gdzie kvk = (�g(v; v))1=2 (z odwróconej nierównósci Schwarza � g(v1;v2)
kv1kkv2k � 1,

wi¾ec taka de�nicja jest poprawna). Niech teraz L1, L2 b¾ed ¾a 1-wymiarowymi
podprzestrzeniami czasowymi w Hq. Wybierzmy wektory czasowe skierowane w
przysz÷óśc v1, v2, takie ·ze L1 = Spanfv1g, L2 = Spanfv2g. Okréslamy k ¾at
pomi¾edzy takimi prostymi jako

^(L1; L2) = ^(v1; v2).

Podamy teraz dok÷adn ¾a de�nicj¾e klasy struktur rozwa·zanych w tym podrozdziale.
NiechM b¾edzie rozmaitósci ¾a g÷adk ¾a (analityczn ¾a) i niech H b¾edzie g÷adk ¾a (anality-
czn ¾a) dystrybucj ¾a rz¾edu 2. Mówimy, ·ze struktura sublorentzowska (H; g) jest typu
M2;2, jésli
(i) istniej ¾a g÷adkie (analityczne) hiperpowierzchnie S1, S2, takie ·ze ich przeci¾ecie
� = S1 \ S2 jest podrozmaitósci ¾a 1-wymiarow ¾a. Ponadto dim (TqSi \Hq) = 1 dla
ka·zdego q 2 � oraz i = 1; 2;
(ii) H zadaje struktur¾e kontaktow ¾a na Mn (S1 [ S2);
(iii) H2

q = Hq i H3
q = TqM , jésli tylko q 2 (S1 [ S2) n�;

(iv) H4
q = TqM dla q 2 �;

(v) pola kierunków Si 3 q �! TqSi \Hq, i = 1; 2, s ¾a czasowe;
(vi) funkcja S1 \ S2 3 q �! ^ (TqS1 \Hq; TqS2 \Hq) jest sta÷a;
(vii) krzywe anormalne stanowi ¾ace foliacj¾e S1 [S2 s ¾a, z dok÷adnósci ¾a do reparame-
tryzacji, czasowymi geodezyjnymi hamiltonowskimi skierowanymi w przysz÷óśc.
Równie·z i w tym przypadku zbiór S = S1 [S2 nazywa si¾e powierzchni ¾a Martineta.
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Zauwa·zmy, ·ze w otoczeniu dowolnego punktu ze zbioru Sin�, i = 1; 2, struktura
M2;2 to uogólniona struktura Martineta typu hamiltonowskiego.
Jak zobaczymy ni·zej, wartóśc k ¾ata hiperbolicznego pomi¾edzy TS1\H a TS2\H

decyduje o strukturze zbiorów osi ¾agalnych oraz o ilósci geometrycznie optymalnych
krzywych czasowych. Niech

(3.13) W =W (c1; c2) = c1c2 + 2c1 � 2c2 � 1.

Tym razem zaczniemy od twierdzenia o postaciach normalnych.

Twierdzenie 3.12 ([G7]). Niech (M;H; g) b ¾edzie czasowo zorientowan ¾a anality-
czn ¾a rozmaitósci ¾a sublorentzowsk ¾a, gdzie (H; g) jest metryk ¾a typu M2;2. Wówczas
dla ka·zdego punktu q 2 � (gdzie � ma znaczenie j.w.) istniej ¾a takie wspó÷rz ¾edne
analityczne x; y; z okréslone na otoczeniu punktu q, x(q) = y(q) = z(q) = 0, ·ze
(H; g) ma baz ¾e ortonormaln ¾a w nast ¾epuj ¾acej postaci normalnej

(3.14)
X =

@

@x
+ y'(y

@

@x
+ x

@

@y
) +

1

2
y (y � c1x) (y � c2x) (1 +  )

@

@z

Y =
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@y
� x'(y @
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+ x

@
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x (y � c1x) (y � c2x) (1 +  )

@
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,

przy czym X jest orientacj ¾a czasow ¾a, c1; c2 s ¾a takimi sta÷ymi, ·ze �1 < c2 < c1 < 1,
powierzchnia Martineta przedstawia si ¾e wzorem S = fy = c1xg[fy = c2xg, a ',  
s ¾a takimi funkcjami analitycznymi okréslonymi w otoczeniu 0, ·ze  (0; 0; z) = 0.

Nietrudno teraz odgadn ¾ác interpretacj ¾a wyra·zenia (3.13). Otó·z jésli � = ^ (TqS1 \Hq; TqS2 \Hq)
dla q 2 �, to z (3.14) widác, ·ze cosh� = 1�c1c2p

1�c21
p
1�c22

i sinh� = c1�c2p
1�c21

p
1�c22

, sk ¾ad

Wp
1� c21

p
1� c22

= � cosh�+ 2 sinh�.

Tak wi¾ec znak wielomianu W jest niezmiennikiem dla struktur typu M2;2. Przy
tym W > 0 (W < 0) wtedy i tylko wtedy, gdy tanh� > 1

2 (tanh� <
1
2 ).

Korzystaj ¾ac z powy·zszego schematu najpierw liczymy zbiory osi ¾agalne dla struk-
tur p÷askich w R3, które de�niujemy przez warunek, ·ze uk÷ad

X̂ =
@

@x
+
1

2
y (y � c1x) (y � c2x)

@

@z
, Ŷ =

@

@y
� 1
2
x (y � c1x) (y � c2x)

@

@z

jest ortonormalny z orientacj ¾a czasow ¾a X̂ (wszystkie szczegó÷y znajduj ¾a si¾e w [G7]).
Przechodz ¾ac do przypadku ogólnego mamy

Twierdzenie 3.13 ([G7]). Niech (H; g) b ¾edzie analityczn ¾a czasowo zorientowan ¾a
metryk ¾a typuM2;2 okréslon ¾a przez baz ¾e ortonormaln ¾a w postaci (3.14) na otoczeniu
normalnym U zera w R3. Przypúścmy, ·ze W (c1; c2) < 0. Wówczas zak÷adaj ¾ac, ·ze
U jest dostatecznie ma÷e, istniej ¾a funkcje analityczne �i : U �! R, i = 1; 2, takie
·ze zbiory osi ¾agalne dla (H; g) maj ¾a postác

J+(0; U) = N+(0; U) = A1 [A2,

I+(0; U) = int (A1 [A2) ,
gdzie
A1 = f(x; y; z) 2 U : �1(x; y; z) � 0g \ fx � 0, z � 0g,
A2 = f(x; y; z) 2 U : �2(x; y; z) � 0g \ fx � 0, z � 0g.
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Jak widác w przypadkach opisywanych przez twierdzenie 3.13 nie ma geome-
trycznie optymalnych krzywych czasowych.

Twierdzenie 3.14 ([G7]). Niech (H; g) b ¾edzie analityczn ¾a czasowo zorientowan ¾a
metryk ¾a typuM2;2 okréslon ¾a przez baz ¾e ortonormaln ¾a w postaci (3.14) na otoczeniu
normalnym U zera w R3. Przypúścmy, ·ze W (c1; c2) > 0. Wówczas zak÷adaj ¾ac, ·ze
U jest dostatecznie ma÷e, istniej ¾a funkcje analityczne �i; �ij : U �! R, i; j = 1; 2,
oraz zbiory semianalityczne �1, �2 wymiaru 2, takie ·ze U \ fx � 0g \ fz � 0g \
fc2x � y � xg n�1 ma dwie sk÷adowe spójne �+1 , ��1 oraz U \ fx � 0g \ fz � 0g \
f�x � y � c1xg n�2 ma dwie sk÷adowe spójne �+2 , ��2 i takie ·ze zbiory osi ¾agalne
dla (H; g) maj ¾a postác

J+(0; U) = A1 [ ::: [A6,

I+(0; U) = int (A1 [ ::: [A6) [A7 [A8,

N+(0; U) = int (A1 [ ::: [A6) [
�
f�1 = 0g \ �+1

�
[
�
f�2 = 0g \ ��2

�
,

gdzie
A1 = f(x; y; z) 2 U : �1(x; y; z) � 0g \ �+1 ,
A2 = f(x; y; z) 2 U : �11(x; y; z) � 0g \ ��1 ,
A3 = f(x; y; z) 2 U : �12(x; y; z) � 0g \ f�x � y � c2xg \ fz � 0g,
A4 = f(x; y; z) 2 U : �2(x; y; z) � 0g \ ��2 ,
A5 = f(x; y; z) 2 U : �21(x; y; z) � 0g \ �+2 ,
A6 = f(x; y; z) 2 U : �22(x; y; z) � 0g \ fc1x � y � xg \ fz � 0g,
A7 = f(x; y; z) 2 U : y = c1x, x � 0, z = 0g,
A8 = f(x; y; z) 2 U : y = c2x, x � 0, z = 0g.

Funkcje �ij otrzymujemy rozwi ¾azuj ¾ac odpowiednie zagadnienia Cauchy�ego z
warunkami pocz ¾atkowymi na p÷aszczyznach fy = cixg, i; j = 1; 2. Wypiszemy
jeszcze krzywe geometrycznie optymalne w przypadkach omawianych w twierdzeniu
3.14. Stosuj ¾ac notacj¾e z podrozdzia÷u 3.4 s ¾a to krzywe tworz ¾ace @UJ+(0; U)\fz �
0g, tzn. (X + Y )(X � Y ), (X + c2Y )(X + Y ), (X + c2Y )(X � Y ) (krzywe
(X+Y )(X�Y ) oraz (X+c2Y )(X+Y ) przestaj ¾a býc geometrycznie optymalne po
osi ¾agni¾eciu zbioru �1 - wówczas wchodz ¾a do wn¾etrza int J+(0; U)) oraz te tworz ¾ace
@UJ

+(0; U)\fz � 0g, tj. (X �Y )(X̂ +Y ), (X + c1Y )(X �Y ), (X + c1Y )(X +Y )
(krzywe (X + c1Y )(X � Y ) oraz (X � Y )(X + Y ) przestaj ¾a býc geometrycznie op-
tymalne po przeci¾eciu zbioru �2). Zanotujmy jeszcze, i·z mamy tutaj dwie geome-
trycznie optymalne krzywe czasowe i jednoczésnie minimalna liczba funkcji potrzeb-
nych do opisu zbiorów osi ¾agalnych to 6.

Wniosek 3.7. Zbiory osi ¾agalne dla analitycznych metryk sublorentzowskich typu
M2;2 s ¾a semi-analityczne. Ponadto minimalna liczba funkcji analitycznych potrzebna
do opisu zbioru J+(q; U), q 2 �, wynosi 2 w przypadku W < 0 i 6 w przypadku
W > 0.

Na koniec zauwa·zmy, ·ze powy·zsze rezultaty mo·zna uogólníc na przypadek dowol-
nej liczby anormalnych krzywych czasowych startuj ¾acych z ustalonego punktu.
Postacie normalne dla takich struktur, pod pewnymi dodatkowymi za÷o·zeniami,
skonstruowane s ¾a w [G7]. Problem stanowi jednak du·za liczba ró·znych sta÷ych, co
powoduje, ·ze trudno jest sfomu÷owác ogólne twierdzenie.
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3.8. Zastosowanie do uk÷adów a�nicznych. Geometrycznie optymalne
krzywe osobliwe a minimalna liczba funkcji analitycznych opisuj ¾acych
zbiór osi ¾agalny. Jak zosta÷o przedstawione w podrozdziale 3.2 wszystkie powy·zsze
rezultaty mo·zna bezpósrednio zastosowác do liczenia zbiorów osi ¾agalnych dla a�nicznych
uk÷adów sterowania indukowanych przez metryki sublorentzowskie. Bior ¾ac pod
uwag¾e przyk÷ady i obliczenia z [G5, G6, G7] otrzymyjemy

Wniosek 3.8. Niech dany b¾edzie analityczny a�niczny uk÷ad sterowania _q = X +
uY , u 2 [a; b], gdzie X;Y zadane s ¾a przez jedn ¾a z formu÷(3.6), (3.11), (3.12),
(3.14) (przy za÷o·zeniu W 6= 0 w tym ostatnim przypadku). Wówczas dla dowol-
nego punktu q i dla dowolnego dostatecznie ma÷ego otoczenia normalnego U punktu
q, zbiór A(q; U) jest semianalityczny, a minimalna liczba funkcji analitycznych
potrzebnych do opisu tego zbioru wynosi 2 + 2m, gdzie m jest liczb ¾a geometryczni
optymalnych trajektorii osobliwych tego uk÷adu.

Na koniec tej cz¾ésci zanotujmy jeszcze jedno zastosowanie formalizmu sublorent-
zowskiego do teorii uk÷adów a�nicznych. Otó·z we wszystkich rozwa·zanych powy·zej
przypadkach brzeg @UA(q0; U) zbioru osi ¾agalnego jest skończon ¾a sum ¾a zbiorów
postaci f� = 0g, gdzie � jest funkcj ¾a g÷adk ¾a (anlityczn ¾a), tak ¾a ·zerH� jest polem ze-
rowym skierowanym w przysz÷óśc, gdzie gradientrH liczymy wzgl¾edem indukowanej
struktury sublorentzowskiej. Otó·z mo·zna udowodníc

Lemma 3.1 ([G5]). Niech U b ¾edzie otwartym podzbiorem rozmaitósci sublorent-
zowskiej (M;H; g) i niech � : U �! R b ¾edzie tak ¾a funkcj ¾a g÷adk ¾a, ·ze gradient ho-
ryzontalny rH� jest wsz ¾edzie zerowy. Wówczas ka·zda poziomica f� = constg jest
niezmiennicza wzgl ¾edem rH�. Ponadto dla ka·zdego q 2 f� = constg, przestrzén
Hq \ Tq f� = constg zawiera dok÷adnie jeden kierunek przyczynowy, mianowicie
kierunek wektora rH�(q).

Jako wniosek z lematu 3.1 otrzymujemy

Wniosek 3.9. Rozwa·zmy a�niczny uk÷ad sterowania _q = X + uY , u 2 [a; b], gdzie
X;Y zadane s ¾a przez jedn ¾a z formu÷(3.6), (3.11), (3.12), (3.14). Wówczas dla
ka·zdego q 2 @UA(q0; U) istnieje dok÷adnie jedna trajektoria geometrycznie opty-
malna ÷¾acz ¾aca q0 z q.

4. Pozosta÷e osi ¾Agni ¾Ecia naukowo-badawcze

4.1. Omówienie artyku÷ów nie w÷¾aczonych do jednotematycznego cyklu.
S ¾a to nast¾epuj ¾ace artyku÷y:
[P1] M. Grochowski, Di¤erential Properties of the sub-Riemannian Distance

Function, Bulletin of the Polish Academy of Sciences, Vol. 50, No. 1
(2002), 93-101.

[P2] M. Grochowski, Geodesics in the sub-Lorentzian Geometry, Bulletin of the
Polish Academy of Sciences, Vol. 50, No. 2 (2002), 161-178.

[P3] M. Grochowski, On the Heisenberg sub-Lorentzian Metric on R3, in Geo-
metric Singularity Theory, Banach Center Publication, vol. 65 (2004), 57-
65.

[P4] M. Grochowski, Reachable Sets For a Class of Contact sub-Lorentzian Met-
rics on R^3. Existence of Non-smooth Geodesics, Geometry and Topology
of Caustics - Caustics �06, Banach Center Publications, Vol. 82, Warszawa
2008, 101-110.
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[P5] M.Grochowski, Some Properties of Reachable Sets for Control A¢ ne Sys-
tems, Analysis and Mathematical Physics, Vol. 1, No. 1 (2011), 3-13.

[P6] M. Grochowski, Some Remarks on the Global sub-Lorentzian Geometry,
Analysis and Mathemtical Physics, Vol. 3, No. 4 (2013), 295-309.

[P7] M. Grochowski, Normal Forms for sub-Lorentzian Metrics Supported on
Engel Type Distributions, recenzja typu "minor revision" w Journal of
Geometry and Physics (http://arxiv.org/abs/1312.4201)

[S1] M. Grochowski, B, Warhurst, Invariants for contact sub-Lorentzian struc-
tures on 3-dimensional manifolds, z÷o·zone do Geometriae Dedicata
(http://arxiv.org/abs/1312.4581).

[S2] M. Grochowski, A Necessary and Su¢ cient Condition for Local Control-
lability Around Closed Orbits, z÷o·zone do Bulletin of Polish Acad. Sci.
(http://arxiv.org/abs/1312.4181)

W artykule [P1] badam w÷asnósci ró·zniczkowe funkcji odleg÷ósci w geometrii sub-
riemannowskiej. Pokazuj¾e, ·ze odleg÷óśc subriemannowska od punktu jest g÷adka
na podzbiorze otwartym i g¾estym otoczenia ka·zdej geodezyjnej minimalizuj ¾acej
nie b ¾ed ¾acej krzyw ¾a anormaln ¾a. Pokazuj¾e równie·z przydatny fakt mówi ¾acy, ·ze w
przypadku, gdy odleg÷óśc subriemannowska f jest g÷adka, to ka·zda trajektoria
gradientu horyzontalnego rHf jest jedyn ¾a geodezyjn ¾a minimalizuj ¾ac ¾a pomi¾edzy
swoimi końcami, nie b ¾ed ¾ac ¾a przy tym krzyw ¾a anormaln ¾a. Uzupe÷niam równie·z
znany rezultat mówi ¾acy o tym, i·z ka·zda geodezyjna hamiltonowska (tj. normalna)
jest lokalnie minimalizuj ¾aca. Mianowicie korzystaj ¾ac z poj¾ecia gradientu horyzon-
talnego dowodz¾e, ·ze ka·zdy dostatecznie krótki odcinek geodezyjnej hamiltonowskiej
jest jedyn ¾a geodezyjn ¾a minimalizuj ¾ac ¾a pomi¾edzy swoimi końcami.

Praca [P2] stanowi pierwsze wprowadzenie do geometrii sublorentzowskiej. Prezen-
towane s ¾a tutaj wszystkie podstawowe de�nicje i poj¾ecia geometrii sublorentzowskiej
oraz dowodzone s ¾a ich w÷asnósci. Wi¾eksza cz¾éśc materia÷u prezentowanego w po-
drozdzia÷ach 2.1, 2.3, 2.4, 2.5, 2.6 wst¾epu zosta÷a sformu÷owana i udowodniona
w [P2]. Wprowadzam tam równie·z poj¾ecie globalnej hiperbolicznósci dla roz-
maitósci sublorentzowskich i dowodz¾e, ·ze przy takim za÷o·zeniu (globalna) odleg÷óśc
sublorentzowska jest wsz¾edzie skończona i pó÷ci ¾ag÷a z góry. Prace [P1], [P2] sk÷adaj ¾a
si¾e na moj ¾a prac¾e doktorsk ¾a

W [P3] badam podstawowe w÷asnósci p÷askiej kontaktowej metryki sublorent-
zowskiej. Wypisuj¾e i rozwi ¾azuj¾e równania na geodezyjne, wyznaczam conjugate
locus, pokazuj¾e, ·ze odwzorowanie wyk÷adnicze exp0 z biegunem w zerze nie jest
"na" ·zadne otoczenie zera oraz dowodz¾e, ·ze w tym przypadku od÷eg÷óśc sublorent-
zowska od zera jest g÷adka na pewnym otoczeniu W zbioru I+(0)\ fz = 0g, takim
·ze 0 2 @W .

W [P4] dla pewnej klasy metryk kontaktowych w R3 wyznaczam zbiory osi ¾agalne,
konstruuj¾e zerowe geodezyjne nieg÷adkie i dowodz¾e, ·ze odleg÷óśc sublorentzowska
od 0 jest ci ¾ag÷a w punktach zbioru @UJ+(0; U).

Praca [P5] bada w÷asnósci lokalnych zbiorów osi ¾agalnych z punktu dla a�nicznych
uk÷adów sterowania. Niech

(4.1) _q = X0 +
X

ujXj , u = (u1; :::; uk) 2 C,
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b¾edzie a�nicznym uk÷adem sterowania okréslonym na rozmaitósci M . O zbiorze
paratemtrów steruj ¾acych C zak÷adamy, ·ze jest zwarty, wypuk÷y i dim C > 0. Przez
riC (odp. rbC) b ¾edzie oznaczác relatywne wn¾etrze (odp. relatywny brzeg) zbioru
C tak jak to de�niowane jest w analizie wypuk÷ej (zob. np. [40]). Ustalmy punkt
q0 2 M i za÷ó·zmy, ·ze Lie fX0 +

P
ujXj : u 2 rbCg (q0) = Tq0M . Dla otoczenia

U punktu q0 oraz podzbioru B � C, przez A(q0; U ;B) b¾edziemy oznaczác zbiór
z÷o·zony ze wszystkich trajektorii uk÷adu (4.1) startuj ¾acych z q0, zawartych w U i
generowanych przez wszystkie sterowania przyjmuj ¾ace wartósci w B (czas końcowy
nie jest ustalony). G÷ówne rezultaty pracy [P5] mo·zna stréscíc w nast¾epuj ¾acym

Twierdzenie 4.1. Przy powy·zszych za÷o·zeniach istnieje taka baza otoczén O punktu
q0, ·ze dla ka·zdego U 2 O prawdziwe s ¾a wzory

A(q0; U ; C) = clU (intA(q0; U ; riC)) = clU (intA(q0; U ; rbC)),

intA(q0; U ; C) = intA(q0; U ; riC) = intA(q0; U ; rbC),

@UA(q0; U ; C) = @UA(q0; U ; riC) = @UA(q0; U ; rbC).
Ponadto, jésli dystrybucja SpanfX0; :::; Xkg jest typowa w sensie [9], to zbiory
A(q0; U ; riC) s ¾a otwarte.

Twierdzenie 4.1, podobnie jak twierdzenie 3.1, nie wynika wprost ze znanych
twierdzeń teorii sterowania.
×atwo zauwa·zýc, ·ze otoczenia U nie mog ¾a býc dowolne. Stosowny przyk÷ad

uk÷adu i otoczenia U takiego, ·ze zbiór A(0; U ; [�1; 1]) nie jest domkni¾ety zawarty
jest w [P5] w paragra�e 4.

Artyku÷[P6] jest pierwsz ¾a prac ¾a maj ¾ac ¾a na celu skonstruowanie narz¾edzi do
badania rozmaitósci sublorentzowskich z globalnego punktu widzenia. Konstruuj¾e
globalnie okréslony uk÷ad sterowania opisuj ¾acy krzywe przyczynowe, a nast¾epnie
formu÷uj¾e warunek konieczny i dostateczny na lokaln ¾a sterowalnóśc tego uk÷adu w
otoczeniu zamkni¾etych krzywych czasowych. Dowodzone s ¾a te·z tutaj stwierdzenia
2.1, 2.2, 2.3 oraz wniosek 2.1.

Praca [P7] rozpoczyna badania struktur sublorentzowskich w R4. Skonstruowane
s ¾a postacie normalne dla metryk lorentzowskich na dystrybucjach Engela:

Twierdzenie 4.2 ([P7]). Niech (H; g) b ¾edzie g÷adk ¾a metryk ¾a sublorentzowsk ¾a na
4-wymiarowej rozmaitósci, tak ¾a ·ze H jest dystrybucj ¾a typu Engela, a g jest metryka
lorentzowsk ¾a na H, przy czym zak÷adamy, ·ze krzywe anormalna dla H s ¾a, z dok÷ad-
nósci ¾a do reparametryzacji, czasowymi geodezyjnymi hamiltonowskimi. Wówczas
dla ka·zdego punktu q0 2M istniej ¾a wspó÷rz ¾edne x; y; z; w okréslone w otoczeniu q0,
x(q0) = ::: = w(q0) = 0, w których (H; g) ma baz ¾e ortonormaln ¾a w nast ¾epuj ¾acej
postaci normalnej

X =
@

@x
+ y'

�
y
@

@x
+ x

@

@y

�
+ 1

2y(1 +  1)
@

@z
+ 1

2y
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@
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@

@y
� x'

�
y
@
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@
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�
� 1
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@
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� 1

2xy(1 +  2)
@
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,

gdzie ',  1,  2 s ¾a takimi funkcjami g÷adkimi okréslonymi w otoczeniu 0, ·ze  1(0; 0; z; w) =
 2(0; 0; 0; w) = 0, natomiast pole X jest orientacj ¾a czasow ¾a o tej w÷asnósci, ·ze
krzywe anormalne zawarte w fy = 0g s ¾a trajektoriami X.
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Otrzymuj¾e równie·z pewne oszacowania na zbiory osi ¾agalne. Warto w tymmiejscu
zauwa·zýc, ·ze przedstawione w rozdziale 3 autoreferatu metody, w wy·zszych wymia-
rach nie dzia÷aj ¾a.

W pracy [S1] wraz z B. Warhurstem konstruujemy niezmienniki dla kontak-
towych struktur sublorentzowskich w wymiarze 3. S ¾a to: funkcja g÷adka na roz-
maitósci oraz (1; 1)-tensor na dystrybucji. Zastosowanie uzyskanych niezmienników
do przypadku grup z lewo niezmienniczymi metrykami sublorentzowskimi daje nam
cz¾ésciow ¾a klasy�kacj¾e takich przestrzeni. Razem z B. Warhurstem napisalísmy ko-
lejn ¾a prac¾e, w której liczymy algebr¾e in�nitezymalnych transformacji konforemnych
(w szczególnósci izometrii) dla grup w prostszych przypadku. Ponadto pokazujemy
jak zrealizowác dowoln ¾a kontaktow ¾a struktur¾e sublorentzowsk ¾a w wymiarze 3 jako
geometri¾e równania ró·zniczkowego zwyczajnego modulo tzw. "point transforma-
tions".

W pracy [S2] dowodz¾e przy dóśc ogólnych za÷o·zeniach, ·ze ka·zdy uk÷ad sterowa-
nia na rozmaitósci zwartej ma orbit¾e zamkni¾et ¾a. Ponadto (ju·z bez za÷o·zenia o
zwartósci) podaj¾e warunek konieczny i dostateczne na lokaln ¾a sterowalnóśc uk÷adu
w otoczeniu orbity zamkni¾etej.

4.2. Udzia÷w projektach badawczych. Pobyty.
� W latach 2002 - 2006 by÷em cz÷onkiem projektu europejskiego RAAG (real
algebraic and analytic geometry, nr projektu HPRN-CT-2001-00271)

� Bylem cz÷onkiem dwóch grantów Ministerstwa Eudukacji Narodowej: grant
nr 2703/H03/2007/32 (lata 2007-2009) oraz grant nr NN201 607540 (lata
2011-2014);

� Jako student w 1996 odby÷em 3-miesi¾eczny sta·z na Université de Savoie w
Chambéry we Francji;

� W okresach 01.03.2007 �31.08.2007, 01.10.2008 �30.09.2009, 01.10.2010 �
30.09.2011 by÷em zatrudniony w Instytucie Matematycznym PAN. Obecnie,
tj. od 1.10.2013 równie·z pracuj¾e w IMPAN.

� Krótkie wizyty na Uniwersytecie w Bergen (Norwegia): 02.09.2010 �14.09.2010,
02.02.2011 �08.02.2011.

� Instytut Mittag-Le­ er: 01.10.2011 �31.10.2011.

4.3. Udzia÷w konferencjach. Poni·zej przedstawiam list¾e konferencji, w których
bra÷em czynny udzia÷(z wyg÷oszeniem referatu poza jednym przypadkiem).

� Polish-Japanese Singularity Working Days, B¾edlewo, 2001;
� Geometry and Topology of Caustics, CAUSTICS�02;
� RAAG Meeting of Young Researchers, Barcelona, Coma Ruga, 2003;
� RAAG Meeting of Young Researchers, Perugia 2004;
� Tame geometry: a tribute to Rene Thom and Stanis÷aw ×ojasiewicz, Cham-
bery, 2005 (wspólny referat z P. Goldsteinem z UW);

� Polish-japanese Singularity Working Days, Bukowina 2005;
� Geometry and Topology of Caustics, CAUSTICS�06;
� Workshop on Geometric Control Theory, Warszawa 2006;
� Summer School on Global Analysis, Spisska Stara Ves, 2006;
� Polish-Japanese Singularity Working Days, Sopot, 2007;
� Control, Constraints and Quanta, B¾edlewo, 2007 (plakat);
� Referat w Bergen (Norwegia) 15.09.2010;
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� Referat w Instytucie Mittag-Le­ er ( i KHT) 05.10.2011;
� Szko÷a zimowa "Uk÷ady dynamiczne w �zyce", styczeń, 2014.

4.4. Organizacja konferencji, wyk÷ady plenarne.
� W 2014 (listopad) w Pary·zu, w ramach trymestru "Geometry, Analysis
and Dynamics on sub-Riemannian Manifods" organizuj¾e razem z I. Markin ¾a
(Uniwersytet w Bergen, Norwegia) warsztaty z geometrii sublorentzowskiej;

� W 2014 (listopad) zosta÷em zaproszony do wyg÷oszenia wyk÷adu plenarnego
z geometrii sublorentzowskiej na konferencji "Geometric Control and Re-
lated Fields" b¾ed ¾acej cz¾ésci ¾a semestru "New Trends in Calculus of Varia-
tions" w Linz (Austria).

4.5. Recenzje artyku÷ów naukowych. Recenzowa÷em artyku÷y dla nast¾epuj ¾a-
cych czasopism:

� Journal of Dynamical and Control Systems,
� Journal of Geometry and Physics,
� Journal of Complex Analysis and Operator Theory,
� Control and Cybernetics,
� Demonstratio Mathematica,
� Mathematica Scandinavica,
� Bulletin des Sciences Mathématiques.

Ponadto pisz¾e dla Mathematical Reviews.

4.6. Recenzje prac doktorskich. By÷em recenzentem pracy doktorskiej A. Ko-
rolko pt. "Sub-semi-Riemannian Geometry on Heisenberg-Type Groups" (2011,
Department of Mathematics, University of Bergen, Norwegia).
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