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4 MAREK GROCHOWSKI

1. ZAWARTOSC AUTOREFERATU

Niniejszy autoreferat sklada sie z trzech gléwnych czeéci. Rozdziat 2 stanowi
wprowadzenie do geometrii sublorentzowskiej. W rozdziale 3 prezentowane sa rezul-
taty zawarte w mojej rozprawie habilitacyjnej, a dotyczace zbioréw osiagalnych
dla wybranych klas struktur sublorentzowskich i odpowiadajacych im afinicznych
ukladéw sterowania. W rozdziale 4 przedstawiam moje pozostale osiagniecia naukowo-
badawcze.

2. WPROWADZENIE DO GEOMETRII SUBLORENTZOWSKIEJ.

Rozmaitos¢ lorentzowska (M, g) to para zlozona z rozmaitoSci gtadkiej M oraz
metryki lorentzowskiej g na M. Mdéwiac dokladniej g jest cieciem gladkim wigzki
wektorowej T*M @ T*M — M, takim ze g, : T, M x T, M — R jest niezdege-
nerowang formg dwuliniowg symetryczng o indeksie 1 dla kazdego x € M. Innymi
stowy dla kazdego x € M istnieje baza v1, ..., v, przestrzeni stycznej T, M, w ktorej
g, ma macierz diag(—1,1,...,1). Rozmaitosci lorentzowskie sa wazne i dos¢ szeroko
znane z racji swoich zastosowan w fizyce, zwlaszcza w teorii wzglednoéci i kosmologii
(zob. np. [39, 19, 37]).

Jesli M jest rozmaitosciag gladka, to dystrybucjg na M nazywamy taki podzbiér
H C TM wiazki stycznej, ze przeciecie H, = H NI, M jest podprzestrzenia linio-
wa w T, M dla kazdego x € M. Jeéli wymiar dim H, nie zalezy od punktu zx, to
moéwimy, ze H jest stalego rzedu, a liczbe dim H, nazywamy rzedem dystrybucji H
i oznaczamy przez rank H. Dystrybucje o stalym rzedzie sa subwigzkami wigzki
stycznej. Méwimy, ze dystrybucja H jest w petni nieholonomiczna lub ze spelnia
warunek Hormandera, je$li dla kazdego punktu x € M pola wektorowe o wartos-
ciach w H i okreSlone w otoczeniu x, wraz z ich nawiasami Liego dowolnego rzedu
rozpinaja calg przestrzen styczng T, M. Dystrybucje nieholonomiczne w sposéb
naturalny pojawiaja sie w fizyce. Jako przyklad rozwazmy sfere poruszajaca sie
bez poslizgu po poziomej plaszczyznie. Jej ruch opisywany jest przez krzywe lezace
na 5-wymiarowej rozmaitosci R? x SO(3,R), ktére sa styczne do pewnej nieholo-
nomicznej dystrybucji rzedu 3 (zob. np. [24, 34]). Powyzszy przyktad i wiele jemu
podobnych daly impuls do rozwoju geometrii subriemanowskiej, tj. geometrii roz-
maitosci gladkich wyposazonych we w pelni nieholonomiczng dystrybucje, na ktérej
zadany jest iloczyn skalarny (metryka riemannowska).

Geometria sublorentzowska to geometria rozmaito$ci wyposazonych we w petni
nieholonomiczna dystrybucje, na ktérej zadana jest metryka lorentzowska. Jest to
wiec polaczenie geometrii lorentzowskiej z geometrig par: rozmaito$c, dystrybucja,
a zatem znajduje zastosowania na styku teorii wzglednoSci i zagadnien, w ktérych
taka dystrybucja si¢ pojawia. Natychmiastowym przykladem moze by¢ relatywiza-
cja zagadnien fizycznych, do ktérych stosuje sie geometria subriemannowska. Inny
przyklad to préba unifikacji grawitacji i elektromagnetyzmu [28] w pieciowymia-
rowej przestrzeni z metryka lorentzowska zadang na odpowiednio dobranej dys-
trybucji nieholonomicznej rzedu 4. Warto w tym miejscu zaznaczy¢, ze pierwsze
cztery wspéhzedne czasowych geodezyjnych hamiltonowskich (wszystkie definicje
zawarte sa w rozdziale 2) w R® wzgledem naturalnej kontaktowej struktury sublo-
rentzowskiej, pokrywaja sie z trajektoriami czastek o niezerowej masie i ladunku w
statycznym polu elektromagnetycznym (por. [26, 35]). Struktury sublorentzowskie
pojawiaja sie réwniez w teorii réwnan rézniczkowych. Np. geometria zwigzana z
réwniem zwyczajnym rzedu 2 w sposéb naturalny utozsamia sie¢ z odpowiednig klasa
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konferemna kontaktowych metryk sublorentzowskich w R?® ~ J'(R,R). Réwniez
rzeczywisty analogon strutktur Cauchy’ego Riemanna - tzw. ”para CR structures”
typu (k, 1, s) moga by¢ interpretowane jako pewne szczegélne struktury subloren-
tzowskie z dystrybucja kowymiaru k na (k4 1+ s)-wymiarowej rozmaitoéci - patrz
[21, 36]. Poza wspomnianymi zastosowaniami formalizm sublorentzowski przydatny
jest réwniez w badaniu afinicznych ukladéw sterowania, jak to jest wyjasnione w
podrozdziale 3.2.

Geometria sublorentzowska jest teoriag mato zbadana. Pierwszy, bardziej syste-
matyczny opis tej geometrii nalezy do autora niniejszego referatu i znajduje sie
w [13] oraz w nastepnych jego pracach. Tematyka sublorentzowska jest réwniez
poruszana np. w pracach [8, 25, 26, 27, 12, 17, 22, 28, 29|, jak réwniez [34, 43, 38].
Celem niniejszego rozdziatu jest wprowadzenie do geometrii sublorentzowskiej.

2.1. Krzywe horyzontalne. Niech M bedzie gladka (tzn. klasy C°) i spéjna
rozmaito$cia wymiaru n+1. Niech H bedzie dystrybucja gladka na M stalego rzedu
k41 (tj. H jest (k+1)-wymiarows subwiazka wiazki stycznej TM). Dla ustalonego
punktu g € M oraz liczby naturalnej ¢ definiujemy H, ; jako podprzestrzen liniowa
przestrzeni T, M generowang przez wszystkie wektory postaci

(X1, [X2, .y [Xjflv XJ]H(Q)7

gdzie X1, ..., X; sg cieciami H okreslonymi na otoczeniu ¢, j < ¢, nawiasy kwadra-
towe oznaczaja iterowany nawias Liego. Méwimy, ze H spelnia warunek Hérman-
dera, zwany tez warunkiem Chow, jeéli dla kazdego ¢ € M istnieje i = i(q) € N,
takie ze T, M = Hé.

Geometria pary (M, H) w duzej mierze odzwierciedlana jest przez tzw. krzywe
horyzontalne. Krzywa v : [a,b] — M nazywa sie krzywa horyzontalng (lub do-
puszczalng), jesli (i) v jest absolutnie ciagla, (i) ¥(t) € H,) dla prawie kazdego
t € [a,b], (ili) ¥ jest calkowalna z kwadratem wzgledem pewnej (a wiec dowolnej)
metryki riemannowskiej na M.

Uwaga 2.1. Czes¢ autordow z geometrii subriemannowskiej rozwaza wezszq klase
krzywych, mianowicie definiuje krzywe horyzontalne jako takie, ktdre spetniajq (i),
(ii) oraz warunek v € L. Wszystko zalezy od technik uzywanych przez danego
autora. Klasa L wydaje sie byt dogodniejsza ze wzgledu na fakt, iz zasada mak-
simum Pontriagina dowodzona jest wlasnie dla tej klasy. Z kolei klasa L? jest
Lwygodniejsza” ze wzgledu na refleksywnosé przestrzeni L2. Oba podejécia sq w
kazdym razie réwnowazne dla problemdw optymalizacyjnych, ktére nie zalezq od
parametryzacji krzywych.

Oznaczmy przez QqT zbiér wszystkich krzywych horyzontalnych « : [0,7] — M,
takich ze v(0) = ¢, i rozwazmy odwzorowanie

endg : QZ — M, enqu(’y) =~(T).

Dowodzi sie [5], ze Qg posiada naturalng strukture rozmaitosci Hilberta mode-
lowanej na przestrzeni L2([0, 7], R¥*1) oraz ze endg jest klasy C*° wzgledem tej
struktury. Mozna réwniez pokazaé, ze jeSli H spelnia warunek Hoérmandera, to
end?(ﬂg) = M dla kazdego punktu g € M oraz dla kazdego T" > 0 - jest to
twierdzenie Chow-Rashevskiego (patrz np. [10, 16, 31]). W przypadku H = TM
odwzorowanie d.yend?; : TWQZ“ — TymM jest surjeckcja dla kazdej krzywej
v E QqT. Sytuacja zmienia si¢, gdy H # T'M, skad nastepujaca definicja. Krzywa
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horyzontalna ~ € Qg nazywa sie krzywaq anormalng, jeSli jest punktem osobli-
wym odwzorowania enqu, tj. gdy rézniczka dvenqu 2T ng — Ty(ryM nie jest
surjekcja. Krzywe anormalne pojawiaja sie w sposéb naturalny w geometrii subrie-
mannowskiej i sublorentzowskiej oraz w wielu zagadnieniach teorii sterowania, a ich
obecnoéci towarzysza zwykle rézne osobliwe zjawiska (poréwnaj [6]). W sytuaci,
gdy H jest dystrybucja kontaktowa jedynymi krzywymi anormalnymi sa krzywe
stale.

Podamy jeszcze jedno (réwnowazne) okreSlenie krzywych anormalnych, ktére
wykorzystamy do zdefiniowania tzw. krzywych Goha. Przez H' oznaczmy anihila-
tor dystrybucji H, tj. H+ = {)\ eT*M : (\v) =0 dla kazdego v € H,,(A)}. Ht
jest (2dim M — rank H)-wymiarows subwiazka w T*M. Ot6z krzywa horyzontalna
v : |a,b] — M jest anormalna wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje jej podniesienie
do wiazki kostycznej T : [a,b] — T*M spelniajace nastepujace warunki:

(i) I'(¢) € T5 ) M\{0} dla kazdego ¢ € [a, D],

(i) D([a, b)) C H*,

(iii) Qpe) (I'(t), ¢) = 0 dla prawie kazdego t € [a,b] i kazdego ¢ € TryH™S;

) oznacza tutaj obciecie standardowej formy symplektycznej z T*M do H+. Pod-
niesienie I" speliajace warunki (i), (ii), (iii) nazywa si¢ podniesieniem anormalnym.
Krzywa horyzontalna v : [a,b] — M nazywa sie krzywq Goha, jesli istnieje takie
jej podniesienie anormalne T': [a,b] — T* M, ktére dodatkowo spelia warunek

(D(t),v) = 0 dla kazdego v € Hi;

jest to tzw. warunek Goha. W teorii sterowania dowodzi sie, ze warunek Goha jest
warunkiem koniecznym drugiego rzedu na optymalno$¢ krzywych anormalnych.

2.2. Metryki sublorentzowskie. Niech g bedzie metryka lorentzowska na H tj.
g jest cigciem gladkim wigzki H* ® H* — M, takim ze g4 : Hy x Hy — R jest
niezdegenerowana forma dwuliniowa symetryczna indeksu 1 dla kazdego g € M.
Oznacza to, ze dla kazdego punktu ¢ € M istnieje baza vy, ..., v; przestrzeni Hy,
w ktérej g, ma macierz diag(—1,1,...,1). W dalszym ciagu bedziemy pisaé g(v,v)
zamiast g,(v,v), v € Hy.

Definicja 2.1. Par¢ (H,g) nazywamy metrykq lub strukturg sublorentzowskq na
M, za$ tréjka (M, H, g) nazywa sie rozmaitoéciq sublorentzowskaq.

Nie na kazdej dystrybucji istnieja metryki lorentzowskie. Dostosowujac do wiazek
wektorowych rozwazania z [42] oraz [2] mozna udowodnié¢ stwierdzenie.

Stwierdzenie 2.1 ([15]). Istnieje metryka lorentzowska g na dystrybucji H wtedy
1 tylko wtedy, gdy H posiada poddystrybucje rzedu 1. Mdowigc precyzyjniej, jesli
istnieje metryka lorentzowska na dystrybucji H, to H przedstawia sie w postaci
sumy Whitney’a H = H= ® HT poddystrybucji, gdzie rank H~ = 1 oraz obciecie
g do H™ (odp. do HT) jest ujemnie (odp. dodatnio) okreslone. Przy tym mozna
zaktadat, ze powyzsza suma Whitney’a jest ortogonalna w sensie metryki g.

Nietrudno skonstruowaé¢ przyklad dystrybucji (rozmaitoéci), na ktérej metryki
lorentzowskie (sublorentzowskie) nie istnieja.

Przyklad 2.1. Rozwaimy sfere S° i niech H bedzie dowolng dystrybucjq rzedu 4
na S° (takq H mozna skonstruowaé np. jako dopetnienie w TS® wiqzki prostych
Span{ X}, gdzie X jest nieznikajgcym polem wektorowym na S°). Pokazemy, %e
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na H nie istnieje metryka lorentzowska. Istotnie, gdyby taka metryka istniata, to
wowczas mielibysmy rozktad H~ ® H' jak w stwierdzeniu 2.1, ale wtedy H' jest
dystrybucjq rzedu 3, a takie jak wiadomo na S° nie istniejq (patrz [42)). Zatem
udowodnilismy, ze na S° nie istniejq metryks sublorentzowskie, chocia? jak wiadomo
metryki lorentzowskie istniejq.

Widaé wige, ze istnienie metryk sublorentzowskich (podobnie jak istnienie me-
tryk lorentzowskich) na rozmaito$ci M naklada ograniczenia na topologie M. Ko-
rzystajac ze stwierdzenia 2.1 mozna podac¢ szereg bardziej szczegétowych rezultatéow
tego typu. Jako przyklad zanotujmy dwa fakty.

Stwierdzenie 2.2 ([15]). Niech (M, H, g) bedzie jednospdjng rozmaitociq sublorent-
zowska, gdzie rank H = 2. Wowczas H ma globalnie okreslong baze, tj. istniejq
dwa liniowo niezaleine cigcia H okre§lone na catej M. W szezegdlnosci wy, (M) =
wp—1(M) = 0, gdzie wg(M) oznacza odpowiedniq klase Stiefela- Whitney’a wiqzki
TM.

Stwierdzenie 2.3 ([15]). Niech (M, H, g) bedzie jednospdjng rozmaitociq sublorent-
zowska, gdzie dim M = 3 (wtedy rank H = 2). Wowczas M jest paralelizowalna.

Przyklad 2.2. Nie istnieje metryka sublorentzowska na rozmaitosci S? x R (me-
tryka lorentzowska oczywiscie istnieje). Istotnie, S* x R jest jednospdina, ale nie
jest paralelizowalna.

Niech (M, H,g) bedzie ustalona rozmaitoScia sublorentzowska i niech ¢ € M.
Przez analogie do geometrii lorentzowskiej méwimy, ze v € H, jest wektorem cza-
sowym, gdy g(v,v) < 0, wektorem przyczynowym, gdy g(v,v) < 01 v # 0, wek-
torem przestrzennym, gdy g(v,v) > 0 lub v = 0 i wreszcie wektorem zerowym,
gdy g(v,v) = 0, ale v # 0. Przez orientacje¢ czasowq metryki (H,g) rozumiemy
ciagte pole czasowe na M. Niech X bedzie orientacja czasowa. Méwimy, ze wek-
tor przyczynowy v € H, jest zorientowany w przysztosé (odp. w przesztosé), jesli
g(v, X (q)) <0 (odp. g(v, X(q)) > 0). Analogicznie jak w geometrii lorentzowskiej
[37] dowodzi si¢

Stwierdzenie 2.4. Nastepujace warunki sq réwnowaine:
(1) istnieje metryka lorentzowska na H ;
(2) istnieje czasowo zorientowana metryka lorenztowska na H.

Ze stwierdzenia 2.1 mamy

Whiosek 2.1. Kazda jednospdjna rozmaitosé sublorentzowska jest czasowo orien-
towalna.

Krzywa horyzontalna v : [a,b] — M nazywa sie krzywa przyczynowa (skierowana
w przyszlo§c), jesli wektor (t) jest przyczynowy (skierowany w przyszlose) dla
prawie kazdego t € [a,b]. Analogicznie definiujemy krzywe czasowe, zerowe (skierowane
w przysztoét) oraz krzywe przestrzenne.

2.3. Otoczenia normalne, ciagi krzywych przyczynowych. Na poczatku przy-
pomnijmy, ze na rozmaitoSci pseudoriemannowskiej (M, g) zbiér otwarty U nazywa

sie otoczeniem normalnym punktu g, jesli U jest dyfeomorficznym obrazem otoczenia
zera w Ty M poprzez odwzorowanie wykladnicze exp,. Zmniejszajac odpowiednio

U mozna zalozy¢, ze dowolne dwa punkty z U da sie¢ polaczy¢ jedyna geodezyjna

zawartag w U. Takie otoczenie U nazywa sie otoczeniem wypuklym punktu q.
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Do kofica tego rozdziatu (M, H, g) jest ustalong rozmaito$cia sublorentzowska.
Przez analogie do geometrii pseudoriemannowskiej w pracy [13] zostalo wprowa-
dzone pojecie sublorentzowskich otoczen normalnych. Ustalmy g € M. W otocze-
niu punktu ¢ metryke g mozna rozszerzy¢ do metryki lorentzowskiej, ktéra oz-
naczymy przez g. Otoczenie U punktu ¢ nazywa sie otoczeniem normalnym, jesli
U jest otoczeniem wypuklym punktu g w sensie metryki § oraz U jest zwarte i
zawarte w innym otoczeniu wypuklym punktu g w sensie g. Otoczenia normalne
pelig wazng funkcje, miedzy innymi z powodu dobrych wlasnoéci ciggéw krzywych
przyczynowych zawartych w takich otoczeniach.

Zalézmy, ze dany jest ciag krzywych v,7v, : [a,b] — M, v = 1,2,..., na M.
Moéwimy, ze ciag {7, } jest C%-zbiezny do v ("C° topology on curves" - patrz [3,
13]; nazwa taka, cho¢ troche mylaca, funkcjonuje w geometrii lorentzowskiej), gdy
v (a) — ~(a), v,(b) — ~(b) przy v — oo oraz gdy dla kazdego otoczenia V
zbioru 7([a, b]) istnieje taki wskaznik A, ze v, ([a,b]) C V dla kazdego v > A.

Stwierdzenie 2.5 ([13]). Niech U bedzie otoczeniem normalnym punktu qo i niech
v, ¢ [0,T] — U bedzie takim ciggiem krzywych przyczynowych skierowanych w
przysztose, ze v,(0) = qo © v,(T) — q, v — o0, dla pewnego punktu q € U.
Wéwczas z ciggu {,} mozna wybraé¢ podcigg CV-zbiezny do krzywej przyczynowej
skierowanej w przysztosé vy : [0,T) — U, takiej ze v(0) = qo, v(T) = q.

2.4. Geodezyjne sublorentzowskie, zbiory osiagalne, odleglos¢ sublorent-
zowska. Odtad pod pojeciem krzywej bedziemy zawsze rozumie¢ krzywe horyzon-
talne.

Niech 7 : [a,b] — M bedzie krzywa przyczynowa. Diugoscig (sublorentzowska)
krzywej v nazywamy liczbe

b
L(y) = / 93 (0), 3@ dt.

Funkcjonal L jest polciagly z géry w nastepujacym sensie. Jesli {7, } jest ciagiem
krzywych przyczynowych skierowanych w przysziosé CO-zbieznym do krzywej przy-
czynowej v skierowanej w przysztoéé, to limsup,_ . L(v,) < L(y). Wynika to
bezpoérednio z wlasno$ci funkcjonatu L w geometrii lorentzowskiej [39)].

Niech U bedzie otwartym podzbiorem w M i niech v : [a,b] — U bedzie
krzywa przyczynows zorientowana w przyszitos¢. Méwimy, ze ~ jest optymalna lub
maksymalizujgca wzgledem U, jesli dla kazdej krzywej przyczynowej skierowanej w
przysztos¢ n : [, B] — U, takiej ze n(a) = ~y(a), n(B8) = v(b) jest L(y) = L(n).
7y jest U-geodezyjna, jesli jej obcigcie v1,, 5,1 do kazdego dostatecznie krétkiego
odcinka [a1, 8] C [a, (], jest krzywa maksymalizujaca wzgledem U. Nietrudno
znalez¢ przyktad krzywej, ktora jest U-geodezyjng maksymalizujaca dla pewnego
zbioru U, ale nie jest U’-geodezyjna maksymalizujaca, dla odpowiedniego U’ za-
wierajacego U.

Ustalmy punkt gy € M i jego otoczenie U C M.

Definicja 2.2. Przyczynowym (odp. czasowym, zerowym) zbiorem osiggalnym
(skierowanym w przysztose) w U nazywamy zbior J*(qo,U) (odp. 17 (qo,U), N*(qo,U))
tych wszystkich q € U, do ktdrych mozna dotrzet z qo wzdtuz krzywej przyczynowej
(odp. czasowej, zerowej) skierowanej w przysztosé i zawartej w U.

Uwaga 2.2. W przypadku lorentzowskim, gdy U jest otoczeniem normalnym punktu
qo, dowodzi si¢ [19], ze J*(qo,U) = N1 (qo,U) jest zbiorem domknigtym postaci
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{geU: n(q) <0, ®(q) > 0}, gdzie n jest funkcjq gtadkq, a @ jest tzw. funkcjq
czasu, tzn. gradient ® jest wektorem czasowym skierowanym w przesztosc. W
odpowiednio ponumerowanych wspdirzednych normalnych o srodku w qo, n zadaje
sie wzorem 1(To,...,Tn) = —x3 + 23 + ... + 22, natomiast ®(xg,...,T,) = Zo.
W szczegdlnosci, gdy rozwazana rozmaitosé lorentzowska jest analityczna, mini-
malna liczba funkcji analitycznych potrzebnych do opisu zbioru J¥(qo,U) wynosi 1
(warunek ® > 0 jest trywialnie spelniony). Ponadto mozna pokazaét, e dla kazdego,
niekoniecznie normalnego, otoczenia U punktu qo zbior I (qo,U) jest otwarty.

Jak wida¢ bedzie z dalszych czeSci autoreferatu, sytuacja w przypadku sublorent-
zowskim jest znacznie bardziej skomplikowana. W przypadku ogélnym, dla dowol-
nego otwartego U mozna pokazac, ze

ouJ*(qo0,U) = duNT(qo,U) = duI*(qo,U)
clUJ+(q0,U) = clUN+(q0,U) = clUI+(q0,U) ’

gdzie Oy oznacza brzeg, a cly domkniecie wzgledem U.
Dla qo, g € U oznaczmy przez Qp-°h¢(U) zbiér wszystkich krzywych przyczynowych
w U skierowanych w przyszto$é i taczacych qo z . Okre$limy funkcje f[U] : U — R

za pomocg formuly

[ s {L() sy € QEU)} g€ T (a0 U) |
ol ={ P e ,
flU] nazywa sie odleglosciq sublorentzowskq (wzgledem zbioru U) od punktu qo.
Okazuje sie [13], ze jeSli U jest otoczeniem normalnym punktu qo, to f[U] jest pél-
ciagta z géry. f[U] jest réwniez ciagta wzdtuz czasowych i gladkich U-geodezyjnych
maksymalizujacych startujacych z qo i zawartych w intI™(qo,U). Dowodzi si¢
réwniez [13], ze je$li U jest otoczeniem normalnym punktu qo i ¢ € JT(qo,U),
to istnieje U-geodezyjna maksymalizujaca v laczaca qo z ¢, tj. L(v) = f[U](q).

2.5. Gradient Horyzontalny. Niech U C M bedzie zbiorem otwartym. Jesli
¢ : U — R jest funkcjg gtadka, to definiujemy jej gradient horyzontalny V g,
jako takie pole horyzontalne, ze dla kazdego ¢ € U i kazdego v € H, zachodzi wzér

(0vp)(q) = 9(v, Vp(q))-

Stwierdzenie 2.6 ([13, 14]). Zaldzmy, ze ¢ : U — R jest takq funkcjq gladka,
ze Vi jest polem przyczynowym na U skierowanym w przysztose, a funkcja ¢ —
9(Vup(q), Vue(q)) jest stata na U. Wowczas dowolna trajektoria pola Vo jest
jedyng U-geodezyjng maksymalizujgcq pomiedzy swoimi kohcami.

2.6. Geodezyjne hamiltonowskie, odwzorowanie wykladnicze. Zadanie me-
tryki sublorentzowskiej (H, g) na rozmaito$ci M jest réwnowazne z zadaniem mor-
fizmu wiazek wektorowych G : T*M — H nakrywajacego identycznosc i takiego
ze Im G = H oraz g(v,w) = (£,Gn) = (n, GE) dla kazdych £ € G~1(v), n € G~ L(w).
Funkcja H : T*M — R zdefiniowana przez formute

HO\) = % (O, GA)

nazywa sie (sublorentzowskim) hamiltonianem geodezyjnym. Lokalnie H mozna
zapisa¢ nastepujaco. Niech Xj, ..., X} bedzie baza ortonormalna (H,g) okre$lona
na zbiorze otwartym U, gdzie X jest wektorem czasowym. Wéwczas

1 1
Hir-v(A) = <)‘7X0>2+§<)‘7X1>2+-"+5</\7Xk>2-

1
2
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Oznaczmy przez ﬁ hamiltonowskie pole wektorowe na T*M (wzgledem standar-
dowej struktury symplektycznej) odpowiadajace funkcji H. Krzywa v : [a,b] — M
nazywa sie geodezyjng hamiltonowska, gdy istnieje taka trajektoria I' : [a,b] —
T*M pola ﬁ, ze y(t) = w o I'(t) na [a,b], gdzie 7 : T*M — M jest naturalnym
rzutowaniem.

Uwaga 2.3. W literaturze poSwieconej geometrii subriemannowskiej takie geo-
dezyjne najczesciej nazywane sq geodezyjnymi normalnymi. Z powodu czestoSci
wystepowania stowa "normalny” w réinych dziedzinach matematyki, zdaniem au-
tora niniejszego autoreferatu nazwa "hamiltonowska” jest znacznie lepsza.

Jak tatwo zauwazy¢ z definicji, geodezyjne hamiltonowskie nie zmieniaja swojego
charakteru przyczynowego, tzn. jesli~y : [a,b] — M jest geodezyjng hamiltonowska,
to 4(t) jest wektorem czasowym (przestrzennym, zerowym itd.) dla pewnego ¢t €
[a,b] wtedy i tylko wtedy, gdy (t) jest wektorem czasowym (przestrzennym, ze-
rowym itd.) dla kazdego t € [a,b]. Jasne jest réwniez, ze geodezyjna hamiltonowska
(jak kazda krzywa gltadka z niezerowa pochodna) nie zmienia swojej orientacji cza-
sowej. Nastepujace stwierdzenie uzasadnia nazwe geodezyjna.

Stwierdzenie 2.7 ([13, 14]). Niech v : [a,b] — M bedzie przyczynowq geodezyjng
hamiltonowskq skierowang w przysztosé. Wowcezas dla kazdego t € (a,b) istnieje
taki zbior otwarty U > ~(t), 2e y N U jest jedyng U-geodezyjng maksymalizujacq
pomiedzy swoimi koncami.

Na koniec zdefiniujemy odwzorowanie wykladnicze. Ot6z niech ¢ € M. Przez
D, oznaczmy zbiér wszystkich takich kowektoréw A € Ty M, ze krzywa Iy bedaca

rozwiazaniem zagadnienia I' = ﬁ, I'(0) = (g, A), okreSlona jest na catym odcinku
[0,1]. Niech teraz

exp, : Dy — M, exp,(A) =mol\(1);

odwzorowanie exp, nazywa si¢ odwzorowaniem wyktadniczym z biegunem w punkcie
g. Z teorii réwnan rézniczkowych [11, 18] wiadomo, ze D, jest zbiorem otwartym, a
exp, odwzorowaniem gltadkim. W odréznieniu od geometrii semi-riemannowskiej,
exp, nie jest dyfeomorfizmem w 0 € T7 M.

3. OMOWIENIE GLOWNYCH WYNIKOW JEDNOTEMATYCZNEGO CYKLU.

3.1. Wstep. Rozwazmy uktad sterowania
() q=f(g,u),uel,

gdzie M jest rozmaitoécia gladka, zbiér parametréw sterujacych U jest podzbiorem
przestrzeni euklidesowej R¥, a f(-,u) sa polami wektorowymi na M gladkimi wzgle-
dem ¢ i u (jeSli zbiér parametréow sterujacych nie jest otwarty, to zaktadamy, ze f
jest gladkie na M x Q, gdzie (2 jest otoczeniem zbioru I w R¥). Wraz z ukladem ()
rozwazamy klase sterowaf, tj. rodzing odwzorowan u : [0, T'(u)] — U mierzalnych i
ograniczonych, gdzie czas koficowy T'(u) > 0 nie jest ustalony i zalezy od sterowania.
Kazde sterowanie u : [0,T(u)] — U oraz punkt poczatkowy qo € M definiuja za-
q(0) = qo

przez 7y, i nazywamy trajektoriq (lub krzywa dopuszczalng) uktadu (X) generowang
przez sterowanie u(-). Dla ustalonego punktu gy oznaczmy przez As 11(qo) lub po

gadnienie Cauchy’ego { . Rozwiazanie tego zagadnienia oznaczamy
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prostu przez A(qo) zbiér koncéw wszystkich trajektorii uktadu (3) wychodzacych
z qo. Zbior A(qp) nosi nazwe zbioru osiggalnego z punktu qo dla uktadu (X).

Zbiory osiggalne opisane sa w kazdym podreczniku teorii sterowania, patrz np.
[1, 23, 41, 24, 7, 20]. Najlepiej znane przypadki to (i) przypadek liniowy, tj. gdy
f(z,u) = Az + Bu, gdzie z € R", U = R* A, B sa macierzami odpowiednich wy-
miaréw, kiedy to A(qo) jest podprzestrzenig liniowg w R™ oraz (ii) przypadek uktadu
dystrybucyjnego pelego rzedu, tj. gdy 0 € int U, f(q,u) = Zle u; X;(q), gdzie
X1, ..., Xk sa gladkimi polami wektorowymi na M takimi, ze Lie {X1,..., Xt} (¢) =
T,M dla kazdego ¢ € M, kiedy to zbiér A(qo) jest otoczeniem punktu gy (A(go) =
M, gdy U = R*¥ i M jest spéjna); LieF oznacza tutaj algebre Liego generowana
przez rodzing F. W przypadku ogélnym pokazuje sie, ze A(qo) jest podzbiorem
orbity rodziny pél wektorowych {f(-,u)},,, ktéra zgodnie z twierdzeniem Suss-
manna o orbicie [44] jest podrozmaitoécia immersyjna w M, przy czym A(gy) ma
niepuste wnetrze wzgledem tej orbity.

Wyznaczanie zbioréw osiagalnych jest jednym z fundamentalnych probleméw
teorii sterowania. Przyczyna jest nastepujaca. Zalézmy, ze interesuje nas zagadnie-
nie: dla danego ukladu sterowania (X) i danych qg,q1 € M znalezé sterowanie 4,
takie ze odpowiadajaca mu trajektoria v, ukladu () laczy qo z ¢1 oraz pewny, z
gory zadany funkcjonat L(u) osiaga warto$é ekstremalna dla v = 4 (takie sterowanie
4, a takze trajektoria 7, nazywaja sie optymalnymi). Zaktadajac, ze (3) speia
odpowiednie zalozenia, mozemy tu stosowaé zasade maksimum Pontriagina. Za-
sada ta daje nam uklad réwnan rézniczkowych, ktérych spelianie jest warunkiem
koniecznym pierwszego rzedu na optymalno$¢ sterowania i trajektorii. Otrzymu-
jemy w ten sposéb zbidr krzywych, ktére sa "podejrzane" o bycie optymalnymi.
Nastepnie, w zaleznoéci od konkretnej sytuacji, mozna stosowaé warunki konieczne
wyzszych rzedéw oraz szereg warunkéw dostatecznych majac nadzieje, ze w skon-
czonej liczbie krokéw znajdziemy szukang trajektorie optymalna. Wszystko to ma
sens pod warunkiem, ze ¢; jest osiagalny z qo, tzn. gdy ¢1 € A(qo). Ponadto bardzo
pomocng informacja moze by¢ to, czy g1 € int A(qo), czy tez g1 € .A(qo), bo od
tego zalezy wybdr technik jakich bedziemy uzywac.

Podstawowa metoda, przynajmniej teoretycznie, szukania zbioréw osiggalnych
polega na wydzieleniu tzw. krzywych geometrycznie optymalnych sposréd wszyst-
kich trajektorii uktadu. Otéz niech v = v, : [0,T] — M bedzie trakjektorig (%)
wychodzaca z v(0) = qo. Krzywa v (lub sterowanie u) jest geometrycznie optymalna
dla uktadu (X), gdy v((0,T]) C 0.A(qo). Warunkiem koniecznym na geometryczng
optymalno$¢ jest spelnianie geometrycznej wersji zasady maksimum Pontriagina
(patrz np. [1]), ktérg dla wygody przytoczymy. Ot6z niech h,, : T*M — R bedzie
zdefiniowane wzorem

hu(q,p) = (p, f(q,u)) .

Jesli krzywa v = v, : [0,T] — M jest geometrycznie optymalna, to istnieje taka
krzywa absolutnie ciagla p : [0,T] — T*M, p(t) € T;‘(t)M\{O}, ze speklione sg
nastepujace warunki:

(1) (7(2),p(t)) = hu@)(7(t), p(t)), gdzie h_; jest hamiltonowskim polem wektorowym
odpowiadajacym funkcji (hamiltonianowi) h,; u jest tutaj parametrem;

(i) By (1(6),p(t)) = 0 na [0, T];

(iii) Aoy (7(2), p(t)) = maxyers ho (Y(t), p(t)) prawie wszedzie na [0, 7.
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Celem prezentowanego jednotematycznego zbioru prac jest opisanie ogdlnych
wlasnoSci zbioréw osiagalnych dla metryk sublorentzowskich, ze szczegdlnym uwzgled-
nieniem tych wlasnosci, ktére sa przydatne przy wyznaczaniu takich zbioréw. Po-
nadto w wymiarze 3 przedstawiona jest metoda ("algorytm") pozwalajaca na obliczanie
zbioréw osiggalnych dla pewnych klas metryk sublorentzowskich oraz dla afinicznych
ukladéw sterowania indukowanych przez te metryki. Moéwiac dokladniej chodzi
o wyznaczenie skoniczonej rodziny funkcji opisujacych takie zbiory. Podstawowa
metoda jest nastepujaca. Dla danej klasy struktur budujemy postacie normalne,
ktére - jak sie okazuje - zalezne sa od dwéch parametréw funkcyjnych. Struk-
tura otrzymana przez wyzerowanie tych parametréw nazywa sie struktura plaska.
W efekcie dowolna struktura z danej klasy moze by¢ postrzegana jako zaburzenie
struktury plaskiej. Dla struktur plaskich funkcje opisujace zbiory osiaggalne daja
sie wyznaczy¢ efektywnie, natomiast funkcje opisujgce zbiory osiggalne w przy-
padku ogdlnym sa zaburzeniem tych z przypadku ptaskiego. W efekcie rezultaty,
ktére zachodzg globalnie w przypadku plaskim pozostajg prawdziwe lokalnie w
przypadkach zaburzonych. Poniewaz metoda wyznaczania zbioréw osiaggalnych ma
charakter geometryczny, wigc udowodniwszy stosowne twierdzenia we wspolrzed-
nych normalnych otrzymujemy sposéb postepowania, ktoéry dziala bez potrzeby
sprowadzania struktury do postaci normalnej. Przy tym funkcje opisujace zbiory o-
siggalne dostajemy jako rozwigzania odpowiednich liniowych réwnan rézniczkowych
czastkowych rzedu pierwszego. Zatem nawet, je$li tych rozwigzan nie da sie uzyskac
w sposéb jawny, mozna bez wiekszych probleméw wyznaczy¢ poczatkowe wyrazy
ich rozwinie¢ Taylora, a przy uzyciu metod komputerowych nie bedzie probleméw
z wyznaczeniem tez dalszych.

Jako przyklad zastosowan rezultatow zawartych w prezentowanym autorefera-
cie, wspomnimy na zakonczenie tego podrozdzialu o dwéch waznych problemach
wystepujacych w rachunku wariacyjnym oraz teorii sterowania. Pierwszy prob-
lem dotyczy pytania, kiedy rézne obiekty zwiazane z analitycznym zagadnieniem
optymalizacyjnym sa semianalityczne, subanalityczne (zob. np. [45]; definicje
oraz wlasnosci zbioréw semianalitycznych i subanalitycznych opisane sa np. w
[32, 4]). Pytanie to dotyczy np. tzw. funkcji warto$ci lub wlaénie zbioréw osia-
galnych. Okazuje sie, ze przy zalozeniu analityczno$ci rozwazanych przeze mnie
struktur sublorentzowskich, zbiory osiagalne - réwniez te dla afinicznych ukladéw
sterowania indukowanych przez wspomniane struktury sublorentzowskie - sa semi-
analityczne. Ponadto minimalna liczba funkcji analitycznych potrzebnych do opisu
takich zbioréw jest SciSle zwigzana z liczbg geometrycznie optymalnych krzywych
czasowych. Drugi problem, o ktérym nalezy wspomnie¢ to problem Meyera. W
najprostszej swojej postaci jest to nastepujace zagadnienie optymalizacyjne: dla
danego uklad sterowania (X) i danej funkcji (gladkiej) ® : R x M — R, znalezé

min &(7,7,(T)), 7,(0) = o,

gdzie qo € M jest ustalonym punktem, a minimum jest brane po wszystkich
sterowaniach u : [0,7] — U, T > 0. Otéz dla rozwazanych w autoreferacie
struktur sublorentzowskich oraz ukladéw afinicznych, problem Meyera sprowadza
sie do zastosowania twierdzenia Karusha-Kuhna-Tuckera, ktére - przynajmniej teo-
retycznie - jest duzo prostsze niz zagadnienia programowania dynamicznego.

3.2. Zwiazek z afinicznymi ukladami sterowania. Niech (M, H, g) bedzie cza-
sowo zorientowang rozmaitoscig sublorentzowsks. Zalézmy, ze na zbiorze otwartym
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U C M metryka (H,g) dana jest przez baze ortonormalng Xg, X1, ..., X; z orien-
tacja czasowa Xo. Wynika stad, ze dowolna krzywa przyczynowa w U skierowana
w przyszio§c jest trajektorig uktadu sterowania
k
(3.1) q:Zquj, u = (u, U1, ..., ur) €C,
j=0
ze zbiorem parametréw sterujacych

C={u=(up,us,..,ux) € RFFL:

|
@
oN
+
-
O
<
()
Vv
(@n)]

k
Ustalmy taka krzywa v : [0, T] — U; wtedy ¥(¢t) = Z ()X (v(t)) dla odpowied-

niego sterowania u : [0 T] — C. Podobnie jak w [GB] niech 5(%) fo uo (s
B8:10,T) — [0,T1], fo uo(s)ds, jest absolutnie ciagla funkcja rosnaca i mech
a: 0,7y — [0,T] bgdme funkq@ odwrotng. Polézmy () = vy(a(t)). Nietrudno

zobaczy¢, ze

k
240 = Xoa() + Y D X, (30,

at’ — uo(a(t))
skad wynika, ze ¥ jest trajektorig afinicznego ukladu sterowania
k
(3.2) q':XQ—‘rZu‘ij, U = (ul,...,uk) € B,
j=1

ze zbiorem parametréw sterujacych
B=<u=(up,..,u) € R*: Zu <1

bedacym kula jednostkowa domknigta.

Stwierdzenie 3.1 ([G3]). Uklady sterowania (3.1) oraz (3.2) maja w U, z doklad-
nosciq do reparametryzacji, doktadnie te same trajektorie.

Tak wiec z lokalnego punktu widzenia wyznaczanie zbioréw osiggalnych dla
struktur sublorentzowskich to to samo, co licznie takich zbioréw dla afinicznych
uktadéw sterowania z domknieta kulg jednostkows jako zbiorem parametréw steru-
jacych. Przyjmujac powyzsze oznaczenia bedziemy méwié, ze czasowo zorien-
towana metryka sublorentzowska (H,g) indukuje na U uklad sterowania (3.2);
podobnie méwimy, ze uklad (3.2) indukuje na U czasowo zorientowang metryke
sublorentzowskq (H,g) zdefiniowana nastepujaco: H = Span{Xo, ..., X}, zad ¢
jest okre$lona przez warunek, ze Xy, ..., X jest baza ortonormalng z orientacja
czasowa Xo. W przypadku rank H = 2 mamy:

Stwierdzenie 3.2 ([G6]). Trajektorie ukladu sterowania § = X +uY, u € [a, ],
pokrywajq sie, z doktadnoscig do reparametryzacii, z krzywymi przyczynowyms skierowanymsi
w przyszose dla metryki sublorentzowskiej (H, g*"), gdzie H = Span{X,Y}, a g*°

jest metrykq lorentzowskq na H zdefiniowana przez warunek, ze uktad

1 1
X=X+ Sb+a)y, yeb = 50— a)Y
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jest bazq ortonormalng z orientacjq czasowq Xab,

Jesli U jest otoczeniem punktu go w M, to przez A(qo,U) oznaczmy zbiér osia-
galny w U z qo dla ukladu (3.2), tj. zbiér koncéw wszystkich trajektorii ukladu
(3.2) startujacych z qo i zawartych w U. Powyzsze stwierdzenia pokazuja wiec, ze

Wniosek 3.1. A(qy,U) = J(qo,U), gdzie J¥(qo,U) jest przyczynowym zbiorem
osiggalnym dla indukowanej struktury subloretzowskiej.

Zauwazmy jeszcze, ze gdy méwimy o krzywych geometrycznie optymalnych za-
wartych w U, operator brzegu 0 trzeba zastapi¢ operatorem brzegu 0y wzgledem
U, tzn. krzywa przyczynowa skierowana w przysztosc v : [0,T] — U, v(0) = qo,
jest geometrycznie optymalna w U, jesli v((0,7]) C dyJ+(qo, U).

Przyjmujac powyzsze oznaczenia ustanowimy teraz pewne analogie pomiedzy po-
jeciami geometrii sublorentzowskiej zwiazanymi z ukladem (3.1), a pojeciami teorii
sterowania zwiazanymi z ukladem (3.2). Jak juz wiemy krzywym przyczynowym
skierowanym w przyszlos¢, tj. trajektoriom (3.1) odpowiadaja trajektorie (3.2).
Niech ~ : [0,T] — U, ¥(0) = qo, bedzie krzywa czasows dla (H,g), ktéra jest
geometrycznie optymalna w U. Wdéwcezas v jest geometrycznie optymalna w U
réwniez wzgledem zbioru parametréw sterujacych int C, a wiec zbioru otwartego.
Stosujac teraz zasade maksimum Pontriagina dochodzimy do konkluzji, ze v jest
krzywa, anormalng dla dystrybucji H. Dalej po stosownej reparametryzacji mamy
¥ = Xo +Z?:1 u; X, gdzie ud+... —HL%, < 1. Zatem y jest geometrycznie optymalna
w U dla ukladu (3.2) wzgledem zbioru parametréw sterujacych int B, a wigc znowu
zbioru otwartego. Korzystajac z np. [6] widag, ze v jest trajektoria osobliwa (sin-
gular extremal) dla ukladu (3.2). Idac jeszcze dalej i stosujac np. [1] dochodzimy
do wniosku, ze taka 7y jest krzywa Goha.

Whiosek 3.2 ([G3, G6]). Czasowe krzywe anormalne dla (3.1) to, po stosownej
reparametryzacji, trajektorie osobliwe dla (3.2). Ponadto kazda geometrycznie op-
tymalna krzywa czasowa jest krzywa Goha dla dystrybucji H .

Jak wynika z powyzszych rozwazan warunek Goha jest warunkiem koniecznym
drugiego rzedu na geometryczng optymalnosé dla anormalnych krzywych czasowych
(lub trajektorii osobliwych). Nie jest to jednak warunek wystarczajacy i sprawdze-
nie, czy dana krzywa Goha jest faktycznie geometrycznie optymalna nie jest tatwym
zagadnieniem. Nizej pokazemy jak w pewnych szczegdlnych przypadkach wyrézni¢
geometrycznie optymalne krzywe Goha.

3.3. Wlasnosci zbioréw osiggalnych w przypadku ogélnym. Niech (M, H, g)
bedzie ustalong czasowo zorientowang rozmaitoScia sublorentzowska. Ogélne wlas-
noéci zbioréw osiggalnych wzgledem otoczenn normalnych mozna streSci¢ w nastepu-
jacym twierdzeniu.

Twierdzenie 3.1 ([G3]). Niech U bedzie otoczeniem normalnym punktu qo € M.
Woéwczas JT(qo,U) jest domknicty wzgledem U. Ponadto J¥(qo,U) = cly(int
I'(qo,U)) = cly(int N*(qo,U)), duJ (g0, U) = duIt(qo,U) = duNT(qo,U) oraz
int J*(go,U) = int I (g0, U) = int N*(qo,U).

Twierdzenie 3.1 nie wynika wprost ze znanych twierdzen teorii sterowania (por.
[7, 24]) - nie zakladamy zupemo$ci wystepujacych tu pdl wektorowych, nie ma
wspolnego czasu koncowego dla wszystkich trajektorii, wykresy trajektorii nie musza,
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byt zawarte w zadnych podzbiorze zwartym K C R x U, a sa to typowe zalozenia
uzywane w teorii sterowania.

Przejdzmy teraz do zerowych geodezyjnych hamiltonowskich. Okazuje sie, ze
maja one bardzo wazng wlasnos¢ wyrazona w nastepujacym

Stwierdzenie 3.3 ([G3]). Niechy : [0,T] — M bedzie zerowq geodezyjng hamiltonowskq
skierowang w przysztosé, v(0) = qo, i niech U bedzie otoczeniem punktu qo. Wow-

czas v((0,T]) C duJ ™ (qo,U), jesli tylko T > 0 1 U sq dostatecznie mate. Mowigc w
uproszczeniu kazdy dostatecznie maty odcinek zerowej geodezyjnej hamiltonowskiej
skierowanej w przysztose jest krzywq geometrycznie optymalng.

Ze stwierdzenia 3.3 wynika szczegdlna rola zerowych geodezyjnych hamiltonows-
kich w wyznaczaniu zbioru osiggalnego dla metryk sublorentzowskich i odpowiada-
jacych im afinicznych uktadéw sterowania. Zalézmy, ze dany jest uklad afiniczny
jak w (3.2). Rozpatrzmy dalej indukowana przez ten uklad czasowo zorientowana
metryke sublorentzowska (H, g). Ustalmy punkt ¢ € U i rozwazmy wszystkie ze-
rowe geodezyjne hamiltonowskie skierowane w przyszio$¢ wychodzace zq. Kazda
taka geodezyjna po stosownej reparametryzacji jest trajektorig (3.2) i jak wynika
ze stwierdzenia 3.3 jest geometrycznie optymalna dla (3.2).

Whiosek 3.3. Niech A(q,U) bedzie zbiorem osiggalnym w U z punktu q dla uktadu
(8.2). Wowczas Oy Alq,U) zawiera wszystkie wychodzqce z q zerowe geodezyjne
hamiltonowskie skierowane w przysztose dla indukowanej struktury sublorentzowskiej

(H,g)-

Powyzszy wniosek jest uzyteczny zwlaszcza dla k > 2, gdyz z géry mamy dana
rodzing krzywych geometrycznie optymalnych, ktéra jak sie wydaje, nie da sie
wyrézni¢ metodami teorii sterowania. Zauwazmy jeszcze, ze przy k = 1 zerowe
geodezyjne hamiltonowskie pokrywaja sie (ewentualnie z dokladno$cia do repara-
metryzacji) z trajektoriami pél Xo + X5 i Xo — X;.

Jak wynika z przykladéw przytoczonych w nastepnych podrozdziatach czasowe
zbiory osiggalne I (qo, U) nie musza by¢ otwarte. Spowodowane jest to mozliwos-
cig istnienia geometrycznie optymalnych krzywych czasowych. Sytuacja taka jest
jednak rzadka w przypadku rank H > 3.

Stwierdzenie 3.4 ([G3]). Niech (M, H,g) bedzie rozmaitosciq sublorentzowska,
gdzie H jest typowa (w sensie [9]) i rank H > 3. Wowczas dla kazdego qo € M i
dla kazdego otoczenia U punktu qo zbiory I (qo,U) sq otwarte.

Powyzsze stwierdzenie jest konsekwencja wniosku 3.2: kazda geometrycznie op-
tymalna krzywa czasowa jest krzywa Goha, a takie dla typowych dystrybucji rzedu
co najmniej 3 nie istnieja - patrz [9].

Brak geometrycznie optymalnych krzywych czasowych nie wyklucza jednak ist-
nienia na brzegu dyJ T (qo, U) krzywych o niezerowej dtugoéci, ktére nie maja cza-
sowych kawatkéw. Latwo skonstruowaéc krzywe o powyzszej wlasnosci. Zalézmy, ze
metryka sublorentzowska (H, g) dana jest na U przez baze ortonormalng Xy, ..., Xj,
z orientacja czasowsa Xg. Rozwazmy odcinek [0,7], T > 0, i niech A C [0, T] bedzie
dowolnym zbiorem nigdzie gestym o dodatniej mierze Lebesgue’a. Polézmy teraz
uo(t) =1, t € (0,7, oraz

1 .
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Niech ~, v(0) = qo, bedzie rozwiazaniem ¥ = X + Z?zl u;X;. Jasne, ze v nie
ma odcinkéw czasowych oraz ze L(vy) > 0. Gdyby taka krzywa byla geometrycznie
optymalna, wowczas zbiér N (qo,U) nie bytby domkniety w U, a f[U] |9, 1+ (g0.0)
nie znikalaby tozsamosciowo.

Stwierdzenie 3.5 ([G3]). Zaldzmy, ze f[U]|a, .+ (q,v) = 0 (co jest réwnowazne
cigglosci flU] na OyJ*(qo,U)). Wowczas I+ (qo,U) jest zbiorem otwartym, a
N7(qo,U) zbiorem domknictym; w szczegdlnosci J*(qo,U) = NT(qo, U).

Niech M bedzie rozmaitoScia wymiaru 2n + 1. Dystrybucja H rzedu 2n na
M nazywa sie dystrybucjq kontaktowa, jesli lokalnie, w otoczeniu kazdego punktu,
H zadaje sie¢ jako jadro 1-formy w speliajacej warunek w A dw A ... Adw # 0
(n czynnikéw dw). Rozmaitoéé sublorentzowska (M, H, g) nazywa sie kontaktowq
rozmaitosciq sublorentzowska, gdy H jest dystrybucja kontaktows.

Okazuje si¢, ze w przypadku kontaktowym warunek f[U] s, j+(q0,0) = O jest
spelniony. Ponadto (por. stwierdzenie 3.3) mamy

Twierdzenie 3.2 ([G3]). Niech (M, H,g) bedzie (2n + 1)-wymiarowq kontaktowaq
rozmaitosciq sublorentzowska. Ustalmy punkt qo € M i jego otoczenie mormalne
U. Woéwczas dla kazdego q € dyJT(qo,U) dowolna krzywa geometrycznie opty-
malna taczgea qo 2 q jest kawatkami gladka ze skoficzong liczbg punktow niegtadkich.
Kawatki gladkie krzywych geometrycznie optymalnych sq zerowymi geodezyjnymi
hamiltonowskimi skierowanymi w przysztose. Wynika stqd w szczegdlnosci, ze zbiory
I (qo,U) sa otwarte oraz e J*(qo,U) = Nt (qo,U).

Udowodnienie twierdzen dotyczacych struktury zbioréw osiggalnych w przy-
padku ogélnym (poza twierdzeniami typu 3.1, 3.2) jest praktycznie rzecz biorac
niemozliwe. Mozna uzyska¢ cze$ciowe rezultaty dokonujac dosé silnych zalozen. Na
koniec tego podrozdzialu zanotujmy jedno z takich twierdzen.

Twierdzenie 3.3. Niech H bedzie dystrybucjq analityczng rzedu 2 w R™ okreslong
na otoczeniu U zera. Zatdimy, ze g jest takq analityczng metrykq lorentzowskq na
H, ze istnieje analityczna baza ortonormalna X,Y na U, z orientacjq czasowq X,
spetniajgca nastepujocy warunek:

dla kazdej liczby naturalnej m istniejq funkcje analityczne aém), ey a%n), (m

na U, takie ze |3™] < 1 oraz

) okreslone

m

(3.3) Y, (ad™X)Y] = 3 o™ (ad' X)Y + B (ad™ ' X)Y.

%
i=0

Wowczas przy zatozeniu, ze U jest dostatecznie male, dla kazdego q € dyJ ™ (qo,U)
krzywa geometrycznie optymalna lgczaca 0 z q jest zerowa t© ma skoficzong liczbe
punktow niegladkich. W szczegdlnosci zbiory 1 (qo,U) sa otwarte 1 J*(qo,U) =
N*(qo,U).

3.4. Zbiory osiagalne w przypadku kontaktowym. Odtad bedziemy pracowaé
w wymiarze 3. Najprostsza kontaktowa struktura sublorentzowska na 3-wymiarowych
rozmaitosci to przestrzen R? z tzw. plaskg sublorentzowskq metrykq kontaktowa
lub sublorentzowskq metrykg Heisenberga (f] ,9), ktora zdefiniowana jest [G2] przez
baze ortonormalna

SR R
oz 25z Oy 270z
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z orientacjy czasows X. Oznaczmy przez J*(0) zbiér osiagalny J+(0,R3) (analog-
icznie okreSlamy I1(0) i N*(0)). Z podrozdziatu 3.2 wynika, ze J*(0) = .A(0),
gdzie A(0) jest zbiorem osigganym dla ukladu afinicznego

j=X+uY, uel-1,1].

Patrzac na pola X, Y mozna od razu zauwazyé, ze J*(0) C {|y| < z, & > 0} oraz
It(0) c {ly| <z, z > 0}.

Jedli Z, W sg polami wektorowymi okre$lonymi w otoczeniu 0 € R3, to przez
gy(0): 0<t<ty
giv(92(0): t >t
jest dowolne, a g%, (odp. gl,) oznacza potok pola Z (odp. W).

Dalej z ogdlnych rozwazan teorii sterowania (zastosowanie zasady maksimum
Pontriagina oraz fakt, iz w rozpatrywanym przypadku nie ma trajektorii osobli-
wych) wynika, ze krzywe geometrycznie optymalne startujace z zera w tym przy-
padku to doktadnie krzywe (X +Y)(X —Y) oraz (X —Y)(X +Y). Znajac wszystkie
krzywe geometrycznie optymalne znamy 9.1 (0) = 8.4(0), tak wiec w tym najprost-
szym przypadku struktura zbioréw osiagalnych jest znana.

ZW bedziemy oznaczaé krzywe postaci t — { , gdzie t; >0

Uwaga 3.1. W pracy [30] autorzy opisali w ten sposdb strukture zbioru osiggal-
nego A(0,< T) dla ukladu sterowania ¢ = X +uY, |u] < 1, przy zalozeniu, Ze
Span{X,Y} jest dystrybucja kontaktowq, a T > 0 jest dostatecznie male. Zbior
A(0, < T) z definicji to zbidr ztozony z kohcow wszystkich trajektorii wspomnianego
ukladu sterowania startujacych z 0 i okreslonych na przedziatach [0,t], t < T.

Zaprezentujemy teraz inne podejScie do wyznaczenia zbioru osiaggalnego J +(0),
mianowicie takie, ktére wykorzystuje obecnos¢ metryki sublorentzowskiej. W tym
celu rozwazmy wszystkie zerowe geodezyjne hamiltonowskie wychodzace z zera i
skierowane w przyszlos¢. Ze stwierdzenia 3.3 wiadomo, ze takie geodezyjne sa
geometrycznie optymalne. W naszym przypadku sa dokladnie dwie geodezyjne
zerowe - jak zaznaczono powyzej pokrywaja sie one z trajektoriami pdl X+Yi
X — Y wychodzacymi z zera. Zdefiniujmy dwie hiperpowierzchnie: T'y = {y = z} i
'y = {y = —x}, a nastepnie zauwazmy, ze z-owe wspohrzedne trajektorii pola X-v
startujacych z I'y N {z = 0} sa dodatnie, natomiast z-owe wspélrzedne trajektorii
pola X + Y startujacych z Iy N {z = 0} sa ujemne. Obserwacja ta prowadzi do
nastepujacych dwéch zagadnien Cauchy’ego:

(3-4) (X -V)m) =0, np, =2

ktérego rozwiazaniem jest 7, (z,y,2) = z — i(ﬁ —y?) oraz

(35) (X + Y)(n) = 0, 77|F1 = =%

ktérego rozwiazaniem jest 7)q(x,y,2) = —z — i(mz —y?). Latwo sprawdzamy, ze
Vigin = _X(fh))g +AY(7A71)Y = -X()(X -Y) = %(-’E — y)(X —Y) i podobnie
Ve = 3(x+y)(X+Y). Widag, ze oba gradienty horyzontalne sa polami zerowymi
skierowanymi w przyszlo$¢ na zbiorze {|y| < z, x > 0}, za$§ na zbiorze {|y| = =} -
znikaja. Wezmy teraz dowolng krzywa przyczynows o : [0, T] — R? skierowana w
przyszto§¢ i startujaca z o(0) = 0. Poniewaz

9(6(0). ¥ gi(0(1))) < 0
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dla prawie kazdego t, funkcje t — #,(o(¢)) sa nierosnace, i = 1,2. Stad j*(O) C
{N, <0, 2>0,z>0}U{), <0, x>0, 2 <0}, aponiewaz trajektorie V 57, V 475
(w szczegolnosei te startujace z I'y, I's) sa krzywymi przyczynowymi skierowanymi
w przyszio§é, otrzymujemy réwnosc
JH0)={7 <0,2>0,2>0 U{A, <0,2 >0, 2<0}.

Zauwazmy jeszcze tylko, ze powierzchnia {7); = 0} jest utworzona z trajektorii pola
X-v startujacych z 'y N{z = 0}, ktére pokrywaja sie z trajektoriami pola V g,
natomiast powierzchnia {f), = 0} sklada sie z trajektorii pola X+Y startujacych z
;N {z = 0}, ktére pokrywaja sie z trajektoriami V g#),. Dochodzimy w ten sposéb
do stwierdzenia.

Stwierdzenie 3.6 ([G2, G4]). Zbiory osiagalne dla plaskiej metryki kontaktowej
wWYnoszq

JT0)=NT(0)={7; <0,2>0,2>0 U{i, <0, >0, z<0},
IT0)={f, <0,2>0,2>0}U{ily <0, z>0, 2<0}.
Jak zostalo wspomniane we wstepie, aby policzy¢ zbiory osiagalne dla dowol-

nych kontaktowych struktur sublorentzowskich na 3-wymiarowych rozmaito$ciach
potrzebne sa odpowiednie postacie normalne.

Twierdzenie 3.4 ([Gl]). Niech (M, H,g) bedzie gladkq (odp. analityczng) kon-
taktowq rozmaitoscig sublorentzowskq, dim M = 3. Wowczas dla kazdego q € M
istniejq takie wspdlrzedne gladkie (odp. analityczne) x,y,z okreslone w otoczeniu
q, ©(q) = y(q) = z(q) = 0, w ktérych (H,g) ma baze ortonormalng w nastepujgcej
postact normalnej

X =g +yelygy +a5) +3y(1L+9)F;
Y = a% — zp(y2 —i—xa%) —1a(1+y) 2
gdzie X jest orientacjq czasowa, a p, ¥ sq takimi funkcjami gladkimi (odp. anal-
: . , . . , )

itycznymi) okreslonymi w otoczeniu 0, e ¢(0,0,2) = ¥(0,0,2) = a—fﬁ(0,0,z) =
%(o, 0,2z) = 0.

(3.6)

Ustalmy punkt ¢ na kontaktowej rozmaitosci sublorentzowskiej (M, H, g). Niech
U bedzie dostatecznie malym otoczeniem normalnym punktu q. Korzystajac z
twierdzenia 3.4 mozna zalozy¢, ze ¢ = 0, U jest otoczeniem zera w R?, a (H,g)
jest zadana na U przez baze ortonormalna X,Y w postaci normalnej (3.6). Niech
I'h =Un{y==xa}, T2 = Un{y=—x}. Patrzac na (3.6) wida¢, ze podobnie
jak w przypadku plaskim z-owe wspélrzedne trajektorii pola X — Y startujace z
'y N {z = 0} sa dodatnie, a z-owe wspéhrzedne trajektorii pola X + Y startujace z
s N {z = 0} sa ujemne (zakladamy, ze U jest dostatecznie male). Rozwazamy wiec
zagadnienia Cauchy’ego analogiczne do (3.4) i (3.5):

(X - Y)(n) = 07 77\1“1 =z,
ktérego rozwigzanie oznaczamy przez 1, oraz
(X + Y)(’?) = 0) 77|F2 = -z
ktérego rozwiazanie oznaczamy przez n,. Piszac X = X +X,,Y = Y + Y1, widag,

ze ny = 11 + R, 1y = Ny + R, gdzie R; jest wyzszego rzedu niz 7);, ¢« = 1,2. Tak
wigc gradient horyzontalny Vg7n; ma ten sam charakter przyczynowy, co V u1;,
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1 = 1,2, zakladajac, ze rozwazane otoczenie U jest dostatecznie male. Wéwczas
stosujac te same argumenty, co w przypadku plaskim otrzymujemy

Twierdzenie 3.5 ([G4]). Przy powyzszych oznaczeniach, zbiory osiagalne z q dla

metryki sublorentzowskiej (H, g) we wspdtrzednych normalnych wyrazajq si¢ nastepu-

jaco:

JH0,U)=NT0,U)={n, <0,2>0,2>0}NU)U{ny, <0,2>0,2<0}NU),
IT0,U0)=({n, <0, 2>0,2>01NnU)U({ny <0, 2>0,2<0}NU).

Uwaga 3.2. Zauvwazmy, ze udowodniwszy twierdzenie 3.5 nie musimy juz sprowadzac
naszej metryki do postaci normalnej. W celu wyznaczenia funkcji opisujgcych zbiory
osiggalne wystarczy postepowaé nastepujaco. Zatéimy, ze mamy dang kontaktowq
rozmaitosé sublorentzowskq (gladka bad% analityczna) i 2e interesujq nas (lokalne)
zbiory osiggalne z ustalonego punktu q. Niech U bedzie otoczeniem normalnym
punktu q, ktére w razie potrzeby bedziemy zmniejszac. Niech X,Y bedzie baza orto-
normalng (H,g) okreslong na U z orientacjq czasowq X. Dalej niech v, (odp.
vs) oznacza trajektorie pola X +Y (odp. X — Y ) wychodzaca z q (tzn. vq, Y9
sq (jedynymi) zerowymi geodezyjnymi hamiltonowskimi skierowanymi w przysztosé
wychodzacymi z q). Nastepnie wybieramy w U dwie hiperpowierzchnie My i My
w taki sposcb, e My zawiera 7y, i jest transwersalna do vy, zas My zawiera v,
i jest transwersalna do ~y,. Dalej wybieramy funkcje (gtadka bad% analityczng) (;
okreslong na M;, ©+ = 1,2, jak nastepuje. Po pierwsze C;l(O) =7, 1 =12
Po drugie okreslamy znaki tych funkcji. Rozwaimy trajektorie pola X —Y (odp.
—X +Y) startujace z v,. Zaktadamy, ze znak ¢, jest tak okrelony, iz rzuty X —Y
(odp. —X +Y) na My wchodzq w obszar {¢; > 0} (odp. w obszar {¢; < 0}).
Analogicznie rozwazmy trajektorie pola X +Y (odp. —X —Y ) startujace z v5. Za-
kladamy, ze rzuty tych trajektorii na Ms wchodzq w obszar {4 > 0} (odp. w obszar
{¢y < 0}). Latwo zauwazyé, ze przy typowym wyborze My i My oraz dla U dostate-
cznie matego takie definicje majag sens. Rozwazamy teraz zagadnienia Cauchy’ego

(X - Y)(U) = 07 n|M1 = Cl;

(X JFY)(U) = 07 N, = <27
ktorych rozwigzania bedq opisywaly 2biory osiagalne J(q,U), IT(q,U), N*(q,U).
Otrzymane w ten sposdéb funkcje oczywiscie nie sq jednoznacznie wyznaczone. Jed-
noznacznie wyznaczone g za to ich poziomice zerowe.

W ten sposéb otrzymujemy

Twierdzenie 3.6 ([G4]). Niech (M, H,g) bedzie gladka (odp. analityczng) kon-
taktowq rozmaitosciq sublorentzowskq, dim M = 3. Dla katdego qo € M 1+ dla
kazdego dostatecznie matego otoczenia normalnego U punktu qo istniejq funkcje ny,
14 okredlone i gladkie (odp. analityczne) na U, takie e

JH(q0,U) = N"(qo,U) ={qg € U: n,(q) <0, ny(q) <0, ®(q) >0},
IT(0,U) ={q €U : 1,(q) <0, 15(q) <0, ®(q) >0},

gdzie @ jest funkcja czasu okreslong na U.
Funkcja ® : U — R okre$lona na podzbiorze czasowo zorientowanej rozmaitoSci

sublorentzowskiej nazywa sig¢ funkcja czasu, gdy Vg ® jest czasowy skierowany w
przesztos¢é. Wtedy, jesli v : [a,b] — M jest krzywa przyczynowa skierowang w
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przysztosc, to t — ®(y(¢)) jest rosnaca. Zauwazmy jeszcze, ze z przedstawionych
rozwazan wynika, ze twierdzenie 3.6 jest uszczegélowieniem ogdlnego twierdzenia
3.2.

Whniosek 3.4. W analitycznym przypadku kontaktowym zbiory osiqgalne sq semi-
analityczne. Ponadto minimalna liczba funkcji analitycznych potrzebna do opisu
zbioru J*(q,U) wynosi 2.

3.5. Zbiory osiagalne w przypadku Martineta. Rozwazymy teraz najprostszy
przypadek niekontaktowy. Niech H bedzie dystrybucja (gladka, analityczna) spel-
niajaca warunek Chow na otoczeniu U zera w R®. Niech H = ker w dla odpowiedniej
1-formy w. Jasne, ze w A dw = f, gdzie  jest forma objetoSci, a f - funkcja
(gtadka, analityczng) na U. W przypadku, gdy f(0) # 0, w jest forma kontaktowa.
Zatézmy wiee, ze f(0) = 0 i jednoczesnie dof # 0. Niech S = {f = 0}. Jak latwo
sprawdzi¢, (w A df) q # 0 dla typowego punktu ¢ € S. H nazywa sie dystrybucjq
(typu) Martineta, jesli (w A df), # 0 dla kazdego ¢ € S. Powierzchnia S nazywa
sie powierzchniq Martineta. Dystrybucje typu Martineta pojawiaja sie w fizyce,
jak to jest przedstawione np. w [34]. Wprost z definicji wynika, ze na S mamy
nieosobliwe pole kierunkéw L : S 3 ¢ — L, = H,NT,S. Zauwazmy jeszcze,
ze H jest dystrybucja kontaktowa na U\S. Powyzsze rozwazania prowadza do
nastepujacej definicji.

Metryka sublorentzowska (H,g) na rozmaitoéci M, dim M = 3, nazywa si¢
sublorentzowskq metrykq (strukturg) Martineta, jeSli istnieje hiperpowierzchnia S o
nastepujacych wlasno$ciach:

(i) H zadaje strukture kontaktows na M\S;

ii) HY C Hy, H} = T,M dla kazdego ¢ € S;

iii) dim H, N T,S =1 dla kazdego g € S;

iv) pole kierunkéw L jest czasowe

przestrzenie H é zdefiniowane sg na poczatku podrozdziatu 2.1). Pole kierunkéw L
zadaje foliacje hiperpowierzchni S krzywymi horyzontalnymi (w naszym przypadku
czasowymi). Powszechnie znany fakt (zob. np. [33]) méwi, iz krzywe te sa krzy-
wymi anormalnymi dla dystrybucji H. Méwimy, ze sublorentzowska metryka Mar-
tineta (H,g) jest typu hamiltonowskiego, gdy krzywe anormalne zadajace foliacje
powierzchni S sa, z doktadnoécia do parametryzacji, geodezyjnymi hamiltonowskimi
skierowanymi w przyszlosc.

Najprostsza sublorentzowska metryka Martineta typu hamiltonowskiego to me-
tryka, ktéra bedziemy nazywaé metrykq plaskq i oznaczaé przez (R3, H, g), a ktora
zdefiniowana jest przez baze ortonormalnag

0 1,0 - o 1 0

(
(
(
(

Oy 9%

z orientacja czasowsq, X. Powierzchnia Martineta w tym przypadku to S = {y = 0}.
Dla zbioréw osiggalnych w przypadku plaskim wprowadzmy nastepujace oznaczenia:
JT(0) = JT(0,R3), NT(0) = N*(0,R3), I*(0) = I'(0,R?). Patrzac na (3.7) od
razu mamy J*(0) C {|y| <z, z >0}, IT(0) C {|y| < =, = > 0}. Nastepnie, tak jak
w przypadku kontaktowym, rozwazmy wszystkie zerowe geodezyjne hamiltonowskie
startujgce z zera, tj. trajektorie pél X +Y i X =Y. Niech jak wyzej T'y = {y = z},
Iy = {y =—x}. Zauwazmy, ze z-owe wspéhzedne trajektorii pola X — Y star-
tujacych z I'y N {z = 0} sa dodatnie, podobnie jak z-owe wspdhrzedne trajektorii
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pola X +Y startujacych z T's N {z = 0}. W zwiazku z tym rozwazamy nastepujace
zagadnienia Cauchy’ego:

(X =Y)n) =0, npr, ==
z rozwigzaniem réwnym f); = z — %6(332 )(z + 3y) oraz
(X+Y)(n) =0, nr, =2
z rozwigzaniem 1), = z — ﬁ( —y?)(z — Sy). Tym razem jednak, w odréznieniu

od przypadku kontaktowego, dwie funkcje 7, 7, nie wystarczaja do opisu J (0).
Potrzeba kolejnych funkcji. Wezmy pod uwage krzywa v(t) = (¢,0,0), ktéra jest
czasowy krzywag anormalng wychodzacg z zera. Z teorii sterowania wiadomo, ze
krzywa taka spelnia warunki konieczne na geometryczng optymalnos¢ i rzeczywiscie,
korzystajac z twierdzenia 3.1, nietrudno sprawdzi¢ [G5|, ze lezy ona na brzegu
AJ*(0). Z wniosku 3.2 wynika wiec, ze y jest krzywa Goha.

Zauwazmy teraz, ze z-owe wspélrzedne pola X + Y na {y > 0} i pola X —Y na
{y < 0} sa ujemne, co uzasadnia rozwazenie zagadnien Cauchy’ego:

(X+Y)(n) =0, ng=-2

ktérego rozwigzaniem jest 3 = —z — 1(2y* — y®) oraz
(X=Y)(n)=0, ng=-
ktérego rozwigzaniem jest 7, = —z — i(zy2 + 9%). Latwo sprawdzamy charak-

ter przyczynowy gradientéw Vpf)y,...,Vpgiy,. Otéz Vi), jest polem zerowym
skierowanym w przyszioS¢ na zbiorze {—%33 <y<z, x> 0}, V 511y jest zerowe
skierowane w przyszio$¢ na {—w <y< %x, T > 0}, natomiast Vg3 i Vi, sa
zerowe skierowane w przyszlo$é na {y # 0, z > 0}. Wezmy teraz dowolng krzywa
przyczynowa v : [0,T] — R? skierowana w przysztoéé i wychodzaca z v(0) = 0.
Biorac po uwage powyzsze uwagi mozemy stwierdzi¢, ze funkcja t — 7, (y(t)) jest
nierosngca na kazdej skladowej spdjnej zbioru

{t€[0,T]: v(t)e{0<y <z, z>0}},
t — 7)5(7y(t)) jest nierosnaca na kazdej sktadowej spéjnej
{t€]0,T]: ~(¢t) e {-2<y<0,z>0}},
t — 715 (7y(t)) jest nierosnaca na kazdej skltadowej spéjnej
{t€]0,T]: v@#) e{0<y <z, z>0}},
za$ funkcja t — 7),(y(t)) jest nierosnaca na kazdej sktadowej spéjnej zbioru
{t€]0,T]: ~v¢t)e{-2<y<0,z>0}}.
Obserwacje te prowadza do nastepujacego wyniku.

Stwierdzenie 3.7 ([G5]). Zbiory osiggalne dla plaskiej sublorentzowskiej metryki
Martineta majq postac

(3.8) JT(0)= A, UAdy U As U Ay,
(39) j+(0) =nt (Al U Ag @] A3 @] A4) U As,

(3.10) N*(0) = int (211 U Ay U Az U 214) ua (Al u /12) \As,
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gdzie

Alz{(m,y,z): M (z,y,2) <0, 2>0,y>0, z>0},
Agz{(x,y,z): fy(z,y,2) <0, 2 >0,y <0, z>0},
1213:{(.’1},:(],2)1 fg(z,y,2) <0, 2 >0,y >0, 2 <0},
A4={($,y,z)' y(z,y,2) <0, >0,y <0, z <0},

As = {(2,0,0) : = > 0}.
Przejscie do przypadku ogélnego, przy zalozeniu analitycznosci, umozliwia nastepu-
jace
Twierdzenie 3.7 ([G5]). Niech (H,g) bedzie czasowo zorientowang analityczng
sublorentzowskq metrykqg Martineta typu hamiltonowskiego okreslong na rozmaitosci
analitycznej M i niech S bedzie powierzchniq Martineta dla H. Wowczas dla
kazdego q € S istniejq takie wspditrzedne analityczne x,y,z okreSlone w otoczeniu
q, x(q) = y(q) = z(q) =0, w ktorych (H,g) ma baze ortonormalng w nastepujgcej
postaci normalnej

X= %+w(y%+wa%)+l (1495
Y =4 —m@(ydx +xdy) - *:Z?y(l +¢)dz

przy czym X jest orzentacm czasowa, @ i Y sq takimi funkcjami analitycznymi
okreslonymi w otoczeiu 0, ze ¥(0,0,z) = 0, a powierzchnia Martineta S jest réwna

S ={y =0}

Twierdzenie 3.7 umozliwia uogélnienie globalnych rezultatéw z przypadku plas-
kiego do lokalnych rezultatéw dla ogélnych analitycznych struktur sublorentzows-
kich Martineta typu hamiltonowskiego. Bez zmniejszenia ogdlnoéci mozemy za-
lozy¢, ze pracujemy w otoczeniu zera w R3.

(3.11)

7

Twierdzenie 3.8 ([G5]). Niech (H,g) bedzie czasowo zorientowang analityczng
sublorentzowskq metrykq Martineta typu hamiltonowskiego okreslonag na otoczeniu
U zera w R i dang przez bazg ortonormalng w postaci normalnej (3.11). Za-
totmy, ze U jest dostatecznie matym otoczeniem normalnym zera. Wdowczas istniejq
funkcje analityczne ny,...,n4 : U — R oraz zbidr semi-analityczny ¥ wymiaru 2,
taki ze U N {x > 0} \X ma dwie sktadowe spdjne X+, ¥~ oraz

J+(0,U) =A1 UAUA3U Ay,
I+(O, U) =nt (Al UAQUAgUA4) U As,
N+(0, U) =int (Al UAs U Az UA4) U dy (A1 UAQ) \Ag,,

gdzie

Ay = {(@,y,2) €U s mylw,y,2) O}ASF A {z > 0,

Ay ={(z.9,2) €U+ my(wy,2) <0}NT N {z > 0},

A3_{(m y,z)EU: ng(ac,y7z)§0}ﬂ{y20,xZO}ﬂ{zSO},

A4—{(w y,2) €U my(z,y,2) <0 N{y <0, x>0} n{z <0},
={(2,0,0): = >0},

A5 jest zbiorem punktéw czasowe geodezyjnej anormalnej wychodzqcej z zera.

Podobnie jak w przypadku kontaktowym, funkcja 7, jest zaburzeniem funkcji
7;, ¢ = 1,...,4. Korzystajac z notacji wprowadzonej w podrozdziale 3.4 wypiszemy
krzywe geometrycznie optymalne w przypadku Martineta. Sg to (X +Y)(X —Y),
(X -Y)(X+Y) - przestaja by¢ one geometrycznie optymalne po osiagnieciu zbioru
¥, oraz krzywe X(X +Y), X(X -Y).
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Dla przypadku Martineta ma zastosowanie uwaga analogiczna do uwagi 3.2 z ta
réznica, ze teraz bedziemy rozwiazywa¢ dwa dodatkowe zagadnienia Cauchy’ego z
warunkami poczatkowymi na powierzchni Martineta. Otrzymujemy réwniez

Whiosek 3.5. Zbiory osiggalne dla analitycznych struktur Martineta typu hamiltonowskiego
sq semi-analityczne. Ponadto minimalna liczba funkcji analitycznych potrzebna do
opisu zbioru JT(q,U), q € S, wynosi 4.

3.6. Zbiory osiagalne w uogélnionym przypadku Martineta. Metryka sublorent-
zowska (H, g) na rozmaitoéci M, dim M = 3, nazywa sie uogdlniong sublorentzowskaq
metryke Martineta, jeSli istnieje gladka (analityczna w przypadku analitycznym)
hiperpowierzchnia S, zwana powierzchnia Martineta, oraz liczba naturalna k o
nastepujacych wlasnoéciach
(i) H zadaje strukture kontaktows na M\S;
(ii) Hf] C H,;,, 1 <1<k, oraz H(’;“ = T,R? dla kazdego q € S;
(iii) dim H, NT,S =1 dla kazdego ¢ € S;
(iv) pole kierunkéw L : S 3 g — Ly = Hy NT,S jest czasowe.
Podobnie jak w przypadku Martineta, trajektorie pola kierunkéw L sa krzywymi
anormalnymi wzgledem H i stanowia foliacje powierzchni S. Moéwimy, ze uogdl-
niona metryka sublorentzowska (H,g) jest typu hamiltonowskiego, gdy trajekto-
rie pola kierunkéw L sg, przy stosownej parametryzacji, czasowymi geodezyjnymi
hamiltonowskimi.

Najprostsza struktura wspomnianego typu to struktura plaska zadana przez baze
ortonormalna,

XZQJFE A )
Ox 9z’ dy 2 0z
gdzie za orientacje czasowa przyjmujemy pole X. Latwo sprawdzamy, ze jest to
struktura typu hamiltonowskiego. Zauwazmy ponadto, ze 0§ = jest w tym przy-
padku czasows geodezyjng anormalng startujaca z zera i ze S = {y = 0}. Podobnie
jak w poprzednich przypadkach badamy znaki z-owych wspétrzednych pdl X+Y.
Dochodzimy do wniosku, ze dla k nieparzystego sytuacja przypomina t¢ opisana
w podrozdziale 3.4, a dla k parzystego te z podrozdziatu 3.5. Stosujac analogiczne
rozumowania i analogiczna notacje do tej z podrozdzialéw 3.4, 3.5 dochodzimy do
nastepujacych rezultatéw.

Stwierdzenie 3.8 ([G6]). Zbiory osiggalne dla plaskiej uogdlnionej sublorentzowskiej
metryki Martineta dla k nieparzystego sq postaci

JT(0)=NT(0) = A4, U A,y
f+(0) =int (Al U AQ) B
gAdzie
A ={(z,y,2) eR®: ip(2y.2) =2+ g (y+2) (v — 3y +2)") <0}{z >0, 2> 0},
Ay = {(z,y,2) ER®: My(2,y,2) = 2 — gp(x —y) (¥* + (@ —y)*) <0}n{z >0, 2 < 0}.

Stwierdzenie 3.9 ([G6]). Zbiory osiggalne dla plaskiej uogdlnionej sublorentzowskiej
metryki Martineta dla k parzystego sq postaci

JH0)=A,U...UA,
1+(0) = int(A; U...UAg) U A5
N*t(0) = (211 U...UA) UB(A; U As)\A4s,
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gdzie

A ={(z,y,2) eR3: fy(z,y,2) =2+ 5y +2) (V¥ — S (y+2)*) <0}n{y > 0}n

{z >0, 2 >0},

Ay ={(z,y,2) €R®: fy(z,y,2) =2+ 5= (x —y) (¥* — 5 (z — »)*) < 0}n{y < 0}N

{x >0, 2 >0},

Az ={(2,y,2) €R®: M3(w,y,2) = —2 — gpy"(z —y) < 0}n{y > 0}n{z > 0, 2 < 0},
Ay = {(z,y,2) €R®: iiy(2,y,2) = —2 = 5yF(z +y) <0}n{y < 0}n{z >0, <0}
1 gdzie As to zbidr punktow geodezyjnej anormalnej startujgcej z zera.

Podobnie jak wyzej, aby uogélni¢ te rezulaty na przypadek nieptaski potrzebne
sg nam postacie normalne.

Twierdzenie 3.9 ([G6]). Niech (H,g) bedzie czasowo zorientowang analityczng
uogdlniong sublorentzowskaq metrykq Martineta typu hamiltonowskiego okreslong na
rozmaitosci analitycznej M i niech S oznacza powierzchnie Martineta dla H. Wow-
czas dla katdego q € S istniejq takie wspdlrzedne analityczne x,y,z okreslone w
otoczeniu q, x(q) = y(q) = z(¢) = 0, w ktérych (H,g) ma baze ortonormalng w
nastepujgcej postaci normalnej

X =3 +uplygy +ag) + 3y (L +v) 5
Y=g —aplyg +aog) — 32" (1 +4)
przy czym X jest orientacjq czasowq, ¢ i V¥ sq takimi funkcjami analitycznymi
okreslonymi w otoczeiu 0, ze 1¥(0,0,z) =0, a S jest réwna S = {y = 0}.

(3.12)

’

Korzystajac z postaci normalnych i stosujac rozumowanie jak w poprzednich
podrozdziatach otrzymujemy:

Twierdzenie 3.10 ([G6]). Niech (H,g) bedzie czasowo zorientowang analityczng
sublorentzowskq metrykq Martineta typu hamiltonowskiego okreslong na otoczeniu
U zera w R? i dang przez baze ortonormalng w postaci normalnej (3.12). Zatézmy,
ze liczba k wystepujaca w (8.12) jest nieparzysta. Wowczas, jesli U jest dostatecznie
matym otoczeniem normalnym zera, istniejq takie funkcje analityczneny,ny : U —
R, ze zbiory osiggalne sq postaci

JT(0,U) = N*T(0,U) = A; U Ay,
I+(O,U) =1nt (A1 UAQ) B
gdzie
Ay =A{(z,y,2) €U : n(z,y,2) <0}n{z >0, z >0},
Ay ={(z,y,2) €U my(x,y,2) <0} N{z >0, 2 <0}.

Twierdzenie 3.11 ([G6]). Niech (H,g) bedzie czasowo zorientowang analityczng
sublorentzowskq metrykq Martineta typu hamiltonowskiego okreslong na otoczeniu
U zera w R? i dang przez baze ortonormalng w postaci normalnej (3.12). Zatézmy,
e liczba k wystepujgea w (8.12) jest parzysta. Wowczas, jesli U jest dostatecznie
matym otoczeniem normalnym zera, istniejq funkcje analityczne ny,...,ny : U — R
oraz zbior semianalityczny ¥ wymiaru 2, taki ze U N {xz > 0} \X ma dwie skladowe
spdjne ¥, ¥ oraz
JH0,U) = A U...U Ay,
IT(0,U) =int (A1 U...U Ay) U As,
.Z\ij(O7 U) =nt (A1 U...u A4) @] 8U (Al @] AQ) \A5,
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gdzie

Al*{(xvyaZ)EU: Wl(zayaZ)SO}QEer{ZZO},

Ay ={(r.5,2) €U+ my(ry,2) <0}NS- 1 {z > 0},

As ={(z,y,2) € U: n3(z,y,2) <0}N{z >0,y >0}N{z <0},
Ay ={(z,y,2) €U : ny(z,y,2) <0}N{z >0,y <0}Nn{z <0},
As = {(z,0,0) €U : = >0}

Podobnie jak wyzej funkcje 7; sg zaburzeniami funkcji 9); z przypadku plaskiego,
i = 1,...,4. Réwniez w tym przypadku ma zastosowanie uwaga analogiczna do
uwagi 3.2. Na koniec zanotujmy

Whniosek 3.6. Zbiory osiggalne dla analitycznych uogdlnionych struktur Martineta
typu hamiltonowskiego sq semi-analityczne. Ponadto minimalna liczba funkcji ana-
litycznych potrzebna do opisu zbioru J*(q,U), ¢ € S, wynosi 4 w przypadku k
parzystego i 2 dla k nieparzystego.

3.7. Zbiory osiagalne dla struktur z niegladka powierzchnia Martineta.
Rozwazmy przypadek niekontaktowych struktur sublorentzowskich z najprostsza
niegladka powierzchnig Martineta, tj. powierzchnig Martineta bedaca suma dwu
transwersalnie przecinajacych si¢ hiperpowierzchni. Niech (M, H,g) bedzie roz-
maito$cig sublorentzowska i niech vi,ve € Hy, ¢ € M, beda wektorami czasowymi
skierowanymi w przyszlosc. Kagtem hiperbolicznym pomiedzy vi i vo nazywamy
liczbe <t(v1,v2) > 0 zdefiniowang przez warunek

cosh <t(vy,v2) = —M,
[[oa [} [[vz]]
gdzie ||v]| = (—g(v,v))1/2 (z odwréconej nieréwno$ci Schwarza _Ifﬂffll\ly\zz)\l > 1,

wiec taka definicja jest poprawna). Niech teraz Li, Lo beda l-wymiarowymi
podprzestrzeniami czasowymi w H,. Wybierzmy wektory czasowe skierowane w
przysztos¢ vy, wva, takie ze Ly = Span{vi}, Ly = Span{vs}. OkreSlamy kat
pomiedzy takimi prostymi jako

L1, L2) = <(v1,v2).

Podamy teraz doktadna definicje klasy struktur rozwazanych w tym podrozdziale.
Niech M bedzie rozmaito$cia gladka (analityczna) i niech H bedzie gladka (anality-
czna) dystrybucja rzedu 2. Méwimy, ze struktura sublorentzowska (H, g) jest typu
MQ,Q, Jeéll
(i) istnieja gltadkie (analityczne) hiperpowierzchnie Sy, Sa, takie ze ich przeciecie
I' =51 NSy jest podrozmaitoécia 1-wymiarows. Ponadto dim (7,5; N H,) = 1 dla
kazdego g € I oraz ¢ = 1,2;

(ii) H zadaJe strukture kontaktowq na M\ (S1 U Sz2);

(i) H? = Hy © H = T, M, jesli tylko q € (S1 U S2) \I';

(iv) H; = T,M dla q € T;

(v) pola kierunkéw S; 3 ¢ — 135; N Hy, i = 1,2, sa czasowe;

(vi) funkcja S1 NS3¢ — <« (T S1NH,,T, 52 N H,) jest stala;

(vii) krzywe anormalne stanowiace foliacje S U Ss sa, z dokltadno$cia do reparame-
tryzacji, czasowymi geodezyjnymi hamiltonowskimi skierowanymi w przyszloSé.
Roéwniez i w tym przypadku zbiér S = S; U Sy nazywa sie powierzchniag Martineta.
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Zauwazmy, ze w otoczeniu dowolnego punktu ze zbioru S;\I', i = 1,2, struktura
Ms 5 to unogdlniona struktura Martineta typu hamiltonowskiego.

Jak zobaczymy nizej, warto$¢ kata hiperbolicznego pomiedzy T'S1NH a T'SoNH
decyduje o strukturze zbioréw osiggalnych oraz o ilosci geometrycznie optymalnych
krzywych czasowych. Niech

(313) W = W(Cl, 62) =ci1C9 + 201 — 262 —1.
Tym razem zaczniemy od twierdzenia o postaciach normalnych.

Twierdzenie 3.12 ([G7]). Niech (M, H,g) bedzie czasowo zorientowang anality-
czng rozmaitosciq sublorentzowskq, gdzie (H,g) jest metrykq typu Ms 2. Wowczas
dla kazdego punktu q € T' (gdzie T ma znaczenie j.w.) istniejq takie wspdlrzedne
analityczne x,y,z okreSlone na otoczeniu punktu q, x(q) = y(q) = z(¢) = 0, ze
(H, g) ma baze ortonormalng w nastepujacej postaci normalnej

0 9] 0 1 9]
X*%JF@M(Q%+xafy)+59(9*0117)(9*02@(1*1/’)%

(3.14) ,
v=2 sopl ey Ly any - mn e
Oy Yoz oy gt W ary—e 0z

przy czym X jest orientacjq czasowa, c1,ce sq takimi statymi, ze —1 < co < c1 < 1,
powierzchnia Martineta przedstawia sie wzorem S = {y = ciz} U{y = caz}, a p, ¥
sq takimi funkcjami analitycznymi okreslonymi w otoczeniu 0, ze (0,0, z) = 0.

Nietrudno teraz odgadna¢ interpretacja wyrazenia (3.13). Ot6z jesli o« = < (17,51 N Hy, T,S2 N Hy)
dla g €T, to z (3.14) widaé, ze cosha = ——2=4%2__ j sinh o = Ly skad

\/lfcf 170% \/lfcfwlfc%’

= —cosh« + 2sinh a.

W
V1—ci/1—¢3
Tak wiec znak wielomianu W jest niezmiennikiem dla struktur typu My . Przy
tym W > 0 (W < 0) wtedy i tylko wtedy, gdy tanha > % (tanha < 1).
Korzystajac z powyzszego schematu najpierw liczymy zbiory osiggalne dla struk-
tur plaskich w R3, ktére definiujemy przez warunek, ze uklad

9 oL 0 1

.0 1 9
X—%+§y(y—01$)(y—02$)827 Y_a—y—?c(y—clx)(y—cy:)%

jest ortonormalny z orientacja czasowa X (wszystkie szczegoty znajduja sie w [GT]).
Przechodzac do przypadku ogélnego mamy

Twierdzenie 3.13 ([GT7]). Niech (H,g) bedzie analityczng czasowo zorientowang
metrykq typu My o okreslong przez baze ortonormalng w postaci (3.14) na otoczeniu
normalnym U zera w R3. Przypusémy, 2e W(cy,c2) < 0. Wowczas zaktadajgc, ze
U jest dostatecznie mate, istniejq funkcje analityczne n, : U — R, i = 1,2, takie
te zbiory osiggalne dla (H,g) maja postaé

JT(0,U) = N (0,U) = A; U A,
I't(0,U) =int (A; U Ay),

gdzie
Al:{(xvyaz)EU: nl(m7yvz)§0}ﬂ{$207220};
AQZ{(II},y,Z)EUI nZ(x,yaz)go}m{xZO;ZSO}
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Jak wida¢ w przypadkach opisywanych przez twierdzenie 3.13 nie ma geome-
trycznie optymalnych krzywych czasowych.

Twierdzenie 3.14 ([GT7]). Niech (H,g) bedzie analityczng czasowo zorientowang
metrykq typu My o okreslong przez baze ortonormalng w postaci (3.14) na otoczeniu
normalnym U zera w R3. Przypusémy, e W(cy,c2) > 0. Wowczas zaktadajge, e
U jest dostatecznie mate, istniejq funkcje analityczne n;,&;; U — R, 4,5 = 1,2,
oraz zbiory semianalityczne X1, Yo wymiaru 2, takie z2e UN{z >0} N{z>0}nN
{ear <y < 2} \E1 ma dwie sktadowe spéjne X1, 7 oraz UN{z >0} N{z <0} N
{—2 <y < c12}\B2 ma dwie sktadowe spdjne X, X5 i takie ze zbiory osiggalne
dla (H,g) maja postaé

JT0,U) = A U...U Ag,
IT(0,U) =int (A; U...U Ag) U A7 U Ag,

NT(0,U) =int (4, U...U4g) U ({n, =0} NZ) U ({n, =0} N%;),

gdzie
Ay ={(z,y,2) €U : ny(z,9,2) <0}NET,
A2 = {(w,y,z) eU: 611(x7yaz) < 0} n EI’
A3 = {(x,y,z) ev: ng(x’yaZ) S 0} N {—l‘ S Yy S CQZC} N {Z 2 O}?
A5 = {(m,y,z) eU: 621(1',@/,2) < 0} n 237
As = {(z,y,2) €U : &go(m,y,2) <0} N{crz <y <z}n{z <0},
A7 ={(z,y,2) €U : y=cz, t >0, z =0},
As ={(z,y,2) €U : y=cox, x >0, z=0}.
Funkcje &;; otrzymujemy rozwigzujac odpowiednie zagadnienia Cauchy’ego z
warunkami poczatkowymi na plaszczyznach {y = ¢;z}, 4,5 = 1,2. Wypiszemy

jeszcze krzywe geometrycznie optymalne w przypadkach omawianych w twierdzeniu
3.14. Stosujac notacje z podrozdziatu 3.4 sa to krzywe tworzace Oy JT(0,U)N{z >
0}, tzn. X + V)X -Y), X +Y) (X +Y), (X + Y)(X -Y) (krizywe
(X+Y)(X-Y)oraz (X 4+ Y )(X +Y) przestaja by¢ geometrycznie optymalne po
osiagnigciu zbioru 2 - wéwcezas wchodza do wnetrza int JT(0,U)) oraz te tworzace
AuJH0,U)N{z <0}, tj. (X=Y)X+Y), X+aY)(X-Y), (X+cY)(X+Y)
(krzywe (X +1Y)(X —Y) oraz (X —Y)(X +Y) przestaja by¢ geometrycznie op-
tymalne po przecieciu zbioru 3s). Zanotujmy jeszcze, iz mamy tutaj dwie geome-
trycznie optymalne krzywe czasowe i jednocze$nie minimalna liczba funkcji potrzeb-
nych do opisu zbioréw osiggalnych to 6.

Whniosek 3.7. Zbiory osiggalne dla analitycznych metryk sublorentzowskich typu
My o sq semi-analityczne. Ponadto minimalna liczba funkcji analitycznych potrzebna
do opisu zbioru J*(q,U), q € T, wynosi 2 w przypadku W < 0 i 6 w przypadku
W > 0.

Na koniec zauwazmy, ze powyzsze rezultaty mozna uogdélni¢ na przypadek dowol-
nej liczby anormalnych krzywych czasowych startujacych z ustalonego punktu.
Postacie normalne dla takich struktur, pod pewnymi dodatkowymi zalozeniami,
skonstruowane sg w [G7]. Problem stanowi jednak duza liczba réznych statych, co
powoduje, ze trudno jest sfomutowaé ogélne twierdzenie.
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3.8. Zastosowanie do ukladéw afinicznych. Geometrycznie optymalne
krzywe osobliwe a minimalna liczba funkcji analitycznych opisujacych
zbiér osiagalny. Jak zostalo przedstawione w podrozdziale 3.2 wszystkie powyzsze
rezultaty mozna bezpo$rednio zastosowaé do liczenia zbioréw osiggalnych dla afinicznych
ukladéw sterowania indukowanych przez metryki sublorentzowskie. Biorac pod
uwage przyktady i obliczenia z [G5, G6, G7] otrzymyjemy

Whniosek 3.8. Niech dany bedzie analityczny afiniczny uktad sterowania ¢ = X +
uY, u € [a,b], gdzie X,Y zadane sq przez jedng z formut (3.6), (3.11), (3.12),
(8.14) (przy zalozeniu W # 0 w tym ostatnim przypadku). Wdowczas dla dowol-
nego punktu q i dla dowolnego dostatecznie matego otoczenia normalnego U punktu
q, zbior A(q,U) jest semianalityczny, a minimalna liczba funkcji analitycznych
potrzebnych do opisu tego zbioru wynosi 2 + 2m, gdzie m jest liczbg geometryczni
optymalnych trajektorii osobliwych tego uktadu.

Na koniec tej czeSci zanotujmy jeszcze jedno zastosowanie formalizmu sublorent-
zowskiego do teorii ukladéw afinicznych. Ot6z we wszystkich rozwazanych powyzej
przypadkach brzeg 90y.A(qo,U) zbioru osiagalnego jest skonczong suma zbioréw
postaci {n = 0}, gdzie n jest funkcja gladka (anlityczna), taka ze V gn jest polem ze-
rowym skierowanym w przysziosc, gdzie gradient V i liczymy wzgledem indukowanej
struktury sublorentzowskiej. Ot6z mozna udowodnié¢

Lemma 3.1 ([G5]). Niech U bedzie otwartym podzbiorem rozmaitosci sublorent-
zowskiej (M, H,g) i niech n : U — R bedzie taka funkcja gladka, ze gradient ho-
ryzontalny ¥V gn jest wszedzie zerowy. Wowczas kazda poziomica {n = const} jest
niezmiennicza wzgledem YV gn. Ponadto dla katdego q € {n = const}, przestrzefn
H, NT,{n = const} zawiera dokladnie jeden kierunek przyczynowy, mianowicie
kierunek wektora V gn(q).

Jako wniosek z lematu 3.1 otrzymujemy

Whiosek 3.9. Rozwatmy afiniczny uklad sterowania ¢ = X +uY, u € [a,b], gdzie
X,Y zadane sq przez jedng z formul (3.6), (3.11), (8.12), (3.14). Wowczas dla
kazdego q € OuA(qo,U) istnieje dokladnie jedna trajektoria geometrycznie opty-
malna lgczaca qo 2z q.

4. POZOSTALE OSIAGNIECIA NAUKOWO-BADAWCZE

4.1. Oméwienie artykuléw nie wlaczonych do jednotematycznego cyklu.
Sa to nastepujace artykuty:

[P1] M. Grochowski, Differential Properties of the sub-Riemannian Distance
Function, Bulletin of the Polish Academy of Sciences, Vol. 50, No. 1
(2002), 93-101.

[P2] M. Grochowski, Geodesics in the sub-Lorentzian Geometry, Bulletin of the
Polish Academy of Sciences, Vol. 50, No. 2 (2002), 161-178.

[P3] M. Grochowski, On the Heisenberg sub-Lorentzian Metric on R3, in Geo-
metric Singularity Theory, Banach Center Publication, vol. 65 (2004), 57-
65.

[P4] M. Grochowski, Reachable Sets For a Class of Contact sub-Lorentzian Met-
rics on R"3. Existence of Non-smooth Geodesics, Geometry and Topology
of Caustics - Caustics 06, Banach Center Publications, Vol. 82, Warszawa
2008, 101-110.
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[P5] M.Grochowski, Some Properties of Reachable Sets for Control Affine Sys-
tems, Analysis and Mathematical Physics, Vol. 1, No. 1 (2011), 3-13.

[P6] M. Grochowski, Some Remarks on the Global sub-Lorentzian Geometry,
Analysis and Mathemtical Physics, Vol. 3, No. 4 (2013), 295-309.

[P7] M. Grochowski, Normal Forms for sub-Lorentzian Metrics Supported on
Engel Type Distributions, recenzja typu "minor revision" w Journal of
Geometry and Physics (http://arxiv.org/abs/1312.4201)

[S1] M. Grochowski, B, Warhurst, Invariants for contact sub-Lorentzian struc-
tures on 3-dimensional manifolds, ztozone do Geometriae Dedicata
(http://arxiv.org/abs/1312.4581).

[S2] M. Grochowski, A Necessary and Sufficient Condition for Local Control-
lability Around Closed Orbits, ztozone do Bulletin of Polish Acad. Sci.
(http://arxiv.org/abs/1312.4181)

W artykule [P1] badam wlasnoéci rézniczkowe funkceji odlegloéci w geometrii sub-
riemannowskiej. Pokazuje, ze odleglo§¢ subriemannowska od punktu jest gtadka
na podzbiorze otwartym i gestym otoczenia kazdej geodezyjnej minimalizujacej
nie bedacej krzywa anormalna. Pokazuje réwniez przydatny fakt méwiacy, ze w
przypadku, gdy odleglo$¢ subriemannowska f jest gladka, to kazda trajektoria
gradientu horyzontalnego Vg f jest jedyna geodezyjna minimalizujaca pomiedzy
swoimi koficami, nie bedaca przy tym krzywa anormalna. Uzupelniam réwniez
znany rezultat méwiacy o tym, iz kazda geodezyjna hamiltonowska (tj. normalna)
jest lokalnie minimalizujaca. Mianowicie korzystajac z pojecia gradientu horyzon-
talnego dowodze, ze kazdy dostatecznie krétki odcinek geodezyjnej hamiltonowskiej
jest jedyna geodezyjna minimalizujaca pomiedzy swoimi koncami.

Praca [P2] stanowi pierwsze wprowadzenie do geometrii sublorentzowskiej. Prezen-
towane sa tutaj wszystkie podstawowe definicje i pojecia geometrii sublorentzowskiej
oraz dowodzone sg ich wlasnoSci. Wigksza cze$¢ materialu prezentowanego w po-
drozdziatach 2.1, 2.3, 2.4, 2.5, 2.6 wstepu zostala sformulowana i udowodniona
w [P2]. Wprowadzam tam réwniez pojecie globalnej hiperbolicznosci dla roz-
maitoéci sublorentzowskich i dowodzg, ze przy takim zalozeniu (globalna) odleglogé
sublorentzowska jest wszedzie skoficzona i pélciagla z gory. Prace [P1], [P2] skladaja
sie na moja prace doktorska

W [P3] badam podstawowe wlasnoéci plaskiej kontaktowej metryki sublorent-
zowskiej. Wypisuje i rozwiazuje réwnania na geodezyjne, wyznaczam conjugate
locus, pokazuje, ze odwzorowanie wykladnicze exp, z biegunem w zerze nie jest
"na" zadne otoczenie zera oraz dowodze, ze w tym przypadku odleglosé sublorent-
zowska od zera jest gladka na pewnym otoczeniu W zbioru I(0) N {z = 0}, takim
ze 0 € OW.

W [P4] dla pewnej klasy metryk kontaktowych w R? wyznaczam zbiory osiagalne,
konstruuje zerowe geodezyjne niegltadkie i dowodze, ze odleglo$é sublorentzowska
od 0 jest ciagta w punktach zbioru dyJ*(0,U).

Praca [P5] bada wlasno$ci lokalnych zbioréw osiagalnych z punktu dla afinicznych
ukiadéw sterowania. Niech

(4.1) g=Xo+ Zquj’ u=(ug,...,ui) €C,
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bedzie afinicznym ukiadem sterowania okreslonym na rozmaitoSci M. O zbiorze
paratemtréw sterujacych C zakladamy, ze jest zwarty, wypukly i dimC > 0. Przez
riC (odp. rbC) bedzie oznaczaé relatywne wnetrze (odp. relatywny brzeg) zbioru
C tak jak to definiowane jest w analizie wypuklej (zob. np. [40]). Ustalmy punkt
qo € M i zalézmy, ze Lie {Xo+ > u;X;: uerbC}(q) = Ty, M. Dla otoczenia
U punktu go oraz podzbioru B C C, przez A(qo,U;B) bedziemy oznaczaé zbiér
zlozony ze wszystkich trajektorii ukltadu (4.1) startujacych z qo, zawartych w U i
generowanych przez wszystkie sterowania przyjmujace wartosci w B (czas koficowy
nie jest ustalony). Gléwne rezultaty pracy [P5] mozna streéci¢ w nastepujacym

Twierdzenie 4.1. Przy powyzszych zatozeniach istnieje taka baza otoczen O punktu
qo, 2e dla kazdego U € O prawdziwe sq wzory

Al(qo,U;C) = cly(intA(qo, U;riC)) = cly (intA(qo, U; rbC)),
intA(qo,U;C) = intA(qo, U; riC) = int.A(qo, U;TbC),
OuA(qo,U;C) = 9y Alqo, U; riC) = 9y A(qo, U; TbC).

Ponadto, jesli dystrybucja Span{Xoy, ..., X} jest typowa w sensie [9], to zbiory
Al(qo,U;riC) sq otwarte.

Twierdzenie 4.1, podobnie jak twierdzenie 3.1, nie wynika wprost ze znanych
twierdzen teorii sterowania.

Latwo zauwazy¢, ze otoczenia U nie moga by¢ dowolne. Stosowny przyklad
ukladu i otoczenia U takiego, ze zbiér A(0,U;[—1,1]) nie jest domkniety zawarty
jest w [P5] w paragrafie 4.

Artykul [P6] jest pierwsza praca majaca na celu skonstruowanie narzedzi do
badania rozmaitoSci sublorentzowskich z globalnego punktu widzenia. Konstruuje
globalnie okreSlony uklad sterowania opisujacy krzywe przyczynowe, a nastepnie
formuluje warunek konieczny i dostateczny na lokalng sterowalnos¢ tego ukltadu w
otoczeniu zamknietych krzywych czasowych. Dowodzone sg tez tutaj stwierdzenia
2.1, 2.2, 2.3 oraz wniosek 2.1.

Praca [P7] rozpoczyna badania struktur sublorentzowskich w R*. Skonstruowane
sa postacie normalne dla metryk lorentzowskich na dystrybucjach Engela:

Twierdzenie 4.2 ([P7]). Niech (H,g) bedzie gladkq metrykq sublorentzowskq na
4-wymiarowej rozmaitosci, taka ze H jest dystrybucja typu Engela, a g jest metryka
lorentzowska na H, przy czym zakladamy, ze krzywe anormalna dla H sq, z doklad-
nosciq do reparametryzacji, czasowymi geodezyjnymi hamiltonowskimi. Wodwczas
dla kazdego punktu qo € M istniejq wspdlrzedne x,y, z,w okreslone w otoczeniu qo,
x(qo) = ... = w(qo) = 0, w ktdrych (H,qg) ma baze ortonormalng w nastepujgcej
postact normalnej

0 0 0 0 0
X = — - il 11 — 4+ 1,21 —
oz e (v +age ) + L+ )5 + 40+ 0
0 0 0 0 a
Y = = — - ~Z )11 — _ lru(1 -
oy ¥ <y6x+xay> 221+ 91) - = gay(l+9) 5
gdzie @, Wy, 1y sq takimi funkcjami gladkimi okreslonymi w otoczeniu 0, 2e (0,0, z,w) =
15(0,0,0,w) = 0, natomiast pole X jest orientacjq czasowq o tej wlasnosci, e
krzywe anormalne zawarte w {y = 0} sq trajektoriami X.
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Otrzymuje réwniez pewne oszacowania na zbiory osiggalne. Warto w tym miejscu
zauwazy¢, ze przedstawione w rozdziale 3 autoreferatu metody, w wyzszych wymia-
rach nie dzialaja.

W pracy [S1] wraz z B. Warhurstem konstruujemy niezmienniki dla kontak-
towych struktur sublorentzowskich w wymiarze 3. Sa to: funkcja gladka na roz-
maito$ci oraz (1, 1)-tensor na dystrybucji. Zastosowanie uzyskanych niezmiennikéw
do przypadku grup z lewo niezmienniczymi metrykami sublorentzowskimi daje nam
czeSciowa klasyfikacje takich przestrzeni. Razem z B. Warhurstem napisali$émy ko-
lejng prace, w ktérej liczymy algebre infinitezymalnych transformacji konforemnych
(w szczegolnoSei izometrii) dla grup w prostszych przypadku. Ponadto pokazujemy
jak zrealizowa¢ dowolna kontaktowa strukture sublorentzowska w wymiarze 3 jako
geometri¢ réwnania rézniczkowego zwyczajnego modulo tzw. "point transforma-
tions".

W pracy [S2] dowodze przy do$é ogélnych zalozeniach, ze kazdy uklad sterowa-
nia na rozmaitoéci zwartej ma orbite zamknieta. Ponadto (juz bez zalozenia o
zwartosci) podaje warunek konieczny i dostateczne na lokalng sterowalno$é uktadu
w otoczeniu orbity zamkniete;j.

4.2. Udzial w projektach badawczych. Pobyty.

e W latach 2002 - 2006 bylem cztonkiem projektu europejskiego RAAG (real
algebraic and analytic geometry, nr projektu HPRN-CT-2001-00271)

e Bylem czlonkiem dwéch grantéw Ministerstwa Eudukacji Narodowej: grant
nr 2703/H03/2007/32 (lata 2007-2009) oraz grant nr NN201 607540 (lata
2011-2014);

e Jako student w 1996 odbylem 3-miesieczny staz na Université de Savoie w
Chambéry we Francji;

e W okresach 01.03.2007 — 31.08.2007, 01.10.2008 — 30.09.2009, 01.10.2010 —
30.09.2011 bylem zatrudniony w Instytucie Matematycznym PAN. Obecnie,
tj. od 1.10.2013 réwniez pracuje w IMPAN.

e Krotkie wizyty na Uniwersytecie w Bergen (Norwegia): 02.09.2010 — 14.09.2010,
02.02.2011 — 08.02.2011.

e Instytut Mittag-Lefller: 01.10.2011 — 31.10.2011.

4.3. Udzial w konferencjach. Ponizej przedstawiam liste konferencji, w ktérych
bralem czynny udzial (z wygloszeniem referatu poza jednym przypadkiem).
Polish-Japanese Singularity Working Days, Bedlewo, 2001;

Geometry and Topology of Caustics, CAUSTICS’02;

RAAG Meeting of Young Researchers, Barcelona, Coma Ruga, 2003;
RAAG Meeting of Young Researchers, Perugia 2004;

Tame geometry: a tribute to Rene Thom and Stanistaw Lojasiewicz, Cham-
bery, 2005 (wspdlny referat z P. Goldsteinem z UW);

Polish-japanese Singularity Working Days, Bukowina 2005;

Geometry and Topology of Caustics, CAUSTICS’06;

Workshop on Geometric Control Theory, Warszawa 2006;

Summer School on Global Analysis, Spisska Stara Ves, 2006;
Polish-Japanese Singularity Working Days, Sopot, 2007;

Control, Constraints and Quanta, Bedlewo, 2007 (plakat);

Referat w Bergen (Norwegia) 15.09.2010;
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e Referat w Instytucie Mittag-Leffler ( 1 KHT) 05.10.2011;
e Szkola zimowa "Uklady dynamiczne w fizyce", styczen, 2014.

4.4. Organizacja konferencji, wyklady plenarne.

e W 2014 (listopad) w Paryzu, w ramach trymestru "Geometry, Analysis
and Dynamics on sub-Riemannian Manifods" organizuje razem z I. Marking
(Uniwersytet w Bergen, Norwegia) warsztaty z geometrii sublorentzowskiej;

e W 2014 (listopad) zostalem zaproszony do wygloszenia wykladu plenarnego
z geometrii sublorentzowskiej na konferencji "Geometric Control and Re-
lated Fields" bedacej czescig semestru "New Trends in Calculus of Varia-
tions" w Linz (Austria).

4.5. Recenzje artykuléw naukowych. Recenzowalem artykuly dla nastepuja-
cych czasopism:
e Journal of Dynamical and Control Systems,
Journal of Geometry and Physics,
Journal of Complex Analysis and Operator Theory,
Control and Cybernetics,
Demonstratio Mathematica,
Mathematica Scandinavica,
Bulletin des Sciences Mathématiques.

Ponadto pisze dla Mathematical Reviews.

4.6. Recenzje prac doktorskich. Bylem recenzentem pracy doktorskiej A. Ko-
rolko pt. "Sub-semi-Riemannian Geometry on Heisenberg-Type Groups" (2011,
Department of Mathematics, University of Bergen, Norwegia).
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