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Recenzja w postepowaniu habilitacyjnym dra Marii Vlasenko
prowadzonym w Instytucie Matematycznym PAN

Dr Maria Vlasenko we wniosku o wszczecie przewodu habilitacyjnego jako osiggniecie
naukowe okreslita cykl ztozony z pieciu powiazanych tematycznie opublikowanych prac za-
tytutowany

Arytmetyka réwnati rézniczkowych Picarda-Fuchsa

i skladajacy sie z pieciu opublikowanych prac. Dwie prace wchodzgce w sklad osiggnigcia
sg samodzielne, pozostale trzy wspélne z V. Golyshevem, A. Mellitem oraz E. Shinderem.
W dokumentacji znajdujg sie o$wiadczenie wspélautoréw, o proporcjonalnym udziale M.
Vlasenko.

Gléwnym wynikiem pierwszej pracy cyklu jest dowdd kongruencji Dworka dla ciggu wspot-
czynnikéw wolnych poteg wielomianu Laurenta. Powyzsza konstrukcja jest zwigzana z kon-
strukecjg rozmaitosci Calabi-Yau jako antykanonicznych hiperpowierzchni w torycznych roz-
maitosciach Fano (Batyrev-Borisov). Jezeli wieloscian Newtona jest refleksywnym wieloscia-
nem wymiaru cztery, a wielomian jest generyczny, otrzymujemy w wyniku tréjwymiarows
rozmaito$é Calabi-Yau. Funkcja generujaca jest okresem gléwnym.

B. Dwork uzyl pewnej kongruencji w celu aproksymacji p-adycznej przy pomocy funkeji
wymiernej i w konsekwencji p-adycznego przedtuzenia. W ten sposéb wyznaczyt pierwiastek
funkeji zeta, ktéry jest p-adyczng jednosécig. Gléwnym wynikiem pracy [Habl] jest dowdd
kongruencji Dworka dla ciggu wyrazéw stalych poteg wielomianu Laurenta, ktérego wie-
loécian Newtona zawiera jedyny punkt wewnetrzny 0. Praca wzmacnia wynik pracy van
Stratena i Samol.

Praca [Hab2] dotyczy ogélniejszej sytuacji, gdy topologiczne wnetrze wielocianu Newtona
dla wielomianu Laurenta f zawiera wiecej niz jeden punkt, w takiej sytuacji wielomianowi
f przypisujemy ciag macierzy zwanych (wyzszymi) macierzami Hasse-Witta. Gléwny wy-
nik pracy (Thm. 1) dotyczy kongruencji miedzy macierzami Hasse-Witta indeksowanymi
potegami ustalonej liczby pierwsze;j.

W przypadku gdy macierz Hasse-Witta jest odwracalna (wiadomo, ze dzieje si¢ tak w
pewnych sytuacjach geometrycznych) podobnie jak dla kongruencji Dworka otrzymujemy
pewne zbieznoéci p-adyczne. M. Vlasenko formuluje przypuszczenie, ze granice te sg réwne
odpowiednio operatorowi Frobeniusa i konekcji Gaussa-Manina na krysztale “unit-root”.
Hipoteza ta zostala numerycznie zweryfikowana w pracy dla krzywej hipereliptycznej genusu
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W pracy [Hab3] badane sa kongruencje zwigzane z formalnym dzialaniem grupowym,
czyli “infinitezymalna” wersja dzialania grupowego. Pierwszy gléwny wynik pracy podaje

1



kryterium catkowitoéci formalnego prawa grupowego w terminach kongruencji dla p-ciagu
skojarzonego z ciggiem wspélezynnikéw logarytmu. Drugi gtéwny wynik tej pracy podaje
kongruencje spelniane przez wspétczynniki formalnego prawa grupowego nad pierscieniem
liczb catkowitych zupetnego, absolutnie nierozgatezionego ciala waluacji dyskretnej mieszane;
charakterystyki oraz analityczng p-adyczng formute na jego wielomian charakterystyczny.

W pracy rozwazane sg przyklady praw grupowych majacych pochodzenie geometryczne:
formalne prawo grupowe przyporzadkowane L-funkeji, formalna grupa Artina-Mazura (po-
dobnie jak w innych sytuacjach Vlasenko rozwaza hiperpowierzchni¢ w rozmaitosci torycznej
zadanej przez wielomian Laurenta, ktérej wieloscian Newtona ma jeden wewnetrzny punkt
kratowy) oraz hipergeometryczne prawo grupowe.

W pracy [Hab4] badane sg dwie klasy wyznacznikowych operatoréw liniowych rzedu 2
i 3 oznaczanych przez D2 i D3. Dodatkowe zatozenie modularnosci pozwala przeprowadzic
klasyfikacje z doktadnoécig do operacji przesuniecia (réwnania). W szczeg6lnosci wyznaczone
operatory typu D2 zawieraja znalezione przez D. Zagiera operatory odpowiadajacy ciggom
rekurencyjnym liczb catkowitych takiego typu jak wykorzystane w dowodzie niewymiernosci
¢(2) oraz ¢(3).

W pracy [Hab5] dowiedziona jest formula na logarytmiczng miarg Mahlera m(1 + 1 +
Ty + 3 + 74) funkcji liniowej 1 + 21 + @2 + 23 + x4. W przypadku n = 2, 3 analogiczne
wartosci m(1 + z1 + -+ - + @) sa znane 1 wyrazajg sie przy pomocy wartosci w 2 funkeji L
dla charakteru Dirichleta x_3 oraz ¢(3).

Zgodnie przypuszczeniem Rodrigueza-Villegasa poszukiwana warto$¢ powinna by¢ réwna
6(%)5“ fis,4), gdzie fi5 jest formg modularng wagi 3. Vlasenko i Shinder dowodzg innego
wyrazenia zawierajacego specjalne podwéjne L-wartodci pewnych form modularnych wagi 4.
Konstrukeja odbicia lustrzanego zostala po raz pierwszy dokltadnie zbadana w przypadku
rodziny Dworka kwintyk. Pojawiajacy sie¢ operator rézniczkowy jest hipergeometrycznym
operatorem rzedu 4. Operatory rézniczkowe (a dokladniej ich rozwigzania holomorficzne) o
wspolezynnikach wielomianowych odpowiadajg rekurencjom ciggéw wspoétczynnikéw.

Ocena osiggniecia naukowego.

Prace wchodzace w sklad cyklu przedstawionego jako osiagniecie habilitacyjne zostaty
opublikowane w dobrych i bardzo dobrych czasopismach naukowych (m.in.Transactions of
AMS, Journal of Number Theory), podana przez kandydatke liczba cytowan w basie Science
Citation 20 h-index 4, liczby te nie obejmujg prac do doktoratu z analizy funkcjonalnej)
sa w mojej ocenie bardzo przyzwoite biorac pod uwage czas, ze p. Vlasenko zmienita po
doktoracie tematyke i teorig liczb zajmuje sie od niespelna 15 lat.

Publikacje wtaczone do podlegajacego ocenie osiagniecia dotycza zagadnieni zwigzanych z
zastosowaniem réwnah rézniczkowych zwyczajnych (réwnan Picarda-Fuchsa) w teorii liczb,
a szczegblnie tzw. kongruencji Dworka. Jest to niezwykle trudna i zaawansowana technicznie
tematyka wymagajaca opanowania zaawansowanych technik z zakresu teorii liczb (w tym
algebraicznej teorii liczb), geometrii algebraicznej, analizy p-adycznej.

Tematyka ta zostata zapoczatkowana pracami B. Dworka dotyczacymo wymiernosci funk-
cji zeta Weila rozmaitodci algebraicznej. Znaczenie tej tematyki jest réwniez zwigzane z
wywodzaca sie z fizyki hipoteza symetril lustrzanej, a doktadniej przypadkiem modeli jed-
noparametrowych. W sytuacji tej mamy doczynienia z rodzing X = (X);ep rozmaitosci
Calabi-Yau z liczbg Hodge’a h'?(X;) = 1. Poniewaz topologicznie rodzina X; jest trywialna



wiec mozemy w niej wybraé “staly” rodzine cykli v, € H3(X;). Ustalajac forme kanonicz-
ng (zespolony element objetosci) w, € H*°(X;) otrzymujemy funkcje holomorficzng catek
okresow f(t) = [,w; : B — C. Tak okreslona catka okreséw jest w oczywisty sposob
zdefiniowana lokalnie i zalezy od poczynionych wyboréw, w szczegélnosci relatywna forma
kanoniczna w moze byé pomnozona przez dowolna funkcje holomorficzng na B. Poniewaz
formy rézniczkowe wy, %wt, iy %wt € H3(X,;) = C*, wigc sg one liniowo zalezne. A zatem
calka okreséw spelnia réwnanie rézniczkowe liniowe jednorodne rzedu 4. W przypadku, gdy
krzywa bazowa B = P!\ ¥, gdzie ¥ jest zbiorem skoriczonym, w konsekwencji otrzymane
réwnanie bedzie mialo wspétczynniki wielomianowe. Otrzymane réwnanie nazywamy réw-
naniem Picarda-Fuchsa. Oczywiscie podany opis jest bardzo nieformalny, wiasciwszym jezy-
kiem do uzyskania réwnania Picarda-Fuchsa jest koneksja Gaussa-Manina. Mozna wykazac,
ze réwnanie Picarda-Fuchsa rodziny trojwymiarowych rozmaitoéci Calabi-Yau ma wylgcznie
regularne punkty osobliwe i posiada szereg dodatkowych wtasnosci (typu symetria symoli
Riemanna). Oryginalne réwnanie Picarda-Fuchsa jest réwnanie rzedu 2 spelnianym przez
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catke okreséw [y _szfiZ)(l——z) = Y (2:) ()" i bylo rozwazane przez L. Eulera. Jest

to réwnanie skojarzone z rodzing Legendre’a krzywych eliptycznych y? = z(x — 1)(z — t).
Dwork rozwazal inng rodzine krzywych eliptycznych x® + 93 + 2® = tzyz. Bezposrednim
uogélnieniem powyzszej rodziny na przypadek rozmaitosci Calabi-Yau jest tzw. pek kwintyk
Dworka =5 + 23 + 3 + 23 + 25 = tzox1222324 badany przez Candelasa, de la Osse, Greena i
Parkes.

Funkcja Zeta (Weila) rozmaitosci rzutowej nad ciatem skoniczonym jest funkcjg tworzaca
kodujacg liczby punktéw tej rozmaito$ci nad wszystkimi rozszerzeniami skonczonymi ciata
bazowego, zaskakujace wlasnosci funkeji Zeta sa przedmiotem tzw. hipotez Weila, ktérych
dowody sg jednym z najwazniejszych osiggnie¢ matematyki XX wieku. Jedna z jej czedci,
tzw. wymierno$é méwi, ze funkcja Zeta gtadkiej rozmaitosci rzutowej jest funkcjg wymierng
o wspélezynnikach catkowitych. Dokladniej jej licznik i mianownik sg iloczynami “odwrot-
nych” wielomianéw charakterystycznych morfizmu Frobeniusa na kohomologiach badanej
rozmaitoéci. B. Dwork dowiédt stynnych kongruencji w celu p-adycznego przedstawienia
pierwiastka wielomianu Frobeniusa, ktéry jest jednoscig p-adyczna.

Prace dr Vlasenko sg bardzo zaawansowane technicznie, dowodza, ze jest ona dojrza-
lym matematykiem o glebokiej znajomosci uprawianej tematyki, uzyskane wyniki stanowig
istotny wktad w te niezwykle wazna, trudng i bardzo intensywnie rozwijang dziedzine ma-
tematyki.

Ocena istotnej aktywnosci naukowej. Aktywno$¢ naukowa dr Vlasenko utrzymuje
sie na bardzo wysokim poziomie, zataczony spis publikacji zawiera pigé¢ prac powstalych po
doktoracie, a ktére nie zostaly wlaczone do osiggniecia habilitacyjnego.

W mojej ocenie najciekawsza z tej grupy jest praca (z D. Zagierem): Higher Kronecker
“limat” formulas for real quadratic fields, opublikowana w Crelle. W pracy tej formuta Kro-
neckera opisujaca zachowanie funkcji ((A4, s) dla A+ “waskiej” klasy idealéw w otoczeniu
punktu s = 1, zostaje rozszerzona na przypadek wyzszych wartosci (.

Najwyze]j cytowana sposrdd prac po doktoracie nie wlaczonych do osiagniecia habilitacyj-
nego jest praca (wspélna z S. Zwegersem) Nahm’s conjecture: asymptotic computations and
counterezamples, (opublikowana w CNTP). W. Nahm zadal pytanie o modularno$¢ pewnych

funkeji holomorficznych zadanych jako sumy zawierajace liczbe wymierng, wektor i macierz
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(dodatnio okreslona) o wspétezynnikach wymiernych (sumy te wywodza sie z fizyki). W przy-
padku gdy rozmiar macierzy r = 1, pelna lista siedmiu sum modularnych zostata podana
przez Zagiera oraz Terhoevena. Zagier i Nahm podali hipoteze charakteryzujaca modular-
ne sumy Nahma w terminach torsji grupy Blocha, w omawianej pracy Vlasenko i Zagier
pokazali, ze hipoteza ta nie zachodzi juz dla r = 2.

Pozostale prace dotyczg “generowania” grupy Ks(Spec(F)) (grupy algebraicznej K-teorii
dla ciata liczbowego F) przez podprzestrzenie liniowe, asymptotyki pewnego uogdlnienia
liczb podziatowych oraz nieprzemiennych toruséw z mnozeniem rzeczywistym.

Duza czeéé prac naukowych dr Vlasenko to prace wspétautorskie, pragne podkresli¢, ze
wéréd jej wspolpracownikéw sa m.in. F. Beukers, S. Bloch, D. Zagier.

Dr Vlasenko od 2005 roku przebywata jako post-doc w MPI w Bonn oraz w IHES w
Bures-sur-Ivette, pracowata w Dublinie (Trinity College i University College), od 2015 roku
jest pracownikiem IMPAN w Warszawie.

Dowodem uznania dla uzyskiwanych przez nia wynikéw naukowych byty liczne wyktady
na seminariach, konferencjach. Byta organizatorem szkoly i warsztatéw w ICTP w Triescie,
trzytygodniowego programu w Melbourne i minisemestru Simonsa w Warszawie. Obecnie
kieruje grantem Opus przyznanym przez Narodowe Centrum Nauki.

Konkluzja. Moim zdaniem przedstawione osiggniecie naukowe, aktywnos¢ naukowa oraz
dydaktyczna z nawiazka spelniaja wszystkie ustawowe i zwyczajowe wymagania stawiane
kandydatom w postepowaniu o nadanie stopnia doktora habilitowanego. Goraco popieram
wniosek dr Marii Vlasenko o nadanie jej stopnia doktora habilitowanego w zakresie mate-
matyki.

Wnosze réwniez o wyrdznienie habilitacji dr Vlasenko.

Stawomir Cynk

Shpue



