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4. Wskazanie osiggniecia habilitacyjnego
Osiagniecie habilitacyjne zatytulowane jest

4a. Teoria punktéw krytycznych silnie nieokreslonych funkcjonaléw oraz rozwiagza-
nia czasowo-harmonicznych ré6wnan Maxwella z nielinowa polaryzacja o subkry-

tycznym wzroScie
i sklada sie z nastepujacego cyku 5 prac.
4b. Publikacje zawierajace wskazane osiggniecie

[BM1] T. Bartsch, J. Mederski: Ground and bound state solutions of semilinear time-harmonic
Mazwell equations in a bounded domain,
Archive for Rational Mechanics and Analysis 215 (2015), no. 1, 283-306.

[M1] J. Mederski: Ground states of time-harmonic semilinear Mazwell equations in R3 with
vanishing permittivity,
Archive for Rational Mechanics and Analysis 218 (2015), no. 2, 825-861.

[M2] J. Mederski: Ground states of a system of nonlinear Schrodinger equations with periodic
potentials,
Communications in Partial Differential Equations 41 (2016), no. 9, 1426-1440.

[BM2] T. Bartsch, J. Mederski: Nonlinear time-harmonic Mazwell equations in an anisotropic
bounded medium,
Journal of Functional Analysis 272 (2017), no. 10, 4304-4333.

[BM3] T. Bartsch, J. Mederski: Nonlinear time-harmonic Mazwell equations in domains,
Journal Fixed Point Theory and Applications 19 (2017), no. 1, 959-986.

Moj udzial we wspotautorska prace [BM1] wynosi okoto 50%, zas w prace |[BM2| oraz

[BM3] wynosi okoto 60%. Odpowiednie oswiadczenia zostaly dotaczone do wniosku.

4c. Omowienie publikacji oraz osiggniecia habilitacyjnego

4c.1 Wstep oraz motywacja fizyczna

Propagacja fali elektromagnetycznej jest opisana réwnaniami Maxwella dla pola elektry-
cznego &, indukcji elektrycznej D, pola magnetycznego H oraz indukecji magnetycznej B. Sa

one polami wektorowymi zaleznymi od czasu okreslonymi na dziedzinie Q C R3. Majac
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dane natezenie pradu J oraz skalarny tadunek elektryczny p, rownania Mazwella w postaci
rozniczkowej zapisujemy nastepujaco

(

OB+V xE=0 (Prawo Faradaya)
VxH=TJ+0D  (Prawo Ampere’a)
div (D) =p (Prawo Gaussa dla elektrycznosci)
div(B) =0 (Prawo Gaussa dla magnetyzmu).

\

Powyzsze pola sa zwiazane dodatkowymi rownaniami (ang. constitutive relations) wyzna-
czonymi przez material. Zwigzek pomiedzy indukcja elektryczng, a polem elektrycznym jest
dany przez réwnanie D = € + Py (x, &), gdzie € = e(x) € R3>*? jest (liniowym) tensorem
przenikalnosci elektrycznej materiatu, zas Py stanowi nieliniowa czes¢ polaryzacji. Zwiazek
pomiedzy polem magnetycznym oraz indukcja magnetyczng opisuje sie przez B = pH — M,
gdzie p = p(x) € R**3 oznacza tensor przenikalnosci magnetycznej oraz M jest magnetyzacja
materiatu. Tensory e, u sa symetryczne oraz dodatnio okreslone. Jesli material jest izotro-
piczny, to sa one funkcjami skalarnymi, a w przypadku jednorodnych materiatow € i i sa state.

W liniowych osrodkach mamy Py = 0, co prowadzi do liniowych rownan Maxwella.

Rozwazmy sytuacje bez pradow, tadunkéw i magnetyzacji materiatu, tj. J = 0, p = 0,
M = 0. Woéwezas mnozac prawo Faradaya przez pu~!, stosujac operator rotacji oraz wyko-
rzystujac powyzsze zwiazki, prawo Ampere’a prowadzi do nieliniowego elektromagnetycznego

rownania falowego postaci
(1) V x ((2)7'V x ) +e(2)0E + O Pri(w,€) =0

dla pola elektrycznego £. Rozwiazujac powyzsze rownanie otrzymujemy D = €€ + Py (x,E)
z powyzszych zwiazkow, oraz B poprzez catkowanie prawa Faradaya. Ostatecznie H = p~'B

jest réwniez wyznaczone przez dodatkowe zwiazki.

Rownanie (1) jest szczegélnie trudnym zagadnieniem i w literaturze mozemy znalezé
roznego typu uproszczenia polegajace na przyblizaniu nieliniowego elektromagnetycznego row-
nania falowego. Najbardziej znaczacym przyblizeniem jest skalarne lub wektorowe nieliniowe
rowananie Schrodingera; zob. Rozdzial 5b.1. W celu uzasadnienia tego przyblizenia zaklada
sie, ze sktadnik V(div(€)) w V x (V x &) = V(div (£)) — A€ mozna pomina¢ i uzywamy
tzw. slowly varying envelope approximation [1,28|. Jednakze takie podejscie moze prowadzic
do niefizycznych rozwiazan; zob. [2,32,33,48,52,53|.

Celem prac [BM1], [M1], [M2], [BM2] and [BM3] jest znalezienie doktadnych rozwiazan

rownann Maxwella oraz rozwiniecie analitycznych narzedzi, ktore pozwola na poszukiwanie
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czasowo-harmonicznych pol £ postaci
E(x,t) =u(x)cos(wt) dlax e QorazteR

z czestotliwoscig w > 0. Przypomnijmy, ze intensywno$é czasowo-harmonicznego pola wek-

torowego £ jest zdefiniowana jako $rednia czasowa

l/T|e< D2t = Ju(a)P
T ), x, = 5lulz

wielkosci |E(z,t)|?, gdzie T = 27 /w. Przypusémy teraz, ze nieliniowa polaryzacja jest postaci
Pyr(x, &) = X(% |u(x)|2)5

tj. skalarna podatnosé materiatu y zalezy tylko od intensywnosci £. Wtedy (1) redukuje sie
do réwnania, ktore jest przedmiotem naszych badan

(2) V x (p(z) 7'V xu) = V(z)u= f(z,u) w Q,
gdzie f(z,u) := x(z, [u]*)u oraz V(z) = w?e(z) € R¥.
Zauwazmy, ze rozwazana nieliniowo$é jest gradientem
flz,u) =V, F(x,u),

gdzie F(z,u) = 3¢ (z, |ul?) oraz ¢(z,s) = [; x(x,r)dr. Prawdopodobnie najbardziej znanym

typem nieliniowosci w literaturze fizycznej i inzynieryjnej jest nieliniowosé Kerra

(3) fla,u) = xO (@) |uf*u.
Innym przyktadem f, ktory pojawiaja si¢ w zastosowaniach jest nieliniowosé z saturacjq

Juf?

(4) f(z,u) = X(?’)(I)mu-

Powyzsze nieliniowosci oraz wiecej przyktadow mozemy znalezé w pracach [67,82,83].

Jesli zbior (2 ma niepusty brzeg, to warunki brzegowe zaleza od cech materiatu dopetnienia
R3\ Q. W naszych rozwazaniach pracujemy w przypadku, gdy €2 jest otoczone doskonalym

przewodnikiem, co prowadzi do tzw. metalicznych warunkow brzegowych
(5) vxu=0 na 02,
gdzie v : 90 — R3 jest zewnetrznym wektorem normalnym.
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Chcieliby$my nadmienié¢, ze liniowe czasowo-harmoniczne rownania Maxwella, tj. f =0 w
(2), sa intensywnie badane za pomoca metod numerycznych i analitycznych na ograniczonych
i nieograniczonych dziedzinach; zob. np. [11, 26,43, 55,58, 66,68, 70,96] oraz znajdujaca sie
tam bibliografie. Jednakze w nieliniowym przypadku w matematycznej literaturze znajdziemy
tylko kilka analitycznych wynikéw dotyczacych rownania (2) z operatorem podwojnej rotacji
curl-curl. Mianowicie, gdy Q = R?® Benci oraz Fortunato [21] zaproponowali ujednolicong

teorie pola klasycznej elektrodynamiki i rozwazali réwnanie
(6) V x(VxA =W(A)A

dla potencjalu cechowania A zwiazanego z polem magnetycznym H = V x A. Azzollini et
al. [8] oraz D’Aprile i Siciliano [39] uzyli cylindrycznej symetrii dziedziny R? oraz rownania (6)
w celu znalezienia symetrycznych rozwiazan specjalnego typu. Przypomnijmy, ze cylindryczna
symetria pozwala na ograniczenie problemu do bezdywergencyjnych (solenoidalnych) pol wek-
torowych A, tj. div (A) =0, a wtedy

V x (V x A) = V(div (4)) — AA = —AA

gdzie AA jest trojwymiarowym wektorowym operatorem Laplace’a pola A. Stad rownanie (6)
moze by¢ badane za pomocs standardowych metod wariacyjnych dostepnych dla operatora
Laplace’a [80,97].

Cylindrycznie symetryczne osrodki byty réwniez rozwazane w pracach Stuarta i Zhou [82]-
[89] poswieconych rozwiazaniom specjalnego typu TE (ang. transverse electric) oraz TM (ang.
transverse magnetic) rownan Maxwella. Poszukiwanie takich rozwiazan redukuje rownania do
jednowymiarowego zagadnienia wariacyjnego lub réwnania rézniczkowego zwyczajnego, ktore
jest znacznie prostsze w analizie. Metody z prac [82]- [89] wydaja sie jednak niewystarczajace,

aby zbada¢ problem (2).

Zgodnie z nasza wiedza prace [BM1] oraz [M1] sa pierwszymi analitycznymi publikacjami
dotyczacymi zagadnienia (2), ktore otworzyty droge do nowatorskiego podejscia wariacyjnego
dla nieliniowych rownan Maxwella. Przypomnijmy, ze (stabe) rozwiazania réwnania (2) sa

punktami krytycznymi funkcjonatu

(7) J(u):l/gm(x)_lVXu,medx—%/

> (V@) o~ / P(z,u)dz

Q

zdefiniowanego na odpowiedniej podprzestrzeni X przestrzeni Hy(curl; §2) takiej, ze F(x,u)
oraz (V(z)u,u) sa catkowalne. Dokladna definicja dziedziny J bedzie podana w Rozdziale

4c.2. Przedstawmy gtowna trudno$é w analizie zagadnienia (2). Jesli u = V¢ jest gradientem,
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to V x u = 0, stad operator rézniczkowy curl-curl
(8) V x (u(z)7'V x )

ma nieskonczenie wymiarowe jadro. Jedna z konsekwencji jest silna nieokreslonosé funkcjonatu
J, tj. indeksy Morse’a punktéw krytycznych sa nieskonczone. Kolejng konsekwencja jest
fakt, ze warunek Palais-Smale’a nie jest spetniony. Trzeciag trudnoscia jest brak stabej-stabej*
ciaglosci pochodnej J' : X — X* nawet, gdy F ma subkrytyczny wzrost, tzn. na ogot u, — ug
w X nie pociaga za soba zbieznosci J'(u,,) — J'(up) w X*. Chociaz J ma geometri¢ zapetlei
(ang. linking geometry) w duchu Benci i Rabinowitza [23], zagadnienie nie moze by¢ badane
za pomoca standardowych metod wariacyjnych dla funkcjonaléw silnie nieokreslonych jak w
pracach [14,23,41,57,94].

Mozemy teraz podsumowacé gtowne osiagniecie habilitacyjne zawarte w pracach [BM1],
[M1], [M2], [BM2] oraz [BM3].

e Wariacyjne podejscie dla nieliniowego problemu (2) oraz wtasnosci funkcjonatu J; zob.
Rozdzial 4¢.2 oraz Rozdziat 4c.6.

e Teoria punktow krytycznych dla silnie nieokreslonych funkcjonaléw postaci (7); zob.
Rozdzial 4c.4.

e Rozwiazania w stanie podstawowym i w stanie zwigzanym réownania (2); zob. Rozdzial
4c¢.5, Rozdziat 4c.3 oraz Rozdziat 4c.6.

Chcieliby$my nadmienié¢, ze [BM3| jest artykutem przegladowym dotyczacym nieliniowych
rownan Maxwella, jednakze zawiera rowniez nowe wyniki, w szczegolnosci dotyczace problemu
ze zjawiskiem saturacji (4); zob. szczegoly w kolejnych rozdziatach. Praca [M2| w istocie
dotyczy uktadu nieliniowych rownan Schrodingera, jednak w pracy [BM3| zauwazylismy, ze
teoria punktow krytycznych oraz metody rozwiniete dla réwnan Schrodingera z [M2] moga

by¢ zastosowane w problemie (2) w symetrycznej sytuacji; zob. Rozdziat 4¢.6.1.

4c.2 Podejscie wariacyjne na ograniczonej dziedzinie

W tym rozdziale wprowadzimy oznaczenia i przestrzenie, ktore sa niezbedne do zaprezen-

towania wynikow z prac [BM1], [BM2] and [BM3| w przypadku ograniczonej dziedziny.
Na ograniczonej dziedzinie zawsze zaktadamy ponizszy warunek:

(L1) © C R? jest ograniczong dziedzing z brzegiem Lipschitza. Pola tensorowe u,V €
L>®(Q,R3*3) spelniaja: p(x),V(x) sa symetryczne i dodatnio okreglone jednostajnie
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ze wzgledu na x € €.

Definiujemy przestrzeri Hilberta Hy(curl; ©2) bedaca uzupelieniem C3°(Q, R?) ze wzgledu na
norme
) 2 2)1/2
[l oeuroy = (IV > uls + |ul3) "
Rotacje V xu rozumiemy w sensie dystrybucyjnym, oraz |-|, oznacza L?-norme. Wprowadzajac
(V xu, V X ug),—1 = /(,u(:v)_lv X uy, V X ug)dz
Q

wraz ze stowarzyszona potnorma | - |,-1, oraz iloczyn skalarny

|
(uy, us)y = /Q(V(x)ul,ung

wraz ze stowarzyszona norma | - |y, wnosimy, ze zalozenie (L1) implikuje rownowaznosé¢ norm
[l g (curtiy OTaZ

1/2
[ulluy = (IV xulpor + Juff) .

Zauwazmy, ze elementy Hy(curl; ) nie musza znika¢ na brzegu. Istotnie dla v € H] ()
twierdzimy, ze Vu € Hy(curl; Q). Istnieja ¢, € C5°(Q) zbiegajace do u w H' () takie, ze Vo,
dazy do Vu w L?(Q,R3). Wowczas Vb, zbiega do Vu w Hy(curl; ©2), gdyz rotacja gradientu
wynosi 0. Pola wektorowe u € Hy(curl; §2) spelniaja warunek brzegowy v x u = 0 na 92 w

stabym sensie. Odsytamy do prac [6,26,36,37,66|, ktore zawieraja wiecej wlasnosci przestrzeni

Hy(curl; Q).
Nastepnie oméwimy rozktad Helmholtza. Przestrzen
Vo = {v € Hy(curl; ) : /(V(x)v, ¢) dz = 0 dla kazdego ¢ € C5°(92,R?) takiego, ze V x ¢ = 0}
Q

sktada sie z pol wektorowych v € Hy(curl; Q) takich, ze pole V(z)v jest bezdywergencyjne w

sensie dystrybucyjnym. Przestrzen
Wy = {w € Hy(curl; Q) : /(w, V x ¢) = 0 dla kazdego ¢ € CSO(Q,R‘?’)}
Q

sktada si¢ z pol bezwirowych Hy(curl; ) w sensie dystrybucyjnym. Dla kazdego ¢ € C3°(Q; R?)
liniowe odwzorowanie

u»—>/(u,V><g0>d;E
Q

jest ciagte na Hy(curl; ), wiec przestrzen W jest domknietym dopelnieniem przestrzeni V,
w Hy(curl; Q). Stad mamy rozktad Helmholza

9) Hy(curl; Q) = Vo & W.
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Dlatego dowolne pole u € Hy(curl; ©2) mozna roztozy¢ u = v + w, gdzie v € Vy oraz w € W,

tzn. V(x)v jest bezdywergencyjne, zas w jest bezwirowe.

Lemat 1. ([BM2, Corollary 3.3|, [17, Theorem 4.7|) Nastepujace zagadnienie wartosci wtas-

nych z operatorem curl-curl

V x (u(z) 'V xv) = AV(z)v  inQ,
(10) vxov=0 on 082
v EV

posiada dyskretny cigg 0 < Ay < Aoy < A3 < ... (anizotropicznych) wartosci wtasnych Mazwella

o skoriczonej krotnosci. Forma kwadratowa @ : Vy — R zdefiniowana wzorem
(1) Q) = [ () 'V x 0.9 x ) = (V(2)o,0)) da,
Q

jest dodatnio okreslona na YVt C Vy bedgcej sumq przestrzeni wtasnych stowarzyszonych z
wartosciami wtasnymi A\, > 1 oraz jest pol ujemnie okreslona na VvV C VWV bedgcej sumag

przestrzeni wtasnych stowarzyszonych z wartosciami wtasnymi A, < 1.

Jesli V spelnia warunek Lipschitza oraz 2 ma brzeg klasy C?, to na mocy |[BM2, Proposi-
tion 3.1| przestrzen V, zanurza sie w sposob zwarty w LP(2, R3) dla 2 < p < 6. Przypomnijmy,
ze 6 = 2* jest wyktadnikiem krytycznym Sobolewa w wymiarze 3. Cala przestrzen Hy(curl; 2)
nie moze by¢ jednak zanurzona w LP(Q,R3) dla p > 2. Dlatego funkcjonal J okreslony
wzorem (7) bedzie zdefiniowany na mniejszej podprzestrzeni X C Hy(curl; ), ktora zalezy od

nieliniowosci F. Nasze podstawowe zatozenia o F' sa nastepujace.

(F1) F: QxR?® — R jest rozniczkowalna ze wzgledu na u € R? oraz f = V,F : Q@ x R® — R3
jest funkcja Carathéodory’ego (tj. mierzalna ze wzgledu na = € €, ciagta ze wzgledu na
u € R3 dla p.w. z € Q). Ponadto F(z,0) =0 dla p.w. x € Q.

(F2) |f(z,u)] = o(Jul), gdy u — 0 jednostajnie ze wzgledu na z € .

(F3) Istnieja 2 < p < 6 oraz ¢ > 0 takie, ze

|f(@,u)| <ec(l+|uP™)  dlakazdych z € Q,u € R®.

Woéwezas J(u) jest dobrze okreslone dla u € X := Hy(curl; Q) N LP(Q, R3) i zauwazmy, ze
w (F4) zadamy subkrytycznego wzrostu. Rozktad Helmholtza (9) indukuje rozktad Helmholtza
X =VeW, gdzie V :=VyNX oraz W := WyN X. Sformutujemy teraz wariacyjny charakter
problemu (2).



Stwierdzenie 2. ([BM1], [BM2|, [BM3|) Funkcjonat J : X = Hy(curl; Q) N LP(Q,R?) — R
dany wzorem (7) jest klasy C'. Ponadto u € X jest punktem krytycznym J wtedy i tylko wtedy,
gdy u jest (stabym) rozwigzaniem (2).

W celu znalezienia nietrywialnych rozwiazan problemu (2) przedstawiamy wariacyjne

podejscie sktadajace sie z trzech krokow.

(Krok 1) Rozpoznanie geometrii funkcjonatu J oraz znalezienie ograniczonego ciagu Palais-
Smale’a (uy,), tj. J(u,) — ¢ dla pewnego ¢ > 0 oraz J'(u,) — 0.

(Krok 2) Na mocy refleksywnosci przestrzeni X wnosimy, ze z doktadnoscia do podciagu
u, — ug, jednakze musimy zapewnic, ze ug # 0.

(Krok 3) Ostatecznie pokazujemy, ze ug jest nietrywialnym punktem krytycznym J, tj. wug

rozwiazuje rownanie (2).

Jest jasne, ze jezeli J spelnia warunek Palais-Smale’a, tzn. dowolny ciag Palais-Smale’a
zawiera podciag zbiezny, to Kroki 2 oraz 3 sa tatwe do otrzymania. Jednakze na ogol ten
warunek nie zachodzi dla J. Rozwazmy modelowy przyktad F'(z,u) = %|u|p , azeby zilustrowaé

trudnosci w traktowaniu funkcjonatu J, tj.

J(u) = 1/<u(x)_lv X u,V X u)dr — l/(V(x)u,u> dx — 1/ |ul? dz.

2 Ja 2 Ja pJa
Wowczas J jest nieograniczony z dotu i z gory, wiec klasyczne podejscie rachunku wariacyjnego
nie ma zastosowania w Kroku 1. Zauwazmy, ze J|,+ ma geometrie gorskiej przeteczy na pod-
przestrzeni VT, oraz J|y jest Scisle wklesta z 0 bedacym globalnym punktem maksymalnym.
Oczywiscie za pomoca twierdzenia o gorskiej przeteczy [5,97] mozna znalezé punkt krytyczny
J|y+, jednakze nie wiemy, czy to jest punkt krytyczny wolnego funkcjonatu (bez ograniczen)
J. Wszystkie nietrywialne punkty krytyczne J maja niekonczony indeks Morse’a, gdyz dla
Y € W zachodzi

i = [

Vie)ov)do = (p=1) [ P2 ds <o

Q Q

Dodatkowa trudnoscia jest to, ze J' : X — X* nie jest stabo-stabo* ciagla. Wtasciwie J ma
geometrie zapetleri w duchu Benci i Rabinowitza 23], jednakze teoria punktéow krytycznych
dla silnie nieokreslonych funkcjonatow z prac [14,23,41,57] nie ma zastosowania ze wzgledu
na brak stabej-stabej* ciaglosci. Nawet, gdy znajdziemy ograniczony ciag Palais-Smale’a (u,,)
jak w Kroku 1, to nie jest jasne, czy staby punkt skupienia ug ciagu (u,) jest nietrywialny oraz
czy ug jest punktem krytycznym J. Mianowicie staba zbieznosé w,, — uy na ogoét nie pociaga
za soba zbieznosci J'(u,) — J'(up). Dlatego Kroki 1-3 nie moga by¢ wykonane za pomoca

standardowych metod wariacyjnych i nalezy zaproponowaé¢ nowe podejscie.
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4c.3 Rola cylindrycznej symetrii: przypadek ograniczonej dziedziny

Rozwazmy pelna radialng symetrie, gdzie dziedzina 0 C R?® moze by¢ kula, pier§cieniem,
dopetieniem kuli lub cala przestrzenia R3. Przypusémy, ze f(z,u) = T'(|z|)|u[P"?u oraz
V(z) = Vo(|z|)idsxs, gdzie Vo, I' : I — R oraz I = {|z| : x € Q} C [0,00). Wowczas
nastepujace twierdzenie zachodzi.

loc

Twierdzenie 3. (|[BM3, Theorem 3.1|) Przypusémy, ze p > 2, Vo,I' € L2.(I) oraz 0 <
1

p—1
—VoI'™t € Lp 2 (). Jesli u € Lﬁ;l(E@) jest dystrybucyjnym rozwigzaniem réwnania (2)

takim, ze u(r) = MTu(Mz) dla p.w. x € Q oraz dla kazdego M € O(3), to V x u = 0,
Vo(r)I'(r) <0 dla kazdego r € I, oraz istnieje mierzalna funkcja s : I — {—1,1} taka, ze

(12 ute) = sol) (el

Na odwrdt, kazde pole u dane wzorem (12) jest bezwirowe oraz rozwigzuje (2).

W szczegolnosei, jesli Vy(r) > 0, I'(r) > 0 dla kazdego r € I zgodnie z nasza motywacja
fizyczna, to nie istnieja nietrywialne rozwiazania radialne réwnania (2). Dlatego ostabimy
pelna radialng symetrie i bedziemy poszukiwaé cylindrycznie symetrycznych rozwigzan na
cylindrycznie symetrycznej dziedzinie. Takiego typu rozwiazania sa bardzo wazne z punktu
widzenia zjawiska dwojtomnosci i zastosowan w krystalografii [67,78,87|. Rozwazamy réwniez
anizotropiczne materiaty majce cylindryczng symetrie, a doktadniej wymagamy, aby problem

byt symetryczny ze wzgledu na dziatanie cylindrycznej grupy symetrii

cose —sina 0
G=0(2) x{1} = sina cosa 0|:aeR3 CO(3)
0 0 1

w nastepujacym sensie:

(S) € jest niezmiennicze ze wzgledu na G, oraz F : 2 xR3 — R jest niezmiennicze ze wzgledu
na dzialanie grupy G na zmienne x oraz u, tj. F(g1z, gou) = F(z,u) dla kazdego x € Q,
u € R3 g1,90 € G. Ponadto p(z) oraz V(z) komutuja z G, oraz pu,V sa niezmiennicze
ze wzgledu na G, tj. gap(g17)gy " = p(x) dla kazdego x € €, g1, g» € G; podobnie dla V.

Niezmienniczo$¢ F' ze wzgledu na G jest rownowazna nastepujacemu stwierdzeniu

F(z,u)=F <\/w% + 23, w3, 7/ u3 +u§,U3) dla z = (z1,29,73) € Q, u = (uy, ug, us) € R®.
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Zalozenie, ze tensor przenikalnosci magnetycznej pu(z) komutuje z G jest rownowazne z postacia

a(x) 0 0
plz)=1 0 alx) 0 |,
0 0 b

gdzie a,b € L*(Q) sa dodatnie, essinf ,cq a(z), essinf ,eq b(z) > 0, oraz sa niezmiennicze ze

wzgledu na dzialanie G na 2; podobnie zalozenia mamy dla V' (z), stad rowniez dla e(z).

Pierwszy wynik o istnieniu rozwiazan problemu (2) uwzglednia superliniowe nieliniowosci,

np. typu Kerra (3). Zalézmy, ze nastepujacy warunek Ambrosetti-Rabinowitza jest spetniony.

(F4) Istnieja f > 2 oraz R > 0 takie, ze (f(x,u),u) > F(z,u) > 0 dla kazdego = € Q2 oraz
u € R? takiego, ze |u| > R.

Twierdzenie 4. (|[BM1, Theorem 2.3|, [BM2, Theorem 2.5|, [BM3, Theorem 3.2|) Przy-
pusémy, ze warunki (L1), (S), (F1)-(F4) sq spetnione oraz zalézmy, ze F' jest parzysta wzgle-
dem u: F(x,—u) = F(z,u). Wowczas istnieje nieskoriczenie wiele rozwigzan w,, postaci

(13) U(I) = Oé(’f‘, I3) T ) r= \/ ‘/L‘% + l’%,

0

takich, ze J(u,) — oc.

Jesli warunek (S) jest speliony, to w [BM2, Lemma 6.2] pokazujemy, ze dowolne G-

wspolzmiennicze pole v € X ma jednoznaczny rozktad u = wu, + u, + u¢ ze skladnikami

postaci
—X2 T 0
(14) u‘f'(x) = OK(T, Z‘3) T ) up(a:) = ﬁ(r7 $3) T2 ) uC(QZ) = V(Ta .I'g) 0
0 0 1
Odwzorowanie
(15) S XY= X9 S(uy +u, +ue) = uy —u, — ug

jest liniowa izometria oraz J jest G- i S- niezmiennicze. W takim razie, na mocy zasady
Palais o symetrycznej krytycznosci [97|[Theorem 1.28|, wystarczy znalezé punkty krytyczne J

ograniczonego do zbioru punktéw statych
(16) (XY ={ueX?:Su)=u}={ue X u=u} CV,
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mianowicie punkty krytyczne J| xc)s sa punktami krytycznymi wolnego funkcjonatu .J. Po-
nadto J|(xc)s spetnia warunek Palais-Smale’a w (X9 C V, gdyz przestrzeii V jest zwarto
zanurzona w LP(€Q, R?). Stad mozemy wykonaé¢ Kroki 1 - 3 w sposob standardowy, stosujemy
klasyczne symetryczne twierdzenie o gorskiej przeteczy [5,75] oraz twierdzenie o fontannie [13,

Theorem 2.5 i otrzymujemy Twierdzenie 4.

Mozemy réwniez rozwazaé asymptotycznie liniowe nieliniowosci postaci (4) uwzgledniajace
zjawisko saturacji i w podobny sposob znajdziemy rozwiazania postaci (13). W tym celu

zakladamy ponizszy warunek.

(F5) Istnieje Vo, € L®(Q,R3*3) takie, ze V() jest symetryczna oraz Vi, (z) + Caoidsys jest
dodatnio okreslona jednostajnie ze wzgledu na = € Q) dla pewnej statej C', € R oraz
flz,u) = Voo(2)[u] + o|u]) dla |u| — oo.

Podobnie jak powyzej poszukujemy punktéow krytycznych J|yeys i stosujac wyniki [34,

Theorem 12| oraz [12] otrzymujemy nastepujacy rezultat.

Twierdzenie 5. (|[BM3, Theorem 3.3|) Przypusémy, ze warunki (L1), (S), (F1)-(F2), (F5)
zachodzq oraz zatozmy, ze F' jest parzysta wzgledem w. Ponadto zatozmy, ze formy kwadratowe
Qo, Qs : (X9 = R dane wzorami

Qo(v) :== /Q ((w(z)7'V x v,V x 0) = (V(z)v,0)) dz,
and
Qoo(v) := /Q ((u(m)_lv x v,V xv)y—{((V(z)+ Voo(x))v,v>) dx,

sq niezdegenerowane z indeksami odpowiednio ig,1, € No. Wowczas istnieje co najmniej

lio — ioo| mietrywialnych par rozwigzan tu, postaci (13).

W nastepnym rozdziale dowodzimy nowych twierdzeri o punktach krytycznych, azeby
znalez¢ inne rozwiazania niz (13) oraz aby rozwazac¢ ogodlniejsze nieliniowosci lub sytuacje

w ktorych warunek (S) nie jest spetniony.

4c.4 Teoria punktéw krytycznych dla funkcjonaléw silnie nieokreslonych

W tym rozdziale prezentujemy abstrakcyjne ujecie naszego problemu. Niech X bedzie
refleksywna przestrzenia Banacha z norma || - || oraz rozkladem na topologiczna sume prosta

X = Xt @ X, gdzie X+ jest przestrzeniag Hilberta z iloczynem skalarnym. Dla u € X
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oznaczamy przez ut € X+ oraz i € X odpowiednie sktadniki takie, ze u = u* + 4. Mozemy
zatozy¢, ze (u,u) = ||u||* dla kazdego v € X oraz ||ul|> = ||[u™||* + ||u||*>. Topologia T na
przestrzeni X jest zdefiniowana jako produkt topologii wyznaczonej przez norme w X+ oraz
stabej topologii w X. Stad u, Ty u jest rownowazne z u — u' oraz U, — u. Przypusémy,

ze J ma postac

1 ~
(17) J(u):§||u+||2—l(u) dauv=u"+u1e X @ X

Oczywiscie zbior

(18) M:={ueX: J(u))z=0={ueX: I'(u)|z =0}

zawiera wszystkie punkty krytyczne funkcjonalu J. Zalézmy, ze nastepujace warunki sg
spelnione.

(I1) I € CY(X,R) oraz I(u) > I(0) = 0 dla kazdego u € X.

(I2) I jest T-ciagowo dolnie potciagla: w, Tyu = liminf I(uy) > I(u).

(I3) Jesli u, Ty w oraz I(u,) — I(u), to u, — u.

(14) [Ju"|| + I(u) — oo, gdy [|ul| = oo. N

(I5) Jesli u € M, to I(u) < I(u+ v) dla kazdego v € X \ {0}.

Jest jasne, ze warunek (I5) zachodzi dla $cisle wypuktego funkcjonatu for I. Nastepujace

stwierdzenie przedstawia wtasnosci J oraz M.

Stwierdzenie 6. ([BM2, Proof of Theorem 4.4]) Jesli I spetnia warunki (11)-(15), to funkcjonal

J postaci (17) oraz M okreslone wzorem (18) maja nastepujgce wtasnosci.

a) Dla kazdego ut € X istnieje jedyny element u € X taki, ze m(u®) :==ut +u e M.

Ponadto m(u™) jest punktem minimalnym funkcjonatu I na u™ + X.
b)m: Xt — M jest homeomorfizmem z odwzorowaniem odwrotnym M > u— ut € X,
c) Jom: Xt — R jest klasy C.
d) (Jom)(ut) =J (m(u"))|x+: XT — R dla kazdego u™ € X,

e) (uf), C X7 jest ciggiem Palais-Smale’a dla J o m wtedy i tylko wtedy, gdy (m(u)))n
jest ciggiem Palais-Smale’a dla J w M.

f)ut € Xt jest punktem krytycznym J om wtedy i tylko wtedy, gdy m(u™) jest punktem
krytycznym. J.
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g) Jesli funkcjonat J jest parzysty, to rowniez J om jest parzysty.

Zauwazmy, ze m nie musi byé¢ klasy C! oraz M nie musi by¢ rézniczkowalng rozmaitos-
cia, gdyz I’ jest tylko ciagle. W $wietle Stwierdzenia 6 wystarczy znalezé punkty kryty-
czne funkcjonatlu J om. To wymaga dodatkowych zalozenn w celu zastosowania klasycznych
twierdzen o punktach krytycznych, np. twierdzenia o gorskiej przeteczy dla J o m.

(I6) Istnieje r > 0 takie, ze a :=  inf  J(u) > 0.

ueXt ||lul|=r
(I7) Istnieje ut € X takie, ze sup, 5 J(u +v) < a.

(I8) I(tyuy,)/t2 — oo, oile t, — oo, uf — ut # 0 oraz n — oo.

Nie trudno sprawdzié, ze warunek (I8) implikuje (I7). Méwimy, ze funkcjonal J spelia (PS)7 -
warunek w M, o ile kazdy (PS).-ciag (u,) wolnego (nieograniczonego) funkcjonatu J taki, ze

u, € M zawiera podciag zbiezny w topologii 7T
U, € M, J'(uy) =0, J(u,) = c — Up s ueX z doktadnoscia do podciagu.

Ponizej zamiast M uzyjemy réwniez tego warunku dla innego podzbioru N przestrzeni X.

Twierdzenie 7. ([BM2, Theorem 4.4]), (|[BM3, Theorem 4.2|) Przypusémy, ze warunki (11)-

(I7) sq spetnione oraz niech

cpm = inf J(v(1))

gdzie
L= {y€C[0,1, M) :7(0) = 0, [[7(1)"[ > r, oraz J(y(1)) < a}.

Wowczas otrzymujemy:
a) cp > a >0 oraz J posiada (PS).,,-cigg w M.
b) Jesli J spetnia (PS’);C\/l -warunek w M, to cyq jest osiggalne przez punkt krytyczny J.
c) Jesli J spetnia (18), (PS)T -warunek w M dla kazdego c, oraz J jest parzyste, to istnieje

nieograniczony ciqg wartosci krytycznych funkcjonatu J.

Zaltozenie (I8) jest spetnione, gdy I(u) ma superkwadratowy wzrost wzgledem u takiego,
7e |u| — oo. Warunek ten implikuje, ze J(tu) — —oo dla t — oo oraz u € X \ X. Lacznie
z warunkiem (I6) uzyskujemy geometrie gorskiej przeleczy funkcjonatu J o m i w S$wietle
Stwierdzenia 6 dowodzimy wowczas a) oraz b) w Twierdzeniu 7. Warunek (I8) jest istotny dla

uzycia symetrycznego twierdzenia o gorskiej przeteczy dla J o m i otrzymania c).
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Interesujacym zagadnieniem jest znalezienie rozwigzan w stanie podstawowym, ktore sg
punktami minimalnymi na odpowiednim ograniczeniu. Rozmaitosé Nehariego jest naturalnym
ograniczeniem, ktore jest uzyteczne w przypadku, gdy kwadratowa czes¢ funkcjonatu jest do-
datnio okreslona. Rozszerzenie tego podejscia dla funkcjonaléw silnie nieokreslonych zostato
zaproponowane przez Pankova [69] w kontekscie nielinowych rownan Schrodingera oraz nieza-
leznie przez Pistoie i Ramosa [77] w kontekscie uktadow eliptycznych. Abstrakcyjne podejscie
mozna znalez¢ w [91] (por. [90]). Jednakze teoria punktéw krytycznych z [91] pozwala na
badanie probleméw ze skoriczenie wymiarowym jadrem. W naszym przypadku operator (8)
ma nieskoriczenie wymiarowe jadro i dlatego musimy rozbudowaé teorie punktéw krytycznych

dla szerszej klasy funkcjonaléw na rozmaitosci Nehariego-Pankova.

Rozwazmy zbior

(19) N = {ue X\ X:J(Wlgez =0}
= {ue M\ X :J (=0} c M,

ktory jest szczegdlnie uzyteczny, gdy dla kazdego u™ € X+t \ {0} funkcjonal J ma jedyny
punkt krytyczny n(ut) na potprzestrzeni RTu™ + X, oraz, gdy n(u') jest jedynym globalnym

punktem maksymalnym .J na polprzestrzeni R*ut + X. Woéwezas odwzorowanie
n:SXT={ute Xt :||ut| =1} > N

jest homeomorfizmem i zbior NV jest topologiczng rozmaitoscia, rozmaitoscig Nehariego-Pankova.
Okazuje sie, ze wystarczy znalez¢ punkty krytyczne funkcjonalu J poprzez poszukiwanie
punktéow krytycznych Jomn : SX* — R. Takie podejscie jest inspirowane pracg Szulkina

i Wetha [90,91]. W celu realizacji tego podejscia narzucamy kolejny warunek na I:

(19) ’527_1[’(10 [u] + tI'(w)[v] + I(u) — I(tu+v) < 0 dla kazdych u € N, t > 0, v € X takich,
ze u # tu + v.

Jest to techniczny warunek, jednak w nastepnych rozdziatach wskazemy przyktady.

Mozemy teraz opisa¢ rozmaitos¢ Nehariego-Pankova.

Stwierdzenie 8. (BM2, Proposition 4.1) Przypusémy, ze warunki (11)-(14) oraz (16), (18),
(19) sq spetnione. Wowczas dla kazdego vt € SX+ := {u € X : ||u|]| = 1} funkcjonal J
ograniczony do Ru™ + X = {tut+v:teR, ve )?} ma doktadnie dwa punkty krytyczne o
dodatniej energii: uy = tyu + vy oraz us = tou + v, gdzie t; > 0 > ty, v, V9 € X. Co wiecey,
uy jest jedynym globalnym punktem maksymalnym Jl|g,, . 5, oraz ug jest jedynym globalnym
punktem maksymalnym J]R,H;(. W dodatku u; oraz uy zalezg w sposob cigglty od u € SX™.
Ktadge n(u™) := uy otrzymujemy N = {n(u*) : ut € SXT}.
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Rozmaitos¢ Nehariego-Pankova N jest tylko topologiczng rozmaito$cig homeomorficzng z

SX™*, poniewaz J nie musi by¢ klasy C2.

Twierdzenie 9. (|[BM1, Theorem 4.1], [BM2, Theorem 4.4 d)|) Przypusémy, ze J € C1(X,R)
spetnia (11)-(14), (16), (18), (19), oraz zatdzmy, ze J jest koercytywny na N, tj. J(u) — oo,

gdy ||ul] = oo oraz u € N'. Wéwczas otrzymujemy:

a) ey :=1nfy J > a >0 oraz J ma (PS)., -ciag w N .

b) Jesli J spetnia (PS)gv—warunek w N, to cy jest osiggalne przez punkt krytyczny J.

c) Jesli J spetnia (PS)T -warunek w N dla kazdego ¢ oraz J jest parzyste, to istnieje
nieograniczony cigg wartosci krytycznych funkcjonatu J.

d) Jesli dodatkowo zatozymy (15), to cp = -

Jezeli warunki (11)-(16), (I8), (I9) sa spelnione, to N' C M dzieli M na dwie sktadowe.
W istocie, dla u € SXT istnieje jedyna liczba t, > 0 taka, ze n(u) = t,u+ v, gdzie v € X. W

takim razie otrzymujemy
MAN ={m(tu) :u € SXt, 0<t <t,fU{m(tu) :ue SXT t>t,}.

Funkcja 5, : [0,00) — R jest zdefiniowana wzorem f,(t) = J(m(tu)) i osiaga maksimum w
ty > 0. Jesli B,(t) = J'(m(tu))[u] = 0, to J'(m(tu))|g,ex = 0, stad m(tu) € N oraz t = t,.
Zatem (3,(t) jest Scisle rosnaca na [0,t,] oraz $cisle malejaca na [t,,c0). W takim wypadku
punkt krytyczny otrzymany za pomoca twierdzenia o gorskiej przeteczy dla Jom jest punktem

minimalnym dla J on.

W ostatniej czesci tego rozdziatu zaprezentujemy alternatywne podejscie do poszukiwania

punktéw minimalnych J na N. Ostabiamy (19) i wprowadzamy nastepujacy warunek:
(110) %I’(u)[u] +tI'(w)[v] + I(u) — I(tu+v) < 0 dla kazdych u e N, t > 0, v € X.

Zauwazmy, ze przy zalozeniu (I110) zamiast (19), funkcjonal J moze nie mieé¢ jedynego
punktu krytycznego n(u™) na polprzestrzeni RTu™ + X. Stad odwzorowanie n : SX* — N
nie jest dobrze okreslone i nowe podejscie jest wymagane. Zal6zmy dodatkowo, ze X = X +oX
jest przestrzenia Hilberta, gdzie X+ i X sa ortogonalne ze wzgledu na iloczyn skalarny (-, -),
oraz X jest osrodkowa. W dodatku do topologii indukowanej przez norme || - || potrzebujemy

jeszcze topologii T3 na X, ktora jest indukowana przez nastepujgca norme

o 1 _
lullzs = max {Jler* ]}, D g e -
k=1
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gdzie (ex) stanowi baze ortonormalna w X. Zgodnie z |57| otrzymujemy
|a]| < ||ulln < [jul] dlawe X

oraz na ograniczonych podzbiorach X topologia 75 pokrywa sie z topologia T, tj. produktem
normowe]j topologii w X oraz stabej topologii w X. Zbiezmogé ciagu w Ty oznaczmy przez
U, KENYS

Rozwazmy funkcjonat J € C'(X,R), ktory nie musi mie¢ postaci (17). Zamiast tego

zaktadamy nastepujace warunki.

(J1) J jest Ta-gornie potciagta, tj. J; := J~([t,00)) jest To-domkniete dla kazdego t € R.
(J2) J' jest Ty-stabo* ciagta w Jy, tj. J'(u,) — J'(uo), gdy up BEN ug oraz (up)n>0 C Jo.

Geometria zapetleri (ang. linking geometry) funkcjonatu J jest opisana warunkiem (I6)

oraz nastepujacym zalozeniem.

(J3) Dla kazdego u € X \ X istnieje R(u) > r takie, ze

(20) sup J < J(0) =0,
OM (u)

gdzie M (u) :== {tu+v € X|t >0, v e X oraz |[tu + v| < R(u)}.

Zgodnie z obserwacja w [BM1, komentarz na str. 295, warunki (I1), (I4), (I6) oraz (I8) impli-
kuja geometrie zapetlen, w szczegolnosci (J3) jest spelniony. W literaturze wariant geometrii
zapetlen zostal wprowadzony przez Benci i Rabinowitza [23], a p6Zniej rozwijany byt przez
wielu autoréw, np. [14,57,59,98|. Zazwyczaj w (J3) zaktada sie, ze (20) zachodzi dla pewnego
ue X\ X , oraz otrzymuje si¢ ciaggi Palais-Smale’a lub ciagi Cerami na pewnych poziomach
min-max. Jednakze na ogdét nie wiemy czy the poziomy min-max pokrywaja sie z poziomem
energii podstawowej inf, J. W pracy [M2| odpowiedzieliémy na ten problem. Wprowadzamy
nastepujacy poziom typu min-max

(21) c= inf inf sup J(h(u, 1)),

ueX\X Pel(w) /e (v)

gdzie T'(u) sktada sie z ciaglych funkeji b : M(u) x [0,1] — X takich, ze

(h1) h jest T3 -ciagta (ze wzgledu na norme || - ||7);

(h2) h(u,0) = u dla kazdego u € M (u);

(h3) J(u') > J(h(v,t)) dla kazdego (u/,t) € M(u) x [0, 1];

(h4) Kazdy element (u',t) € M(u) x [0,1] posiada otwarte otoczenie W w produktowe;
topologii (X, 72) i [0,1] takie, ze zbior {v — h(v,s) : (v,s) € W N (M(u) x [0,1])}

jest zawarty w skoriczenie wymiarowej podprzestrzeni X.
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Warunki (h1)-(h4) sa zaczerpniete z pracy [59).
Majac N zdefiniowane wzorem (19) zaktadamy dodatkowo
(J4) J(u) > J(tu+v) dla kazdych u e N, t >0, v € X.

Jest jasne, ze jesli J ma posta¢ (17), to (J4) jest rownowazne z (I110). Ostatecznie nasze

twierdzenie o zapetleniu przedstawia sie nastepujaco.

Twierdzenie 10. ([M2, Theorem 2.1|) Przypusémy, ze J € C'(X,R) spetnia (J1)-(J3) oraz
(16). Wowczas istnieje cigg Cerami (uy,) na poziomie ¢ > a > 0, tj. J(u,) — ¢ oraz (1 +
lwnl))J () — 0. Jesli dodatkowo zachodzi warunek (J4), to ¢ < infy J. W szczegdlnosci,
gdy ¢ > J(u) dla pewnego punktu krytycznego u € X \ )N(, to

C:i/I\I/fJ: J(u).

W pracy [M2] rozwazali$my troche ogolniejsza sytuacje, jednak sformutowanie Twierdzenia
10 jest wystarczajace dla naszych zastosowan w Rozdziale 4¢.6.1. Zauwazmy, ze gdy X = {0},
to warunki (J1) oraz (J2) sa natychmiast spelnione dla funkcjonatu J klasy C!'. Ponadto
(I6) oraz (J3) w tej sytuacji implikuja klasyczna geometrie gorskiej przeteczy i Twierdzenie
10 méwi, ze poziom gorskiej przeteczy ¢ pokrywa sie z minimum funkcjonatu J na klasycznej
rozmaitosci Nehariego

N ={ue X \{0}: J'(u)(u) =0},

por. podobny wynik rowniez w kontekscie gorskiej przeteczy w [97||Theorem 4.2].

4c.5 Zastosowania: przypadek ograniczonej dziedziny

W tym rozdziale zastosujemy Twierdzenie 7 oraz Twierdzenie 9 do réwnania (2) na ograni-
czonej dziedzinie Lipschitza €2, i zaprezentujemy wyniki z prac [BM1|, [BM2| oraz [BM3].
Przypomnijmy, ze zalozenia (L1), (F1)-(F3) z Rozdzialu 4c.2 implikuja, ze funkcjonat

J(u):%/Q<u(x)_1V><u,V><u>dx—%/

Q

(V (@), u) dz — / Flz.u) d

Q

z rownania (7) jest klasy C' na przestrzeni X = Hy(curl; Q) N LP(Q,R?). Punkty kryty-
czne J sa stabymi rozwiazaniami réwnania (2). Przypomnijmy réwniez rozktad Helmholtza
Ho(curl; Q) = Vo@®W) z (9) oraz odpowiedni rozkltad Helmholtza X = VW, gdzie V = VoNX
oraz W = Wy N X. Potrzebujemy dodatkowego zalozenie dotyczacego tego rozktadu.
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(L2) V, jest zwarto zanurzona w LP(2,R?) dla p € (2,6) z warunku (F3).

Warunek ten implikuje oczywiscie, ze V = V,. W Swietle [BM2, Proposition 3.1|, (L2) jest
spetniony pod warunkiem, ze V spelnia warunek Lipschitza oraz € ma brzeg klasy C?. Inne

przyktady mozna znalezé¢ w [6,36,37,49|, [BM2, Section 3| oraz w cytowanych tam pracach.

Chcemy zastosowaé teorie punktow krytycznych z Rozdziatu 4c¢.4 dla funkcjonatu J. Naj-

pierw musimy znalezé rozklad X = X+ @ X taki, ze J(u) = $llut]|? = I(u) ma postac (17).
Jest on oczywiscie okreslony przez czesé¢ kwadratowa J. Mianowicie, ze wzgledu na Lemat 1,

forma kwadratowa
Q(v) = /Q (u(2) ™'V x 0,V x 0) — (V(2)v,0)) da

z réwnania (11) jest dodatnio okreslona na X+ := V* oraz p6! ujemnie okreslona na V. Dla
v € V oznaczamy przez vt € VT i % € V odpowiadajace skladniki takie, ze v = vt + .
Przyjmujac X=Vaew funkcjonat J przyjmuje postac
J(o+w) = 2Q) + 2Q(T) - 1/<V(x)w,w> d — / Fz, v +w)
2 2 2 Ja Q
W konsekwencji Lematu 1 mozemy zdefiniowaé nowa rownowazng norme na X+ przez ||v
Q(v), a wiec J ma postac J(v+ w) = ||v||? — I(v + w) zgodnie z (17), gdzie
1

Iv+w) = —%Q('ﬁ)2+§/g<‘/(x)w,w> dx—i—/QF(x,v%—w)

2=

Zauwazmy, ze I jest (Scisle) wypukta, o ile F/(z,u) jest ($cisle) wypukla ze wzgledu na v € R3,
poniewaz () jest pol ujemnie okreslona na V. Jedli ( jest nawet ujemnie okreslona na 17, tj.
(10) nie ma wartosci wlasnej 1, to dla kazdego uy € X, funkcjonat I(ug+-) jest scisle wypukty

na X i warunek (I5) jest spemiony przy zatozeniu tylko wypuklosci F' wzgledem wu.

Nasz pierwszy gtowny rezultat tego rozdziatu dotyczy superliniowych nieliniowosci. Oprocz
(F1)-(F4), zadamy dwoch dodatkowych zatozeri.

(F6) Istnieje v > 2 takie, ze (f(x,u),u) > vF(x,u) > 0 dla kazdego u € R3, oraz
ess |1r|1f F(z,u) > 0 dla pewnego r > 0.
xel),|uj=r

(F7) F(z,u) jest wypukla wzgledem u dla p.w. = € Q, oraz Scisle wypukla wzgledem u dla
p.w. z, o ile 1 jest wartoscia wtasna (10).

Zauwazmy, ze (F6) implikuje
(F8) F(z,u) > 0 dla pw z € Q, u € R? oraz istnieja stale v > 2 oraz d > 0 takie, ze
F
tmint % S 4 dla pow. # € Q)

|u|—o00 |u|7
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Twierdzenie 11. ([BM2, Theorem 2.2|) Przypusémy, ze warunki (L1)-(L2) oraz (F1)-(F3),
(F6)-(F7) sq spetnione.

a) Rownanie (2) ma nietrywialne rozwigzanie u € X.

b) Jesli F jest parzysta wzgledem u, to (2) ma ciqg rozwigzan u, takich, ze J(u,) — oo.

Twierdzenie 11 wynika z Twierdzenia 7. Szczegoly dowodu zatozen (I11)-(I8) Twierdzenia 7
moga by¢ znalezione w [BM2, Section 5|. W istocie, w pracy [BM2| dopuszczamy nawet
sytuacje w ktorej F'(z,u) = 0 dla matych |u| > 0. Taka nieliniowos$¢ modeluje materiaty, gdzie
polaryzacja jest liniowa, gdy intensywnos¢ pola elektrycznego £ jest mata. Rozwazamy rowniez
istnienie stanéw podstawowych zdefiniowanych jako rozwiazanie réwnania (2) o dodatniej
energii, ktore ma najnizsza z mozliwych dodatnich energii posréod wszystkich rozwiazan. To

wymaga dodatkowego zalozenia o F'; zob. szczegoly w [BM2].

Zgodnie z Rozdzialem 4c.4, podejscie z uzyciem rozmaitosci Nehariego-Pankova wymaga

innego typu zalozenia, ktore przedyskutujemy ponizej.

(F9) %(f(:v,u),w +t(f(z,u),v) + F(z,u) — F(x,tu+v) <0 dla kazdych t > 0, u,v € R3,

p.w. x € ), oraz nierownos¢ ostra zachodzi, gdy u # tu + v.

Pragniemy wspomnie¢, ze w przypadku skalarnym udowodniono w [90, Lemma 2.2|, ze

warunek (F9) wynika z faktu, ze f(z,u) = o(u), gdy u — 0 oraz:

f(z,u)
Jul

To jest typowy warunek dla zdefiniowania rozmaitosci Nehariego w skalarnym przypadku, a

Ro>u—

€ R jest scisle rosnaca na (—oo,0) oraz na (0, 00).

(F9) moze by¢ rozwazane jako jego wektorowa wersja. Podobnie jak w [M2, Remark 3.3],

warunek (F9) implikuje, ze

(*) F scisle wypukta wzgledem u € R3, oraz (f(x,u),u) > 2F(z,u) dla kazdych =z € Q,
u e R u##0.

wn 1 B ((f(z, u),u))® = ((f(z,u),v))
(**) Jesli (f(z,u),v) = (f(z,v),u) > 0,to F(z,u)—F(z,v) < (), ) .

Jesli dodatkowo F(z,u) # F(x,v), to ostra nier6wnosé¢ zachodzi.

Z drugiej strony warunki (F1), (F8), (*), (**) pociagaja za soba (F9); zob. réowniez [BM3,
Remark 5.4].

Nastepujace twierdzenie zostalo udowodnione w [BM1| dla jednospdjnej dziedziny €2,
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V(z) = Mdsxs oraz zaktadajac troche mocniejszy warunek niz (**). Jednakze uwzglednia-

jac uwage [M2, Remark 3.3] ulepszyliémy ten wynik w pracach [BM2| oraz [BM3|.

Twierdzenie 12. ([BM1, Theorem 2.2|, [BM2, Theorem 2.2|, [BM3, Theorem 5.5|) Przy-
pusémy, ze (L1)-(L2) oraz (F1)-(F3), (F8)-(F9) sq spetnione.

a) Rownanie (2) ma rozwigzanie w stanie podstawowym u € X, tj. u jest punktem mini-

malnym funkcjonatu J na rozmaitosci Nehariego-Pankova N .

b) Jesli F jest parzysta wzgledem u, to (2) ma ciqg rozwigzan u, takich, ze J(u,) — oo.

Twierdzenie 12 jest konsekwencja Twierdzenia 9; zob. dowod wlasnosci (I1)-(14), (16)-
(I8) oraz koercytywnosci J na N' w [BM2, Section 5|. ChcielibySmy zwrocié uwage, ze w
[BM1][Theorem 2.2] potrafimy rowniez zbadaé sytuacje, gdy V' = 0. Kolejne wyniki zwiazane

z Twierdzeniem 12 mozna znalezé w pracy [74].

Teraz zajmiemy sie asymptotycznie liniowymi nieliniowosciami. Jak dotad ten przypadek
byl rozwazany w pracy [73|. Ponizej przedstawiamy wariant gtownego twierdzenia |73, The-
orem 1.1] wyrazony w naszym ujeciu. Gloéwna roznica jest to, ze V(z) = AMdsxz > 0 jest
odwzorowaniem stalym w [73] oraz w naszym wyniku potrafimy oszacowaé wielokrotnosé

rozwigzan.

(F10) Istnieje Vo, € L®(Q,R3*3) takie, ze f(x,u) = Voo(2)[u] + foolz,u) dla pw. z € Qi
kazdego u € R3. Co wiecej, (f(z,u), foo(z,u)) < 0 dla u # 0, oraz | fo(z,u)| = o(|u|?),
gdy |u| — oo dla pewnej liczby o € (0,1) jednostajnie ze wzgledu na = € Q.

(F11) X(f(z,u),u) — F(z,u) — oo, gdy |u| — oo jednostajnie ze wzgledu na = € Q.

Podobnie jak w Twierdzeniu 5 rozwazamy formy kwadratowe

Qo) = /Q (u(2) 'V % 0,V x v) — (V(2)v,v)) da,

oraz

Qo (v) = /Q (1) x 0,V % v) — ((Vi(2) + Vi (), v)) da,
na przestrzeni V.

Twierdzenie 13. ([BM3, Theorem 5.7|) Przypusémy, ze warunki (L1), (F1), (F2), (F9)-
(F11) sq spetnione. Ponadto zatézmy, ze formy kwadratowe Qo, Qs : V — R sq niezdegene-
rowane z indeksami odpowiednio ig, 1o € Ng. Wowczas ig < 1o, oraz jesli ig < i to istnieje
nietrywialne rozwigzanie v € X rownania (2). Jesli dodatkowo F jest parzysta wzgledem wu,

to (2) ma co najmniej io — g r6ZNYCh TOZWIGZAT tUY,.
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Glowna obserwacja w [73] jest fakt, ze rozmaito$é Nehariego-Pankova N postaci (19) nie
jest homeomorficzna ze sferg jednostkowa SX ™, lecz z jej otwartym podzbiorem O C SXT,
ktorego mozna okresli¢ wzorem. Podobnie jak powyzej, okreslamy homeomorfizm n : O — N i
wystarczy znalezé punkty krytyczne funkcjonatu J on, ktéry jest ograniczony z dotu i spetnia
warunek Palais-Smale’a. Wowcezas Twierdzenie 13 wynika z minimalizacji J na N oraz ze
standardowej teorii Lusternika-Schnirelmanna dla wielokrotnosci rozwiazan; zob. prace [BM3]

oraz bibliografie w niej zawarta.

Konczymy ten rozdziatl krotka dyskusja dotyczaca symetrycznych rozwigzan, tj., gdy
warunek (S) z Rozdziatu 4c.3 zachodzi w dodatku do zatozen Twierdzen 11, 12, 13.
Twierdzenie 14. ([BM2, Theorem 2.5|) Przypusémy, ze warunki (L1)-(L2), (F1)-(F3), (F6)-
(F'7) oraz (S) sq spetnione.

a) Rownanie (2) ma nietrywialne rozwigzanie u € X postaci

(22) u(x) = B(r,x3) | x| +7(r, x3)
0

= O O

b) Jesli F jest parzysta wzgledem u, to (2) ma cigg rozwigzan wu, postaci (22) takich, ze
J(uy,) = 0.

Dow6d Twierdzenia 14 jest podobny do argumentacji w Twierdzeniu 11. Uzywamy dzia-
tania grupy G = O(2) x {1} C O(3) na X oraz rozktadu (14). Definiujemy liniowa izometrie

T:X%— XY T(u, +u,+ue) i=—u, +u,+ u,

oraz podprzestrzen punktow stalych (X¢)T skladajaca sie z pot wektorowych postaci (22).
Zaltozenie (S) implikuje, ze J jest niezmiennicza wzgledem G oraz T'. Stad wystarczy znalezé
punkty krytyczne funkcjonatu J| xcyr. Inne warianty Twierdzeii 12, 13 z rozwigzaniami

postaci (22) mozna znalezé w [BM3].

4c.6 Zastosowania: () = R3

W tym rozdziale przedstawimy przypadek Q = R? oraz zaprezentujemy wyniki z prac [M1]
oraz [BM3|. Skupmy si¢ na przypadku p(x) = idsxz oraz V(z) = Vp(x)idsxs dla z € R3, gdzie

Vo : R3 — R jest pewng funkcja mierzalng. W takim razie poszukujemy rozwigzan réwnania

(23) VXV xu—Vy(x)u= f(z,u) w R?.
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Przypomnijmy, w przypadku Vi = 0 oraz F(z,u) = iW(|u|?), gdzie W : RT — R rosnie
superkwadratowo dla |u| < 1 i subkrytycznie dla |u| > 1, powyzsze réwnanie przyjmuje
posta¢ réwnania (6), ktore ma inna motywacje fizyczna inspirowana teoria Borna-Infelda;
zob. [21]. W istocie (6) zostalo rozwiazane w pracach [8,39] uzywajac analogicznego rozkladu
(14). Zauwazmy, ze w tej sytuacji p(z) = idsys, Vo = 0 oraz F(z,u) = W (|u|?) speiaja
warunek (S) z Q = R?. Rozwiazania postaci (13) zostaly otrzymane w [§], a rozwigzania
postaci (22) w [39], oczywiscie pod odpowiednimi zalozeniami narzuconymi na W. Podstawa
podejscia w tych pracach jest minimalizacja funkcjonatu J na zbiorze {u : W(|u*) = 1}
w odpowiedniej podprzestrzeni DM?(R3 R3). Taki punkt minimalny v dostarcza mnoznik
Lagrange’a w rownaniu, ktéry moze by¢ usuniety przez odpowiednie skalowanie u(x) = v(ax)
dla pewnego a > 0. Takie podejscie nie pracuje dla réwnania (23) w nieautonomicznym
przypadku lub w niesymetrycznym przypadku i dlatego uzyjemy ponownie teorii punktow
krytycznych z Rozdzialu 4c.4. Gléwna trudnoscia na nieograniczonej dziedzinie 2 = R3 jest
brak zwartosci ciggow Palais-Smale’a, nawet na ograniczeniach M lub N, gdyz nie jestesmy

w stanie otrzymaé¢ wariant warunku (L2).

Opiszemy teraz ujecie wariacyjne problemu (23) i wyjasnimy trudnosci kryjace sie w tym

problemie. Przypomnijmy warunki narzucone na nielinowo$¢ f.

(F1) F :R3 x R? — R jest rézniczkowalna wzgledem u € R?, oraz f = V,F : R?* x R® — R3
jest funkcja Carathéodory’ego (tj. mierzalna wzgledem x € R3, ciagla wzgledem u € R?
dla p.w. x € R3). Ponadto F(x,0) =0 dla p.w. z € R3.

(F9) t22_1<f(x,u),u> +t(f(z,u),v) + F(z,u) — F(x,tu+v) <0 dla kazdych ¢ > 0, u,v € R?,
p.w. € R3, oraz ostra nieréowno$é¢ zachodzi, gdy u # tu + v.

Zadamy nastepujacych dodatkowych warunkéw na V; oraz F.

(V) Vo € Li2(R3) N L7 2(R3), Vy(z) > 0 dla p.w. = € R® oraz |Vo|% < S, gdzie S jest
klasyczng stala Soboleva zanurzenia D2 (RY) w LO(R3), tj.

S = inf{/ \Vul? dz : |ule = 1}.
R3

(F12) F jest Z3*-okresowa wzgledem z, tj. F(z,u) = F(z +y,u) dla z,u € R3 oraz y € Z3.
(F13) Istnieja 2 < p < 6 < ¢ oraz stale ¢y, co > 0 takie, ze

F(xz,u) > ¢y min(|ul?, |ul?)

oraz

|f (2, w)] < comin(ful”™", ul*™)

dla kazdych x,u € R3.
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(F14) Jesli Vo = 0 p.w. na R3, to F jest jednostajnie scisle wypukta ze wzgledu na u € R3 tj.
dla dowolnego zwartego A C (R* x R?*)\ {(u,u) : v € R*}:

inf (%(F(x,ul) + F(z,up)) — F (x at ;“2)) > 0.

zER3
(ug,ug)€EA

Jest jasne, ze (F13) pociaga za soba (F2) oraz (F3). Modelowymi nieliniowo$ciami sa nastepu-

jace przyktady:

P(z)(G|MulP + 2 —2) edy [Mu| > 1,

(24) F(x,u) = )
I'(x) g | Mul? gdy |[Mu| <1,

oraz

Flau) = F(x)%((l T Mujt)s — 1),

gdzie T' € L®(R3?) jest Z*-okresowa oraz infI' > 0, M € GL(3) jest odwracalna macierza
wymiaru 3 x 3. Wowczas zalozenia (F1), (F9), (F12)-(F13) sa spelnione. Ponadto F' jest
jednostajnie $cigle wypukta ze wzgledu na u € R3. Zauwazmy, Ze te funkcje nie sa radialne,

gdy M nie jest ortogonalna macierza. Jesli M = ids.g, to z (24) otrzymujemy
(25) f@,u) = T(x) min{ul”~*, Jul " }u.

W zastosowaniach dla malych intensywnosci |u| zjawisko Kerra jest czesto liniowe, gdyz nieli-
nowa polaryzacja Py, jest pomijana i wtedy mozemy zaltozy¢, ze Py, szybko znika dla |u| — 0.
W istocie (25) modeluje to zjawisko i przypadek p = 4 odpowiada zjawisku Kerra dla silnych

pol u.
Potrzebujemy nastepujaca przestrzen, azeby rozwaza¢ powyzsze nieliniowo$ci:
177 = L(RY, RY) + LI(RY, RY)

Z norma

d » .
|tlp,g = sup { |U{R3<u_;_v|>vl v cv € L1(R*R*) N La1(R? R?), v # 0} ,

_pb_ .
p—1 q—1

ktora pokrywa sie ze zwykla przestrzenia Lebesgue’a LP(R3 R3), gdy p = ¢; zob. wiecej
wlasnosci LP4 w [10]. Rozwazmy uzupelienie X = D(curl,p, q) przestrzeni C{°(R3 R3) ze
wzgledu na norme

ltlleurtpg = (IV 5 ul3 + [ul} )12,
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Niech X := W bedzie domknicciem {Vy : ¢ € C®(R3)} w D(curl, p,q). Podprzestrzes

bezdywergencyjnych pol wektorowych jest zdefiniowana wzorem
Xt =V= {u € D(curl,p,q) : / (u, V) dr =0 for any ¢ € CSO(R?’)}
R3
= {u € D(curl,p,q) : div (u) = 0}

gdzie div (u) rozumiemy w sensie dystrybucyjnym. W $wietle [M1, Lemma 3.2| kazde pole
u € D(curl, p, q) ma rozkltad Helmholtza u = v+ w, gdzie v € V oraz w € V. Ponadto norma

| - lleurlp,g W V jest rownowazna z norma

1/2
o] = (/ |Vv]2da7> dla v e V.
R3
Wowcezas mozemy wprowadzi¢ rownowazng norme
lo+wll = (017 + lwlleutpg) * = (0l + [wlpg) '

w X. Poszukujemy punktow krytycznych funkcjonatu J : X =V & W — R danego przez

1 1
I =Jww) =5 [ VxoPde=3 [ V@t oPde- [ ot o)

1 1
== |VU|2dx——/ Vo(x)|v+w|2dm—/ F(z,v+w)dx
R3 R3 R3

2 2
1 2
= Sl = 1o + w),

ktory jest klasy C' i ma postaé¢ (17), gdzie

(26) I(u) :== %/RS Vo()|ul? dz + /R3 F(z,u)dz.

Zgodnie z Rozdziatem 4c.4 rozmaitos¢ Nehariego-Pankova okreslona jest nastepujaco

(27) N :={u e D(curl,p,q) \ W : J' (u)|gugv = 0}.

Prezentujemy gtéwny wynik tego rozdziatu.

Twierdzenie 15. (M1, Theorem 2.1|) Przypusémy, ze warunki (V) oraz (F1), (F9), (F12)-
(F14) sq spetnione. Wowczas istnieje rozwigzanie (23). Jesli Vo < 0 p.w. na R3 lub Vi = 0,
to rownanie (23) posiada rozwigzanie w stanie podstawowym, tzn. istnieje punkt krytyczny
u € N, ktory jest punktem minimalnym J na N.
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W celu udowodnienia Twierdzenia 15 stosujemy Twierdzenie 9 a) i otrzymujemy (PS)., -
ciag w N oraz cy := infyr J > 0. Jednakze (PS ) -warunek nie jest spelniony, gdyz X+ =V
nie jest zwarto zanurzona w LP?. Ponadto brak stabej-stabej* ciagtosci J' powoduje, ze ten
problem nie moze by¢ zbadany za pomoca techniki koncentracji zwartosci w duchu Lionsa
[61,62] w przestrzeni X = D(curl,p,q). Nasze podejicie polega na nowej dokladnej analizie
ograniczonych ciagéw (u,) rozmaitosci Nehariego-Pankova wraz z mozliwie nieskoniczonymi

rozktadami (ang. splittings) granicy lim,, o (u,). Mianowicie mamy nastepujacy rezultat.

Twierdzenie 16. (|M1, Theorem 2.2|) Przypusémy, ze warunki (V) oraz (F1), (F9), (F12)-
(F14) sq spetnione. Jesli (u,)S o C N jest ograniczony, to z doktadnosciq do podciagu istniejq
N € NU {oo}, 1y € D(curl,p,q) oraz ciggi (4;)Y., C No i (2)n>i C Z> 2 25 = 0 takie, ze
nastepujgce warunki sq spetnione:

(28)  wn(-+2) — u; w D(curl,p, q) oraz u,(- + %) — w; pow. wR?, gdy n — oo,

dla kazdego 0 < i < N + 1, oraz

min{n,N}
29 Uy, — (- — ') = 0w LPY, gdy n — oo.
( n ; gdy
i=0

Ponadto
nh_)IglO](un = I(1uyp) ZIO u;) < 00,

gdzie Iy i Ny sq okreslone wzorami (26) i (27) pod zaiozemem Vo =0.

Na ogot J' nie jest stabo-stabo* ciagta w D(curl, p, q), jednakze Twierdzenie 16 pozwala
nam na uzyskanie tej ciagtosci na rozmaitosci Nehariego-Pankova N, tj. jesli (up)n>1 C N
oraz u, — ug w D(curl,p,q), to J'(u,) — J'(ug); zob. M1, Corollary 5.3]. Ponadto w duchu
wyniku o globalnej zwartosci (ang. global compactness result) Struwe [81] lub Coti Zelati

i Rabinowitza [38|, otrzymujemy skoriczone rozklady poziomoéw energii ze wzgledu na ciag
Palais-Smale’a w .

Twierdzenie 17. [M1, Theorem 2.3| Przypusémy, ze warunki (V) oraz (F1), (F9), (F12)-
(F14) sq spetnione. Jesli (u,)?2, C N jest (PS).-ciggiem na poziomie ¢ > 0, tj. J(u,) — ¢
oraz J'(u,) — 0, to z doktadnosciq do podciggu istniejq ug € D(curl, p, q) oraz skoriczony cigg
punktow krytycanych (u;)X, C Ny funkcjonatu Jy takie, ze (28), (29) zachodzq oraz

N
+ 3 Jol),
=1

gdzie Jy jest funkcjonatem energii J pod zatozeniem Vi = 0.
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Zauwazmy teraz, ze jesli 0 < ¢ < infp; Jy, to N = 0, J(ag) = ¢ oraz iy jest punktem
krytycznym J. W ten sposob poréwnanie pozioméw energii implikuje istnienie nietrywialnych

rozwiazan; zob. szczegoly dowodu Twierdzenia 15 w [M1].

4c.6.1 Cylindrycznie symetryczny przypadek

W sytuacji cylindrycznie symetrycznej zaktadamy warunek (S), tj. Vo(z) = Vo(r, x3) oraz
F(x) = F(r,z3), gdzie r = \/23 + 2%, x = (21, 79, 23) € R?, i okazuje sie, ze mozemy rozwazaé¢
inne klasy funkcji V) oraz F. Mianowicie zaktadamy

(P) Vo € L>®(R3) oraz F sa 1-okresowe wzgledem w3, tj. Vo(r, x3) = Vo(r, z3+1), F(r, z3, |u|,uz) =
F(r,zs + 1, |ul,u3) dla p.w. 7 > 0,23 € R, u € R3.

W dodatku do (F1) potrzebujemy nastepujacych warunkow.

(F2) |f(z,u)| = o(Ju]), gdy u — 0 jednostajnie wzgledem = € R3.
(F3) Istnieja 2 < p < 6 oraz stala ¢ > 0 takie, ze

|f(z, )| < c(1+ |uff™) dla kazdych z € R* u € R

(F9') R%(f(x,u),w + t(f(z,u),v) + f(z,u) — f(z,tu+v) <0 dla kazdych t > 0, u,v € R?,
pw. € R3.
(F15) F(z,u)/|ul* = oo, gdy |u| — oo jednostajnie wzgledem x € R>.

Zauwazmy, ze (F9’) jest stabszym warunkiem niz (F9). Rozwazmy przyktad. Niech
F(z,u) = T(x)W(|ul*), gdzie T € L>®(R?) jest cylindrycznie symetryczna, 1-okresowa wzgle-
dem 3, inf,ecps T'(x) > 0, W € C°([0,00))NC((0,00)), W(0) = limy_,o+ W'(t) = 0, oraz W'(t)
jest niemalejaca na (0, +00). Ponadto zaktadamy lim;_,., W (t)/t = oo oraz W'(t) < c(l—i—t%)
dla pewnych 2 < p < 6 oraz ¢ > 0. Wowczas zalozenia (F1)-(F3), (F9’) oraz (F15) sa
spetnione; zob. [M2, Przyktad na str. 1428 oraz Remark 3.3. a)|. W szczegolnosci mozemy
podaé¢ przyktad nielinowosci f(x,u) majacej zachowanie typu Kerra (3) dla u blisko 0 oraz
nieskoniczonosci, ktora jest liniowa dla p < |u| < M dla ustalonych statych 0 < p < M.

W celu zaprezentowania naszych wynikéw przypomnijmy wariacyjne ujecie dla takich
nieliniowosci F oraz dla Vj. Niech X = D(curl, p, p) N L?*(R?, R?) z p danym w (F3). Warunek
(S) zachodzi, wiec podobnie jak w Rozdziale 4¢.3 rozwazamy dzialanie grupy G = O(2)x {1} C
O(3) na X oraz izometrii S : X¢ — X% danej wzorem (15). Jesli dodatkowo F jest parzysta

wzgledem wu, to podobnie jak powyzej wystarczy znalezé punkty krytyczne funkcjonatu J
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ograniczonego do zbioru punktéw statych

(XY ={ue X:Su)=u} ={ue XY u=u,}
C{u€ X :div(u) =0} = {u e H'(R* R?) : div (u) = 0}.

Podobnie definiujemy podprzestrzenie
(H*(R? R*)®)¥ c {u € H*(R® R?) : div (u) = 0}

oraz
(LR, R)%)® € L(RY, RY).

Funkcja Vi € L°°(R?), wiec w $wietle [16, Lemma 4.4], operator £ := (V x Vx) + Vj zdefinio-
wany na

D(L) = (H*(R*,R*)%)% C (L*(R*,R*)9)" — (L*(R*,R)%)*
jest samosprzezony i przez o(L) C R oznaczmy jego spektrum. Nastepujacy rezultat zostal
udowodniony w [16][Theorem 1.3| w szczegdlnym przypadku F(xz,u) = ['(x)|ul?, gdzie I' =

[(r,z3) € L°(R3) jest cylindrycznie symetryczna, 1-okresowa wzgledem 3 i inf,eps I'(z) > 0.

Twierdzenie 18. (|[BM3, Theorem 6.1, Remark 6.2 b)|) Przypusémy, ze warunki (S), (P)
sq spetnione, F jest parzysta wzgledem w oraz spetnia (F1)-(F3), (F9°), (F15). Jesli 0 ¢
o(L), to rownanie (23) ma rozwigzanie w stanie podstawowym w (X%)*, ktdre jest punktem

minimalnym J na stowarzyszonej rozmaitosci Nehariego-Pankova N C (X )%,

Jak zwykle wystarczy znalezé punkty krytyczne funkcjonatu J ograniczonego do (X¢)9.
Warunek 0 ¢ o(£) implikuje, ze istnieje rozktad na sume prosta (X¢)% = X+ @ X taki, ze

Qu) = /11@3 |V x ul* = Vo(x)|u|? do

jest dodatnia na X+, ujemna na X, oraz |jul| = (Q(u") — Q(@))"? definiuje rownowazng
norme u = ut +u € (X% = X+ ® X. Zauwazmy teraz, ze J : (X9)% — R przyjmuje postaé
J(u) = 3llut|® = I(u) jak w (17), gdzie I(u) = Q(U) + [gs F(x,u) dz. Nastepnie sprawdzamy,
ze funkcjonal J jest koercytywny na N i spetnia (I1)-(14), (16), (I8), gdzie

N ={ue (X9 \ X : J(u)|gex = 0}

Jednakze (19) nie jest speliony, gdy zatozymy (F9’). Wowczas Twierdzenie 9 nie moze by¢
zastosowane. Zamiast tego warunek (I10) zachodzi oraz mozemy zastosowaé¢ Twierdzenie
10 w celu udowodnienia Twierdzenia 18. Zauwazmy, ze (X%)° C H!(R? R?) jest lokalnie

zwarto zanurzona w LP(R? R3) i wowczas latwo sprawdzi¢, ze J' jest stabo-slabo* ciagla w
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(X)5. Stad zalozenia (J1)-(J4) sa spelnione i znajdujemy ciag Cerami (u,) na poziomie
0 < ¢ <infyr J; por. podobng argumentacje dla uktadu rownan Schrodingera w [M2. Section
3]. W naszym podejsciu pracujemy z ciagami Cerami, gdyz ciagi Palais-Smale’a moga by¢
nieograniczone [30,51,63|. Stosujac technike koncentracji zwartosci zauwazamy, ze z doktad-
noscig do podciggu i z doktadnoscia do Z-translacji wzgledem x3, u,, zbiega w stabej topologii
do nietrywialnego punktu krytycznego ug funkcjonalu J. Zatem ug € N jest rozwigzaniem w
stanie podstawowym. Poziom tego rozwiazania moze by¢ takze scharakteryzowany w termi-

nach nieskoniczenie wymiarowego poziomu min-max w (X%)% zgodnie z (21).

Dalsze wyniki w symetrycznej sytuacji rownania (23) zostaly otrzymane przez Hirscha i
Reichela [50], przez Pluma i Reichela [71] w subkrytycznym przypadku, oraz przez Zenga [100]
w krytycznym przypadku.
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5. Omoéwienie pozostalych osiggnieé¢ naukowo - badawczych

5b. Publikacje napisane po doktoracie, ktére nie wchodza w sktad gtéwnego osia-

gniecia habilitacji

[Publ| J. Mederski: Graph approximations of set-valued maps under constraints, Topol. Meth-
ods Nonlinear Anal. 39 (2012), no. 2, 361-389.

[Pub2| J. Mederski: FEquilibria of nonconver valued maps under constraints, J. Math. Anal.
Appl. 389 (2012), no. 2, 701-704.

[Pub3| J. Mederski: Vietoris-Begle theorems for nonclosed maps, Topol. Methods Nonlinear
Anal. 41 (2013), no. 1, 191-205.

[Pub4| J. Mederski: Solutions to a nonlinear Schriodinger equation with periodic potential and
zero on the boundary of the spectrum, Topol. Methods Nonlinear Anal. 46 (2015), no.
2, 755-T7T1.

[Pub5| P. d’Avenia, J. Mederski: Positive ground states for a system of Schrodinger equations
with critically growing nonlinearities, Calc. Var. Partial Differential Equations 53 (2015),
no. 3-4, 879-900.

[Pub6] Q. Guo, J. Mederski: Ground states of nonlinear Schrédinger equations with sum of
periodic and inverse-square potentials, J. Differential Equations 260 (2016), no. 5, 4180—
4202.

[Pub7] J. Mederski: Nonlinear time-harmonic Maxwell equations in R3: recent results and
open questions, Lecture Notes of Seminario Interdisciplinare di Matematica Vol. 13
(2016), 47-57.

[Pub8| B. Bieganowski, J. Mederski: Nonlinear Schrodinger equations with sum of periodic and
vanishig potentials and sign-changning nonlinearities, praca zaakceptowana w Commun.
Pure Appl. Anal. (2017), arXiv:1602.05078.

[Pub9| P.d’Avenia, J. Mederski, A. Pomponio: Vortex ground states for Klein-Gordon-Mazwell-
Proca type systems, praca zaakceptowana w J. Math. Phys. (2017), arXiv:1603.04649.

[Pub10] J. Mederski: The Brezis-Nirenberg problem for the curl-curl operator, praca w recen-
zji, arXiv:1609.03989.

5b. Omoéwienie pozostalych wynikéw

Publikacje [Publ]-[Pub3| zostaly napisane po doktoracie, jednak zawieraja one wyniki
gtownie z rozprawy doktorskiej, ich rozszerzenia oraz pewne nowe wyniki. Ten obszar badawczy

nie jest zwiazany z osiggnieciem habilitacyjny, dlatego tylko krétko opiszemy wyniki z prac
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[Publ]|-[Pub3|.

Celem pracy [Publ| jest znalezienie wykresowych aproksymacji gornie potciagtych odwzo-
rowan wielowarto$ciowych o zwartych wartosciach. Rozwazamy odwzorowanie wielowarto-
Sciowe ¢ : X —o Y, gdzie X oraz Y sg przestrzeniami metrycznymi, ktére kazdemu elemen-
towi x € X przypisuje niepusty i zwarty podzbior ¢(z) przestrzeni Y. Wykresem ¢ jest
zbior Gr(yp) = {(z,y) € X XY 1y € p(x)}. Moéwimy, ze odwzorowanie wielowartosciowe
@ jest gornie polciggle, gdy dla dowolnego podzbioru otwartego U C Y, maty przeciwobraz
{z € X : p(x) C U} jest otwarty. Klasyczny wynik Celliny [29] méwi, ze dla dowolnego goérnie
polciaglego odwzorowania ¢ o wypuklych wartosciach, kazde otwarte otoczenie U wykresu
Gr(yp) zawiera wykres Gr(f) funkcji ciagtej f : X — Y. Ten wynik zostal rozszerzony przez
wielu autoréw dla Sciggalnych wartosci, Rs-wartosci oraz pewnych UV™ topologicznych wtas-
nosci; zob. [46,56] i literature tam cytowana. Z drugiej strony dolnie potciagte odwzorowanie
C:X oY, tj. {x € X:C(x)NU # 0} jest otwarty dla kazdego otwartego U C Y, posiada
ciagla selekcje f: X — Y tzn. f(z) € p(z). Jest to znany wynik Michaela [64,65]. W przy-
padku selekcji musimy zatozy¢ wypuklosé ¢(z) [64] lub topologiczna equi-LC™ wlasnosé [65].
Praca [Publ| zawiera twierdzenia, ktore lacza obydwa problemy. Mianowicie wprowadzamy
topologiczne warunki, ktore gwarantuja istnienie ciaglego odwzorowania f : X — Y takiego, ze
Gr(f) C U oraz jednoczesnie f(z) € C(z) dla z € X. Te wyniki zostaly zastosowane w pracy
[Pub2| w celu znalezienia zer (ang. equilibria) odwzorowan wielowartosciowych ¢ : X — Y na
zawartych L-retraktach X C Y przestrzeni Banacha Y z nietrywialng charakterystyka Eulera
x(X) # 0. Mianowicie, jesli ¢(z) N C(x) # O dla kazdego = € X, gdzie C(z) jest stozkiem
stycznym w sensie Clarke’a do X w punkcie z, to znajdziemy x € X taki, ze 0 € ¢(x).
Dla odwzorowan o wypuklych wartosciach ¢, istnienie zer zostalo udowodnione przez Ben-El-
Mechaiekha i Kryszewskiego [20]. W pracy [Pub2| zaproponowalismy topologiczne warunki dla
istnienia zer odwzorowarn o niewypuktych wartosciach i odpowiedzielismy na hipoteze [20]|Con-
jecture 6.3]. Ostatecznie w pracy |[Pub 3| twierdzenie Vietorisa-Begle’a [19,95| oraz twierdze-
nie Bialtynickiego-Biruli [18| zostaly uogélnione dla niekoniecznie domknietych odwzorowarn.
Pewne zwiazki z problemami odwzorowan wielowartosciowych [Publ,Pub2| zostaly réwniez

zaprezentowane.

Podczas stazu podoktorskiego na Uniwersytecie Justusa Liebiga w Giessen, w 2012 roku
zmienitem zainteresowania badawcze i zajatem sie metodami wariacyjnymi oraz nielinowymi
rownaniami rézniczkowymi czastkowymi. Osiagniecie habilitacyjne [BM1]-|[BM3|, [M1], [M2]
jak rowniez [Pubd]-[Publ0| dotycza nowej tematyki badawczej. W nastepnych rozdziatach
przedstawimy wyniki z prac [Pub4]-[Pub10].
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5b.1 Roéwnanie Schrodingera

Zajmujemy sie nieliniowym rownaniem Schrodingera

(30) { —Au+V(r)u= f(r,u) dlazeRY,
u e X,

gdzie V : RY — R jest potencjatem, f : RV xR — R jest nieliniowg funkcjg oraz X C DV?(RY)
jest przestrzenia Banacha, N > 1. Problem (30) pojawia sie w fizyce matematycznej, gdy
studiujemy fale stojgce zaleznego od czasu réwnania Schrédingera. Przypomnijmy, ze w
nieliniowe] optyce uzywajac pewnych aproksymacji mozemy badaé¢ propagacje fal elektromag-
netycznych w nieliniowych osrodkach; zob. (1) Rozdzial 4c.1. Oczywiscie w takiej sytuacji
wystepowanie f jest spowodowane nieliniowa polaryzacja np. w osrodka typu Kerra (3) lub w
nieliniowych osrodkach z saturacjq (4). Jesli potencjal V' jest okresowy, to (30) jest szczegolnie
badane ze wzgledu na szerokie zastosowania np. w krysztatach fotonicznych, gdzie rozwaza sie
okresowe optyczne struktury. Jesli periodyczna struktura ma defekt, tj. dodatkowsa strukture
tamiacg okresowosé, to krysztal fotoniczny moze prowadzié¢ $wiatto wzdhuz tego defektu. W

takim przypadku potencjal przyjmuje nastepujaca postac
(31) V= V})er + ‘/low

gdzie V., jest okresowa, zas Vj,. jest zlokalizowanym potencjalem znikajacym w nieskonczo-

nosci.

Wspomnijmy, ze rownanie (30) pojawia sie rowniez w innych obszarach fizyki matematy-
cznej, np. w mechanice kwantowej, fizyce jadrowej, kosmologii kwantowej oraz w fizyce materii

skondensowanej, gdzie kondensaty Bosego-Einsteina sg badane.

Naszym zasadniczym celem jest rozwiazanie (30) pod r6znymi zatozeniami o nieliniowosci
f oraz z potencjalami postaci (31). Jesli V' = V)., jest okresowa, to spektrum o(—A + V)
operatora —A+V jest ciagle i moze zawiera¢ przerwy (ang. gaps), tj. otwarte przedzialty poza
spektrum (zob. [72]). Jesli inf o(—A + V) > 0 lub gdy 0 znajduje si¢ w przerwie spektralnej
spektrum o(—A+V), to nielinowe réwnanie Schrédingera byty studiowane przez wielu autorow
(zob. [3,27,38,42,57,76,94] i literature tam zawarta) i nietrywialne rozwiazania (30) zostaly
otrzymane. Rozwiazania w stanie podstawowym, tj. nietrywialne rozwiazania z najnizsza
mozliwa energiag wérod wszystkich nietrywialnych rozwiazan, odgrywaja wazna role w fizyce
i ich istnienie zostalo zbadane np. w [60,63,69,90|; zob. rowniez [M2|, gdzie rozwazamy
uklad nieliniowych rownan Schrodingera. Jesli V= 0, to o(—A + V) = [0,+00) i problem

byl dyskutowany w klasycznej pracy [24] oraz w ostatnich pracach [4] (zob. réwniez literature
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tam zawarta). Jesli V' jest funkcja stala i ujemna, to 0 jest punktem wewnetrznym spektrum

o(—A + V) i rozwiazania (30) zostaly znalezione w [44].

W pracy |Pub4]| skupiamy sie na sytuacji, gdy 0 lezy w spektrum operatora —A + V' i jest

lewym koricem przerwy spektralnej. Zakltadamy nastepujace warunki.

(V1) V € C°(RN,R), V jest ZN-okresowa, tj. V(z+y) = V(z) dla kazdego x € RN iy € ZV,
0 € o(—A + V) oraz istnieje 5 > 0 taka, ze (0,5]No(—A+V)=10.

(A1) f e CORYN x R, R), f jest ZN-okresowa wzgledem x € RY.

(A2) Istnieja a > 0 oraz 2 < p < p < 2* takie, ze

|f(z, )| < a(lul*™ + |u|P™!) dla wszystkich « € R, x € RY.
(A3) Istnieje b > 0 takie, ze
F(x,u) > blu* dla wszystkich |u| < 1, z € RY,
gdzie F' funkcja pierwotna f ze wzgledu na u, tj. F(z,u) = fou f(z, t)dt.

(A4) F(x,u)/|u|* = oo jednostajne ze wzgledu na x, gdy |u| — oo.

(A5) u v f(z,u)/|u| jest Scisle rosnaca na (—oo,0) oraz na (0, 00).

Nadmierimy, ze nasze zalozenia sa istotnie stabsze niz warunki rozwazane w poprzednich
pracach [15,98,99] dotyczacych przypadku (V). W szczegolnosei jesteSmy w stanie rozwazac
nieliniowos¢ typu

f(z,u) = T(x)uln(l + |ulP~?), T'(x) > }RanF >0,

gdzie I' : RY — R jest funkcja ciagly, Z"-okresows oraz 2 < p = p < 2*.

Zalozenia (V4), (A1l)-(A5) pozwalaja na znalezienie przestrzeni Banacha X = FE,, na

ktorej funkcjonal energii stowarzyszony z (30)

1

J(u) = —/ (Vul? + V(x)|ul? dx —/ F(z,u)dx

2 RN RN
jest dobrze okreslony i klasy C'. Konstrukcja H'(RY) c X c DY?(RY) bazuje na teorii
spektralnej dla —A + V; sob. [Pub4, Section 2.1]. Ponadto otrzymujemy rozklad X =
XtaX taki, ze J przyjmuje posta¢ (17). Rozwazamy rowniez rozmaito$é¢ Nehariego-Pankova
N C X = By, jak w (19) .

Glowny wynik pracy [Pub4| jest nastepujacy.
Twierdzenie 19. (|[Pub4, Theorem 1.1]) Jesli warunki (V1), (A1)-(A5) sq spetnione, to (30)

ma rozwigzanie w stanie podstawowym u, tj. u € N jest punktem krytycznym J takim, ze
J(u) =infy J > 0. Ponadto u € HE (RY)N LYRY) dla p <t < 2%

33



W pracy |Pub4| budujemy ujecie wariacyjne problemu, ktore pozwala na zastosowanie
Twierdzenia 9 a) i otrzymujemy ciagg Palais-Smale’a (u,) C N taki, ze J(u,) — infyr J > 0.
Technika koncentracji zwartosci w duchu Lionsa [61] pozwala na znalezienie punktu minimal-
nego u funkcjonatu J na N. Ponadto inspirujac sie praca [90] za pomocy teorii Lusternika-

Schnirelmanna otrzymujemy nieskonczenie wiele goemotrycznie réznych rozwiazari.

Twierdzenie 20. ([Pub4, Theorem 1.2|) Jesli zatozenia (V1), (A1)-(A5) sq spetnione, f
jest nieparzysta wzgledem wu, to (30) ma nieskoriczenie wiele par rozwigzan +u,, ktore sq
geometrycznie rézne, tzn. u,(- + y1) # um(- + y2) dla n # m oraz yi,yo € ZV. Ponadto
(RY) N LYRY) dla kazdego p <t < 2*.

znajdujq sie one w przestrzent leoc

Wspomnijmy, ze przed praca [Pubd4| rozwiazania w stanie podstawowym réwnania (30)

pod zalozeniem (V) nie byly znane.

W nastepnej pracy [Pub6] studiujemy sytuacje ze zlokalizowanym potencjatem Hardy’ego
Viee = —# w (31), tj.

i
V() = Vper(z) — Wa
gdzie p < @ = % oraz N > 3. Jesli 0 < p < J1, to mozemy rozwazy¢ nastepujaca forme
dwuliniowsg
(32) B, (u,v) = / (Vu, Vu) + <V($) — L)uv dx
RN ||

i zgodnie z nasza wiedza wszystkie wyniki dotyczace (30) z parametrem p > 0 wyma-
galy dodatniej okreslonosci B, w odpowiedniej przestrzeni funkcyjnej, w ktorej poszukiwano
rozwigzan. Jednakze, jesli i # 0, Vpe, okresowa i by¢ moze zmieniajgca znak, to B, moze
by¢ silnie nieokreslona formg i wymaga subtelnego podejscia. Ponadto osobliwy potencjal
—# nie nalezy do klasy Kato [72]| i nie moze by¢ rozwazany jako zaburzenie nizszego rzedu
operatora —A + V.

Zakladamy nastepujace warunki

(Vo) V € L®(RY), V jest ZN-okresowa oraz 0 ¢ o(—A + V).

(A6) f: RY x R — R mierzalna wzgledem z € RY oraz ciggla wzgledem u € R dla p.w.
r € RY. Ponadto f jest Z"-okresowa wzgledem z.

(A7) Istnieja a > 0 oraz 2 < p < 2* = 2X takie, ze

|f(z,u)] < a(l+ |ufP™!) dla wszystkich u € R, € RY.
(A8) f(z,u) = o(u) jednostajnie ze wzgledu na x, gdy |u| — 0.
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(A9) u+— f(z,u)/|u| jest niemalejaca na (—oo,0) oraz na (0, 400).

Teoria spektralna dostarcza nam ortogonalnego rozktadu X := H'(RY) = X toX takiego,
ze forma By(-,-) dana wzorem (32) z 4 = 0 jest dodatnio okreslona na X* oraz ujemnie
okreslona na X. Jesli 0 znajduje sie w przerwie spektralnej, to przestrzenie X' oraz X s

nieskoriczenie wymiarowe i problem jest silnie nieokreslony.

Wprowadzamy nastepujaca stala
w(V)* :=sup {M >0: / IVul? + V(z)|ul* dv > M/ |Vul? dr dla kazdego u € X+},
RN RN

ktora odgrywa wazna role w przypadku p # 0 oraz, gdy (32) jest nieokreslona. Pokazujemy,
ze p(V)*F > 0igdy V(z) > 0dlapw. z € RV, tou(V)r =1 oraz X = {0}; zob. [Pubs,
Lemma 2.1].

Podobnie jak powyzej definiujemy rozmaito$¢ Nehariego-Pankova N i nasz wynik przed-

stawia si¢ nastepujgco.

Twierdzenie 21. ([Pub6, Theorem 1.1]) Jesli zatozenia (Va), (A4), (A6)-(A9) sq spetnione

oraz 0 < pu < % min{u(V)™, 1}, to (30) ma rozwigzanie w stanie podstawowym.

Zachowanie rozwigzani w stanie podstawowym w granicy u — 0T oraz nieistnienie ta-
kich rozwiagzan dla p < 0 sa zaprezentowane w [Pub6, Lemma 3.3]. W celu udowodnienia
Twierdzenia 21, stosujemy Twierdzenie 10 i otrzymujemy ciag Cerami na poziomie min-
max. W [Pub6, Theorem 1.1] dowodzimy rozkladu ciagéw Cerami ze wzgledu na potencjal

Hardy’ego i otrzymujemy rozwigzanie w stanie podstawowym.
Niech teraz g : RY x R — R spelnia (A6)—(A8), oraz zamiast (A4) i (A5) zadamy

(A10) G(z,u)/|ul|? — oo jednostajnie wzgledem z, gdy |u| — oo, gdzie G jest funkcja pier-
wotna g ze wzgledu na wu.

(A11) w s g(z,u)/|ul?" jest Scisle rosnaca na (—oo, 0) oraz na (0, 00).
Woéwcezas nasza nieliniowosé przyjmuje postaé
fl@,u) = g(z,u) = T(@)[ul "y,
gdzie
(T') T € L®(RY) jest ZN-okresowa, I'(x) > 0 dla p.w. z € RY.
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Zauwazmy, ze gdy q = 2, to T'(z)|u|?"?u = T'(z)u moze by¢ wlaczone do potencjatu V.

Jesli T # 0 oraz ¢ > 2, to nieliniowa cze$¢ funkcjonatu energii
1
I(u) = / (G.w) = *P(@)uf?) de
RN q

zmienia znak, ponadto u — (g(z,u) — I'(x)|u|?"?u) /|u| nie jest rosngca na (—oo,0) oraz na
(0,00). Stad Twierdzenie 9 a) nie moze by¢ zastosowane. W dodatnio okreslonym przypadku,

tzn. X = X+ oraz X = {0} uogolniamy Twierdzenie 9 a).

Twierdzenie 22. (|[Pub8, Theorem 2.1]) Przypusémy, ze X jest przestrzeniq Hilberta, J €
CY(X,R) ma postac (17), gdzie X = X* oraz X = {0}. Ponadto zatézmy, ze funkcjonat J
jest koercytywny na N, spetnia (16), (19), oraz nastepujgcy warunek zachodzi:

(I11) Istnieje q > 2 takie, ze I(t,uy,)/td — oo dla t, — oo oraz u, — u # 0, gdy n — co.
Wowczas cpr := infyr J > 0 oraz J ma ograniczony (PS)., -ciag w N
Warunek (I11) jest ogolniejszy niz (I8) w przypadku X = X i pozwala na rozwazanie

nieliniowosci I zmieniajacych znak. Zauwazmy, ze w Twierdzeniu 22 warunek (I1) nie jest

wymagary.

W pracy [Pub8| rozwazamy potencjal postaé¢ (31) oraz pracujemy z nastepujacymi zaltoze-

niami
(V3) Vper € L°(RY) jest ZN-okresowa, Vi, € L(RY) oraz Vie(z) — 0, gdy |z| — oo.

Zauwazmy, ze jeSli V. znika dostatecznie szybko, to jest zwartym zaburzeniem operatora
—A 4+ Vper; zob. [72]. Wowezas istotne spektrum

o-ess(_A + V) - Uess<_A + V;)er) - U<_A + V;)er)-

Jednakze catkowite spektrum o(—A + V') nie musi by¢ ciagte i moze zawiera¢ wartosci wlasne
ponizej istotnej czesci Oess(—A + V) = 0(—A + Ve ).

Nasz wynik przedstawia sie nastepujaco.

Twierdzenie 23. (|[Pub8, Theorem 1.1|) Przypusémy, ze warunki (V3), (I'), (A6)-(A8),
(A10), (A11) sq spetnione oraz info(—A + V) > 0. Jesli Vioe(z) < 0 dla pow. x € RY
lub Viee = 0, to (30) ma rozwigzanie w stanie podstawowym u € HY(RY). Ponadto u jest

funkcjqg cigglq oraz istniejg state o, C' > 0 takie, ze
lu(z)| < Cexp(—alz|) dla x € RY.
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Na koniec tego rozdzialu wspomnimy, ze w pracy [Pub9| zajmujemy sie nieliniowym row-

naniem Schrodingera potaczonym z potencjatem cechowania (¢, A):

—Au + ([m2 — (w —q@)?] + [£VO — qA]Q)u = f(z,u),
—A¢ + 1126 = q(w — qp)u?, w R?,
V x (Vx A)+ p2A = q(lVl — qA)u?,

gdzie
0:R*\ ¥ — R/(277Z), O(z1, 22, x3) = IJmlog(x; + izs),

¢ € Z\ {0} oraz m,w, q, n € R. Wowezas 9 (t, ) = /W@~y (z) jest tréjwymiarowym vorter
rozwiazaniem uktadu Kleina-Gordona-Maxwella-Proci [22,47]. W pracy [Pub9] znajdujemy
symetryczne rozwiazanie w stanie podstawowym, jak réwniez badamy zachowanie uktadu, gdy

masa Proci p znika.

5b.2 Problemy wariacyjne z nieliniowo$ciami o krytycznym wzroscie

Problemy wariacyjne z wykladnikiem krytycznym p = 2* = 2N/(N — 2) dla N > 3
sq szczegoOlnie trudne ze wzgledu na brak zwartych zanurzeri przestrzeni Sobolewa H'(Q) w
L?¥ (), nawet na ograniczonej dziedzinie (2. Techniki wariacyjne rozwazane w poprzednich
rozdziatach nie moga by¢ zastosowane bezposrednio. Na ogoét ciagi Palais-Smale’a nie sa
zwarte. Jedna z wybitnych prac w tym kierunku nalezy do Brezisa i Nirenberga i dotyczy

problemu [25]
(33) —Au+du=|u*u dlauc H}(Q),

gdzie € jest ograniczong dziedzing w RY. W gwietle [25] réwnanie (33) posiada dodatnie
rozwigzanie u € H}(Q) dla A € (=\;(Q),0) oraz N > 4, gdzie A\ () jest pierwsza wartoscia
wlasna —A z warunkami brzegowymi Dirichleta. W przypadku N = 3 istnieje 0 < & < \(Q2)
takie, ze dla kazdego A € (=A1(Q), —A1(2) + €) rownanie (33) ma dodatnie rozwiazanie.

W pracy [Pubjb| zajmujemy sie nastepujacym ukladem réwnan z krytycznymi wyktad-

nikami
[ Au = du+u? 2 w Q,
—Av = P+ wQ,
(34) '
u>0,v>0 w €2,
(u=v=0 na 0,
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gdzie Q jest ograniczong dziedzing RY, N >4, 2* = 2N/(N —2), A € R oraz u > 0.

Jesli p = 0, to problem (34) jest N-wymiarowym wariantem problemu z krytycznym
wyktadnikiem studiowanym w literaturze np. |9], gdzie autorzy kontynuujac klasyczne podej-
Scie uzywaja tzw. metody redukcji. Mianowicie drugie rownanie ma jednoznaczne rozwigzanie
dla ustalonego u i mozemy je wstawi¢ do pierwszego rownania i w ten sposéb redukujemy uktad
rownan do jednego nielokalnego réwnania. Jednakze w naszej sytuacji, gdy p > 0, metoda
redukcji nie moze by¢ zastosowana, gdyz odwzorowanie H}(Q)) > u +— v, € HL(Q), gdzie v,

jest rozwiazaniem drugiego réwnania(34), nie jest dobrze okreslone.

Poszukujemy rozwiazan (34) bedacych punktami krytycznymi funkcjonatu J : HJ () x
H}(92) — R klasy C' danego wzorem

=5 fver=3 [k g [ VeR -t

W szczegblnosei jesteSmy zainteresowani dodatnimi rozwigzaniami w stanie podstawowym

*__
2 17).

rownania (34), tzn. rozwiazaniami, ktore minimalizuja J na nastepujacym wariancie roz-

maito$ci Nehariego

N = {(u,v) € (Hy(Q) x Hy(2)\ {(0,0)} : G(u,v) = (0,0)},

gdzie
Glu,v) = wa2xwm /WT*|Wﬂ2uM /|T*).
Niech
(10,v/6/9) |, sdy N =4,
[ ] 5 gdy N = 57
Iy =
[ ] 5 gdy N = 67
[

0,400] ,gdy N >7,

dla pewnego p* > 0. Glowny wynik pracy [Pubb| jest nastepujacy.

Twierdzenie 24. ([Pub5, Theorem 1.1|) Jesli pp € Iy oraz A € (0, (R2)), to problem (34)

ma rozwigzanie w stanie podstawowym.

Ze wzgledu na dwie nieliniowoéci o krytycznym wzroscie w funkcjonale J, ktérych suma
moze zmienia¢ znak, napotykamy na pewne trudnosci w oszacowaniu poziomu gorskiej przeteczy

dla ktorego ciagi Palais-Smale’a sa zwarte. W takiej sytuacji klasyczne podejscie Brezisa i
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Nirenberga w [25] wydaje sie trudne w zastosowaniu. W celu otrzymania Twierdzenia 24,
przedstawiamy nasze podejscie. Przede wszystkim rozwazamy przypadek graniczny (2 = RN
oraz A = 0), ktory jak zwykle odgrywa kluczowa role w poréwnaniu pozioméw w stanach pod-
stawowych i konstruujemy rozwiazania w stanie podstawowym dla tego problemu za pomoca
instantonow Aubin i Talenti [7,92]. Wowczas ograniczamy nasze rozwazania do zbioru A par
dopuszczalnych [Pubb, (3.1)] takich, ze kazda para (u,v) z A moze by¢ zrzutowana na N
Nastepnie zauwazamy, ze prawie wszystkie elementy ciaggu Palais-Smale’a funkcjonatu J sa
dopuszczalne i moga by¢ réowniez zrzutowane na odpowiednig rozmaitosé¢ Nehariego problemu
granicznego. To pozwala na poréwnanie poziomu w stanie podstawowym z poziomem gorskiej
przeteczy uktadu rownan (34). Ostatecznie znajdujemy nietrywialny punkt skupienia w stabej

topologii ciagu Palais-Smale’a, w ktérym J osiaga poziom w stanie podstawowym.

Wspomnijmy, ze |[Pub5, Theorem 1.2] jest poSwiecone wynikom o nieistnieniu rozwiazan

rownania (34) w zaleznosci od parametrow pu, A oraz od topologii 2.

Kolejny problem z wyktadnikiem krytycznym Sobolewa byl studiowany w pracy [Publ10],

ktora dotyczy rownania (2) z krytyczna nieliniowoscia
(35) Vx(Vxu)+u=u*v wQ

razem z metalicznymi warunkami brzegowymi (5). W kontekscie fizycznym nieliniowosci kryty-
czne reprezentuja skupiajace zjawisko piatego stopnia (ang. focusing quintic effect) materiatu,

ktore przyjmuje zazwyczaj postacé
fla,u) = xO@)|ul'v — X (@)[ul*u,

gdzie ¥, x©®) s odpowiednimi parametrami podatnosci materiatu. W pracy [Pub10] jestesmy
w stanie zbada¢ przypadek, gdy x® (z) > 0 oraz x® = 0. Przypomnijmy, ze w Twierdzeniu
12 rozwiazalismy problem dla x®(z) = 0 oraz x® € L>(Q), essinf ,cq(—x®(2)) > 0.
Z uwagi na fakt, iz 6 = 2* jest wykladnikiem krytycznym dla N = 3, réwnanie (35) jest

trojwymiarowym wariantem problemu Brezisa-Nirenberga (33).

W celu znalezienia ciggu Palais-Smale’a minimalizujemy stowarzyszony funkcjonat J, na
rozmaitosci Nehariego-Pankova N, podobnie jak w Rozdziale 4c.5. W obecnej sytuacji ozna-
czamy réowniez zaleznosé od parametru A. Jednakze w krytycznym przypadku p = 6 warunek

(L2) nie jest spetniony i na ogot (PS)ZVA -warunek w Ny nie zachodzi.

Zainspirowani praca Brezisa i Nirenberga [25], wydawa¢ by sie moglo, ze naturalnym
podejsciem do problemu (35) bytoby znalezienie ciaggu Palais-Smale’a ponizej energii pewnego

rozwigzania o najnizszej energii v : R? — R? nastepujacego problemu granicznego

(36) V x (Vxu)=|ul*y wR3,
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i pokazanie, ze warunek Palais-Smale’a zachodzi w tej sytuacji. Przypomnijmy, ze odpowied-
nie poréwnywanie poziomow energii probleméw minimalizacyjnych dotyczacych (33) w [25]
silnie bazuje na ksztalcie wszystkich rozwigzann problemu granicznego —Au = |ul? ~?u dla
u € DY(RY), zwanych instantonami Aubin i Talenti [7,92], ktore sa radialne i okreslone wzo-
rami jawnymi. Ponadto problem (33) w najnizszym wymiarze N = 3 jest najtrudniejszy do
poréwnywania odpowiednich probleméw minimalizacyjnych i do otrzymania zwartosci ciagow
Palais-Smale’a. Zatem, aby przystosowaé to podejscie dla naszego problemu powinnismy mieé
doktadna informacje o ksztalcie rozwiazan (36). Podobnie jak w Twierdzeniu 3 pokazujemy,
ze nie istnieja rozwigzania radialne i metody réwnan rézniczkowych zwyczajnych nie maja za-
stosowania do badania rozwiazan (36) i ich ksztaltow. Zamiast symetrii radialnej mogliby$my
poszukiwaé rozwiazan cylindrycznie symetrycznych réwnani (36) postaci (13). Bezposrednie
rachunki pokazuja, ze pole wektorowe u postaci (13) rozwiazuje (36) wtedy i tylko wtedy, gdy

o(z) = a(r, x3) rozwiazuje

(37) —A¢+— o' w R

Ku naszemu zaskoczeniu, ostatnie rownanie zostato otrzymane réwniez przez Esteban i Lionsa
w [45][Theorem 3.9| jako problem graniczny nieliniowego réwnania Schrodinera o krytycznym
wzrodcie z zewnetrznym polem magnetycznym. Zgodnie z nasza wiedza, nie ma doktadnej
informacji o ksztalcie lub wzorach jawnych rozwiazan réwnania (37), ktore pozwolityby na

zastosowanie podejscia [25].

Wprowadzamy inne podejscie niz w [25] lub w powigzanych pracach [12,31, 35, 40, 79].

Mianowicie analizujemy monotonicznos$é¢ pozioméw w stanie podstawowym
Cy = iﬁf Jy  for X € (—o0,0],
A

i pokazujemy, ze jesli ¢, jest $ciSle rosnaca w pewnym otwartym przedziale I C (—o0, 0], to
znajdziemy cigg Palais-Smale’a w N na poziomie ¢y z nietrywialnym punktem skupienia w
stabej topologii dla kazdego A € I. Przypusémy, ze Q ma brzeg klasy Ct'. W $wietle Lematu
1, istnieje ciag wartosci wlasnych

0<)\1§)\2§§/\k—>00
operatora V X (V x (+)) w V, i nasz pierwszy wynik jest nastepujacy.

Twierdzenie 25. ([Publ0, Theorem 2.2]) Niech A\ < A < =)\, dla pewnego n > 1.
Wowczas ¢y > 0 oraz, gdy A < —\, + S,u(Q) , to ¢\ < co oraz istnieje cigg Palais-Smale’a
(un) C Ny taki, ze Jy(u,) — cx > 0 oraz u, — ug # 0 w X = Hy(curl; Q) N LP(Q, R?), gdzie

() jest miarg Lebesgue’a zbioru S oraz

S:= inf /\v x v|? dx.

[v|p=1, vEVy
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W przypadku krytycznym nie wiemy, czy punkt skupienia ug jest punktem krytycznym,
ze wzgledu na brak slabej-stabej* ciaglosci J§ nawet na N). W celu znalezienia punktow
krytycznych funkcjonatu Jy i rozwiazania (35) ograniczamy nasze podejscie do podprzestrzeni
Xl .= (X%)% C Vy = V cylindrycznie symetrycznych pol wektorowych postaci (16). Podob-
nie jak powyzej istnieje ciag warto$ci wtasnych

0< AP < AP < <A = o

operatora V x (V x (-)) w X% 7 odpowiadajacymi krotnosciami m(\{') € N. Oznaczmy

przez N. fyl rozmaito$é Nehariego-Pankova dla Jy

Xyl oraz

I .
" = inf J.
NV

Ostatecznie nasze twierdzenie o istnieniu rozwiazan dla (35) jest nastepujace.

Twierdzenie 26. (|Pub10, Theorem 2.3|) Przypusémy, ze Q jest G-niezmiennicza oraz — A\ <

A< =AY dla pewnego n > 1. Wowczas ciyl > 0 oraz istnieje
220 eyl
en € [Sp(€) 7, AY]

takie, ze nastepujgce warunki sq spetnione:
a) Jesli X\ € (=AY, —\Y + g,), to istnieje symetryczne rozwigzanie w stanie podstawowym

réwnania (2), tj. ¢ jest osiqgalne przez punkt krytyczny Jy. Ponadto ' < ¢

b) Jesli e, < XV — XY to ¥ nie jest osiggalne dla X € (=AY + £, —XP], oraz ¢ = &Y'
dla X € [-AY 4 ¢, =XV ).

n—1

c) ¥ =0, gdy X — —\¥~, oraz funkcja

(=AY A e 10 (=AY X ] 3 A Y e (0, +00)

n

jest ciggta 1 Scisle rosngca

d) Jesli A € I := (=AY, —\Y! + SM(Q)Q%), to istnieje co najmniej m(XYY) par rozwigzar u
rownania (2) postaci (13). Ponadto, jesli j, — po w I dlan — oo, oraz u, jest symetrycznym
rozwigzaniem w stanie podstawowym J,, dlan > 1, to z doktadnoscig do podciggu (u,) dazy do
rozwigzania w stanie podstawowym uy funkcjonatu J,, w mocnej topologii X . W szczegdlnosci

2bior rozwigzan w stanie podstawowym funkcjonatu Jy jest zwarty dla X € 1.
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5b.3 Uwagi

Nadmierimy, ze [Pub7] jest praca krotka praca przegladowa dotyczaca problemu (23), w
szczegolnosci zawiera Twierdzenie 15 z [M1]. Prace [BM1] oraz [M1] bedace pierwszymi anal-
itycznymi publikacjami dotyczacymi problemu (2), otworzyty droge dla nowatorskiego waria-
cyjnego podejscia do nieliniowych rownann Maxwella i pozostawity szereg otwartych pytan. W
[Pub7, Section 4| oraz w [BM3, Section 7| przedstawiamy liste otwartych probleméw, ktore
wydajg sie wazne z fizycznego punktu widzenia i stanowia wyzwanie ze strony matematycznej.
Kolejnym interesujacym obszarem badan bedzie studiowanie, czy nieliniowe elektromagnety-
czne réwnanie falowe zalezne od czasu (1) jest dobrze postawione (ang. well-posed) oraz czy

rozwiazania wykazuja wybuchy (ang. blow-up phenomena) w duchu prac [54,93|.
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5b.

5b.

Nagrody, stypendia i granty badawcze

Stypendium naukowe dla wybitnych mtodych naukowcow, przyznane przez Ministra
Nauki i Szkolnictwa Wyzszego na 3 lata, 11.2016-10.2019.

Indywidualna Nagroda I stopnia Rektora Uniwersytetu Mikotaja Kopernika w Toruniu
za osiagniecia naukowe w 2015 roku. Nagroda przyznana 26.10.2016.

Kierownik i gtowny wykonawca grantu Sonata 8, Narodowe Centrum Nauki (NCN),
Stany podstawowe 1 stany zwigzane nielintowych rownan Schrodingera, 07.2015-07.2018.
Wykonawca w grancie Opus 5 (NCN), Dynamika nieliniowych réwnarn ewolucyjnych -
podejscie topologiczne, kierownik: Prof. dr hab. Wojciech Kryszewski, 02.2014-02.2017.
Stypendium podoktorskie "Wzmocnienie potencjatu dydaktycznego UMK w Toruniu w
dziedzinach matematyczno-przyrodniczych”, 2011 — 2012.

Indywidualne wyréznienie Rektora Uniwersytetu Mikotaja Kopernika za rozprawe dok-
torska, 2010.

Wykonawca w grancie KBN, Niezmienniki topologiczne w analizie nieliniowey, kierownik:
Prof. dr hab. Lech Goérniewicz, 2009 — 2012.

Stypendium dla doktorantéw — Step in the Future, ZPORR, 2009.

Nagroda zespotowa Rektora Uniwersytetu Mikotaja Kopernika, 2007.

Stypendium Ministra Edukacji Narodowej za osiaggniecia w nauce, 2002 — 2005.

4-te miejsce w zawodach miedzynarodowych International Baltic Way Mathematical
Team Contest, Reykjavik, Islandia 1999.

Laureat 3 nagrody w Olimpiadzie Matematycznej, Bielsko-Biata, 1999.

Stypendysta Krajowego Funduszu na rzecz Dzieci, 1998 — 2000.

Pobyty naukowe

Karlsruhe, Niemcy, 5-10.02.2017, pobyt naukowy w Instytucie Technologii w Karlsruhe
(KIT), zaproszenie Prof. Wolfganga Reichela.

Giessen, Niemcy, 29.01-3.02.2017, 1-4.06.2016, 9-16.05.2014, 3 pobyty naukowe na Uni-
wersytecie Justusa Liebiga, zaproszenie Prof. Thomasa Bartscha.

Bari, Wtochy, 5-17.06.2016, 15-20.03.2015, 2 pobyty naukowe na Politechnice w Bari,
zaproszenie Prof. Pietro d’Avenii.

Xi’an, Chiny, 4-31.10.2013 pobyt naukowy na Northwestern Polytechnical University,
zaproszenie Prof. Qiangiao Guo.

Paryz, Francja, 2-15.06.2013, udzial w trymestrze Variational and Spectral Methods in
Quantum Mechanics w Instytucie Henri Poincaré.

Triest, Wtochy, 15-27.05.2011, udziat w trymestrze Nonlinear hyperbolic PDEs, disper-

siwe and transport equations: Analysis and Control, SISSA.
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5b.

5b.

Wystapienia na konferencjach (po doktoracie)

Emerging issues in nonlinear elliptic equations: singularities, singular perturbations and
non local problems, Bedlewo, 18-24.06.2017, zaproszony referat: TBA.

International Conference on Elliptic and Parabolic Problems, Gaeta, Wtochy,
22-26.05.2017, referat: The Brezis-Nirenberg problem for the curl-curl operator.
International Conference on Partial Differential Equations, The Silkroad Mathematics
Center of Chinese Mathematical Society, Pekin, Chiny, 17-21.04.2017, plenary speaker,
zaproszony referat: Nonlinear time-harmonic Mazwell equations in a bounded domain.
Nonlinear Partial Differential Equations and Mathematical Physics w TSIMF, Yau Math-
ematical Sciences Center, Sanya, Chiny, 5-9.12.2016, zaproszony referat: Nonlinear
time-harmonic Maxwell equations in a bounded domain.

11th AIMS Conference on Dynamical Systems, Differential Equations and Applications,
Orlando, USA, 1-5.07.2016, session speaker, zaproszony referat: Time-harmonic so-
lutions to nonlinear Mazwell equations on a bounded domain.

Symposium on Nonlinear Analysis, Torun, 14-18.09.2015, session speaker, zaproszony
referat: Nehari manifold technique and ground states of Schrodiger equations.
Workshop in Nonlinear PDEs, Bruksela, Belgia, 7-11.09.2015, zaproszony referat:
Ground states of time-harmonic semilinear Mazwell equations in R3.

Joint Meeting of the German Mathematical Society and the Polish Mathematical Society,
Poznan, 17-20.09.2014, session speaker, zaproszony referat: Ground states of time-
harmonic semilinear Maxwell equations.

International Workshop on Variational Problems and PDE’s, Sao Paulo, Brazylia, 2-
6.09.2013, zaproszony referat: The Semilinear Mazwell Equation on a bounded do-
main.

Variational methods and partial differential equations, Louvain-la-Neuve, Belgia, 10-
12.07.2013, referat: Ground state solutions to a nonlinear Schrodinger equation with
periodic potential.

Symposium on Nonlinear Analysis, Torun, 7-9.2011, referat: FEquilibria of set-valued
maps under constraints.

International Conference on Differential and Difference Equations Applications, Ponta
Delgada, Portugalia, 4-8.07.2011, referat: Fquilibria of nonconvex-valued maps under

constraints.
Dzialalno$¢ organizacyjna oraz inna dzialalno$é akademicka

Wspoélorganizacja konferencji:

— Symposium on Nonlinear Analysis SNA 2011, Torun.
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— Joint Meeting of the German Mathematical Society (DMV) and the Polish Math-
ematical Society (PTM), section 38. Variational Methods in Nonlinear Analysis,
Poznan 2014.

— Symposium on Nonlinear Analysis SNA 2015, Torun.

— International Conference on Elliptic and Parabolic Problems, sesja PDEs arising
in nonlinear optics, 2017 Gaeta, Wtochy.

Recenzje dla czasopism: Topological Methods in Nonlinear Analysis, Journal of
Mathematical Physics, Open Mathematics (CEJM), Applicable Analysis, Journal of
the London Mathematical Society, Zeitschrift fiir angewandte Mathematik und Physik
(ZAMP).

Opieka naukowa: Opiekun naukowy doktoranta mgr. Bartosza Bieganowskiego od
pazdziernika 2015 roku na Uniwersytecie Mikotaja Kopernika. Promotor pracy magister-
skiej w latach 2013-2015, ktora zostata nagrodzona w konkursie im. Jozefa Marcinkiewicza
PTM. Pierwsza wspoélna publikacja naukowa z mgr. Bieganowskim zostalta przyjeta do
druku [Pubg|.

Recenzje 5 prac magisterskich i 4 licencjackich z matematyki na Uniwersytecie Mikotaja
Kopernika.

Cztonkostwo w Polskim Towarszystwie Matematycznym (PTM) od 2015 roku.
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