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OMOWIENIE

1. WSTE;P: TEORIA T PROBLEMY POWIERZCHNI OTWARTYCH
1A. Rozmaito$ci otwarte i log rozmaitoscs

Przez rozmaitosé (otwartg) rozumiem zespolona quasi-rzutowa normalna rozmaito$¢ algebraicz-
na. Niech S bedzie gtadka rozmaitoscia. Dzigki twierdzeniu o rozwiazywaniu osobliwosci mozemy
zanurzy¢ S w rozmaitos$é rzutowa gladka X tak, ze D = X \ S jest zredukowanym dywizorem
o gladkich sktadowych nieredukowalnych i transwersalnych przecieciach (tzw. sne-dywizor). Mo-
wimy woéwezas, ze (X, D) jest gladkim uzupelnieniem S. Dywizor D jest tutaj traktowany jako
model nieskonczonosci dla S. Jesli takie uzupelienie nie dominuje nietrywialnie innego gtadkiego
uzupetnienia poprzez morfizm biwymierny uzupehien, to méwimy, ze jest (snc-) minimalne.

Przyktad 1.1. Dla przyktadu, pary (F,, Fw + C), gdzie F,, = Proj(Op: @ Op:(n)) jest n-ta po-
wierzchnig Hirzebrucha, F,, wléknem rzutowania na P!, a C' - dowolnym cieciem, sy gltadkimi
uzupekieniami C?, minimalnymi gdy C? # —1. Takich uzupeknien jest jednak duzo wigcej [Mor73),
Theorem 9] i moga mie¢ brzeg o dowolnie duzej liczbie sktadowych w D i randze Picarda X (ozna-
czanej jako p(X)).

Dzieki wynikom Titaki [[it82] wiemy, ze tak, jak kluczowa role dla X odgrywa klasa dywizora
kanonicznego Kx, tak dla S kluczowa role odgrywa klasa dywizora log kanonicznego Kx + D.
Pomimo ze para (X, D) nie jest wyznaczona jednoznacznie przez S, wiadomo, ze np. wymiary
przestrzeni cie¢ H°(m(Kx + D),X), m > 1 nie zaleza od wyboru gtadkiego uzupelnienia. W
szczegblnosci, mamy dobrze zdefiniowany wymiar Kodairy

k(S) :=k(Kx +D,X) € {—00,0,1,...,dim S}.

W ten sposéb badanie rozmaitosci otwartej S jest w istocie zamieniane na badanie pary (X, D).
Ogodlniej, nawet jesli koncentrujemy sie na rozmaito$ciach rzutowych, to do prowadzenia wielu
rozumowan, w szczegolnosci tych indukcyjnych wzgledem wymiaru, nieodzowne staje sie rozwijanie
teorii par (X, D) i to w wersji gdzie X jest rozmaitoscia rzutowa, niekoniecznie gtadka, a D jest dy-
wizorem brzegowym, tzn. Q-dywizorem Weila, takim ze w rozktadzie nieredukowalnym D = " d; D;
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wspolezynniki d; sa liczbami wymiernymi z przedziatu [0, 1] oraz dywizor Kx + D jest Q-Cartier.
Taka pare nazywamy log rozmaito$cig i moéwimy, ze jest ona gltadka, gdy X jest gtadkie, a redukcja
D jest snc-dywizorem.

Od lat 80-tych w geometrii algebraicznej $wieci triumfy program modeli minimalnych (program
Mori, zob. [KM98]), dowodzone sa w coraz ogdlniejszych przypadkach fundamentalne hipotezy doty-
czace istnienia log modeli minimalnych i ich wtasnosci. Analogi afiniczne sg jednak czesto duzo trud-
niejsze. Na przyktad, wiadomo ze w wymiarze 3 gtadka rozmaitos¢ o ujemnym wymiarze Kodairy
jest pokryta krzywymi tngcymi dywizor kanoniczny ujemnie ([MMS8G6], por. [BDPaP13|; hipoteza o
obfitosci daje tez uogélnienie na przypadek semi-log kanoniczny [Fuj00]), skad dzigki trickowi ,bend
and break” Mori jest pokryta obrazami P!. Ale analogiczne pytanie dla rozmaitosci otwartych: czy
gltadka quasi-rzutowa rozmaito$é¢ o ujemnym wymiarze Kodairy jest pokryta obrazami C!, jest w
wymiarze 3 otwarte, a dowdd dla powierzchni liczy 150 stron [KM99]. Na przeszkodzie stoi m.in. to,
ze logarytmiczna wersja tricku Mori, log bend-and-break (1.1 loc cit.), na razie réwniez jest tylko
hipoteza.

Dodatkowe problemy pojawiaja sie w odniesieniu do struktury afinicznej. Jesli spojrzymy na li-
ste fundamentalnych probleméw dotyczacych przestrzeni afinicznych [Kra96|, okazuje sie, ze przez
ostatnie dwadziescia lat w poréwnaniu z geometria rzutows postep jest maly, a prawie wszystkie
problemy sformutowane na liScie Krafta pozostaja otwarte juz w wymiarze 3, hipoteza jakobianowa
juz w wymiarze 2. Logarytmiczny program modeli minimalnych stosowany do uzupelnienia roz-
maitosci afinicznej najczesciej juz przy pierwszym $ciagnieciu narusza afiniczno$é czedci otwartej
(problemy pojawiaja sie juz dla log powierzchni [DLOS]). Struktura afiniczna okazuje sie by¢ zbyt
subtelna do opanowania w tym jezyku i wymaga dodatkowych narzedzi. Egzystencjalne twierdzenia
programu modeli minimalnych (istnieje model, istnieje $ciagniecie, ciag flipéw sie konczy, pierscien
ma skonczona liczbe generatoréw) potrzebuja tutaj wsparcia w postaci precyzyjnej kontroli proce-
su minimalizacji, ktorg udato sie jak dotad osiggnaé jedynie dla specjalnych klas log powierzchni
(,teoria obierania” [Miy01], §2.3], por. tez [Kol97]). Praca [HABI|] uczynila pewien postep w tym
ostatnim obszarze.

1B. Krzywe ostrzowe

Chociaz teoria powierzchni otwartych osiagneta spore sukcesy (zob. [Miy07]), w pewnych obsza-
rach istniejacych narzedzi jest malo. Dotyczy to w szczegdlnosci powierzchni wymiernych
log ogdblnego typu (patrz Sekcja , ktoére z jednej strony maja bogata geometrie biwymierna,
a z drugiej dywizor log kanoniczny jest duzy, co powoduje zachowania i ograniczenia analogiczne
jak dla powierzchni rzutowych ogélnego typu. Zeby to zobrazowaé i opisa¢ wklad, ktéry wniosty
prace przedstawiane jako osiggniecie habilitacyjne, skoncentruje sie na nastepujacym klasycznym
problemie:

Problem 1.2. Jaka geometrie majg krzywe ptaskie o topologii prostej rzutowej? W szczegdlnodci:

(a) ile moga mie¢ osobliwosci (ostrzy)?
(b) jakie sg ich klasy réwnowaznosci wzgledem dziatania grupy Cremony Bir(P?)?
(c) jaka jest ich opis z dokladnoscia do wyboru wspoltrzednych?

Krzywa jak wyzej musi by¢ wymierna, a jej osobliwosci to ostrza (sa lokalnie analitycznie nieredu-
kowalne), a wiec jest wymierng krzywq ostrzowq. Krzywe te, mimo ze ich topologia jest prosta, moga
by¢ skomplikowane i maja liczne ciekawe wtasnosci algebraiczne. Od dawna wzbudzaja wigc zainte-
resowanie topologéw i geometréw (zob. prace przegladowe [MNOT], [Moe08], [BBSdR16]). Problem
1.2 nalezy do szerokiej klasy probleméw, gdzie przy zatozeniu znikania lub odpowiednio rozumianej
trywialnosci topologicznej lub homologicznej, algebraiczna natura rozmaitosci jest lepiej widocz-
na, czesto skomplikowana. Dla przyktadu, podobne motywacje towarzysza intensywnym badaniom
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struktur egzotycznych na przestrzeniach afinicznych, badaniu rozmaitosci sciggalnych, Z- lub Q-
acyklicznych albo tez majacych homologie przestrzeni rzutowej (falszywe przestrzenie rzutowe).
Problem (c) jest najtrudniejszy. Rozwiazanie jego analogu w przypadku afinicznym wynika z waz-
nych twierdzen Abhyankara-Moha i Suzuki [AMT5], [Suz74] i Zaidenberga-Lina [ZL83]: na ptaszczyz-
nie afinicznej kazda krzywa o topologii linii afinicznej C! ma w pewnych wspéhrzednych réwnanie
2™ = y™ dla pewnych wzglednie pierwszych n > m > 1, w szczegdlnoéci ma co najwyzej 1 punkt
osobliwy i jest Cremona-réwnowazna z {x = 0}. Dow6d twierdzenia w przypadku osobliwym nie
jest prosty. M6j niedawny dowdd uzywajacy teorii powierzchni otwartych omawiam w Sekcji [3D]

1C. Powierzchnie nie bedgce log ogélnego typu

Problem (c) dzieli sie naturalnie na cztery przypadki. Jego trudnos¢ wzrasta w miare wzrostu
k. Przypomnijmy nast¢pujace twierdzenia strukturalne. Niech C* = C! \ {0}.

Twierdzenie 1.3 (Miyanishi-Sugie [MS80], Fujita [Fuj82], Kawamata [Kaw79]). Niech S bedzie
gtadkq powierzchnig afiniczng.

1) Jesli k(S) = —oo, to S zawiera cylinder C' x B dla pewnej krzywej B.
Y J ywey
(2) Jesli k(S) = 0 oraz S nie zawiera linii afinicznych, to D jest cyklem krzywych wymier-
nych, gltadkq krzywq eliptyczng, widelcem wymiernym albo specjalnym drzewem wymiernym
z dwoma sktadowymi rozgateziajgcymi.
(3) Jesli k(S) =1, to S posiada C*-rozwidknienie.

Zauwazmy, ze krzywe C! i C* sg afinicznymi odpowiednikami P! i krzywej eliptycznej, ich loga-
rytmiczne wymiary Kodairy to odpowiednio —oco i 0. Przy uzyciu powyzszych twierdzen mozna
rozwigza¢ Problem w przypadkach k = —o0,0,1 badajac uzupehienie rozwléknienia do P!-
rozwloknienia i studiujac jego wtokna osobliwe. Pokazano, ze przypadek x = 0 nigdy nie zachodzi
[Tsu81b], a w przypadkach xk = —o0, 1 osiagnieto klasyfikacje [Kas87], [Ton00a], [Ton01], [Ton00b].
W szczegdlnosci potwierdzono w przypadku s # 2 nastepujace hipotezy.

Hipoteza A (Hipoteza Coolidge’a-Nagaty). Plaskie wymierne krzywe ostrzowe sqg Cremona-réwno-
wazne z linig.

Hipoteza B (Orevkov-Piontkowski [Pio07]). Plaskie wymierne krzywe ostrzowe majq co najwyzej
cztery ostrza.

Powyzszy problem obrazuje do$é¢ ogdlng sytuacje: zawsze, gdy mamy do badania powierzchnie
otwarta nieogdlnego typu (k # 2), jej strukture mozemy okresli¢ opierajac sie na znanych twier-
dzeniach strukturalnych (dla powierzchni nieafinicznych mozna je znalezé w monografii [Miy01]).
Zauwazmy jednoczesnie, ze istnieje wiele probleméw, w ktorych nawet pelne zrozumienie struk-
tury danej powierzchni jest niewystarczajace, zeby odpowiedzie¢ na pytania subtelniejszej natury.
Hipoteza jakobianowa dla C? jest tutaj sztandarowym przykladem (por. Sekcja .

1D. Modele niemal minimalne wg Miyanishi’ego (brzeg zredukowany)

Wygodnie bedzie prowadzi¢ rozumowania w jezyku logarytmicznego programu modeli minimal-
nych (czytelnik moze poréwnac oryginalne konstrukcje w [Sak84, §7], [Kaw79]). Po niezbedne pojecia
teorii modeli minimalnych, w tym definicje osobliwosci log kanonicznych odsytamy do [Mat02]. Lo-
garytmiczne modyfikacje wersje idei Mori byly prawie od poczatku uzywane w teorii powierzchni
otwartych ([MT84], [Rei86], por. [Miy07, §3.2]).

Definicja 1.4. Niech (X, D) bedzie powierzchnig log kanoniczna.

(1) Krzywa £ C X jest log wyjgtkowa, jesli £ < 0 oraz ¢ - (Kx + D) < 0.
(2) (X, D) jest minimalna, gdy nie ma na niej krzywych log wyjatkowych.
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Zauwazmy ze, nieco niestandardowo, jesli bra¢ pod uwage obecna terminologie, w (2) nie zaklada-
my k(Kx + D) > 0. WprowadZzmy nastepujace dodatkowe definicje. W przypadku log powierzchni
gtadkiej ze zredukowanym brzegiem sa one réwnowazne z oryginalnymi (konstruktywnymi) defini-
cjami Miyanishi’ego [Miy01] §2.3].

Definicja 1.5. Niech (X, D) bedzie powierzchnig log kanoniczna.

(1) Kazdy morfizm (biwymierny) a: (X,D) — (a(X),a.D), ktéry jest ztozeniem $ciagnieé
krzywych log wyjatkowych zawartych w D i jego obrazach oraz taki, ze a, D nie zawiera
juz krzywych log wyjatkowych, nazywamy morfizmem obierania.

(2) (X, D) jest niemal minimalna, gdy (a(X), D) jest minimalna dla pewnego morfizmu
obierania «.

(3) Krzywa L C X jest niemal log wyjatkowa na (X, D), gdy «(L) jest log wyjatkowa na
(a(X),a.D) dla pewnego morfizmu obierania «.

Dla przyktadu, jesli tylko dywizor brzegowy D zawiera krzywa wymierng L o ujemnym samo-
przecieciu, ktora tnie pozostala czesé D co najwyzej raz (tzw. koncéwka wymierna), to powierzchnia
(X, D) nie jest minimalna. Rzeczywiscie, mamy bowiem

L (Kx+D)=L-(Kx+L)+L-(D—L)=2(ps(L)—1)+1=-1<0.

Tak jest na przyktad dla log powierzchni (F,,C,), gdzie F,, = Proj(Op: & Op:(n)), n > 2 jest
powierzchnia Hirzebrucha, a C), jedyna ujemng krzywa na niej. Morfizm obierania jest tutaj $cia-
gnieciem C),. A wiec znany fenomen, ze model minimalny rozmaitosci rzutowej gtadkiej wymiaru 3
nie musi by¢ gtadki, wystepuje w wersji z brzegiem juz w wymiarze 2. Dlatego tez teoria powierzchni
otwartych jest istotnie trudniejsza od teorii powierzchni zupetnych. Pojecie i konstrukcja modelu
niemal minimalnego [Miy01], §3.3.11] pozwalaja uniknaé¢ wprowadzania osobliwosci. Dla geome-
try obeznanego z rolg osobliwo$ci w programie modeli minimalnych jest to rezultat zaskakujacy
(por. Twierdzenie [L.G).

Przypomnijmy, ze dywizor zredukowany 1" = T} +. ..+ T} nazywamy {ancuchem wymiernym, gdy
dla kazdego i mamy T; = P! oraz T;- T} jest rowne 1, gdy |i — j| = 1 oraz jest réwne 0 w przeciwnym
przypadku. Poddywizor T dywizora zredukowanego D nazywamy jego galqzkqg wymierng, gdy T'
jest tanicuchem wymiernym, 8p(T1) < 1 oraz p(T;) < 2 dla ¢ > 1, gdzie

(1.1) B(T) =T, (D—T)).
Piszemy woéwczas

(1.2) T =ay,...,a,

gdzie a; = —T?. Bedziemy potrzebowa¢ nastepujacej charakteryzacji.

Twierdzenie 1.6 ([Fuj82], [Miy01] §2). Niech (X, D) bedzie gladkim minimalnym uzupelnieniem
gladkiej powierzchni afinicznej S. Zalozmy, ze k(S) > 0. Wowczas

(1) Morfizm obierania o: (X, D) — (X', D) Scigga dokladnie maksymalne wymierne galgzki D
(w szczegdlnosci, jest jednoznacznie wyznaczony).

(2) Niech L bedzie transformatq wlasciwg krzywej na (X', D'). Wowczas krzywa L ¢ D jest
niemal wyjgtkowa wtedy i tylko wtedy, gdy L jest (—1)-krzywq takq, ze L - D =1 oraz punkt
przeciecia nalezy do pewnej gatgzki wymierne; D. W szczegolnoSci, jesli taka krzywa istnieje,
to S zawiera linie afiniczng.

Zauwazmy, ze z powyzszej charakteryzacji wynika, ze krzywa niemal log wyjatkowa nie jest
log wyjatkowa (L - (Kx + D) = 0). Sciagganie takich krzywych zachowuje jednak log gladkodé
powierzchni i jest uzywane w budowie modelu niemal minimalnego zdefiniowanego oryginalnie w
przypadku zredukowanego dywizora brzegowego D [Miy01], §3.3.11]. Dodajmy, ze dla powierzchni
nieafinicznych krzywe niemal wyjatkowe sa réwniez (—1)-krzywymi, ale ich charakteryzacja jest
bardziej skomplikowana.
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1E. Powierzchnie log ogdlnego typu

Nie ma twierdzen strukturalnych dla powierzchni log ogélnego typu. Monografia Miyanishi’ego
poswieca temu przypadkowi dwie strony [MiyO1) str. 191-192]. Jedynym ogdlnym narzedziem sa
logarytmiczne nieréwnosci Bogomolova-Miyaoki-Yau i Noether (patrz [KNS89], [Lan03], [TZ92]).
Przypomnijmy, ze przy zatozeniu, ze poczatkowa powierzchnia rzutowa jest nieosobliwa, log rezol-
wenta (odpowiednio: staba rezolwenta) jest ztozeniem ciagu rozdmuchan takiego, ze transformata
totalna (odpowiednio: wtasciwa) poczatkowego dywizora jest snc.

Notacja 1.7. Ustalmy nastepujaca notacje:

E C P? jest wymierna krzywa ostrzowa, -

m: (X, D) — (P? E) jest minimalng log rezolwentg, a £ C X transformatg wlasciwg E,
mo: (Xo, Do) — (P?, E) to minimalna staba rezolwenta, Ey C X, transformata wlasciwa E,
k:=rK(P?\ E)=k(Kx + D) € {~,0,1,2}.

Interesuja nas krzywe wymierne ostrzowe £ C P2, dla ktérych x(IP?\ E') = 2, bo dla nich Problem
jest najtrudniejszy i otwarty. Mamy nastepujacy wynik.

Lemat 1.8 ([MT92], [Zai06]). Niech oznaczenia bedg jak w Notacji [1.7 Jesli k(P?\ E) = 2, to
P2\ E nie zawiera linii afinicznej, a wige powierzchnia (X, D) jest niemal minimalna.

Pomimo powyzszego wyniku, okazato si¢, ze wnioski ptynace z logarytmicznego programu mo-
deli minimalnych dla (X, D) sa za stabe, zeby rozwiaza¢ ktérykolwiek z probleméw [1.2} Na przy-
ktad, przy uzyciu nieréwnosci log BMY i przy zatozeniu sztywnosci, Orevkov i Zaidenberg pokazali
[ZO96], ze E C P? ma co najwyzej 10 ostrzy. Tymczasem krzywa (kwintyka) z najwicksza znang
liczba ostrzy ma ich 4 [Nam84, 2.3.10.7]. Sama liczba ostrzy nie méwi jednak nic o poziomie ich
skomplikowania, ktéry mozna mierzy¢ rozmiarem (liczba sktadowych, w tym rozgatezien) dywizora
D. Znane serie przyktadow mowia, ze gatazki wymierne D moga osigga¢ dowolnie duza diugosé.
Zaidenberg postawit jednak nastepujaca hipoteze:

Hipoteza C (Hipoteza o skoniczonodci, [Zai05]). Niech oznaczenia bedg jak w Notacji [1.7 W pray-
padku k(P?\ E) = 2 liczba mozliwych typéw topologicznych dywizora D (réwnowaznie: liczba mozli-
wych diagramow Eisenbuda-Neumanna E) jest skonczona.

2. OSIAGNIECIE HABILITACYJNE

Glowny pomyst na nowe narzedzie jest prosty. Rozwazmy, tak jak to jest w przypadku Problemu
gtadka powierzchnie afiniczna S, ktéra jest log ogblnego typu. Niech (X, D) bedzie jej gtadkim
minimalnym uzupelnieniem (a wiec dywizor D jest zredukowany). Uzywajac klasycznego programu
modeli niemal minimalnych (por. Twierdzenie mozemy zakladaé¢, ze (X, D) jest niemal mini-
malna (tak jest dla P? \ E, Lemat , a wiec nie zawiera (—1)-krzywych nie zawartych w D i
tnacych D raz. Jedli informacje uzyskane o (X, D) sa niewystarczajace, to nalezy

bada¢ powierzchnie (X,rD), gdzie r € QnNI0,1].

Gdy zmniejszamy r, powyzsza powierzchnia przestaje by¢ niemal minimalna. Pojawiaja si¢ nowe
krzywe niemal log wyjatkowe, a ich sukcesywne Scigganie prowadzi do mniejszego modelu, ktérego
wlasnosci daja silniejsze ograniczenia na geometrie powierzchni (X, D). Co kluczowe, mozna poka-
zaé, ze jesli r nie jest za mate, to Scigganie krzywych niemal log wyjatkowych nie wprowadza log
osobliwosci, tzn. nie wprowadza nowych osobliwosci powierzchni zupetnej oraz pchniecie dywizo-
ra brzegowego ma normalne przecigcia w punkcie, ktory jest obrazem Sciagnietej krzywej niemal
wyjatkowej.
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Dla r = 1 mamy klasyczna teorie modeli niemal minimalnych opisang wyzej. Dla » = 0 mamy do
czynienia ze zwyklym rzutowym programem modeli minimalnych dla X, ktory nie widzi D (por.
Definicja [L.4(1)), tzn. przeciecie $cigganych (—1)-krzywych z D i jego obrazami jest kompletnie
dowolne, co oznacza, ze taki program jest bezuzyteczny do badania geometrii D. W szczegdlnosci,
nie zachowuje log gtadkosci.

W pracy [HABI] badalem uogdlnienie pojecia powierzchni niemal minimalnej (Definicja i
pokazalem, ze najbardziej skuteczne jest badanie powierzchni (X, %D), gdzie wspoétezynnik 5 jest
dobrany w bardzo przemyslany spos6b. Omoéwie teraz wyniki zawarte w [HABIl §3-4]. Powierzchnia
(X, D) jest niemal minimalna, ale powierzchnia (X, %D) taka by¢ nie musi, trzeba wiec zbudowaé
jej model niemal minimalny w analogii do przypadku r = 1 ([Miy01], §2.3]).

2A. Konstrukcja modelu niemal minimalnego dla (X, ;D)

Niech oznaczenia beda jak w Notacji[L.7 Zakladamy, ze r := k(K x + D) = 2. Oczywiscie, istnieje
morfizm ¢q: (X, D) — (Xo, Do), ktory polega na rozdmuchaniu punktéw stycznosci Ey z Dy — Ep.
Konstrukcja modelu niemal minimalnego dla (Xo, 3 Do) skutkuje nastepujacym diagramem [HABT],

§3]:

W L1y v v,

(X7%D)*>(X1’2D’1)H_,-H(Xé,%D;) log gladkie
/ i%ﬁo lwl l@n
(P2, %E) ~— (Xo, %Do) v (X4, %D1) v . O (X, %Dn) stycznosci na Fj;
© Lk g
1 w&l 1 wg "Z}lr{ 1 :
(Yo, §DY0) — (Y1, 5Dyl) s (Y, 5DYn) log terminalne
gdzie

e 7 i ™ to odpowiednio minimalna staba i minimalna log rezolwenta,

e powierzchnia (Y}, %Dyﬂ) jest minimalna (Definicja ,

e log osobliwosci powierzchni (X, D;) to punkty stycznosci E; is D; — E; (jest to pozostatosé
z Dy), gdzie E; C X; jest transformatg wlasciwg £,

e powierzchnie (X/, D) sa log gtadkie, snc-minimalne, a ¢; sa rozwiazaniami stycznosci E; i
D; — E;,

e «; s morfizmami obierania (Definicja [L.F)),

e ;.1 jest $ciggnieciem pojedynczej krzywej niemal log wyjatkowej A; C X;, po ktéorym
nastepuje lokalna nc-minimalizacja, tzn. $ciaganie nierozgateziajacych (—1) krzywych w D;,
ktore powstaly po Sciagnieciu A; (patrz Przyklad ,

e morfizmy . i ¢! sa indukowane przez 1.

Konstrukcja i pézniejsze obliczenia uzywajg nastepujacej charakteryzacji, odpowiednika Twierdze-
nia[L.6] Przez (—2)-galgzke w D; rozumiem lanicuch (—2)-krzywych, ktéry jest galazka D;.

Twierdzenie 2.1 ([HABI] §3, Charakteryzacja obierania i krzywych niemal wyjatkowych).

(1) Exca; = Ay +Y; C D;, gdzie
o A; sklada sie z maksymalnych (—2)-galqzek D;,
o T, jest sumgq roztgczng (—1)-krzywych U takich, ze albo fp(U) =3 iU - A; =1 (por.

(1)), albo Bp(U) =2 i U tnie dokladnie jedng skiadowq D;.

(2) ot (Ky, + 3Dy,) = K; + 3D}, gdzie D} = D; — T; — A} — Bkp, A,
o A sklada si¢ z tych sktadowych spéjnych A;, ktére tng Yy,
o A = A, — A,

oraz
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(3) A; C X, jest krzywg niemal wyjgtkowq wtedy i tylko wtedy, gdy A; jest (—1)-krzywq nie
zawartg w D;, takq ze

a sktadowa A; tngca A; jest koncowkg A; .

e Bkp, A; jest efektywnym Q-dywizorem o nosniku takim jok A;, zob. [HABI §2].

Przyktad 2.2. Niech T' = [ap,...,a1,1,b1,...,bk], a;,b; > 2 bedzie wloknem zdegenerowanym
Pl-rozwléknienia powierzchni rzutowej X. Takie wtokna mozna zrealizowaé dla dowolnego ciggu
aj...,a, dlaa; >2,1=1,...,n. Niech A; bedzie (—1)-krzywa w T" i niech sktadowe spéjne T'— A,
beda gatazkami pewnego badanego dywizora brzegowego D. Latwo pokazaé, ze a; = 2 lub b, = 2,
wiec poza przypadkiem T = [2,1,2] krzywa A; jest niemal log wyjatkowa na (X, D), bo spelnia
warunek (3). Widaé¢, ze morfizm v, Sciaga nie tylko A;, ale caly tancuch T poza jedna sktadowa,
a wiec cala informacja o wagach T'— A; jest tracona przez morfizm ;.

2B. Wltasciwosct modelu niemal minimalnego
7 twierdzenia charakteryzacyjnego dostajemy nastepujacy wazny wniosek:

Whiosek 2.3. [HABI] Niech oznaczenia bedq jak w Notacji[1.7} Niech S; = X; \ D;.

(1) Krzywa niemal wyjatkowe A; tnie D; transwersalnie w dwéch punktach, z ktorych dokladnie
jeden nalezy do (—2)-galqzki D;.

(2) Czesé wspdlna A; oraz S; jest izomorficzna z C*, w szczegélnosci proces niemal minimalizacyi
nie zmienia charakterystyki Eulera czeSci otwartej, tzn e, (S;) = €top(Sit1).

(3) Morfizm ;41 nie wprowadza nowych log osobliwosci.

(4) W procesie niemal minimalizacji nie sq dotykane skladowe Dy ktdre lezq nad ostrzami krot-
nosci 2 (bo sq zawarte w Ag + Yo) oraz krzywe lezqgce poza (wymiernymi) galgzkami mak-
symalnymi Dy.

(5) K12 := Kk(Kx, + 5D;) nie zalezy od i € {1,...,n}.

Przyklad 2.4. Na Rysunku [l] ponizej zaznaczono schematycznie dywizor Dy = Ey+ Q1+ ...+ Q.,
gdzie Q;,j = 1,...,c = # Sing E to dywizor wyjatkowy minimalnej stabej rezolwenty mo: (Xo, Do) —
(P2, E) nad j-tym ostrzem. Liniami przerywanymi zaznaczony mozliwe wybory krzywej niemal log
wyjatkowej A;. Linia pozioma to Ej, inne linie proste sa tancuchami krzywych wymiernych.

Tak jak napisano powyzej, celem procesu niemal minimalizacji jest dojscie do modelu niemal mi-
nimalnego, o ktorym wiadomo wiecej dzigki teorii Mori. Zwr6éémy jednak uwage, ze wykorzystanie
tych informacji wymaga pelego zrozumienia jak zmieniaja sie powierzchnie (X;, D;), w szczegdlno-
sci dywizory A; i Ty, ze wzrostem i. Odpowiednie techniczne lematy mozna znalezé w [HABI, §4].
Nie twierdze, ze n, tzn. liczba krokéw w procesie minimalizacji, zalezy tylko od powierzchni (X, D).
Pracuje sie tutaj po prostu z wybranym, ustalonym procesem.

Przyktad 2.5 ([HAB4], Fig. 19). Na ponizszym rysunku pozioma linia jest transformata wtasciwa
(wymiernej 1-ostrzowej) krzywej Orevkova [Ore02] typu OR;(k) = Cyx, k > 1 poprzez minimalna
staba rezolwente. Krzywa A; jest niemal log wyjatkowa na (X, Dy). Widaé tutaj indukeyjna struk-
ture graféw Dy 4+ A;: Sciaganie A; i kolejnych (—1)-krzywych prowadzi do rezolwenty OR;(k — 1),
a ostatecznie do dywizora z jedynie 3 sktadowymi.

Przejdzmy teraz do obiecanych wlasnoéci modelu niemal minimalnego. Niech C* = C! \ {0, 1},
K;:= Kx, oraz K| = K x:. Z programu Mori dostaje si¢ nastepujacy wniosek.

Twierdzenie 2.6. [HABI] Niech (X,,1D,) bedzie modelem niemal minimalnym (Xo,3Do) jak
wyzej. Wowczas zachodzi jedno z nastepujgcych:
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Ql QZ QC
oo Lol

RYSUNEK 1. Dywizor Dy i krzywe niemal log wyjatkowe.
[(3,(2)4) 1]

_ 2. . 2N —2

RYSUNEK 2. Staba rezolwenta dla krzywych Orevkova ORy(k), k > 1.

(1) kij2 = 0 oraz K, + 3D} jest numerycznie efektywny (nef).

(2) K1jo = —o0 oraz dywizor —(K,+1D") tnie zerowo krzywe w A, +7Y, a inne krzywe dodatnio.
Powierzchnia (Y,, 3 Dy,) jest log del Pezzo rangi 1.
(3) Kij2 = —00 oraz X, \ A, posiada C*-rozwioknienie bez punktow bazowych na X,,. Powierzch-

nia (Yy, %Dyn) jest log przestrzenig Mori nad krzywq.
W szczegélnosci, jesli powierzchnia P2\ E = X\ Dy nie jest C**-rozwidkniona, dostajemy nieréwnosé

(2.1) (2K, +D’)* > 0.

Jak zobaczymy ponizej, wspotczynnik 2 przy dywizorze kanonicznym odgrywa kluczowa role.

Uwaga 2.7 (Uog6lnienie). Niech (X, D) bedzie gladkim minimalnym uzupekieniem wymiernej
powierzchni afinicznej log ogblnego typu, ktoéra nie zawiera (—1)-krzywych L, takich ze L - D < 1.
Powyzsza konstrukcja modelu niemal minimalnego dla powierzchni (X, %D) zostala przeprowadzona
w szezegbtach w przypadku, gdy (X, D) jest rezolwenta wymiernej krzywej ostrzowej, ale geometrzy
zaznajomieni z technikami powierzchni otwartych bez wigkszego trudu powtédrza ja w ogdlnym
przypadku. Daje to nowe silne narzedzie badania wymiernych powierzchni log ogblnego typu.

Uwaga 2.8. Jednymi z czynnikéw, ktore zmotywowaty mnie do pracy nad powyzsza technika, byty
staba hipoteza Flennera-Zaidenberga o sztywnosci dla powierzchni Q-acyklicznych log ogdlnego
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typu, ktéra méwi o znikaniu h'(2Kx + D) dla i > 0 (por. RE), oraz dyskusje z M. Korasem,
ktéry pracujac w duchu Lematu 4.4 z pracy Korasa-Russella [KR99], byt w stanie produkowaé¢ na
powierzchniach afinicznych log ogélnego typu krzywe izomorficzne z C*, o ile 2K x+ D > 0. Dywizory
2K + Ei 2K + D pojawiaja si¢ tez, nieco incydentalnie, w kryterium Mohana Kumara-Murthy’ego
2.14 oraz w pracy Tono [Ton05]. Uzycie programu modeli minimalnych dla (X, $D) wydalo mi si¢
naturalnym krokiem. Program ten wprowadza osobliwosci i nie moze wiele powiedzie¢ o konkretnych
krotnosciach 2Kx + D, wigc nalezy raczej pracowac z ustalonym wymiarem k15 = x(Kx + %D)
Z drugiej strony, do produkowania krzywych log wyjatkowych zatozenie k1,2 > 0 nie jest w tym
programie potrzebne, a w prostszym przypadku brzegu zredukowanego geometrzy afiniczni nauczyli
sie juz omija¢ osobliwosci.

2C. Zastosowanie 1: efektywna hipoteza Zaidenberga o skornczonosci

Niech oznaczenia beda jak w Notacji [I.7} Ze wzgledu na istniejace wyniki klasyfikacyjne opisane
powyzej zakladamy, ze k = 2. Uzywajac logarytmicznej nieréwnosci Noether, Tono [Ton05] pokazat,
ze D posiada co najwyzej 17 gatgzek maksymalnych, skad wynika, ze E ma co najwyzej 8 ostrzy.
Stad mozna wywnioskowa¢ hipoteze Zaidenberga (autor tego nie robi), jednak ograniczenie, ktore
si¢ otrzymuje na liczbe typow topologicznych jest za duze, zeby moc zrobié¢ cokolwiek wiecej. Typ
topologiczny nie zawiera tez informacji o samoprzecieciach sktadowych D, niezbednych przy prébach
klasyfikacji (Problem [1.2]c)).

Zobaczmy jak dziata tutaj przedstawiona wyzej konstrukcja modeli niemal minimalnych z Sekcji
2A] Dywizor K, + D, jest duzy, wiec uzywajac twierdzenia Kawamaty-Viehwega o znikaniu koho-
mologii oraz formuly Noether tatwo wyliczy¢, ze (2K, + D!)? =8 — p(X}) + 3h°(2Kx + D) — n, a
wiec jedli pominaé réznice pomiedzy D! a D?, ktéra mozna tatwo wyliczy¢, dostajemy nastepujace
ograniczenie na range Picarda

p(X!)+n<3h°(2Kx + D) + 8.

Poniewaz proces niemal minimalizacji nie zmienia charakterystyki Eulera czesci otwartej powierzch-
ni, logarytmiczna wersja nieréwnosci Bogomolova-Miyaoki-Yau daje [HABI] 4.3(iii)]

n+h’(2Kx + D) < 5,
co po uwzglednieniu poprawek (réznica miedzy D) a D?) prowadzi do nastepujacego twierdzenia:

Twierdzenie 2.9 ([HABI], Theorem 1.1). Niech oznaczenia bedg jak w Notacji . Zalozimy,
ze k =2 (X}, 1D)) jest zdefiniowane jak wyzej. Wowczas P* \ E posiada C**-rozwldknione bez
punktow bazowych na minimalnym gladkim uzupetnieniu lub p(X)) < 24 — 2n.

Mozna tez uzyskaé ograniczenia na K/ - D i na samoprzeciecia sktadowych D,, [HABI, Theorem
1.2]. Powierzchnie C**-rozwidknione mozna doktadnie badaé, mozliwe zdegenerowane witokna sa
dobrze znane [MS91b], odpowiednie krzywe ostrzowe mozna wiec opisaé. Zwroémy uwage, ze ze
znanych przyktadéw krzywych ostrzowych wiadomo, ze ranga Picarda minimalnego gtadkiego uzu-
petnienia, tzn. (X, D), nie jest ograniczona od géry. Jesli jednak podzielimy D na sume wymiernych
galazek maksymalnych 7" oraz na rdzen R = D — T, to dzieki Wnioskowi (4) wiemy, ze proces
minimalizacji nie dotyka R. Otrzymujemy w ten sposob efektywne ograniczenie na liczbe typow
topologicznych D i nowe ograniczenie na liczbe ostrzy E.

Twierdzenie 2.10 ([HABI] Corollary 1.1, Efektywna hipoteza Zaidenberga o skoficzonosci). Niech
oznaczenia bedg jak w Notacji [I.7 Jesli k = 2, to rdzeri D ma co najwyzej 20 skladowych, a diagram
Fisenbuda-Neumanna E ma co najwyzej 31 wierzcholkow.

Twierdzenie 2.11 ([HABI], Theorem 1.4). Wymierna plaska krzywa ostrzowa ma co najwyzej 6
0strzy.
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Twierdzenie polepsza wezesniejszy wynik Tono # Sing £ < 8 [Ton05]. Przy ostrozniejszych
szacowaniach mozna podobna metoda udowodni¢ Hipoteze [Bl Prace nad ta hipoteza powinny sie
wkrotce zakoncezy¢. Zamierzamy pokazaé¢ wiecej, mianowicie, ze istnieje tylko jedna wymierna krzy-
wa ostrzowa z 4 ostrzami (kwintyka).

Uwaga 2.12. Metoda jak wyzej stosowana do powierzchni jak w Uwadze prowadzi do uogdélnio-
nej efektywnej hipotezy Zaidenberga, postawionej oryginalnie tylko dla powierzchni Q-acyklicznych
[Zai05], tzn. uzyskuje sie gorne ograniczenie na liczbe typéw topologicznych D w terminach cha-
rakterystyki Eulera X \ D. W szczegdlnosei, mozna uzyskaé nowe ograniczenie na liczbe ostrzy dla
krzywych ptaskich ustalonego typu topologicznego (np. krzywych ostrzowych wyzszego genusu).
Pracuje obecnie nad tym zagadnieniem.

2D. Zastosowanie 2: Hipoteza Coolidge’a-Nagaty

Dwie (nieredukowalne) krzywe ptaskie sa Cremona-réwnowazne, gdy istnieje biwymierna transfor-
macja P?, ktéra przeksztalca jedng na drugg. Ze wzgledu na badania rozpoczete przez Coolidge’a
i Nagate [Coob9], [Nag60], pytanie jakie krzywe sa Cremona-réwnowazne z linig jest znane jako
problem Coolidge’a-Nagaty.

Wymierne krzywe ostrzowe sg tutaj trudna do zrozumienia klasa krzywych plaskich (w pra-
cy [Moe08, Chapters 5, 7] dokonano ciekawego przegladu). Moga mie¢ dowolnie wysoki stopien,
znanych jest wiele nieskonczonych rodzin, chociazby te powstale przez domknigcia zanurzen C* w
C? [BZ10]. Konstrukcje réznych rodzin takich krzywych byty robione przez wielu autoréw (patrz
sekcja, najczesciej przy pomocy odpowiednio dobranych transformacji Cremony na innych krzy-
wych ostrzowych nizszego stopnia. Nie wiadomo jednak, czy istnieje ogélny mechanizm tego typu.
Poniewaz ogoélna krzywa wymierna stopnia d nie jest Cremona-rownowazna z linig dla d > 5, przy-
puszczenie ze mimo wszystko krzywe ostrzowe sa zawsze Cremona-réwnowazna z linia (Hipoteza
A)) wydaje sie nie tylko zaskakujace, ale tez beznadziejne, jesli bra¢ pod uwage naturalne metody
atakowania go. Przypuszczenie to znane jest jako hipoteza Coolidge’a-Nagaty. Explicite sformuto-
wano ja w [MS89, str. 234], ale geometrzy zajmujacy sie plaszczyzna wiedza, ze hipoteza ta jest
duzo starsza.

Nieco ogdlniej niz poprzednio, niech £ C P? bedzie krzywa plaska, (X, D) — (P? E) dowolng
log rezolwenty i niech £ C X oznacza transformate wlaéciwg E. L.Coolidge wykazal kryterium
numeryczne, ktére we wspotczesnym jezyku mozna sformutowaé nastepujaco:

Twierdzenie 2.13 (Coolidge [Coo59], Book 1V, §11.2). Krzywa E C P? jest Cremona-réwnowazna
z linig wtedy i tylko wtedy, gdy k(Kx + E) = —oc0.

Kryterium to zostato wzmocnione w latach 80’tych:

Lemat 2.14 (Mohan Kumar-Murthy [MKMS3]). Krzywa wymierna E C P? jest Cremona-réwno-
wazna z linig wtedy i tylko wtedy, gdy h°(2Kx + E) = 0.

Wréémy teraz do krzywych ostrzowych i oznaczeni jak w Notacji [[.71 W przypadkach « < 1
HipotezgmoZna wywnioskowad z istniejacej klasyfikacji (patrz Sekcja. W [HAB2, Proposition
2.5] pokazatem, ze mozna to zrobié¢ prosciej uzywajac kryterium i Twierdzenia .

Odtad mozemy wigc zaktadac, ze k = 2. Pozwole sobie pomina¢ dyskusje znanych cze$ciowych re-
zultatéw opartych na klasyfikacjach bardzo szczegdlnych przypadkow (mozna ja znalezé w [HAB3]).
Jedli chodzi o ogdlniejsze wyniki, to Hipoteza [A] byta udowodniona przez M. Korasa dla kazdej
krzywej z 2 ostrzami, ktéra jest domknieciem C* w C? [Korld]. W przypadku krzywych, ktére sa
domknieciami krzywej homeomorficznej z C! zawartej w C? hipoteza wynika natychmiast z wynikow
Abhyankara-Moha [AMT5] i Suzuki [Suz74] oraz Zaidenberga-Lina [ZL83].
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W krotkim preprincie [PREL], uzywajac kryterium , taczonego z twierdzeniem Kawamaty-
Viehwega i rozktadem Zariskiego-Fujity wykazalem, ze jesli istnieja wymierne krzywe ostrzowe z
wiecej niz 4 ostrzami, to musza by¢ Cremona-réwnowazne z linia. Byl to pewien krok w strone
Hipotezy [B] tzn. wykazania, ze takich krzywych nie ma. Metoda jest ciekawa, ale dla mniejszej liczby
ostrzy napotyka na trudnosci: uzyskane nieréwnosci sa stabe. Kombinujac ja z metodami Borodzika-
Livingstone’a odwotujacymi sie do homologii Heegaarda-Floera i badania poétgrup skojarzonych z
ostrzami [BL14] Liu osiagnat pewien postep [Liul4, §3.5]: rozwiazal dodatkowo przypadek krzywych
z 2 ostrzami, z ktorych kazda ma jedng pare Puiseux oraz inne do$¢ specjalne przypadki.

Istotny postep nastapit w pracy [HAB2], opartej na konstrukcji modeli niemal minimalnych z

Sekgji
Twierdzenie 2.15 ([HAB2], Theorem 1.2). Niech oznaczenia bedq jak w Notacji [1.7} Hipoteza
Coolidge’a-Nagaty zachodzi w kazdym z ponizszych przypadkow:

(1) E ma wigcej niz dwa ostrza,

(2) D ma wiecej niz 6 galgzek maksymalnych,

(3) K # 2.

Zauwazmy, ze liczba galazek maksymalnych D jest co najmniej dwa razy wigksza niz liczba ostrzy
E. Pomyst na dowdd, prowadzony nie wprost, jest naturalny. Z kryterium wiemy, ze dywizor
2K x + F jest efektywny (z doktadnoscia do liniowej réwnowaznosci). W szczegdlnosci

H(KX + ;D) = H(KX + ;E) > 0.
Czesé (c) jest prosta i byla juz udowodniona wezesniej [HABI, Proposition 2.6], mozemy wiec
zaktada¢, ze k(Kx + D) > 2, skad wnioskujemy, ze powierzchnia (X, D) jest niemal minimalna
(Twierdzenie . Dziata wiec konstrukcja modelu niemal minimalnego (X, %Dn) z Sekcji i
dostajemy, ze 2K, + D jest numerycznie efektywny. Skoro 2Ky + E jest efektywny, to i jego
pchniecie 2K, + F,, jest efektywne, a wiec dostajemy kluczows nierownosé

(2.2) (2K, + D’) (2K, + E,,) > 0.

Nieréwnosé ta jest silna, ale problem w tym, ze dziala na powierzchni (X,,, D,), a nie na (X, D).
Abstrakcyjne opanowanie mozliwych konfiguracji dywizora D i jego zachowania w procesie mini-
malizacji byto fascynujacym wyzwaniem i wymagato sporo wysitku. Poniewaz potrzebna jest duzo
doktadniejsza kontrola procesu minimalizacji niz ta uzyskana w [HABI], wprowadzane sa liczne nu-
meryczne charakterystyki geometrii dywizorow D;, takie jak: rzad stycznosci D; — E; z E;, samoprze-
ciecie F;, liczba ( = K, - (K, + E,), n; mierzace liczbe nowych sktadowych T;, #C, mierzace liczbe
(—1)-krzywych z Dy dotknietych przez proces niemal minimalizacji, etc. Oprocz powyzszej nierow-
nosci uzywa sie tutaj wynikéw klasycznej teorii modeli niemal minimalnych, informacji o budowie
dywizoréw wyjatkowych nad ostrzami, logarytmicznej nieréwnosci BMY, nieréwnosci Matsuoki-
Sakai, twierdzen o znikaniu kohomologii, szacowan dla rozktadu Zariskiego-Fujity, par Hamburger-
Noether opisujacych osobliwosci, klasyfikacji Kodairy wtokien rozwtoknien eliptycznych i innych.
Glownym wynikiem pracy jest w istocie nastepujace twierdzenie, ktérego dowdd zajmuje wieksza
czes¢ artykutu.

Twierdzenie 2.16 ([HAB2], Theorems 1.1, 1.3). Niech oznaczenia bedq jak w Notacji [1.7 Jesli
E C P? nie jest Cremona-réwnowazna z linig, to k = 2 oraz:
(1) n < 1, tzn. proces niemal minimalizacji $cigga co najwyzej jedng krzywg w P2\ E,

(2) h°(2Kx + D) € {3,4}.

Przyjete dodatkowe zalozenia z Twierdzenia[2.15(1)-(2) powoduja, ze liczba sktadowych dywizora
D nie jest za mala. Majac powyzsze twierdzenie i uzywajac pomystu z preprintu [PREI] pokazuje
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sie, ze dla krzywych nieréwnowaznych z linig w sensie Cremony mielibySmy w istocie n = 0, a stad
nietrudno o sprzecznosc.

W kolejnym artykule, ktéry jest cze$cig cyklu habilitacyjnego, razem z M. Korasem udowodnili-
$my Hipoteze [A] w pozostatych przypadkach.

Twierdzenie 2.17 ([HAB3|). KaZda wymierna krzywa ostrzowa (réwnowaznie, kazda linia homo-
logiczna) zawarta w plaszczyinie rzutowej jest Cremona-réwnowazna z linig.

Dowdd opiera sie na strategii wypracowanej w [HAB2]. Zgodnie z Twierdzeniami i
mozemy zakladaé, ze £ C P? ma co najwyzej dwa ostrza oraz n < 1. Praca dzieli sie na dwie
czesci, w ktorych bada sie przypadki n = 11in = 0. Przypadek n = 1, tzn. gdy proces minimalizacji
Sciaga doktadnie jedno C* w czesci afinicznej, badany jest w Sekeji 3 przy uzyciu metod z [HAB2].
Przypadek n = 0, w ktérym juz poczatkowa powierzchnia (Xo, %Do) jest niemal minimalna, jest
trudny. Okazuje sie bowiem, ze wnioski z teorii Mori sg tutaj znéw nieco za stabe. W Sekcji 4 pracy
badamy wiec inny proces minimalizacji, tym razem dla powierzchni (X, Ey). Proces ten produkuje
nowe (—1)-krzywe, ale ich przeciecia z dywizorem Dy — Ej sa trudne do kontrolowania. Kluczem
jest dodatkowa nier6wnosé [HAB3, Lemma 4.3] uzyskana z przeciecia pchnie¢ dywizoréw Dy — Ey
(efektywny) i Ky + Ey (nef na odpowiednim modelu minimalnym). Najwiecej wysitku wymagaly
sytuacje, gdy dywizor Dy mial mata liczbe sktadowych (por. krzywa stopnia 11 ze strony 54, Rys.
5).

2E. Zastosowanie 3: klasyfikacja wymiernych krzywych ostrzowych

Krzywe ostrzowe wzbudzaja spore zainteresowanie zaréwno geometrow algebraicznych jak i topo-
logéw (tych ostatnich gtéwnie ze wzgledu na zwiazki ze sferami homologicznymi). Znane i atakowane
sa rowniez inne hipotezy niz te, ktore przedstawiliSmy powyzej, patrz [MNOT7], [BN14], [BL14]. In-
ne wspotezesne badania dotyczace plaskich krzywych ostrzowych to na przyktad [Wak78|, [Kas87],
[Yos88|, [Tsu8la], [MS89], [tD95], [FZ96], [ZO96], [Fen99a], [Fen99b], [FZ00], [ST00], [Ton00a],
[Ton01], [Ore02], [FABLMHNO6], [Moe08], [CNKR09|, [ST00], [BZ10], [Ton12], [DS15al, [DS15b],
[Ulul6]. Nieco ogdlniejsze badania w odniesieniu do problemu réwnowaznosci krzywych plaskich w
sensie Cremony prowadzili rowniez litaka, Kojima, Takahashi, Blanc-Vust, Mella-Polastri, Calabri-
Ciliberto i inni.

Po udowodnieniu hipotezy Coolidge’a-Nagaty wydawato sie mozliwe podja¢ prébe klasyfikacji
wymiernych krzywych ostrzowych poprzez pokazanie, ze transformacja Cremony sprowadzajace
krzywa ostrzowa £ C P? do linii moze byé roztozona na elementarne transformacje (niekoniecznie
kwadratowe) przeprowadzajace E kolejno na krzywe ostrzowe coraz nizszych stopni. I chociaz jest
to mozliwe we wszystkich znanych seriach, jak dotad nie udato si¢ tego wykaza¢ w ogélnosci. W tej
sytuacji zaproponowalem inne podejscie. Najpierw przypomnijmy pewne hipotezy.

Niech S bedzie gtadka powierzchnia, a (X, D) jej minimalnym gladkim uzupetnieniem. Oznaczmy
przez Tx(—log D) logarytmiczny snop styczny na (X, D).

Hipoteza D (Hipoteza o sztywnosci [FZ94]). Jesli S jest Q-acykliczna i k(S) = 2, to uzupelnienie
(X, D) jest sztywne i nie ma przeszkéd do deformacyi infinitezymalnych, tzn. h'(Tx(—log D)) = 0
dla i > 0.

Hipoteza E (Staba hipoteza o sztywnosci [FZ96]). Jesli S jest Q-acykliczna i k(S) = 2, to
X(Zx(—1log D)) = 0. Réwnowaznie, Kx - (Kx + D) = 0.

Zauwazmy, ze powierzchnie P? \ E s tutaj szczegdlnym przypadkiem. Z twierdzenia Kawamaty-
Viehwega wynika, ze Kx - (Kx + D) = h’(2Kx + D) (zob. [HABI], Lemma 4.3(i)]), w szczegdlnosci
widaé wiec, ze staba hipoteza o sztywnosci w przypadku S = P2\ E implikuje h°(2K x +F) = 0, czyli
hipoteze Coolidge’a-Nagaty dla E C P2. Hipoteza ta, szczegdlnie w formie h°(2K x + D) = 0, wydaje
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sie bardziej przystepna, ale nadal nie wida¢, jak jej dowdéd miatby pomdc w pelnym zrozumieniu
krzywych ostrzowych. Zaproponowaltem wiec nastepujaca hipoteze (zalozenie k = 2 jest tu zbedne),
ktéra implikuje Hipoteze [E}

Hipoteza F (Hipoteza o ujemnosci, [HABI] 4.7). Jesli (X, D) jest gladkim uzupelnieniem po-
wierzchni Q-acykliczney, to

1
R(Kx + §D) = —00.

Hipoteza zostala sprawdzona dla wszystkich znanych powierzchni Q-acyklicznych (zachodzi na
przyklad automatycznie dla tych, ktére posiadaja C!, C*-, lub C**-rozwldknienie), ale pozosta-
je otwarta. Tym niemniej jej charakter wydaje sie znakomicie pasowa¢ do metod modeli niemal
minimalnych uzywanych w pracach [HABI], [HAB2] i [HAB3|. By¢ moze w klasie powierzchni Q-
acyklicznych podejscie indukcyjne bedzie zreszta bardziej owocne niz w sztywnej klasie uzupetnien
krzywych ostrzowych. Zostawiajac to jednak na boku, za kluczowe uwazam fakt, ze przy zalozeniu
Hipotezy [F] otwiera sie droga do klasyfikacji powierzchni Q-acyklicznych log ogdlnego typu.
Opisze program klasyfikacji i osiagniete wyniki w interesujacym nas przypadku S = P?\ E, tzn. dla
dopemien krzywych ostrzowych. Przede wszystkim, z Twierdzenia mamy nastepujacy wniosek:

Whniosek 2.18. Niech (X, D) bedzie gladkim uzupetnieniem powierzchni Q-acyklicznej S log ogol-
nego typu. Jesli spelniona jest Hipoteza[F], to zachodzi jedno z ponizszych:

(A) S posiada C*-rozwldknienie bez punktow bazowych na X,

(B) dywizor —(Kx + D) jest szeroki na pewnym modelu minimalnym (X, 3D).

Zatem jesli hipoteza o ujemnosci zachodzi, to program modeli minimalnych pokazuje istnienie sil-
nych dodatkowych struktur geometrycznych lub wtasnosci numerycznych. Zauwazmy, ze poniewaz
D jest nosnikiem dywizora szerokiego, pchniecie D w przypadku (B), gdy model minimalny jest
powierzchnig log del Pezzo, jest niezerowe. Powierzchnie tego typu, chociaz intensywnie badane w
ostatnich latach, nie sg niestety sklasyfikowane. Jesli ograniczymy si¢ do przypadku krzywych ostrzo-
wych, problem klasyfikacji krzywych spelniajacych hipoteze o ujemnosci (hipotetycznie wszystkich)
daje sie prawdopodobnie rozwigza¢. W pracy z moim doktorantem, mgr. Tomaszem Petka, w petni
rozwiazaliémy przypadek (A):

Twierdzenie 2.19 ([HAB4], Theorems 1.2, 1.3). Niech oznaczenia bedg jak w Notacji . Jesli
P2\ E posiada C*-rozwtéknienie, to z doktadnosciqg do rzutowej réwnowaznosci E jest jednoznacznie
wyznaczone przez ciqgi krotnosci (réwnowaznie: przez lokalng topologie) swoich osobliwosci, ktdorych
lista jest przedstawiona w Tabeli 1, str. 4 w [HAB4]. W szczegdlnosci, zachodzi jedno z ponizszych:

(1) E ma 1 ostrze i jest jedng z krzywych Orevkova [Ore02, Theorem C].
(2) E ma 2 ostrza i jest domknieciem pewnego zanurzenia (gladkiego lub osobliwego) C* w C2.
Istnieje wiec linia rzutowa tngca E w doktadnie dwéch punktach.
(3) E ma 3 ostrza, jest jedng z krzywych Flennera-Zaidenberga FZ, pierwszego rodzaju [FZ96),
3.5], a wigc jest domknigciem pewnego zanurzenia osobliwego C* w C2.
Zachodzi rowniez implikacja przeciwna, tzn. w kazdym z powyzszych przypadkéw mamy k = 2 oraz
P2\ E posiada C**-rozwtéknienie.

Zauwazmy, ze wszystkie krzywe z powyzszego twierdzenia sg sztywne, nie maja deformacji. Krzy-
wych typu (2) jest bardzo duzo, sa 4 serie zalezne od 3 naturalnych dyskretnych parametréw:
A(v,p,s), B(v,p,s), C(v,p,s), D(v,p,s), oraz 3 serie zalezne od jednego dyskretnego parametru:
E(k), F(k), G(). Seria G(k), k > 1 jest nowa, nieznang wczesniej klasa krzywych 2-ostrzowych,
ktora pojawita sie jednak w latach 90’tych w prywatnej korespondencji T. tom Diecka i H. Flennera
(zob. dyskusja [HAB4, §4D]).

Geometrzy zaznajomieni z tematyka zauwaza, ze na liscie [HAB4, Table 1] nie pojawiaja sie
pewne znane serie krzywych ostrzowych z dopelieniem log ogélnego typu, mianowicie:
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e dwie kwintyki z 3 i 4 ostrzami krotnosci 2 [Moe08|, §6],

e krzywe 3-ostrzowe Flennera-Zaidenberga drugiego rodzaju FZ4(v) [FZ00],

e krzywe 3-ostrzowe Fenske FE(y) [Fen99b],

e krzywe 2-ostrzowe ktore sa domknigciami pewnych zanurzen C* w C? [CNKR09, (ii.3)].

Wszystkie te krzywe sa typu [2.18(B). Obecnie zajmujemy sie ich klasyfikacja. Fakt, ze dywizor

log kanoniczny jest antyszeroki na modelu minimalnym jest bardzo silnym ograniczeniem. Wstepne
wyniki moéwia, ze oprocz powyzszych krzywych jest jeszcze tylko jedna, nieznana wczesniej seria
krzywych 2-ostrzowych, oraz pewne pojedyncze przypadki krzywych 2-ostrzowych nie nalezace do
zadnej serii.
Uwaga 2.20. Zwroémy uwage, ze w momencie, gdy program klasyfikacji krzywych spetniajacych
Hipoteze [F]} podjety razem z T. Pelka, sie zakonczy, Hipoteza [F] zostanie wlasciwie jedyna hipoteza
do udowodnienia w tym obszarze. W szczegdlnosci, poprzez klasyfikacje implikuje ona rowniez silng
hipoteze o sztywnosci, tzn. Hipoteze D} Sadze, ze ten wynik potwierdzi sile metody polegajace]
na badaniu modeli niemal minimalnych dla powierzchni (X, rD), opisanej w Sekcji . Jest to
nowe narzedzie badania powierzchni log ogblnego typu i jestem przekonany, ze mozna dzigki niemu
uzyska¢ w szczegdlnodci nowe ograniczenia na liczbe osobliwosci krzywych ptaskich o ustalonej
topologii (por. [Ton05]), niekoniecznie wymiernych czy ostrzowych.

3. INNE WYNIKI
Opisze teraz wyniki nie wchodzace w sktad cyklu przedstawianego jako osiagniecie habilitacyjne.
3A. Powierzchnie Q-acykliczne: typ nieogélny (x(Sy) < 1)

Jedli rozmaito$¢é normalna S’ ma homologie wymierne H;(—, Q) takie jak plaszczyzna C?, tzn.
zerowe dla ¢ > 0, to nazywamy ja plaszczyzna Q-homologiczng. Dzielimy je na typ szczegdl-
ny i ogoélny, zaleznie od tego czy wymiar Kodairy ich czesci gtadkiej Sy jest mniejszy czy réwny
2. Ich badanie, z powodu ich podobienstwa do prawdziwej ptaszczyzny, przyczynito sie i przy-
czynia do rozwoju teorii powierzchni otwartych i przestrzeni afinicznych. Zrozumienie ich struk-
tury jest waznym obszarem testowym dla rozwoju teorii powierzchni otwartych. Szczegdlty moz-
na znalez¢ w monografii Miyanishi’ego [Miy01], a zwiazki z poszczegblnymi problemami m.in. w
pracach [Zai98|] (struktury egzotyczne), [KR99], [GKRO8] (ilorazy dziatan grup reduktywnych),
[KROT] (powierzchnie $ciagalne), [Miy07] (przeglad). Badania ptaszczyzn homologicznych prowadzi-
li m.in. D.Daigle, T.t.Dieck, T. Fujita, R.V.Gurjar, T.Kishimoto, H.Kojima, S.Kaliman, M.Koras,
K.Masuda, T.Petrie., S.Ramanujam, P.Russell, A.Shastri, T.Sugie, S.Tsunoda, M.Zaidenberg.

Znane byly nastepujace rezultaty (por. przeglad wynikéw w [MiyO1], §3.4]):

Theorem 3.1. Niech S’ bedzie plaszczyzng Q-homologiczng, a Sy jej czeScig gladkq. Zaléimy, ze
S’ ma osobliwosci co najwyzej ilorazowe, réwnowaznie, jest log terminalna.
(1) (i) S’ jest powierzchnig afiniczng [Fuj82] wymierng [GPS97], [PS97], [GP99),
(i) dywizor brzegowy dowolnego uzupelnienia log gladkiego w nieskoriczonosci jest drzewem
krzywych wymaiernych,
(iii) H;(S",Z) =0 dlai#0,1.
(2) Jesli k(Sy) = —o0, to albo S' = C?/G dla pewnej malej, skoticzonej, ale niecyklicznej grupy
G < GL(2,C), albo S’ posiada C'-rozwléknienie, dla ktérego redukcje wszystkich widkien sq
izomorficzne z Ct. Grupa Hy(S',Z) moze by¢ dowolng skoticzong grupg abelowq [MS91a].
(3) Jesli S' jest gladkie i k(S") = 1, to S" posiada C*-rozwldknienie. Rozwlcknienia te sq do-
kladnie zbadane [MS91a].
(4) Jesli S” jest gltadkie i k(S") =0, to albo S" posiada C*-rozwidknienie albo jest izomorficzna
z jednq z trzech powierzchni wyjgtkowych Fujity Y{aq, aq, a3}, gdzie > 1/a; = 1 [Fuj82).
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Moj doktorat dotyczyt osobliwych powierzchni Q-acyklicznych o dowolnych osobliwosciach. W
pierwszym okresie po doktoracie dopracowatem i opublikowatem uzyskane w nim wyniki, ktore
miaty na celu uogélnienie powyzszych twierdzen. Ktadtem tutaj nacisk na kompletnos¢ rozwigzan.
Podsumowaniem jest nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 3.1. Niech S’ bedzie osobliwg plaszczyzng Q-homologiczng, a Sy jej cze$cig gladkg.

(1) [PUB2, Theorems 1.1, 1.2]. Jesli S" zawiera osobliwo$¢ nie-ilorazowq, to jest izomorficzna z
tlorazem stozka afinicznego nad krzywq rzutowq przez dziatanie grupy skonczonej, ktore jest
wolne na dopelnieniu wierzcholka i zachowuje zbidr tworzgcych. W szczegdlnosci S’ jest to-
pologicznie Sciggalna, ma 1 punkt osobliwy, Sy posiada C*-rozwlcknienie, S’ jest biwymierna
2 C' x C! dla pewnej krzywej gltadkiej C, niekoniecznie wymiernej.

(2) [PUBI]. Jesli S ma osobliwosci ilorazowe oraz k(Sp) = 0,1, to albo S" posiada C*-rozwicknie-
nie, albo jest izomorficzne z jedng z dwéch osobliwych plaszczyzn wyjatkowych Y{3,3,3}/Zs
lub Y{2,4,4} /7.

(8) [PUB3, Theorems 1.1, 1.3] W przypadku (2), gdy S" posiada C*-rozwldknienie, podany jest
opis wszystkich mozliwych C*-rozwldéknien, ich liczba (sq co najwyzej 4), struktura widkien
osobliwych oraz osobliwosci S" (nie muszqg byé cykliczne). S' zawiera co najwyzej 2 linie
afiniczne.

Na szczegblng uwage zastuguje nastepujace kryterium na algebraiczng $ciggalno$é dywizora na
powierzchni rzutowej. Kryterium to jest wywnioskowane z dowodu kryterium Nakai-Moishezona
oraz argumentu Fujity. Przez NSg oznaczamy grupe Nerona-Severiego pomnozong tensorowo przez
Q nad Z.

Whniosek 3.2 ([PUB2|, Corollary 2.6). Niech H i E bedq efektywnymi dywizorami na gladkiej
zupetnej powierzchni X, ktore majq roztgczne nosniki. Zatézmy, ze H ma spojny nosnik a E ujemnie
okreslong macierz przecigé, oraz ze NSo(X — H — E) = 0. Wowczas powierzchnia (X — H)/E jest
algebraiczna © normalna.

Zwrbéémy uwage, ze przeciwnie niz w znanym kryterium Artina [Art66], powstata osobliwos$¢ nie
musi by¢ wymierna [PUB2, Example 4.8].

W analogii do przypadku gladkiego [FZ94] skonstruowalem tez ciekawy przyktad moduli po-
wierzchni Q-homologicznych:

Twierdzenie 3.3 ([PUBS3|, §3B). Istniejg dowolnie wysoko-wymiarowe rodziny nieizomorficznych
plaszczyzn Q-homologicznych, majgcych czesé gtadkq ujemnego wymiaru Kodairy © majgcych te
same osobliwosci, typ homeomorfizmu oraz typ izomorfizmu dywizora w nieskonczonosci w mini-
malnym uzupelnieniu.

3B. Powierzchnie Q-acykliczne: typ ogolny (k(S) = 2)

Niech S’ bedzie pltaszczyzng Q-homologiczng, a Sy jej czescia gtadka. Przez w: S — S’ oznaczmy
minimalng rezolwente a przez (S, D) minimalne gtadkie uzupetienie S. Na podstawie wynikéw z
Sekcji mozna zaktadaé, ze k(Sy) = 2. Dobrze znanym przyktadem jest powierzchnia Ramanu-
jama [RamT71] (gtadka, wymierna, topologicznie $ciggalna, nieizomorficzna z C?), ktéra ma x = 2.
Pomimo zalozenia k(Sy) = 2, wymiar Kodairy S’, definiowany jako x(S’) := k(S) = k(Kx+D), mo-
ze teoretycznie przyjmowaé dowolna wartos$é ze zbioru {—o0,0,1,2}. Nawet w przypadku gtadkim
nie ma ogdlnych twierdzen strukturalnych. Wprawdzie T. tom Dieck i T. Petrie [tDP93], [tDP89]
opisali ptaszczyzny Q-homologiczne, dla ktérych istnieje morfizm f: (S, D) — (P2, f.D), gdzie f,D
jest uktadem linii, ale wiadomo, ze taki morfizm nie zawsze istnieje [tD90]. Klasa gtadkich ptaszczyzn
Q-homologicznych log ogdlnego typu pozostaje wiec w duzej mierze niezbadana. Hipotezy [D] [E] sta-
nowig tutaj wazng wskazowke. Obecnie pracujemy nad opisem ptaszczyzn QQ-homologicznych, ktore
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spelniaja moja hipoteze o ujemnosei, tzn. Hipoteze [F} Sytuacja w przypadku dopetnient krzywych
ostrzowych jest juz opanowana (por. Sekcja , ale w ogdlnosci problem jest istotnie trudniejszy.

W przypadku ptaszczyzn Q-homologicznych osobliwych znany byt nastepujacy wynik Korasa-
Russella, ktérego dowdd oparty jest na metodach badania ilorazu C?/C* z pracy [KR99).

Twierdzenie 3.4 ([KRO07], Theorem 1.1). Niech S’ bedzie plaszczyzng Q-homologiczng z czescig
gladkq log ogdlnego typu (k(So) = 2). Jesli S" ma osobliwo$ci ilorazowe oraz jest topologicznie
Sciggalna, to k(S") > 0.

Z logarytmicznej nieréwnosci BMY mozna wywnioskowaé, ze zatozenie o osobliwosciach jest zbed-
ne. Mianowicie, zatozenie £(Sy) = 2 implikuje, ze S’ posiada co najwyzej jedna osobliwosé¢ i musi by¢
ona typu ilorazowego (obserwacja ta nalezy do R. Gurjara, odpowiednie obliczenie mozna znalezé
na przyktad w [PUB2, Proposition 3.3(i)], jest ono nieznacznie poprawionym argumentem z dowodu
[KROT, Proposition 5.1]). Razem z M. Korasem, usuneliémy z powyzszego twierdzenia zatozenie o
Sciggalnosci.

Twierdzenie 3.5 ([PUB4]). Niech S’ bedzie plaszczyzng Q-homologiczng z czesciq gladkq log ogol-
nego typu (k(Sy) = 2). Wowczas k(S") > 0.

Twierdzenie to bylto gtéwnym wynikiem mojej pracy doktorskiej (2009). Argumenty oparte sa w
czedci na metodach z [KRO7], choé¢ brak zalozenia o Sciagalnosci wprowadza nowy, istotnie utrud-
niajacy dowéd, stopien swobody. W szczegélnosci, w Sekcji 7 (Proposition 7.6) wprowadzony jest
nowy pomyst zasugerowany przez M. Korasa, rodzaj chirurgii na brzegu, stuzacy do polepszenia
szacowan w nieréwnosci log BMY. Argument ten byt niemal réwnolegle wprowadzony w [CNKR09]
i p6zniej wykorzystywany w |[GKMRI14] i [PUB5] (w tym pierwszym do badania typu osobliwosci
ilorazowej S’ przy silniejszym zalozeniu, ze S’ jest Z-acykliczna).

Uwaga 3.6 (Wyszukiwanie dobrych (—1)-krzywych). Na uwage zastuguje kluczowa metoda sto-
sowana w obu powyzszych twierdzeniach ([KR07, Theorem 5.5.2, 5.10], [PUB4, Proposition 4.2]),
ktéra jest oparta na [KR99, Theorem 4.2]. Chodzi tutaj o wyszukiwanie i $ciaganie nowych (—1)-
krzywych na log powierzchni (S, D+ Exc ) o kontrolowanym wzgledem brzegu potozeniu. To ostat-
nie twierdzenie Korasa-Russella byto dla mnie powodem nieprzespanych nocy, gdy jako doktorant
probowatem zrozumieé¢ wage zatozen i ogdlnos¢ metody. Obecnie jest jasne, ze jest ono w istocie jed-
nym z wielu objawien logarytmicznego programu modeli minimalnych. Krétki, nowoczesny dowod
uogolnienia tej metody mozna znalezé w [PRE3].

Pytanie o to, jak wygladaja osobliwe powierzchnie Q-acykliczne z czedcig gtadka log ogdlnego typu
jest w duzej mierze otwarte. Wiadomo dzigki Twierdzeniu ze k(S") > 0, ale nawet przypadki
k(S’) = 0,1 nie sa zbadane. Jak dotad nie ma tez sformutowanego analogu Hipotezy |E| czy .

Opis stanu wiedzy i hipotez na temat plaszczyzn Q-homologicznych (nie uwzgledniajacy cyklu
habilitacyjnego) zawierajacy podsumowanie powyzszych prac, mozna znalezé w moim artykule prze-
gladowym [PUBT].

3C. Zanurzenia C* w C?

Jednym z waznych kierunkéw badan dotyczacych plaszezyzny C? jest badanie mozliwych polozen
krzywych ustalonego typu. Z powodu specjalnego wymiaru Kodairy za szczegodlnie istotne mozna
uznaé zrozumienie mozliwych zanurzen dla linii C! oraz dla naktutej linii C* = C' \ {0}. Przez
zanurzenie rozumiem tutaj zanurzenie domknigte. Pierwszy przypadek zostal opisany w stynnych
twierdzeniach Abhyankara-Moha-Suzuki [AMT75], [Suz74] oraz Zaidenberga-Lina [ZL83]. Krzywe te
sa, z dokladnoscia do wyboru wspétrzednych na plaszezyznie, zadane jako {2" = y™} dla pewnych
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wzglednie pierwszych n > m > 1. Zbadanie zanurzen C* okazalto sie zaskakujgco trudnym proble-
mem. Wzbudzal on zainteresowanie wielu matematykow, w tym Sathaye, Kalimana i Zaidenberga,
a kilka lat temu M.Borodzika i H.Zotadka [BZ10], ktérzy podali hipotetyczng liste zanurzen (w
tym réwniez tzw. zanurzen osobliwych, tzn. morfizmoéow algebraicznych, ktore sa homeomorfizmami
na obraz w topologii Euklidesowej). Lista ta jest oparta na zatozeniu o osobliwosciach przestrzeni
typu moduli dla odwzorowan C* w C?, ktére jak dotad pozostaje hipoteza (Conjecture 2.40). W
tej sytuacji M.Koras i P. Russell zapoczatkowali program bezwarunkowej klasyfikacji nieosobliwych
zanurzen C* w C2. Przypomnijmy nastepujaca definicje:

Definicja 3.7. Niech U bedzie obrazem (gtadkiego) zanurzenia C* w C2. Méwimy, ze:

(1) U ma dobrg asymptote, gdy istnieje krzywa A C C? izomorficzna z C!, taka ze A- U < 1.

(2) U jest zanurzeniem sporadycznym, jesli nie posiada dobrej asymptoty.

W powyzszej definicji przecigcie liczone jest w C2. W [CNKR09] sklasyfikowano wszystkie za-
nurzenia z dobra asymptota i okazato sig, ze lista zawiera wszystkie nieosobliwe zanurzenia z listy
[BZ10], poza nastepujacymi (przeskalowane zanurzenia (s) i (t)):

1 1

(3.1) (ﬁ%ﬁ+t+§%f%P%ﬂ—t+§D, teC* neN,
4042 2—82 1 *

(3.2) (2 +t+ )47 =t +3)),  teC

Szczegoblnie interesujace jest to ostatnie zanurzenie, ktére nie jest cze$cia zadnej wiekszej serii. Z
[BZ10] wynika wiec nastepujaca hipoteza.

Hipoteza G. Zanurzenia (3.1) i (3.2) sq jedynymi zanurzeniami sporadycznymi C* w C2.

Dowdd powyzszej hipotezy jest trudny. Pierwszym krokiem byta praca [KR11], gdzie wykazano, ze
mozna tak dobra¢ wspotrzedne C?, zeby po wzieciu domkniecia w P2 dwie gatezie C* w nieskoficzono-
Sci byty rozdzielone. W [Kor11] pokazano, ze wszystkie zanurzenia C* w C? s3 Cremona-réwnowazne
z linia. W ostatniej opublikowanej pracy z tej serii wykazaliSmy kolejne silne geometryczne ogra-
niczenia na zanurzenia sporadyczne, dzielac je w zaleznosci od ich typu w nieskonczono$ci (patrz
[PUBSL Definition 1.2]).

Twierdzenie 3.8 ([PUBS]). Dla kaidego sporadycznego C*-zanurzenia U C C? moina wybraé
wspétrzedne na C? tak, ze jednoczesnie mamy:
(1) galezie U w nieskoriczonodci sq rozlgezne oraz U ma w nieskoticzonosci typ (1,7) dla pewnego
j€{2,3,4,5,6},
(2) jesli U oznacza domknigcie U w P? = C? U Ly, to transformata wtasciwa U poprzez mini-
malng log rezolwente (P2, U + Lo,) ma samo-przeciecie miedzy —2 and —5.

Dojscie do konkretnych wzoréw i na podstawie zatozen o braku dodatkowych wtasnosci
(brak dobrej asymptoty) jest zadaniem trudnym i wymaga precyzyjnej kontroli nad mozliwymi
typami osobliwosci w nieskonczonosci. Oprécz technik geometrycznych duza role odgrywaja tutaj
pary Hamburger-Noether, dobrze opisane w |[Rus80], ktére stanowia zamienniki dla par Puiseux,
ale maja bardziej bezposredni zwiazek z grafami wazonymi dywizoréw wyjatkowych, powstajacych
przy rozwigzywaniu osobliwosci. Pracujemy obecne nad szczegétami pelnego dowodu Hipotezy [G]
Praca ta zakonczy dtugoletni wysitek wielu autorow.

3D. Nowy dowédd twierdzen Zaidenberga-Lina i Abhyankara-Moha-Suzuki

W pracy [PUBG] pokazatem jak mozna udowodni¢ opisywane juz wyzej twierdzenia Zaidenberga-
Lina i Abhyankara-Moha-Suzuki o krzywych topologicznie $ciggalnych na C2. O ile znanych jest
wiele dowodow twierdzenia AMS, o tyle dowodéw twierdzenia Zaidenberga-Lina jest tylko kilka,
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kazdy uzywa zaawansowanych wynikéw geometrycznych i topologicznych. Méj dowdd uzywa pro-
gramu modeli niemal minimalnych i prowadzony jest wspolnie dla obu twierdzen. W szczegdlnosci,
wykorzystany jest trick z chirurgia wspomniany w Sekeji [3B]i logarytmiczna nieréwno$é BMY. Ta
metoda zostata niedawno wykorzystana przez J.Decaup i A.Dubouloza [DD17] do udowodnienia
analogu twierdzenia AMS w przypadku P? \ C, gdzie C' jest stozkowa. W sekcji 3 praca [PUBG]
zawiera tez drugi nowy (niezalezny od pierwszego) dwustronicowy dowdd samego twierdzenia AMS
oparty na liczeniu homologii.

3E. (Uogélniona) hipoteza jakobianowa

Stynna hipoteza jakobianowa dla ptaszczyzny opiera sie jak dotad wszelkim probom dowodu.
W zwigzku z tym M.Miyanishi sformutowat jej uogdlnienie dla dowolnych rozmaitosci [Miy85] i
rozpoczal jej szczegdtowe badanie dla powierzchni najblizszych plaszczyznie, czyli dla omawianych
juz ptaszczyzn Q-homologicznych.

Definicja 3.9 (Uogdlniona Hipoteza Jakobianowa). Méwimy, ze gladka rozmaitosé zespolona S
spelia uogolniong hipoteze jakobianowq, gdy kazdy jej étalny endomorfizm jest wtasciwy.

Przypomnijmy, ze przeksztatcenie étale to takie, dla ktorego rézniczka jest izomorfizmem w kaz-
dym punkcie (dla przyktadu wlozenie otwarte). Dla rozmaitosci o niezerowej charakterystyce Eulera
endomorfizm étalny jest wtasciwy wtedy i tylko wtedy, gdy jest izomorfizmem, co pokazuje, ze hipo-
teza dla ptaszczyzny jest rownowazna oryginalnej hipotezie jakobianowej. R.Gurjar i M.Miyanishi
osiagneli pelne wyniki w wymiarach Kodairy k = 2,1 (dla k = 2 jest to w istocie wniosek z og6lnych
twierdzen litaki [[it82]) oraz czesciowe w przypadkach k = 0, —co. Im wymiar Kodairy jest mniej-
szy, tym jest trudniej. Oczywiscie, mozliwe ze badanie uogélnionej wersji hipotezy jakobianowej nie
pomoze wiele w badaniu oryginalnej hipotezy, tym niemniej osiggnicte wyniki okazalty sie¢ wielce
zaskakujace i w istotny sposoéb pomagaja w rozumieniu zatozen tej ostatniej hipotezy. Przypadek
Kk = —oo jest najwazniejszy, jako ze k(C?) = —oo. Znany byt nastepujacy wynik:

Twierdzenie 3.10 ([GM99] §3, §6, [Miy03] 2.4.3(2), 2.3.11). Niech S bedzie gladkq plaszczyzng
Q-homologiczng o ujemnym wymiarze Kodairy. Jesl grupa podstawowa S nie jest skonczong grupg
cykliczng, to S ma jedno Cl-rozwléknienie i jest ono globalnie zachowywane przez endomorfizmy
étalne S. Hipoteza jakobianowa dla S zachodzi, o ile m(S) % Zo x Zs.

W przypadku 71 (S) = Zy * Zy znany jest kontrprzyktad [Miy03] 2.4.3(2), 2.3.11]. Przypadek, gdy
m1(5) jest skoniczona grupa cykliczna, byt otwarty.
Niech k,r beda dodatnimi liczbami naturalnymi. Gtadkie powierzchnie afiniczne

(3.3) S(k,r) = {z"y + 2" = 1} C Spec(C[z,y, 2])

sa jednospéjne (zob. [PRE2, Example 2.11]) i dla kazdego a € {1,2, ..., k} wzglednie pierwszego z
k dopuszczaja dziatanie Zy:
€%, (x,y,2) = (ex,e "y, e %2),
gdzie identyfikujemy Zj z grupa k-tych pierwiastkow z jednosci (Z; = {1}). Dziatanie jest wolne
dla k > 2. Powierzchnie ilorazows oznacza sie przez S(k,r,a). Jest to plaszczyzna Q-homologiczna
o ujemnym wymiarze Kodairy i grupie podstawowej Zj.
Razem z A. Duboulozem wykazaliSmy m.in. nastepujace twierdzenia (artykul jest recenzowany).

Twierdzenie 3.11 ([PRE2|], Theorem B). Dla k,r > 2 plaszczyzna Q-homologiczna S(k,r,a)
posiada C*-ekwiwariantny endomorfizm étalny stopnia d (a wiec niewlasciwy dla d > 1) wtedy i
tylko wtedy, gdy

(3.4) d=1 modk(r—1) b klr, a=1oraz d=r mod k(r—1).
W szczegdlnosci, hipoteza jakobianowa jest fatszywa dla S(k,r,a) i dla S(k,r).
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Fakt, ze hipoteza jest falszywa dla powierzchni S(k, ), k,r > 2 jest zaskakujacy, bo powierzchnia
ta jest jednospdjna i posiada Cl'-rozwldknienie nad C! (skad k = —o0), wiec jest z wielu wzgledow
podobna do ptaszczyzny C?. Powyzsze kontrprzyklady maja nature dyskretng, ale mozna udowodnié
duzo bardziej zaskakujacy rezultat.

Twierdzenie 3.12 ([PRE2|, Theorem C). Niech 7 > 1,k > 2. Wowczas dla dowolnej liczby cal-
kowitej N > 0 istniejg dowolnie wysoko-wymiarowe rodziny niewtasciwych endomorfizmoéow étalnych
powierzchni Q-acyklicznej S = S(k, k7, 1) stopnia k(N (Fk — 1) + 7), takie ze wszystkie endomor-
fizmy w rodzinie sq rozne od siebie, nawet jesli utozsamimy te, ktore roznig sie o dziatanie grupy
automorfizmow S poprzez skladanie z lewej lub prawej strony.

Formuty na rodziny kontrprzyktadéw w najprostszym przypadku powierzchni S(2,2,1) = {u(1+
uv) = w?}, ktéra ma grupe podstawowa Zy, mozna znalez¢ w [PRE2, Example 5.7).
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