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Ponizej opisujemy wspomniane osiagniecia.
4.1. Wprowadzenie do obszaru badawczego.

4.1.1. Model przejscia fazowego Allena-Cahna. Najprostszy model przejécia fazowego jest zadany
przez r.r.z. Allena-Cahna:

(4.1) " =ud —u, w R,
ktore mozna inaczej zapisaé
(4.2) u”(x) = W (u(x)) w R,

gdzie W (u) = %(u2 —1)2 jest podwéjna studnig potencjatu.

Strukture rozwiazan (4.1) mozna latwo zrozumie¢ patrzac na plaszczyzne fazowa (4.1). W tym
modelu u opisuje ulamek masowy dwodch faz substancji (np. stop metali) i przyjmuje wartosci
w przyblizeniu +1 lub —1 dla czystych faz. Réwnanie (4.1) ma strukture wariacyjna. Niech

b
(4.3) Eac(u, (a,b)) = / (3P + 1(w” 1))
o \2 4

bedzie energia Allena-Cahna zwiazana z (4.1). Aby zminimalizowaé¢ Eac nalezy osiagnaé¢ wlasciwa
réwnowage miedzy wkladami energii kinetycznej %]u’ |2, a potencjalem. Z jednej strony skladnik
%\u’ |2 powstrzymuje u przed duzymi wahaniami, natomiast z drugiej strony potencjat W (u) =
i(u2 —1)? wymusza, aby punkt minimalny znajdowal sie blisko jego globalnego minimum =+1.

Jasne jest, ze trywialne rozwigzania +1 sa dwoma globalnymi punktami minimalnymi Fac. Dla-
tego bardziej istotne jest zbadanie istnienia lokalnych punktow minimalnych, ktére nazywane sa réw-
niez rozwiazaniami minimalnymi. Podczas gdy rozwiazania (4.1) sa punktami krytycznymi Fac,

rozwiazanie minimalne u réwnania (4.1) spelnia silniejszy warunek:

Eac(u,supp ¢) < Eac(u + ¢,supp ¢)

dla wszystkich ¢ € C§°(R) (tzn. kazda perturbacja u ze zwartym nosnikiem ma energie wigksza
badz réwna). Okazuje sie, ze z dokladnoscia do translacji i zamiany x na —z, jedynym minimalnym
rozwiazaniem (4.1) jest orbita heterokliniczna e(x) = tanh(z/v/2) taczaca w +oo dwie fazy +1.

O wiele bardziej wymagajacym problemem jest opisanie wszystkich ograniczonych rozwiazan
r.r.cz. Allena-Cahna:

(4.4) Au=u® — u, w R"
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zwigzanego z funkcjonalem
1 1
(4.5) Eac(u, Q) = / (5170 + (= 1)), @ CR".
Q

De Giorgi w 1978 [15] zasugerowal uderzajace poréwnanie z teoria powierzchni minimalnej, ktére
doprowadzilo do znaczacych postepéw w réwnaniach rézniczkowych czastkowych i rachunku waria-
cyjnym, przedstawiajac nastepujaca hipoteze dotyczaca ograniczonych rozwigzan na R™:
Hipoteza (De Giorgi). Niech u € C%(R") bedzie rozwiazaniem (4.4) takim, ze

(i) fu <1,

(ii) 88712 > 0 dla wszystkich z € R™.
Czy prawda, jest, ze wszystkie poziomice u sg hiperptaszczyznami, przynajmniej dla n < 87

Zwiazek z problemem Bernsteina dla graféw minimalnych jest powodem, dla ktérego n < 8

pojawia sie¢ w sformutowaniu hipotezy. Szczegbéltowy opis mozna znalezé w artykutach popularno-

naukowych Fariny i Valdinoci [18] oraz Savina [10]. Ghoussoub i Gui udowodnili hipoteze w [21] dla
n = 2, Ambrosio i Cabré w [7] dla n = 3, a Savin w [39] dla 4 < n < 8 przy zalozeniu dodatkowego
warunku

(4.6) %li)nioou(xl, ce,my) = £1.

Jedli odrzucimy wymég monotonicznosci oraz (4.6) i zapytamy o strukture rozwiazan minimalnych!
(4.4), to wiemy z [39], ze dla n < 7 kazde rozwiazanie minimalne u réwnania (4.4) jest albo trywialne,
tj. u = £1 albo jednowymiarowe, tj. u(x) = e((z — xo) - v) dla pewnego xp € R" i pewnego wektora
jednostkowego v € R™. Stad orbita heterokliniczna e réwnania (4.1) odgrywa kluczowa role dla
wszystkich rozwiazan (4.4).

W celu skonstruowania taczacych rozwiazan réwnania (4.4) nalezy nalozy¢ dodatkowe wymaga-
nia. Dla przykladu, gdy n = 2, to (4.4) posiada jednoznaczne siodlowe rozwiazanie u (por. [l141])
spelniajace nastepujace wlasnosci:

e u(x1,r2) ma ten sam znak co iloczyn xixs,
u jest funkcja nieparzysta wzgledem x; i 9,
limg, o0 u(21,72) = €(72).
limy o0 u(Acos O, Asinf) = 1, V0 € (0,7/2).
Przyklad ten zarysowuje réwniez hierarchiczng strukture (4.4), poniewaz biorac granice rozwiazania
w nieskonczonosci wzdtuz pewnych kierunkéw otrzymywane sa rozwiazania o nizszych wymiarach

(por. Chapter 8 (S7-Book)).

4.1.2. Modele przejsé fazowych w przypadku wektorowym. W przypadku skalarnym m = 1 widzie-
lidmy, ze nieliniowo$cia modelu jest podwdjna studnia potencjalu W(u) = i(u2 —1)2. Ponadto
problem skalarny modeluje wspoélistnienie dwéch faz i wiaze sie z faktem, ze z punktu widzenia
minimalizacji obwodu interfejsu hiperptaszczyzny optymalnie dzielg przestrzen na dwie czesci, przy-
najmniej w niskich wymiarach.

W przypadku wektorowym m > 2 zachowanie rozwiazan réwnania
(4.7) Au(z) = VW (u(z)), u:R* = R™ W € C*(R™, [0, 0))
scidle zalezy od stopnia spdjnosci zerowej poziomicy potencjatu, A := {u € R™ : W(u) = 0}.

Z jednej strony wielokrotne studnie potencjatu W : R™ — [0, 00) znikajace na skonczonym zbiorze
A={ay,aq,...,an} dla N > 3, saistotne przy modelowaniu wspolistnienia trzech lub wiecej faz [33,

Iponownie, powiemy, ze rozwiazanie u jest minimalne jesli Fac(u,supp ¢) < Fac(u + ¢,supp ¢) dla wszystkich
¢ € C5° (R™).
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§1.7] w substancji. Odpowiednie obiekty opisujace interfejsy oddzielajace regiony, w ktoérych u = a;,
to pojedyncze minimalne stozki (por. Rysunek 1). Te na rysunku sa minimalne i nieorientowalne.
W ogdlnosci moga mieé strukture cylindryczng i byé rozwarstwione na stozki o nizszych wymiarach.
Ze wzgledu na analogie do réwnania skalarnego (4.4) uklad (4.7) z W jako wielokrotna studnia
potencjatu jest nazywany réwnaniem wektorowym Allena-Cahna.

RyYsuUNEK 1. Interfejsy punktu potréjnego, ktore modeluja wspdlistnienie trzech faz
dla potrdjnej studni potencjalu W (po prawej stronie).

Z kolei, w przypadku gdy {W = 0} jest zbiorem spéjnym, problem jest mniej geometryczny,
a zwiazany zamiast tego z funkcjami harmonicznymi. Funkcjonaly postaci

1 1
(4.8) Eor(u,Q) := / (Wuﬁ + —(|u)? — 1)2>, uw:R" D Q- R™
o \2 4

zostaly pierwotnie wprowadzone przez V. Ginzburga and L. Landaua do badania probleméw przejsé
fazowych wystepujacych w nadprzewodnictwie; podobne modele sa réwniez stosowane w nadcie-
czach. Poniewaz studnia potencjatu W(u) = X(|u[* — 1)® to S"~!, zachowywanie si¢ rozwiazan
ukladu Ginzburga-Landaua (ktéry jest rownaniem Eulera-Lagrange’a zwiazanym z funkcjonalem
Eqy):

(4.9) Au(z) = |u|*u —u, u:R" — R™

rézni sie znacznie od przypadku, gdy W jest wielokrotna studnia potencjalu (tzn. {W = 0} jest
zbiorem skoficzonym). Istotnie, dla rozwiazan u : R? — R? ukladu (4.9) obszar przejscia fazowego,
gdzie |u| < 1 — €, wystepuje w malych otoczeniach punktéw osobliwych zwanych wirami (zob.
Rysunek 2). Roéwnanie (4.9) bylo intensywnie badane ze wzgledu na jego zastosowania fizyczne
i bogactwo matematyczne — zobacz monografie [9, 29, 38] i zawarte w nich odniesienia.

RYSUNEK 2. Po lewej, wiry (tzn. miejsca zerowe) i obszar przejscia fazowego roz-
wiazania u : 2 — R? réwnania (4.9). Po prawej, potencjal Ginzburga-Landaua.
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Jedli chodzi o minimalne rozwiazania, pierwszy przyklad dwuwymiarowego minimalnego rozwia-
zania u : R? — R? uktadu (4.7) z podwdjna studnig potencjatu W : R? — [0, 00) podat Schatzman
[11]. Zakladajac, ze {W = 0} = {a~,a™} oraz, ze istnieja (z dokladnoscia do translacji) dokladnie
dwie minimalne heterokliniczne orbity e™ : R - R? i eT : R — R?%:

(4.10) er (z) = VIW(et(x)), lim e*(z)=a",
r—300

ktére ponadto sa niezdegenerowane?, Schatzman skonstruowal dwuwarstwowe minimalne rozwigza-
nie u : R? — R? réwnania Au(t,z) = VW (u(t, x)) takie, ze

(4.11a) Ve eR: 1tligcm u(t, z) = e*(x — m*) dla pewnych stalych m* € R,
— 00
(4.11b) VteR: lim u(t,z) =a®.
r—Fo00

Oznacza to, ze rozwigzanie u laczy w t — +00 dwie minimalne orbity heterokliniczne e*

w = — 400 laczy dwa trywialne rozwiazania a*. Co wiecej, ze wzgledu na niezdegenerowanie a
i et zbieznoéé w (4.11b) oraz (4.11a) jest wykladnicza. Ta konstrukcja zostata pierwotnie wykonana
przez Alame, Bronsarda i Gui [I] dla potencjaléw W niezmiennicznych na odbicia zamieniajace
ze sobg a®. Inne istotne laczace rozwigzania uktadu (4.7) z wielokrotnymi studniami potencjatu
zostang oméwione w sekcjach 4.5.1 1 4.5.2.

W przypadku uktadu (4.9) Ginzburga-Landaua potencjal W jest radialny. W konsekwencji

, hatomiast
+

(por. [25]) dla n = m > 2 uktad (4.9) posiada jednoznaczne standardowe wirowe rozwiazanie

n € C°(R™;R™) takie, ze

(4.12a)

n(z) = nrad(\azD%, Vo # 0, gdzie naq jest funkcja posiadajaca nieparzyste rozszerzenie w C°°(R),
x

(4.12b) Thad jest rosnaca i zbiezna do 1 w +oo.

Ponadto rozwiazanie 7 jest minimalne w sensie nieréwnosci Egr, (1, supp ¢) < Egr(n+ ¢, supp ¢) dla
wszystkich ¢ € C5°(R™; R"™). Rzeczywiscie, w wymiarze n = 2, Mironescu [27] wykazal (por. réwniez
[12]), ze kazde minimalne rozwiazanie (4.9) jest albo stala o module réwnym 1, albo (z dokladnoscia
do przeksztalcen ortogonalnych w przeciwdziedzinie i translacji w dziedzinie) standardowym wirem
n. W wyzszych wymiarach n = m > 3, minimalnos$¢ n zostala udowodniona przez Pisante [32],
jednakze nie wiadomo czy, z dokladnoscig do translacji i obrotéw, n jest jedynym minimalnym
rozwiazaniem réwnania (4.9).

4.2. Spis osiagnieé. Artykuly (S1)—(S6) w sumie skupiaja nastepujace osiagniecia:

(O1) Rozwiazano problem potaczenia orbity heteroklinicznej dla ukladdéw r.r.z. drugiego i czwar-
tego rzedu przy hipotezach catkowicie podobnych do klasycznych twierdzen réwnania ska-
larnego. Opracowano solidng metode, ktéra ma zastosowania réwniez w ogélniejszym ujeciu
(tzn. w przestrzeniach Hilberta i dla potencjaléw polciaglych z dotu).

(02) Zastosowano réwnania rézniczkowe dotyczace przej$é fazowych do modelowania zjawisk
fizycznych.

(03) Skonstruowano nowe rozwiazania r.r.cz. dotyczacych przejs¢ fazowych, ktére sa istotne
zaréwno z punktu widzenia zastosowan, jak i interesujace matematycznie.

Ponizej opisujemy, jak osiagneliSmy te wyniki we wspomnianych artykutach.

2Heterokliniczne orbity et sa niezdegenerowane w sensie, ze 0 jest prosta wartoscig wiasna zlinearyzowanych
operatoréw T : W22(R;R™) — L*(R;R™), Ty = —¢" + D*W (e*)e.
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4.3. Cel (O1). Istnienie heteroklinicznych, homoklinicznych i okresowych orbit dla skalarnego r.r.z.
(4.13) u' =W'(u), u:R =R, WeC*R,R)

jest materialem podrecznikowym. Przypominamy, ze jesli W > 0 w przedziale (a—,a™) i W (a™) = 0,
to

(i) jesli W'(a™) = 0, to istnieje rozwiazanie u : R — (a~,a) réwnania (4.13) takie, ze
lim, 400 u(z) = a®. Jest to poltaczenie heterokliniczne, jednoznaczne z dokladnoscia do
translacji.

(ii) jesli W'(a™) = 0 i W'(a™) # 0, to istnieje parzyste jednoznaczne rozwiazanie u : R —
(a”,a™] réwnania (4.13) takie, ze lim; 100 u(x) = a~ 1 w(0) = at. Jest to polaczenie
homokliniczne.

(iii) jesli W'(a™) # 01 W'(a™) # 0, to istnieje okresowe rozwiazanie u : R — [a~, a™] réwnania
(4.13) takie, ze u(0) = a=, u(T/2) = a* iVe € R: u(z+T) = u(x), u(xz+T/2) = u(—x+T/2)
dla pewnego T > 0.

W (S1) badamy punkty minimalne uktadu Hamiltona

(4.14) u”(z) = VW (u(x)),u: R — R™ W € C*R™;R)

w ogdélnym przypadku, bez ograniczen dotyczacych zachowania lub miniméw potencjatlu uwzgled-
nionych we wezedniejszych pracach. Nasze gléwne twierdzenie w (S1) dowodzi istnienia orbit hete-
roklinicznych, homoklinicznych i okresowych przy hipotezach catkowicie podobnych do klasycznych
twierdzen réwnania skalarnego.

4.3.1. Wezesniejsze dowody istnienia polgczenia heteroklinicznego w przypadku wektorowym. Pierw-
sze dowody istnienia polaczenia heteroklinicznego w przypadku wektorowym dla podwadjne;j studni

potencjalu zostaly podane przez Rabinowitza [37] poprzez minimalizacje funkcjonatu dziatania oraz
przez Sternberga [10], ktéry wykorzystal zasade Jacobiego przy nieco restrykcyjnych hipotezach
dotyczacych zachowania W na minimach. W [37] poza gladkoscia nie jest wymagane zadne inne

zalozenie dotyczace zachowania W na minimach. Nastepnie Bonheure i Sanchez udowodnili ist-
nienie orbit heteroklinicznych dla potencjatéw posiadajacych izolowane miejsca zerowe. Wreszcie,
Alikakos i Fusco [1] podali nowy dowdd istnienia orbit heteroklinicznych dla podwdjnych studni po-
tencjalu spelniajacych zalozenie monotoniczno$ci w otoczeniu swoich miniméw. Pdzniej warunek
monotonicznosci zostal usuniety przez Sourdisa [/11].

4.3.2. Gléwne twierdzenie (S1). Gléwne wyniki w (S1) (por. Theorems 4.2, 5.2 i 5.4 w (S1))
mozna podsumowaé nastepujaco.

Twierdzenie 4.1. Niech W € C?(R™;R) i niech Q bedzie spéjng skladowq zbioru {W > 0} takq,
ze 0N jest rozdzielony na dwa zwarte zbiory A~ i AT. Zakladamy, ze W spelnia standardowy
asymptotyczny warunek

(4.15) liminf W(u) > 0, jesli Q jest nieograniczony.

u€N,|ul—oo
Woéwczas
(i) jesli VW (u) = 0 na A~ i AT, to istnieje heterokliniczna orbita u : R — Q, v’ = VW (u)

laczgca w +oo zbiory AT (tn. lim,_ 4o d(u(z), AT) = 0).

(ii) jesli VW (u) = 0 na A~ i VW (u) # 0 na A%, to istnieje homokliniczna orbita u : R —
Q, v = VW (u) zblizajgca sic w +oo do zbioru A~ (tzn. limg i d(u(z), A7) = 0)
i spelniajgca u(0) € AT,

(iii) jesli VW (u) # 0 na A~ i na AT, to istnieje okresowa orbita u: R — Q, u” = VW (u) taka,
zeuw(TZ)=a" € A~ iuw(TZ+T/2)=at € AT (T >0).
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Nasz dowod Twierdzenia 4.1 jest wariacyjny i polega na wykazaniu, ze orbita taczaca minimalizuje
funkcjonal akcji E(u) = [ (é\u’ > + W(u)) w klasie przeksztalcen spelniajacych odpowiednie
warunki brzegowe. Nasze podeJécie jest zgodne z metoda ograniczonej minimalizacji przedstawiona
w [1]. Jedynym strukturalnym zalozeniem Twierdzenia 4.1 jest warunek rozdzielania A~ N AT = &.
Za wyjatkiem zwartosci A, zaden inny warunek na 9 nie jest wymagany. Zwracamy uwage, ze
warunek rozdzielania A~ N A" = & jest naturalnym zatozeniem, poniewaz sp6jnosé zbioru minimow

W (co zachodzi np. dla potencjalu Ginzburga-Landaua W (u) = (|u| mbi ) implikuje, Ze minimalne
rozwiazania uktadu (4.14) sa stale (por. Remark 3.6 w (S1)).

4.3.3. Orbity heterokliniczne dla modeli przej$cia fazowego czwartego rzedu.
Réwnanie Fishera-Kotmogorowa

d4
(4.16) —Zfﬁu"+u37u:0,u:R%R,ﬁ>O
dx
zostalo zaproponowane w 1988 r. przez Dee i van Saarloosa [16] jako réwnanie modelu wyzszego

rzedu dla ukladéw bistabilnych. Réwnanie (4.16) bylo intensywnie badane réznymi metodami:
metoda topologicznego strzelania, metody hamiltonowskie, metody wariacyjne, i metody bazujace
na zasadzie maksimum (por. [10], [31] i zawarte w nich odniesienia). W ostatnich latach okazalo sie,
ze struktura rozwiazan (4.16) jest znacznie bogatsza niz struktura rozwiazan réwnania Allena-Cahna
(4.1). Istnienie heteroklinicznych rozwiazan (4.16) przy pomocy argumentéw wariacyjnych zostato
po raz pierwszy zbadane przez L. A. Peletiera, W. C. Troya, R. C. A. M. Van der Vorsta [30], 1 W.
D. Kaliesa, R. C. A. M. Van der Vorsta [20]. Z definicji orbita heterokliniczna jest rozwiazaniem
(4.16) taczacym w £oo dwa punkty réwnowagi £1 w sensie

(4.17) Erf (u(z),(z),u" (z),u"" (z)) = (£1,0,0,0) w przestrzeni fazowej.

O ile mi wiadomo, dowody istnienia orbit heteroklinicznych dla uktadéw r.r.z. czwartego rzedu nie
byly osiagalne przed opublikowaniem (S2).

4.3.4. Glowne twierdzenie (S2). Celem (S2) jest ustalenie przy ogdlnych zalozeniach istnienia mi-
nimalnych orbit heteroklinicznych w klasie uktadéw r.r.z. czwartego rzedu o strukturze wariacyjne;j.
Doktadniej rzecz biorac, rozwazam réwnanie Eulera-Lagrange’a

d4
(418) d:L’4 + Wa ( ) Wuv(u7ul)ul _ WUU(U,u’)uH =0, u:R—R™
zwiazane z funkcjonalem E(u fR (3u"|? + W (u,v)), gdzie u € VVEQ(R R™) i W € C*(R™ x

R™ . [0,00)). Réwnanie (4.18) oplque sporg klase uktadéw r.r.z. czwartego rzedu, w tym wektorowe
r.r.z. Fishera-Kolmogorowa:

4
(4.19) %(:ﬁ) B (@) + VEu(@)), u:R > R™, 8> 0,F € C2R™; [0, 50)).

Theorem 1.1 z (S2) jest odpowiednikiem Twierdzenia 4.1 (i) dla uktadéw r.r.z. czwartego rzedu.

Twierdzenie 4.2. Zakladamy, Ze
H: Zbior A :={u e R™: W(u,0) =0} réwnowayg jest rozdzielony na dwa niepuste, wzajem-
nie rozlgczne zwarte podzbiory A~ i AT.
Hs: Istnieje zbidr otwarty Q C R™ taki, ze A= C Q, AT NQ =0 i W(u,v) > 0 zachodzi dla
kazdego u € O i kazdego v € R™.
H3: liminf|, o W(u,v) > 0 jednostajnie w v € R™.
Wowczas istnieje minimalna heterokliniczna orbita u rozwigzujgca (4.18) i lgczgea w 00 zbiory A
w rozumieniu limy 4o d(u(z), AT) = 0 oraz lim, 1o (v (z), v (2),u" (x)) = (0,0,0).
7



Podobnie jak w Twierdzeniu 4.1, podstawowym zalozeniem strukturalnym jest warunek rozdzie-
lania w H;. Natomiast zalozenia Hy i H3 dotyczace jednostajnosci w v sa wymagane do kontrolo-
wania zaleznosci W od zmiennej v. W przypadku wektorowego r.r.z. Fishera-Kolmogorowa (4.19)
hipotezy te sa w oczywisty sposéb spelnione. Metoda opracowana w (S2) (por. w szczegblnosci
Lemma 2.4 w (S2)) jest udoskonaleniem argumentéw przedstawionych w (S1). Zostala ona zasto-
sowana w moich kolejnych pracach (S15)—(S16) w celu udowodnienia istnienia heteroklinicznych
orbit w przestrzeniach Hilberta oraz do skonstruowania heteroklinicznych warstw podwdéjnych dla
uktadéw r.r.cz. drugiego i czwartego rzedu. Metoda ta obejmuje réwniez przypadki potencjalow
potciagglych z dotu.

4.4. Cel (02). W (S3) rozwazamy model przejscia fazowego dla oddzialywania $wiatla z materia
w cieklych krysztatach, opisany przez r.r.z.:

(4.20) Au + p(x)u —u® + eaf(z) =0,
gdzie
(4.21)
p € CHR) N L (R) jest f. parzysta, 1’ < 0w (0,00) i u(€) = 0 dla doktadnie jednego & > 0,
{f € L'(R) n L®(R) N C(R) jest f. nieparzysta, f(z) > 0, Va > 0.

Jest to jednowymiarowa wersja modelu zaproponowanego przez mojego wspoétautora prof. M. Clerca
[8] do opisu oddzialywania $wiatla z materia w nematycznych cieklych krysztalach. (S3) jest
pierwszym artykulem badajacym ten konkretny model z matematycznego punktu widzenia. Zaob-
serwowali$émy jednak, ze wyniki opisane w (i) i (ii) ponizej, maja pewne podobienstwa z innymi
pojedynczymi problemami z zakresu r.r.cz., a w szczegdlnodci z modelem Grossa-Pitaevskiiego kon-
densatéw Bose’a-Einsteina. W (4.20) parametr € > 0 jest maly, natomiast parametr a > 0 opisuje
intensywno$¢ zastosowanego Swiatta laserowego. Z kolei funkcja p zmienia znak ze wzgledu na to,
ze $wiatlo przylozone jest do prébki lokalnie, a obszary, w ktorych p < 0 interpretowane sa jako
strefy cienia, natomiast obszary, w ktorych p > 0 odpowiadaja o$wietlonym strefom. Wreszcie,
funkcja f opisuje pole elektryczne indukowane przez Swiatto. Eksperymenty pokazuja, ze wraz ze
wzrostem natezenia przylozonego Swiatta laserowego reprezentowanego tutaj jawnie przez parametr
a, defekty takie jak wiry $wietlne, pojawiaja sie najpierw na granicy oswietlanej strefy, a nastepnie
w jej érodku. To przejscie ma miejsce po osiggnieciu wartosci progowej a.

u
=
g Y ot
V4
loc % glob
min ozl min
0 E,‘A. 06 X
1
i
I/
I
7
. loc
~7 min

RYSUNEK 3. Galezie miniméw potencjalu Wz, u).

Roéwnanie (4.20) moze by¢ inaczej zapisane jako u” = W, (z,u), gdzie
8



1 w(z) a
W(z,u) = 4—62114 ~La u? — gf(x) 7

jest nieautonomicznym potencjalem. Niech
1
(4.22) E(u) = / (§|u'(:v)|2 + W(z,u))dz, u € H'(R)
R

bedzie zwigzanym z nim funkcjonatem energii. Na Rysunku 3 mozemy zobaczy¢, ze dla ustalonego
x, min, W (x,u) jest osiagane na galezi o gdy x > 0 i na galezi 0~ gdy = < 0. Stad, w tym modelu
przejécie fazowe taczy galezie 0.

Najwazniejsze jest to, ze globalne punkty minimalne v, funkcjonatu (4.22) oraz ich zera moga
by¢ wykorzystane do opisania orientacji czasteczek i ich defektéw topologicznych, odpowiednio.
Istotnie, wyniki przedstawione ponizej wykazuja niezwykta zgodnosé jakosciows z eksperymentami.
Moéwiac precyzyjniej, w Theorem 1.1 z (S3) badamy punkty minimalne v, przy € — 0 i ustalonym a.
PotwierdziliSmy matematycznie, ze dwie wartosci krytyczne ay, i a* > a, determinuja zachowanie
zera T, funkcji ve.

T
/ I!\\ — Standard kink

Left shadow kink ! [

& ‘l\\ | | 3

i Right shadow kink \ \ {

RYSUNEK 4. Zarys punktéw minimalnych v, gdy a € (0,a.) (po lewej) oraz gdy
a > a* (po prawej).

Twierdzenie 4.3. Zachodzq nastepujgce stwierdzenia.
(i) Gdy a =0, to globalny punkt minimalny v jest funkcjq parzystq i dodatniq z dokladnosciq
do zamiany ve na —ve.
(ii) Dla a > 0 globalny punkt minimalny ve ma dokladnie jedno miejsce zerowe T takie, Ze

(4.23) |Ze| <€+ O(We) ive(x) >0, Vo > T gdy ve(z) <0, Vo < Te.

(iii) Przypusémy, ze

(4.24) SR (V1(0) e 0] o
©€[-£,0) 301flVE
9



Dla wszystkich a > a*, . — 0 przy € — 0 i globalny punkt minimalny ve spelnia

hm Ve(Ze + €8) = v/ 1(0) tanh(s/ 1 (0)/2),

(4.25) wu(x) dla 0 <z <&,
li_rgr(l]ve(x—i-es): —u(z) dla =<z <0,
0 dla |x| > &

w sensie CL.(R) (por. Rysunek 4).

(iv) Niech

V()
ze(-£0) 3 [ |flv/i
Z dokladnoscig do zamiany ve(z) na —ve(—z), dla wszystkich a € (0,a«) mamy T — —&
gdy € = 0 oraz

(4.26) hm ve(x + se) Viulw) - dla Jz] <&,
—0 0 dla |z| > &

Qy = € (0,00) i zauwazmy, ze a, < a*.

w sensie CL_(R) (por. Rysunek /). PowyZiszy wzdr asymptotyczny zachodzi réwniez dla
a = 0. Ponadto gdy f = —%,, to ax = a* = /2.

Nastepnie, w Theorem 1.2 z (S3) odkryliSmy silny zwiazek r.r.z. (4.20) z drugim r.r.z. Painlevé’a:
(4.27) Y —ay— 23 —a =0, zER, a €R,

ktére bylo intensywnie badane przez Painlevé’a i innych od poczatku XX wieku ze wzgledu na jego
duze znaczenie dla zastosowan. Rzeczywidcie, udowodniliSmy, ze punkty minimalne v, odpowied-
nio przeskalowane w otoczeniu punktu & zbiegaja przy € — 0 do rozwiazania y réwnania (4.27).
Dodatkowo, ze wzgledu na konstrukcje, rozwiazanie y jest ograniczone w oo i minimalne w sensie
nieréwnosci

(4.28) Epy (y,supp ¢) < Epy;(y + ¢,supp ¢), Vo € C5°(R),
gdzie

1 1 1
(4.29) Ep,(u,I) = /I (§|ul|2 + 5su? + 5u4 - au)

jest funkcjonatem energii zwiazanym z (4.27).
Ze wzgledu na otrzymany wynik rozpoczeliémy badanie wariacyjne drugiego r.r.z. Painlevé’a
i scharakteryzowaliSmy minimalne rozwigzania réwnania jednorodnego

(4.30) y" —zy —2y° =0, z € R.

Moéwiac $cislej, wykazaliémy w Theorem 1.3 z (S3), ze rozwiazanie Hastingsa-McLeoda, oznaczane
przez h, jest z dokladnoscia do znaku jedynym minimalnym rozwiazaniem (4.30) ograniczonym
w +00. Przypominamy (por. [24]), ze h: R — R jest dodatnia, $cisle malejaca (h' < 0) i taka, ze

h(z) ~ Ai(z), T — 00,
(4.31) h(z) ~ +/|z|/2, r — —00,

gdzie Ai jest funkcja Airy’ego. Klasyfikacja rozwiazan (4.30) podana w [24] byla niezbedna do uzy-
skania naszego wyniku. Wreszcie, w Theorem 1.3 z (S3) udowodnilismy réwniez, ze niejednorodne
réwnanie (4.27) przy a < 0 posiada dodatnie minimalne rozwiazanie y, ktére jest $cisle malejace

(¥ <0).
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4.5. Cel (03).

W (S4) definiujemy odpowiednie, bardzo ogélne klasy symetrii, ktére daja duza réznorodnosé
ztozonych rozwiazan symetrycznych dla wektorowego réwnania Allena-Cahna (tj. dla ukladu (4.7)
ze skonczonym zbiorem {W = 0}). Z kolei w (S5) i (S6) rozpoczeliémy badanie rozszerzonego
r.r.cz. Painlevé’a:

(4.32) Ay — z1y — 2|yl*y = 0, r=(x1,...,2n) ER"y=(y1,...,ym) : R* = R™

w przypadku skalarnym (m = 1) oraz wektorowym (m > 2), odpowiednio. Zauwazmy, ze skalarne
(odp. wektorowe) r.r.cz. Painlevé’a otrzymuje sie mnozac przez —z; czlon liniowy réwnania Allena-
Cahna (odp. uklad (4.9) Ginzburga-Landaua). W zwiazku z tym, rozwiazania réwnania (4.32)
maja pewne cechy wspolne z rozwiazaniami (4.4) (odp. (4.9)). Jednakze analiza (4.32) jest znacznie
bardziej skomplikowana ze wzgledu na nieograniczono$é rozwiazan (4.32) oraz spelniane przez nie
warunki brzegowe. Artykuly (S5) i (S6) byly motywowane naszymi poprzednimi pracami nad teoria
oddziatywania $wiatla z materia w cieklych krysztatach (S12)—(S13). W rzeczy samej, w Theorem
1.1z (S12) wykazaliSmy, ze minimalne rozwiazania (4.32) sa istotne do opisania orientacji czasteczek
na granicy o$wietlonego obszaru.

4.5.1. Wezesniejsze konstrukcje rozwigzan symetrycznych wektorowego réwnania Allena-Cahna.
Pierwsza konstrukcje punktu potréjnego podali Bronsard, Gui oraz Schatzman [11] dla potréjnej

studni potencjatu W : R? — [0,00), {W(u) = 0} = {a1, az,az} niezmienniczej na dzialanie grupy
symetrii G trojkata réwnobocznego o wierzchotkach w a1, as, ag. W ponizszym przyktadzie linie
odbié grupy G dziela R? na trzy 120-stopniowe sektory D; takie, ze a; € D;, Vi = 1,2,3. Przy tych
zatozeniach symetrii, punkt potréjny (por. Rysunek 5) jest rozwigzaniem v : R? — R? ukladu (4.7)
takim, ze

e u(gr) = gu(x),Vx € R?,Vg € G,

e lim,cp, d(z,D;)—s00 U(T) = a;.

RYSUNEK 5. Punkt potrojny dla symetrycznego potencjatu.

Zatem punkt potréjny taczy trzy minima W gdy || — oo wzdluz pewnych kierunkéw. Podobnie,
punkt poczwoérny jest rozwiazaniem u : R3 — R3 uktadu (4.7) laczacym cztery minima W : R3 —
[0,00) gdy |z| = oo wzdluz pewnych kierunkéw. Zostalo to opracowane przez Gui and Schatzmana
[23] dla potencjaléw niezmienniczych na dzialanie grupy symetrii czworo$cianu foremnego. Metoda
konstrukeji w tych pracach bazuje na systematycznym skladaniu rozwiazania z nizej wymiarowych
kawatkow wzdluz linii asymptotycznego wzrostu.

Nastepnie Alikakos i Fusco w serii prac [5, 19, 2] skonstruowali ekwiwariantne rozwiazania w :
R™ — R™ ukladu (4.7) dla potencjaléw W : R™ — [0, 00) niezmienniczych na dzialanie dowolnej
skoniczonej grupy odbi¢ G. Alikakos i autor rozwazyli réwniez przypadek dyskretnych grup odbié
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w (S19) i skonstruowali ekwiwariantne rozwiazania kratowe ukladu (4.7). Ekwiwariancja oznacza,
ze

(4.33) u(gx) = gu(x),Vz € R", Vg € G.

Wreszcie, Bates, Fusco oraz autor przedstawili w (S8) przyklad rozwiazania symetrycznego u :
R? — R? uktadu (4.7) z dwoma réznymi grupami dzialajacymi na dziedzine i przeciwdziedzine.
Podejscie zastosowane we wspomnianych pracach sktada sie z nastepujacych krokow

Krok 1 : Wykazaé¢ wlasno$é u(F) C F dla kazdego obszaru fundamentalnego F' grupy G, ko-
rzystajac z parabolicznego przeptywu u; = Au — VW (u), z warunkiem poczatkowym na
ekwiwariantny punkt minimalny.

Krok 2 : Wyprowadzi¢ punktowe oszacowania, aby wywnioskowaé, ze gdy = € F i d(x,0F) — oo,
to u(x) zbiega to miniméw a potencjalu W zawartych w F'.

4.5.2. Gléwne wyniki z (S4). W (S4) uogdlniamy pojecie ekwiwariancji rozwazajac skonczona badZ
dyskretng grupe odbié¢ G dziatajaca na R", skoniczong grupe odbié¢ I' dzialajaca na R™ oraz homo-
morfizm f : G — I'. Odwzorowanie u : R” — R™ nazywa sie f-ekwiwariantnym jesli

(4.34) u(gz) = f(g9)u(z),Vx € R", Vg € G.

Konstruowane przez nas f-ekwiwariantne rozwigzania u : R® — R™ lacza minima potencjalu
w okreslonych kierunkach i przeksztalcaja kazdy fundamentalny obszar F' dla dziatania G na R",
na odpowiadajacy jemu fundamentalny obszar ® dla dziatania I' na R™. Aby umozliwié¢ istnienie
rozwigzan spelniajacych wlasnosé

(4.35) u(F) C 9,

homomorfizm f musi powigzaé¢ odbicia zwiazane ze Scianami F', z odbiciami zwiazanymi ze Scianami
®. Takie homomorfizmy nazywamy dodatnimi. Ze wzgledu na réznorodno$é¢ wyboru n i m dla grup
odbi¢ G i I' oraz homomorfizmu f : G — I', wnioskujemy, zZe istniejg rézne, ztozone, wielofazowe
rozwiazania ukladu (4.7) (por. Rysunek 6), w tym kilka typéw rozwiazan kratowych.

Po tych wyjasnieniach mozemy sformulowaé nasze gléwne twierdzenie (por. Theorems 3.1 i 3.2

w (S4)).

Twierdzenie 4.4. Zakladamy, zZe

H;: Istnieje skoriczona (badZ dyskretna) grupa odbi¢ G dzialajgca na R™, skoriczona grupa
odbié¢ T dzialajgca na R™ oraz dodatni homomorfizm f : G — I'. Niech ® bedzie obszarem
fundamentalnym T, ktory f wigie z obszarem fundamentalnym F grupy G.

Hy: Potencjal W : R™ — [0,00) klasy C? jest niezmienniczy ze wzgledu na dziatanie skon-
czonej grupy odbi¢ I' oraz istnieje M > 0 takie, ze W(su) > W (u) dla s > 1 i |u| = M.
Hs: Istnieje a we wnetrzu ® takie, Ze 0 = W(a) < W(u), Yu € ®\ {a} i macierz D*W (a)

jest dodanio okreslona.

Wéwczas istnieje f-ekwiwariantne klasyczne rozwigzanie u ukladu (4.7) spelniajgce (4.35) oraz takie,
ze lu(z) — a| < Ke k@0F) 2achodzi dla x € F i pewnych stalych k, K > 0 zaleznych jedynie od W.

Nasze podejscie w (S4) jest zgodne z dwoma krokami opisanymi w sekcji 4.5.1. Jednakze dowdd
wlasnosci u(F') C @ jest duzo bardziej zwiazany z f-ekwiwariancja. Opiera si¢ on na starannym
doborze pewnych odwzorowan skalarnych wektorowego réwnania parabolicznego oraz na dos¢ wyra-
finowanym wykorzystaniu zasady maksimum. Te argumenty zostaly po raz pierwszy przedstawione
w mojej pracy doktorskiej [13] oraz w (S19).
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RYSUNEK 6. Obszar fundamentalny dla dziatania grupy symetrii czworoscianu fo-
remnego na R3 (po lewej) oraz dla dziatania grupy symetrii tréjkata réwnobocznego
na R? (po prawej). Rozwiazania f-ekwiwariantne u : R3 — R? uktadu (4.7) podane
przez Twierdzenie 4.4 przeksztalcaja obszary fundamentalne na obszary fundamen-
talne o tym samym kolorze.

4.5.3. Gléwne wyniki w (S5) i (S6). Skalarne r.r.cz. Painlevé’a

(4.36) Ay —z1y—2y° =0, = (x1,...,2,) ER", y:R* - R
moze by¢ rowniez zapisane jako

(4.37) Ay(e) = (o, y(@), s eR,

gdzie potencjal autonomiczny H(x1,y) = %azlyz + %y‘l jest bistabilny dla kazdego ustalonego z1 <
0. Istotnie, dla ustalonego x1, H osiaga swoje globalne minimum réwne 0 gdy y = 01 3 >
0, lub réwne —%2 gdy y = £/|z1]/2 1 21 < 0. Zauwazamy réwniez, ze w $wietle (4.31) dwa
minimalne rozwiagzania +h drugiego r.r.z. Painlevé’a (4.30) interpoluja te dwie galezie miniméw.
Zatem w wymiarze n = 2 r.r.cz. Painlevé’a (4.36) opisuje model przejscia fazowego, tak jak réwnanie
Allena-Cahna (4.1). W drugim przypadku przejscie fazowe laczy dwa minima +1 potencjalu W,
a z kolei w pierwszym przypadku przejécie fazowe laczy dwie galezie +/(—x1)*/2 miniméw H
sparametryzowanych przez z1. Celem (S5) jest skonstruowanie rozwigzan y : R?> — R réwnania
(4.36) taczacych te dwie galezie miniméw (por. Theorem 2.1 w (S5)):

Twierdzenie 4.5. Istnieje rozwigzanie y : R? — R réwnania (4.36) takie, ze

(i) y jest dodatnie w gérnej pélplaszczyinie i nieparzyste wzgledem xo tzn. y(z1,x2) = —y(x1, —x2).

(i) Yoo (z1,22) >0, V1,20 € R, i limy100 y(z1, 22 + 1) = £h(21) w CE(R?).

(iii) y jest minimalne.

(iv) Dla kazdego ustalonego xo2 € R, niech g(t1,t2) := (_;/i)% y(— (—%tl)%,l‘g +to(—3t1)”
2

W=

).

Wowczas

tanh(t2/v2) gdy x2 =0,
(4.38) l lim g(tl + 1, tz) =<1 gdy xo > 0,
——00

13 gdy x2 <0



w sensie zbieznosci w CL _(R?).

(iv) Yz, (1,22) <0, Vx; € R, Vo > 0.

(v) % = O(1), przy x1 — oo (jednostajnie w x3).

W $wietle powyzszych punktéow (i), (ii) i (iii) rozwiazanie y odgrywa podobng role co orbita
heterokliniczna e(x) = tan(z/v/2) w r.r.z. Allena-Cahna (4.1). Przede wszystkim oba rozwiazania y
i e sa minimalne i nieparzyste. Ponadto y taczy monotonicznie dwa rozwiazania minimalne +h(z;)
wzdtuz kierunku pionowego x2 w ten sam sposéb, w jaki e laczy monotonicznie dwa globalne punkty
minimalne +1 potencjatu W. Co wiecej, dwa globalne punkty minimalne £1 funkcjonatu Allena-
Cahna (4.3) maja swoje odpowiedniki w dwdch rozwiazaniach minimalnych +h réwnania Painlevé’a.
Podczas gdy e jest obiektem jednowymiarowym, rozwiazanie y(z1, x2) jest dwuwymiarowe, poniewaz
xr1 parametryzuje galezie miniméw potencjalu H i tylko xo bierze udzial w przemianie fazowej.
Analogia miedzy réwnaniami (4.36) i (4.1) pojawia sie réwniez we wlasnosci (iv). Istotnie, po
przeskalowaniu, rozwigzanie y zbiega przy x; — —oo do minimalnego rozwigzania r.r.z. Allena-
Cahna, ktére zalezy albo od e, albo od £1. Nie jest to takie zaskakujace, poniewaz skalarne r.r.cz.
Painlevé’a (4.36) otrzymuje sie poprzez przemnozenie cztonu liniowego u w r.r.cz. Allena-Cahna (4.4)
przez —x1, i wéwcezas po przeskalowaniu tak jak w (4.38), zalezno$¢ od x1 znika przy z7 — —oc.

Rozwiazanie z Twierdzenia 4.5 zostalo skonstruowane jako osobliwa granica punktéw minimalnych
problemu cieklokrystalicznego w wymiarach n = 2 dla dziedziny i m = 1 dla przeciwdziedziny (zob.
(S13)). Z kolei wlasnos¢ (iii) otrzymano przy uzyciu przeskalowywania, a wlasnosci monotoniczne
(ii) i (iv) wynikaja z zawilego zastosowania metody ruchomej plaszczyzny (por. [20]).

Podobnie, wektorowe r.r.cz. Painlevé’a

(4.39) Ay —z1y —2ly|Py =0, 2 = (z1,...,2,) ER", y:R" - R™

jest $ciSle powiazane z ukladem Ginzburga-Landaua (4.9). Zadaniem (S6) jest skonstruowanie
analogicznej wersji standardowego rozwiazania wirowego 7 (por. (4.12)) dla wektorowego r.r.cz.
Painlevé’a (4.39) (por. Theorem 1 z (S6)). Poniewaz dla kazdego ustalonego z1 < 0 potencjal
H(z1,y) = 321|y|*+3|y|* zwiazany z (4.39) osiaga swoje globalne minimum na sferze {y € R™ : |y| =
V|x1|/2}, to powinnisémy mie¢ m = n—1 w celu umozliwienia tworzenia wiréw w hiperplaszczyznach
x1 = Const. Zatem poszukiwane przez nas rozwiazanie y ukladu (4.39) jest zdefiniowane na R”
i przyjmuje swoje wartosci w R"~! (n > 3). W dodatku, y ma konfiguracje wiékna wirowego
i posiada pewne cechy wspoélne z ukladem Ginzburga-Landaua (4.9) i drugim r.r.z. Painlevé’a (4.30).
Méwiac precyzyjniej, w kazdej hiperptaszczyznie 1 = Const. ma profil podobny do standardowych
wiréw 1 : R*~! — R*~1 uktadu (4.9), ale ich amplituda jest okreslona przez rozwiazanie h Hastingsa-
McLeoda okreslone w x7.

Twierdzenie 4.6. Istnicje rozwigzanie y € C°(RYR"™1) (dla n > 3) ukladu (4.39) takie, Ze

(i) Biorgc z = (xo,...,xp), €, = [ oraz o = |z|, mamy y(x) = yrad(z1,0)es, gdzie
Yrad (71, 0) jest funkcjq z nieparzystoscig wzgledem rozszerzenia o w C*°(R%;R).
(ii) Dodatkowo yaq(x1,0) > 0, 65’;? (x1,0) <0, @ 8%?“ (x1,0) >0, Vo1 € R, Vo > 0.
(iii) |y(z)] < h(z1), Vo € R™, i limy_yoo thaa(z1,0 + 1) = h(z1) w CL.(R*R), gdzie h jest
rozwigzaniem Hastingsa-McLeoda réwnania (4.30).

(iv) Dla kazdego ustalonego z = (z2,...,2,) € R"™1, niech
. V2 3 .2 3 ._1 3, .1
(4.40) Gltr, .. otn) = ———1 y(— (—5t1)3, me + ta(—<t1) 73, ..., an + tp(—t1) 7 3).
(g2 2 2
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Wowczas

to,. . tn) gdy z =0,
(4.41) B §(ty + 1 ta,. .. tn) = n(t: n) gdy 2
l——o0 e, gdy z # 0
w sensie zbienosci CL (R R™™Y), gdzie n € C°(R"1; R"1) jest standardowym wirowym
rozwigzaniem ukladu Ginzburga-Landaua (4.9).

W przeciwienstwie do Twierdzenia 4.5, rozwiazanie Twierdzenia 4.6 zostalo skonstruowane po-
przez minimalizacje pomiedzy osiowosymetrycznymi konfiguracjami widékna wirowego w kuli Bg,
a nastepnie przejscie do granicy R — co. Dowdd wlasnosci monotonicznodei (ii) jest réwniez bar-
dziej skomplikowany, gdyz musimy zastosowa¢ metode ruchomej ptaszczyzny do rzutu y. Na koniec
zwracamy rowniez uwage, ze w Section 2 w (S6) zebrali$émy pewne ogélne wyniki dotyczace kazdego
rozwiazania y : R” — R™ (4.39). Wyniki te moga by¢ przydatne do konstruowania réznych typéw
rozwiazan uktadu (4.39).

5. INFORMACJA O WYKAZYWANIU SIE ISTOTNA AKTYWNOSCIA NAUKOWA
ALBO ARTYSTYCZNA REALIZOWANA W WIECEJ NIZ JEDNEJ UCZELNTI,
INSTYTUCJI NAUKOWEJ LUB INSTYTUCJI KULTURY, W SZCZEGOLNOSCI
ZAGRANICZNEJ

Monografia (S7-Book) i artykuly naukowe (S8)—(S18), ktére nie zostaly zawarte w pracy dok-
torskiej:

(S7-Book) N. D. Alikakos, G. Fusco, P. Smyrnelis: Elliptic systems of phase transition type. Progress
in Nonlinear Differential Fquations and Their Applications Vol. 91, Springer-Birkh&user
(2018)
(S8) P. Bates, G. Fusco, P. Smyrnelis: Entire solutions with six-fold junctions to elliptic gra-
dient systems with triangle symmetry. Advanced Nonlinear Studies 13 No. 1 (2013), pp.
1-11
(S9) P. Smyrnelis: Gradient estimates for semilinear elliptic systems and other related results.
Proceedings of the Royal Society of Edinburgh, Section A 145 No. 6 (2015) pp. 1313-1330
(S10) P. Antonopoulos, P. Smyrnelis: A maximum principle for the system Au — VW (u) = 0.
C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 354 (2016) pp. 595-600
(S11) I. Chenn, P. Smyrnelis, I. M. Sigal: On Abrikosov lattice solutions of the Ginzburg-Landau
equations. Mathematical Physics, Analysis and Geometry (2018) 21:7, DOI: 10.1007/s11040-
017-9257-x
(S12) M. G. Clerc, M. Kowalczyk, P. Smyrnelis: Symmetry breaking and restoration in the
Ginzburg-Landau model of nematic liquid crystals. Journal of Nonlinear Science (2018) 28
No. 3, pp. 1079-1107
(S13) M. G. Clerc, M. Kowalczyk, P. Smyrnelis: Gradient theory of domain walls in thin,
nematic liquid crystals films. Communications in Contemporary Mathematics, 22 No. 7
(2020) 1950063 (27 pages)
(S14) E. Calisto, M. G. Clerc, M. Kowalczyk, P. Smyrnelis: On the origin of the optical vortex
lattices in nematic liquid crystal light valve. Optics Letters 44, No. 12 (2019) 2947-2950
(S15) P. Smyrnelis: Connecting orbits in Hilbert spaces and applications to P.D.E. Comm. Pure
Appl. Anal. 19, No. 5 (May 2020) 2797-2818, doi: 10.3934/cpaa.2020122
(S16) P. Smyrnelis: Double layered solutions to the extended Fisher-Kolmogorov P.D.E. Non-
linear Differ. Equ. Appl., 28:48, 22 pages (2021)
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(S17) P. Smyrnelis: A comparison principle for vector valued minimizers of semilinear elliptic
energy, with application to dead cores. Indiana Univ. Math. J., Vol. 70, No. 5, 1745-1768
(2021)

(S18) J. Jendrej, P. Smyrnelis: Nondegeneracy of heteroclinic orbits for a class of potentials on
the plane. Applied Mathematics Letters, 124 (2022) 107681 https://doi.org/10.1016/j.aml.
2021.107681

Artykuly naukowe (S19)—(S20) ktére zostaly zawarte w pracy doktorskiej:

(S19) N. D. Alikakos, P. Smyrnelis: Existence of lattice solutions to semilinear elliptic systems
with periodic potential. FElectr. J. Diff. Equations 2012 No. 15 (2012) pp. 1-15

(S20) P. Smyrnelis: The harmonic map problem on the plane with mixed boundary conditions.
Proceedings of the American Mathematical Society 143 No. 3 (2015) pp. 1299-1313

Poniewaz (S8) i (S19) zostaly juz opisane w sekcji 4.5.1, oméwie pozostale prace.

5.1. Monografia: (S7-Book).

Ksigzka ta skupia sie na wektorowym uktadzie Allena-Cahna, ktéry modeluje wspoélistnienie
trzech lub wiecej faz i jest zwiazany z kompleksami Plateau — nieorientowalnymi obiektami o struk-
turze warstwowej. Minimalne rozwiagzania rownania wektorowego wykazuja analogiczna strukture
nieobecna w skalarnym réwnaniu Allena-Cahna (4.4), ktére modeluje wspolistnienie dwéch faz i jest
zwiazane z minimalnymi powierzchniami. Hipoteza De Giorgi z 1978 r. [15] dotyczaca problemu
skalarnego zostala rozstrzygnieta w serii artykuléw: Ghoussoub i Gui (2D) [21], Ambrosio i Cabré
(3D) [7] , Savin (az do 8D) [39] oraz del Pino, Kowalczyk i Wei (kontrprzyklad dla 9D i wyzszych
wymiaréw [17]). Ksiazka na rézne sposoby rozszerza oszacowania gestosci Caffarelliego-Cérdoby
[13], ktére odegraly giléwna role w dowodzie Savina. Wprowadza réwniez alternatywna metode
uzyskiwania oszacowan punktowych.

Kluczowe cechy i tematy tego samodzielnego, systematycznego wyktadu obejmuja:

e Badanie struktury rozwiagzan minimalnych w klasie ekwiwariantéw, (a) dla ogdlnych grup
punktowych i (b) dla ogélnych dyskretnych grup odbié¢, dowodzac w ten sposéb istnienie
nieznanych wczeéniej rozwiazan kratowych.

e Material wstepny rozpoczynajacy sie od tensora naprezenia-energii, za pomoca ktérego
rozwijane sg formuly monotonicznosci, tozsamoéci hamiltonowskie i Pohozajewa, w tym
samodzielny wyklad istnienia fal stojacych i biegnacych.

e Narzedzia pozwalajace na wyprowadzenie ogdlnych wiltasnosci punktéw minimalnych bez
jakichkolwiek zalozen symetrii, takich jak zasada maksimum czy gestos¢ i oszacowania
punktowe.

e Zastosowanie ogélnych narzedzi do rozwigzan ekwiwariantnych generujacych oszacowania
wykladnicze, twierdzenia o sztywnosci i wyniki stratyfikacji.

Warto wspomnieé, ze Chapter 7 opiera sie na (S4), a z kolei Chapter 2 wiele czerpie z (S1).
Fragmenty (S9) i (S10) zostaly réwniez wykorzystane w Chapter 3 i Chapter 4, odpowiednio.

5.2. Orbity laczace w przestrzeniach Hilberta i ich zastosowania w r.r.cz.: (S15)—(S16).
W (S15) pokazuje istnienie orbit heteroklinicznych dla potencjaléw pélcigglych z dolu zdefinio-
wanych w przestrzeniach Hilberta. Wynik ten jest udoskonaleniem moich poprzednich prac (S1)—
(S2), ale opiera si¢ na wprowadzonych tam technikach (por. w szczegélnosci Lemma 2.4 (S2)).
Opracowuje rowniez metode analizy funkcjonalnej, ktéra ma zastosowania w rozwigzywaniu pro-
bleméw r.r.cz. dotyczacych przejs¢ fazowych. Idea jest taka, aby spojrze¢ na rozwiazanie r.r.cz.
jako odwzorowanie przyjmujace wartoéci w przestrzeni funkcji i zredukowaé¢ poczatkowe r.r.cz. do
problemu r.r.z. (np. do heteroklinicznej orbity w przestrzeni Hilberta). Jako pierwsze zastosowa-
nie przedstawiam w bardziej ogdélnym ujeciu nowa konstrukcje heteroklinicznych warstw podwdéjnych
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(poczatkowo przedstawiona przez Schatzmana [11], por. (4.11)). Z kolei w (S16) stosuje poprzednia
metode do konstruowania warstwowych rozwigzan rozszerzonego r.r.cz. Fishera-Kolmogorowa.

(5.1) A%u(t,z) — BAu(t,z) + VW (u(t,z)) =0, u:R? > R™m >2, >0, (t,z) € R%

gdzie W € C%(R™,[0,00)) jest podwéjng studnia potencjatu. Wynik ten dostarcza pierwszych
przykladéw dwuwymiarowych rozwiazan minimalnych uktadu (4.7).

5.3. Niezdegenerowanie orbit heteroklinicznych: (S18).

W przypadku skalarnym niezdegenerowanie® orbit heteroklinicznych jest dobrze znana wlasnoécia,
powszechnie stosowang w problemach dotyczacych nieliniowych r.r.cz. eliptycznych, parabolicznych
lub hiperbolicznych. Z kolei Schatzman [11] udowodnil, ze w przypadku wektorowym zalozenie
to jest generyczne, w tym sensie, ze dla kazdego potencjalu W : R™ — [0,00), m > 2, istnieje
dowolnie mala perturbacja potencjatu W taka, ze dla nowego potencjatlu minimalne orbity hetero-
kliniczne sg niezdegenerowane. Jednakze, z tego co wiemy, nietrywialne, bezposrednie przyktady
takich potencjatéw nie sa znane. W tej pracy dowodzimy niezdegenerowania orbit heteroklinicznych
dla potencjatéw W : R? — [0, 00), ktére mozna zapisaé jako W (z) = |f(2)|?, gdzie f : C — C jest
funkcja holomorficzna. Dowdd tego wyniku opiera sie na metodzie analizy zespolonej wprowadzonej
przez Alikakosa, Betelu i Chena [3].

5.4. Oszacowanie gradientu dla wszystkich rozwigzan semiliniowego ukltadu eliptycz-
nego: (S9).
Ograniczone rozwiazania u € C2(R", R) skalarnego réwnania

(5.2) Au = W'(u), gdzie W € C*(R; [0, 00))
posiadaja oszacowanie na gradient
[Vul? < 2W (u),
ktére nazywane jest oszacowaniem Modiki [28]. Ta niezwykla wlasnosé, ktéra jest kluczowa dla

wszystkich rozwigzan, implikuje réwniez twierdzenie Liouville’a:
jesli W(u(zg)) = 0 zachodzi dla pewnego g € R", to rozwiazanie u jest stale.

W (S9) badam poprawnos$é¢ oszacowania Modiki dla rozwiazan ograniczonych u : R™ — R™ uktadu
Au = VW (u), gdzie W : R™ — [0,00). Konstrukcja nowego rodzaju orbity okresowej osiagajacej
minima potencjalu przy niezerowej predkosci zaprzecza twierdzeniu Liouville’a, a takze pokazuje,
ze zadne oszacowanie Modiki w ogdlnosci nie obowiazuje dla uktadu Au = VW (u) (por. Section 2
w (S9)). Jednak w kilku waznych szczegdlnych przypadkach podaje namiastke oszacowania Modiki.
Na przyklad, dla potencjatu Ginzburga-Landaua W (u) = (1 — |u|?)? udowadniam nieréwnosé

|Vu|? < 2¢/W (u)

zachodzaca dla wszystkich ograniczonych rozwiazan (4.9) (por. Theorem 3.5 z (S9)). Metoda
zastosowana w (S9) pochodzi z [12]. Opiera si¢ na wykorzystaniu tak zwanych P-funkcji (por.

[45])-

3por. definicja w sekcji 4.1.2
17



5.5. Zasady maksimum i poréwnawcza dla punktéw minimalnych semiliniowej eliptycz-
nej energii: (S10) i (S17).

W obu artykulach rozwazamy punkty minimalne funkcjonatu E(u) = [,,(5|Vul> + W (u)), gdzie
QCR ue HY(Q;R™) N L®(QR™) i W : R™ — [0, 00).

W (S17) przedstawiamy zasade poréwnawcza zapewniajaca ograniczenia z géry dla moduléw
tych punktéw minimalnych. Nasze zalozenia sa bardzo lagodne: zakladamy, ze potencjal jest pél-
ciagly z dotu i spelnia warunek monotonicznosci promieni emanujacych z jego globalnego minimum
a. W konsekwencji zadajemy warunek wystarczajacy na istnienie martwych obszaréw rdzenia, gdzie
punkt minimalny jest réwny a. Wyniki te rozszerzaja i dostarczaja wariacyjnych wersji kilku kla-
sycznych twierdzen dobrze znanych ze skalarnych semiliniowych eliptycznych rozwiazan r.r.cz. (por.
34, 35, 36]).

Z kolei, w (S10) uogélniamy zasade maksimum Alikakosa i Fusco [6] poprzez rozwazenie poten-
cjaléw zanikajacych na brzegu zbioru wypuktego K, poniewaz przypadek, w ktérym K pokrywa sie
z punktem zostal zbadany w [0].

5.6. Teoria oddzialywania Swiatla z materig w cieklych krysztatach: (S12)—(S14).

Ta seria prac jest kontynuacja (S3). W (S12) badamy jakosciowe wlasnosci globalnych punktéw
minimalnych energii Ginzburga-Landaua, ktére opisuja oddzialywanie Swiatla z materig w teorii
cieklych krysztaléw nematycznych. Model ten zalezy od dwdéch parametréw: e > 0, ktéry jest
maly i reprezentuje skale koherencji uktadu oraz a > 0, ktéry reprezentuje natezenie zastosowanego
Swiatla laserowego. W szczegdlnoéci interesuje nas zjawisko lamania symetrii, przy zmieniajacych
sie a i e. Pokazujemy, ze gdy a = 0, to globalny punkt minimalny jest radialnie symetryczny
i jednoznaczny, i jego symetria jest natychmiast tamana gdy a > 0, a nastepnie przywracana dla
wystarczajaco duzych wartosci a. f.amanie symetrii wiaze sie z obecnoscig nowego typu defektu
topologicznego, ktéry nazwaliSmy wirem cieniowym. Scenariusz tamania symetrii jest wyraznym
potwierdzeniem wynikéw eksperymentalnych i numerycznych uzyskanych wezeéniej w [3].

W (S13) opisujemy $ciany domeny pojawiajace sie w cienkiej, nematycznej prébcee cieklokrysta-
licznej poddanej dziataniu pola zewnetrznego o natezeniu zblizonym do progu przejscia Fréedericksza.
Wykorzystujac dostosowana do tej sytuacji gradientows teorie przejscia fazowego pokazujemy, ze
w zaleznoéci od parametréw uktadu $ciany domeny wystepuja w obszarze bistabilnym lub na granicy
obszaru bistabilnego i monostabilnego.

Wreszcie, w (S14) przy pomocy réwnania amplitudy opisujacego zawory optyczne w poblizu
przejécia Freédericksza, analitycznie charakteryzujemy tworzace przez nie wiry i kraty. Symulacje
numeryczne rownania amplitudy, rozwigzania analityczne i obserwacje eksperymentalne wykazuja
dobrg zgodnos¢.

5.7. Réwnania nadprzewodnictwa Ginzburga-Landaua: (S11).

Udowadniamy istnienie kratowych rozwigzan wirowych Abrikosowa réwnan nadprzewodnictwa
Ginzburga-Landaua, z wielokrotnymi kwantami strumienia magnetycznego na komérke podstawowa.
Naktadajac odpowiednia symetrie, konstruujemy galaz rozwiazania w otoczeniu galezi rozwigzan
trywialnych odpowiadajacych statemu polu magnetycznemu. Rozwiazania te sg jednoznaczne w kla-
sie symetrii. Ponownie przygladamy sie réwniez dowodom istnienia krat wirowych Abrikosowa,
usprawniajac niektore argumenty i dostarczajac pewnych istotnych szczegdtow, ktérych brakowato
we wezesniejszych dowodach dla pojedynczego kwantu strumienia magnetycznego na komérke pod-
stawowa (por. [47, 48]).

5.8. Odwzorowania harmoniczne: (S20).
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Mieszane warunki brzegowe pojawiaja sie w problemach dotyczacych symetrii, a takze sa spetnione
przez odwzorowania konforemne. Implikujg one w szczegdlnosci warunek:

%(aj)L%(x), Vo € 0Q, Vt € T,(09), nlT,(09), gdzie u: R" D Q — R™.

W (S20) udowadniam istnienie jednoznacznej funkcji harmonicznej spelniajacej mieszane wa-
runki brzegowe, gdy dziedzina i przeciwdziedzina sa dwoma wielokatami plaszczyzny o tej samej
liczbie bokéw. Odwzorowanie to przeksztatca wierzchotki S na wierzcholki ¥ i jest konforemne,
gdy S i3 sa tréjkatami. W przypadku wielokatéw ogdlnie, mozna je traktowaé jako odpowiednik
odwzorowania dostarczonego przez twierdzenie Riemanna o odwzorowaniu. Ponadto badam réwniez
mieszane warunki brzegowe w gladkich obszarach planarnych. W Theorem 6.2 z (S20) udowadniam
propagacje konforemnych warunkéw brzegowych:

(5.3)

Twierdzenie 5.1. Niech Q C R? bedzie gladkim obszarem Jordana i niech u : Q — R™ bedzie
odwzorowaniem harmonicznym spelniajecym (5.3). Wowczas u jest konforemne.

6. INFORMACJA O OSIAGNIECIACH DYDAKTYCZNYCH, ORGANIZACYJNYCH
ORAZ POPULARYZUJACYCH NAUKE LUB SZTUKE

6.0.1. Nauczanie.

e Baskijskie Centrum Matematyki Stosowanej (Hiszpania), Styczen 2020
Kurs doktorancki na temat modeli przej$é fazowych drugiego rzedu (z udzialem zaproszonych stu-
dentéw zagranicznych). Sredni poziom zadowolenia uczniéw: 9/10.

e Uniwersytet Chile, Zima 2017
Fourier Analysis (kurs licencjacki)

e Uniwersytet w Atenach (Grecja), Pazdziernik 2013-Czerwiec 2014
Nonlinear Analysis and Calculus of Variations (kurs podyplomowy), Methods of Applied Mathema-
tics (kurs podyplomowy) oraz Multivariable Calculus (kurs licencjacki).

e Instytut Technologiczny w Pireusie (Grecja), Pazdziernik 2008-Czerwiec 2011
Linear Algebra i Computational Mathematics (kursy licencjackie) na Wydziale Inzynierii Elektrycz-
nej.

e Filmy nagrane na zajecia online Uniwersytetu w Atenach (Multivariable Calculus):
dostepne pod linkiem http://delos.uoa.gr

6.0.2. Dzialalno$é organizacyjna.
e Wspdlorganizacja wraz z prof. Alikakosem warsztatéw ,Workshop on Reaction-Diffusion Sys-
tems with Gradient Structure”, ktére odbyly sie w Atenach (Grecja) w marcu 18-20, 2013.

6.0.3. Popularyzacja nauks.

e Artykul o tematyce ogdlnej:
P. Bates, G. Fusco, P. Smyrnelis: Multiphase stationary solutions to the vector Allen-Cahn equ-
ation. STAM Dynamical Systems Web Magazine, wydanie pazdziernikowe 2018

zostal opublikowany w celu udostepnienia (S4) szerszej publicznosci.

e Podobnie, referat konferencyjny
P. Smyrnelis: Phase transition and Ginzburg-Landau models occurring in the physics of liquid
crystals. Materiaty 16-stej ,,Panhellenic Conference on Analysis” 97-111, Redagujacy: M. Anoussis,
V. Felouzis, A. Tsolomitis, Uniwersytet Egejski, Samos, Grecja (2018)

zostal napisany w celu udostepnienia moich prac (S3), (S5), (S12) i (S13) szerszej publicznosci.
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