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1. Wstep

Geometria algebraiczna bada obiekty geometryczne zdefiniowane w algebraiczny sposéb. Ba-
zowym obiektem sg rozmaitoSci (ogélniej: schematy) afiniczne, opisane jako zbidr zer uktadu
roéwnan wielomianowych wielu zmiennych o wspétczynnikach w ciele k. Jezeli k = C jest cia-
tem liczb zespolonych, wtedy pomoca w rozumieniu rozmaitosci algebraicznych stuza anali-
za zespolona oraz topologia algebraiczna. Jednakze w omawianych badaniach skupimy si¢ na
ciatach innych niz C, takich jak ciata dodatniej charakterystyki czy ciata z norma niearchime-
desowa. Pewna uwage poswigcimy tez pierScieniom bazowym ktére nie zawieraja ciata (tzw.
przypadek mieszanej charakterystyki), takim jak pierscienie Z/p"Z dla r > 1 i liczby pierwszej
p, czy pierscien liczb p-adycznych

Z,=limZ/p"Z.
r

Szczegdblng rolg w moich badaniach pelnig algebraiczne zamienniki metod topologicznych
1 analitycznych. Topologia algebraiczna ma na celu badanie przestrzeni topologicznych (za-
zwyczaj z doktadnoScia do homotopii) poprzez przypisywanie im tatwiejszych do analizy nie-
zmiennikéw algebraicznych, takich jak grupa podstawowa, grupy homologii i kohomologii, czy
wyzsze grupy homotopii. Okazuje si¢, ze owe niezmienniki w przypadku zespolonej rozmaito-
Sci algebraicznej X (méwiac dokladniej, odpowiadajacej jej przestrzeni topologicznej Xiop) nie
tylko znajduja bezposrednie zastosowanie, ale tez maja one duzo wigcej bogatej struktury, ktéra
odzwierciedla algebraiczne wlasnosci X ktore zostaja zapomniane przy przejsciu do Xiop. Przy-
ktadem takiej struktury jest struktura Hodge’a na grupach kohomologii H* (X;op, C) [V0i02, §7],
ktéra zgodnie z hipoteza Hodge’a [Voil6] zawiera informacje o cyklach algebraicznych na X,
czyli o pewnych klasach réwnowaznosci algebraicznych podrozmaitosci X.

Nad og6lnym ciatem k, niemoznos¢ zastosowania metod topologii algebraicznej bezposred-
nio sktania nas do préb zdefiniowania grup kohomologii i pokrewnych im niezmiennikéw w al-
gebraiczny sposéb. Najstynniejsza tego typu konstrukcja sa kohomologie etalne i etalna grupa
podstawowa, zdefiniowane przez Artina i Grothendiecka [SGA03, SGA73] i uogdlnione do etal-
nego typu homotopii przez Artina i Mazura [AM69]. Kiedy grupa Galois ciala k jest duza (np.
ciata liczbowe), jej dziatanie na ¢-adycznych kohomologiach etalnych H, (X7, Q) jest arytme-
tycznym odpowiednikiem struktury Hodge’a. Zgodnie z hipoteza Tate’a [Tot17], owo dziatanie
jest zwiazane z cyklami algebraicznymi. Dodatkowo, rozmaitosci algebraiczne sa w ten sposéb
naturalnym Zrédtem reprezentacji Galois, grajacymi centralng rolg w programie Langlandsa.

Jezeli cialo k jest podcialem ciata liczb zespolonych C, wéwczas algebraicznie zdefiniowane
niezmienniki topologiczne zazwyczaj fatwo pordwnac z tymi otrzymanymi przez zastosowanie
topologii algebraicznej nad C. Dla przyktadu, dla rozmaitosci X nad k oraz wyboru zanurzenia
k < C istnieje naturalny izomorfizm

H (X5, Qp) = H'((Xc)tops Qr) (1.1)

pomigdzy kohomologiami ¢-adycznymi X a kohomologiami singularnymi (Xc )p. Pozwala to
na mieszanie metod arytmetycznych (reprezentacje Galois) z topologicznymi i analitycznymi



(teoria Hodge’a). Pewna przeszkoda jest jednak fakt, ze typ homotopii przestrzeni topologicz-
nej (X ®x C)op, Np. jego grupa podstawowa [Ser64] czy pierscien kohomologii singularnych
o wspétczynnikach wymiernych [Cha09], moze zalezeé¢ od wyboru zanurzenia k < C.

W przypadku gdy k£ ma charakterystyke p > 0, zanurzenie k w C nigdy nie istnieje. Jest
jednak cien szansy na uzycie metod analitycznych 1 topologicznych i w tym przypadku. Na
przyktad, gdy k = F, = Z/pZ, mozemy sprobowac podnies¢ dang rozmaito$¢ X nad k do cha-
rakterystyki zero, czyli znalez¢ rozmaito$¢ (schemat) X nad Z,, dla ktérego X ®k ~ X. Ponie-
waz Z, zanurza si¢ w C, mozemy zastosowac teori¢ Hodge’a i pokrewne techniki do X ®z, C.
Jakkolwiek jest to bardzo obiecujaca i istotnie owocna technika, istnieja dwie zasadnicze prze-
szkody w jej stosowaniu:

(a) podniesienie X moze nie istnie¢ (powiemy wtedy, ze X jest rozmaito$cia niepodnoszalna
do charakterystyki zero),

(b) podniesien X jest czgsto duzo i moze nie by¢ jasne, ktére z nich najlepiej odzwierciedla
interesujace nas wlasnosci X.

Problemy te sa $ciSle zwiazane z teorig deformacji rozmaitoSci algebraicznych w dodatniej cha-
rakterystyce. W szczegdlnym przypadku zwyczajnych rozmaitoSci abelowych, istotnym z punk-
tu widzenia arytmetyki, teoria Serre’a—Tate’a [Kat81] stanowi rozwigzanie problemu (b), ofe-
rujac kanoniczne podniesienia p-adyczne.

Geometria algebraiczna w dodatniej charakterystyce rdzni si¢ na kilka zasadniczych sposo-
bow od geometrii w charakterystyce zerowej. Po pierwsze, poniewaz nad cialem k charaktery-
styki p podnoszenie do p-tej potegi jest addytywne, tj. zachodzi wzor

(X+Y)P =XP+YP,

kazda rozmaito$¢ X nad k jest wyposazona w naturalny endomorfizm, tzw. morfizm Frobeniusa
Fx: X — X. W wielu sensach wynagradza on nam brak dostgpu do metod analitycznych nad
k; w rzeczywistoSci, wiele fundamentalnych rezultatow w geometrii algebraicznej, takich jak
kluczowe z punktu widzenia geometrii biwymiernej twierdzenie Kodairy o znikaniu, tradycyj-
nie dowodzonych za pomocg analizy zespolonej, mozna tez (duzo tatwiej) udowodni¢ za po-
moca redukcji do dodatniej charakterystyki 1 morfizmu Frobeniusa [DI87]. Niestety, morfizm
Frobeniusa bardzo rzadko podnosi si¢ do charakterystyki zerowej, gdzie w ogdle wigkszos$¢
rozmaitosci nie posiada nietrywialnych endomorfizmoéw.

Druga zasadnicza r6znica dotyczy typéw homotopii, a szczegd6lnie etalnej grupy podstawo-
wej, 1 ma zwiazek ze zjawiskiem dzikiego rozgatezienia (ramifikacji). Dla przyktadu, odwzoro-
wanie Artina—Schreiera

f@)=z2—2": Ay — A}

jest p-krotnym nakryciem etalnym prostej afiniczne;j A,ﬁ nia sama. (Istotnie, ten morfizm jest
etalny poniewaz f'(z) = 1 — pzP~! = 1.) Zatem prosta afiniczna nie jest jednospéjna; w istocie,
hipoteza Abhyankara udowodniona przez Raynauda [Ray94] stanowi, ze w pewnym precyzyj-
nym sensie prawie kazda grupa skoriczona jest ilorazem etalnej grupy podstawowej A,lc. Jednak
wszystkie nakrycia prostej sa dziko rozgatgzione nad punktem w nieskoniczonos$ci. Problemy

5



z dzikim rozgal¢zieniem stoja na przeszkodzie w zrozumieniu etalnych typéw homotopii w do-
datniej i mieszanej charakterystyce.

Préby zrozumienia réznicy pomigdzy charakterystyka p a charakterystyka zero oraz zwia-
zana z nig potrzeba geometrii analitycznej majacej blizszy zwiazek z algebra poskutkowaty buj-
nym rozwojem geometrii niearchimedesowej w ostatnich latach. Geometria niearchimedesowa
jest odpowiednikiem zespolonej geometrii analitycznej nad cialami zupelnymi wzgledem nor-
my niearchimedesowe;j, takimi jak ciato liczb p-adycznych Q) czy ciato zespolonych szeregéw
formalnych Laurenta C((¢)). Konstrukcja i badanie kohomologii etalnych rozmaitosci niearchi-
medesowych ma zasadnicze znaczenie dla programu Langlandsa [Dri74, Dri76, SS91, Car90].
Istnieje tez bardzo wazny p-adyczny wariant teorii Hodge’a, rozszerzonej na przypadek do-
wolnych rozmaitoSci niearchimedesowych w [Sch13]. W pewnym sensie, niearchimedesowa
geometria p-adyczna stoi w p6t drogi pomigdzy geometriag w charakterystyce zero a geometrig
w dodatniej charakterystyce [Sch18]. Z innej strony, badanie rozmaito$ci niearchimedesowych
nad ciatem C((¢)) pozwala na ciekawy wglad w zjawisko degeneracji zespolonych rozmaitosci
algebraicznych.

W pracach sktadajacych si¢ na osiagnigcie habilitacyjne z jednej strony badam i konstruuje
typy homotopii rozmaitosci algebraicznych i pokrewnych im analitycznych rozmaitosci niear-
chimedesowych, z drugiej za$ staram si¢ zrozumie¢ réznicg pomigdzy geometrig algebraiczng
w dodatniej charakterystyce i w charakterystyce zerowej poprzez badanie podniesiefi rozmaito-
Sci algebraicznych w strong charakterystyki zero, jak tez podniesien ich morfizmu Frobeniusa.
I tak:

* W pracy [Habl] (wspdlnej z M. Zdanowiczem) stosujemy technike ,,spychania podnie-
sief” w teorii deformacji w celu skonstruowania dosc elementarnych i minimalnych przy-
ktadéw rozmaitosci w dodatniej charakterystyce ktére nie podnosza si¢ do charakterysty-
ki zero.

* W pracy [Hab2] (réwniez wspdlnej z M. Zdanowiczem) konstruujemy warianty teorii
Serre’a—Tate’a dla rozmaitosci Calabiego—Yau w charakterystyce p, pokazujac, ze czg-
stokro¢ takie rozmaito$ci maja preferowane (kanoniczne) podniesienia do charakterystyki
zero lub modulo p?.

* W pracy [Hab3] (z J. Witaszkiem 1 M. Zdanowiczem) stawiamy hipotez¢ charakteryzu-
jaca rozmaitosci w charakterystyce p, ktére podnosza sie modulo p? wraz z morfizmem
Frobeniusa, i potwierdzamy ja w szczeg6lnych przypadkach rozmaitosci log Calabiego—
Yau oraz rozmaitoSci jednorodnych.

* W pracy [Hab4] pokazuje, ze kazda rozmaitos¢ afiniczna w dodatniej charakterystyce jest
przestrzenia K(m, 1) w topologii etalnej (tj. ma zerowe etalne wyzsze grupy homotopii),
co jest pierwszym wynikiem na temat typéw homotopii rozmaitosci afinicznych wymiaru
> 1 w dodatniej charakterystyce. Podobnie, kazda afinoidalna rozmaito$¢ niearchimede-
sowa w dodatniej lub mieszanej charakterystyce jest przestrzenia K(r, 1).



* W pracy [Hab5] (wspdlnej z M. Talpo) za pomoca geometrii logarytmicznej konstruuje-
my typ homotopii W(X) rozmaitosSci algebraicznej lub niearchimedesowej X nad ciatem
C((1)), tzw. typ homotopii Bettiego, o podobnych wtasnosciach do typu homotopii Xiop W
przypadku ciata liczb zespolonych. Szereg pomocniczych twierdzen pozwala poréwnac
typ homotopii W(X) z innymi konstrukcjami, np. z etalnym typem homotopii.

Po rozdziale zawierajacym oméwienie poje€ i technik z geometrii w charakterystyce p oraz
teorii deformacji (§2) oméwimy w kolejnych rozdziatach (§3-7) prace [Hab1]-[Hab5].

2. Omowienie pojeé

W tym rozdziale oméwimy niektdre potrzebne pojecia i wyniki dotyczace geometrii algebraicz-
nej w dodatniej i mieszanej charakterystyce: morfizm Frobeniusa i jego podniesienia, kohomo-
logie de Rhama, kohomologie krystaliczne i F'-krysztaty. Oméwimy tez niektdre aspekty teorii
deformacji, w szczegdlnosci twierdzenie Deligne’a—Illusiego o kompleksie de Rhama rozma-
itosci podnoszalnej modulo p?. Czytelnik mniej wiecej zaznajomiony z tym materialem moze
opuscic ten rozdzial, wracajac do niego w razie potrzeby.

2.1. Morfizm Frobeniusa

2.1.1. Absolutny i relatywny morfizm Frobeniusa. Niech p bedzie liczba pierwsza. Ponie-
waz wspolczynniki dwumianowe () sa podzielne przez p dla 0 < i < p, wzér Newtona

P
(x+y)P =), (l-))xiy”i
i=0 \'!

pokazuje, ze jezeli R jest F-algebra, wowczas odwzorowanie Fg: R — R zdefiniowane przez
Fr(x) = xP jest homomorfizmem pierscieni. Endomorfizm Fg nazywamy morfizmem Frobe-
niusa pierscienia R. Indukuje on identycznos¢ na spektrum Spec(R). PierScien R nazywamy
doskonatym jezeli morfizm Frobeniusa Fy jest izomorfizmem.

Podobnie, jezeli X jest schematem nad F;,, wowczas morfizm schematéw Fy : X — X zde-
finiowany jako

(id: |X| — |X]|,f— fP: Ox — Ox)

nazywamy (absolutnym) morfizmem Frobeniusa schematu X. Jezeli X = Spec(R) dla algebry
R nad F, to Fx jest morfizmem schematoéw indukowanym przez Fg. Dla dowolnego morfizmu

f:Y — X kwadrat
Fy

_

~

Y 2.1)
|
— X

Fx

&N
-~

e

jest przemienny.
Niech f: X — S bedzie morfizmem F -schematéw. Wéwczas przez X’ oznaczamy cofnigcie
(pull-back) schematu X wzdtuz absolutnego Frobeniusa Fg: S — S. Wéwczas z przemiennosci



(2.1) dla f mamy nastepujacy diagram przemienny

(2.2)

Morfizm Fy,g: X — X " nazywamy relatywnym morfizmem Frobeniusa X /S. Wszystkie pozio-
me strzatki w powyzszym diagramie sa homeomorfizmami.

Jezeli S = Spec(k) dla ciata doskonatego k, wowczas Fs jest izomorfizmem. Zatem i mor-
fizm Wy /¢ w diagramie (2.2) jest izomorfizmem, czyli schematy X "1 X sa izomorficzne. Nato-
miast nie musza by¢ one izomorficznymi k-schematami.

2.1.2. Podniesienia Frobeniusa. Niech R bedzie pierScieniem takim, ze p nalezy do rady-
katu Jacobsona R (np. R jest p-adycznie zupelny). Wéwczas podniesieniem Frobeniusa na R
nazywamy dowolny endomorfizm F: R — R dla ktérego kwadrat

R——>R/pR

IFL lFR/pR

R——~R/pR

jest przemienny. Innymi stowami, F(x) € x” + pR dla dowolnego x € R.

2.1.3. Wektory Witta. Niech R bedzie doskonalg F-algebra. Wowczas istnieje (zob. [Ser79,
Ch. II, §6]) jedyna z doktadnoscia do jedynego izomorfizmu p-adycznie zupetna Z,-algebra
W (R) bez p-torsji wraz z izomorfizmem

W(R)/pW(R) = R.

Pierscien W (R) nazywamy pierscieniem wektoréw Witta pierscienia R. Dla n > 1, jego ilorazy
W,(R) = W(R)/p"W (R) nazywamy pierscieniami wektorow Witta dtugosci n. Dla przyktadu,
W(F,) =1Z, oraz W,(Fp) = Z/p"Z. Jezeli k jest ciatem doskonatym, wowczas W (k) jest zu-
pelnym pierScieniem dyskretnej waluacji z parametrem lokalnym p i cialem rezidualnym k. Z
funktorialnosci, pierscienie W (R) oraz W,(R) sa wyposazone w kanoniczne podniesienie Fro-
beniusa, oznaczane przez F.

Konstrukcje R — W (R) oraz R — W, (R) rozszerzaja si¢ do funktoréw z kategorii pierscieni
do kategorii pierscieni, cho¢ w tej ogélnosci wtasnos¢ uniwersalna W (R) jest trudniejsza do
opisania. Istnieja funktorialne bijekcje W(R) ~ [, R oraz W,(R) =~ H?;()l R, a naturalne rzu-
towanie W (R) — W, (R) jest utozsamione z rzutowaniem [;°, R na pierwsze n wspétrzednych.
Jezeli R jest F,-algebra, wowczas morfizm

(fosfi,-) = (.01



indukuje kanoniczne podniesienie Frobeniusa na W (R). Operacje dodawania i mnozenia na
W(R) sa opisane pewnymi uniwersalnymi wielomianami od wspétrzgdnych. Dla wektor6w
Witta dlugosci dwa W (R) gdzie R jest F ,-algebra, wzory te maja postac

(fo, /1) + (g0,&1) = (fo+go, f1+&1 —P(fo, f1))
(fO?fl) ’ (g(),gl) = (f0g07f(§7g1 +ggfl)7

gdzie P(X,Y) = (X +Y)? —XP —YP)/p € Z|X,Y].

2.2. Kohomologie de Rhama

2.2.1. Definicja kohomologii de Rhama. Niech f: X — § bedzie gtadkim morfizmem sche-
matéw i niech Qf, . = A'Q} .. Wéwczas istnieje doktadnie jeden system f~!(Og)-liniowych

X/S X /S
odwzorowan d : Q% /s — Q;r/]s (i > 0), takich ze d: Ox — Q}l( /s jest uniwersalnym rézniczko-

waniem, tworzacych kompleks (4% = 0) i spetniajacych regute Leibniza

d(xAy) = (dx) Ny+(—1)PxAdy

p

X /s Oraz y € Q? [Gro67,16.6.2]. Kompleks

dla przekrojow lokalnych x € Q X/s

. d d

nazywamy kompleksem de Rhama X /S. Jego wyzsze obrazy proste
RfQy)5, 120

nazywamy (algebraicznymi) kohomologiami de Rhama X /.

Jezeli X — S jest morfizmem kwazi-zwartym i kwazi-separowalnym, wéwczas R’ f, Q5 E:!
kwazi-koherentnymi Og-modutami. Jezeli S = Spec(R) jest afiniczny, wéwczas modutly hiper-
kohomologii

Hig(X/S)=H'(X,Q%5), 20

sa R-modutami odpowiadajacymi R’ 1:Q5 /s tj. T(S,R! 1% /S) ~ H(X,Q%,.). W tym przy-

: X/S
padku Hj, (X /S) réwniez nazywamy kohomologiami de Rhama X /S.

2.2.2. Dwa ciagi spektralne. Jak w przypadku dowolnego kompleksu, kompleks de Rhama
posiada rosnaca filtracje kanoniczng

Ty Qs = |Ox = Qs = > Qg = 2705 s 0|

gdzie ZPQ5 /5= ker(d: Q§ /s QfJSI ), oraz malejaca filtracje przez naiwne obcigcia (filtration
béte)

> +1
Qx/gz [O—)---—>O—>Q§/S—>Q§/S—>---].



Indukuja one dwa ciagi spektralne zbiegajace do kohomologii de Rhama, ktére dla uproszczenia
notacji zaprezentujemy dla S afinicznego. Odpowiednio, sa to sprzezony ciqg spektralny

E}'=HP (X, HI(Qy/5) = Hip'(X/S) (2.3)

gdzie H9(Q5 /s) = (29Q% /S) / dQ;ZSI jest g-tym snopem kohomologii kompleksu de Rhama;
oraz ciqg spektralny Hodge’a—de Rhama

EP = H(X,QF

Vi) = HR'(X/S). (2.4)

Grupy HY(X, Qf( / ) nazywamy grupami kohomologii Hodge’a X /S.
Dwa ciagi spektralne (2.3) oraz (2.4) indukuja dwie filtracje na kohomologiach de Rhama,
rosnaca filtracje sprzezonq

Fil; Hgg (X /S) = im(H" (X, TSiQ).(/S> — H"(X, 'Q‘).(/S))
oraz malejaca filtracje Hodge’a

Fil' Hy (X /S) = im(H"(X,Q;i’g) — H”(X,Q;(/S)).
2.2.3. Sprzezony ciag spektralny w charakterystyce p. Snopy kohomologii }9(QS / g) Wy-
stepujace w sprzgzonym ciggu spektralnym sa trudne do opisania w ogélnosci. Natomiast w szcze-
g6lnym przypadku gdy S jest F,-schematem maja one zaskakujacg postac dzigki tzw. izomorfi-
zmowi Cartiera. Zanim go sformutujemy zauwazmy, ze ze wzoru

d(F(x)) =dff =pff~'df =0

X /s
X — § wzdhuz Fy jak w §2.1. Identyfikujemy tutaj Q% /s Z jego pchnigciem Fy /g . Q5 /s (co mo-

wynika, ze rozniczki w kompleksie de Rhama Q% . sa Oy/-liniowe, gdzie X’ jest cofnigciem

zemy zrobi¢ gdyz Fy g jest homeomorfizmem). Zatem kompleks Fy /g, Q5% /s jest kompleksem
w kategorii snopéw koherentnych na X', w szczegélnosci ' (Fy /5,+82% /S) jest snopem kohe-
rentnym na X’ dla i > 0.

Twierdzenie 2.1 (Cartier, [Kat70, Theorem 7.2]). Istnieje doktadnie jeden izomorfizm kohe-
rentnych Ox-algebr 7 gradacjq

Cil : @QS(’/S % @}Ci(Fx/&*Q;(/S)

i>0 i>0
taki, Ze dla dowolnego lokalnego cigcia f € Ox zachodzi wzor
C ' (aWy5(f)) = Kasa fP7ldf w I (Fys,. Q% s)-
W zwiazku z powyzszym, sprzgzony ciag spektralny (2.3) przyjmuje postaé
EY =H'(X',Q], ) = HA(X/S) (2.5)
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Wyjasnia to okreSlenie ,,sprzezony” — ignorujac zamiang X’ na X, druga strona ciagu sprze-
zonego wyglada jak transpozycja pierwszej strony ciagu Hodge’a—de Rhama, co przypomina
zalezno$¢ znang z teorii Hodge’a

HI(X, Q) = Hi(X,Q})
gdzie X jest rozmaitoS$ciag Kdhlera a sprzgzenie jest brane wewnatrz

H'X,R)oC= P H(X,Q}). (2.6)
i+j=n

2.2.4. Degeneracja ciagéw spektralnych. Z istnienia rozktadu Hodge’a (2.6) mozna rowniez
wywnioskowac, ze jezeli S jest Q-schematem, wéwczas ciag spektralny Hodge’a—de Rhama
(2.4) sig¢ degeneruje (na pierwszej stronie), czyli wszystkie jego rézniczki, poczynajac od pierw-
szej strony, sa zerowe. Nie jest to zawsze prawda w charakterystyce p > 0, 1 szukanie kryteriow
na degeneracje¢ ciagu Hodge’a—de Rhama jest waznym problemem w geometrii algebraiczne;.

Zalezno$¢ pomigdzy dwoma ciaggami spektralnymi w charakterystyce p ma nastgpujace za-
stosowanie: jezeli X jest schematem gtadkim wtasciwym nad S = Spec(k), wéwczas ciag (2.4)
si¢ degeneruje (na stronie pierwszej) wtedy 1 tylko wtedy, gdy degeneruje si¢ ciag (2.5)=(2.3)
(na stronie drugiej). Istotnie, oba warunki sa rOwnowazne tej samej rownosci

Y dimHj(X/S)= Y Y dimH'(X,Q) ).
n=0 n>0i+j=n
Jest to istotne poniewaz degeneracja sprzgzonego ciagu spektralnego okazuje si¢ by¢ latwiej-

sza do sprawdzenia. Jest to szczegdlnie widoczne w przypadku wynikéw Deligne’a i Illusiego
opisanych w podrozdziale §2.6.

2.3. Kohomologie krystaliczne

Niech X begdzie gltadkim i wiasciwym schematem nad ciatem doskonalym k charakterystyki
p > 01iniech W = W (k). Wéwczas Berthelot [Ber74, BO78] skonstruowat grupy kohomologii
krystalicznych

ngis(X/W)7 n=>0
Sa one grupami kohomologii funktorialnego kompleksu krystalicznego R q;is(X /W), obiektu
kategorii pochodnej W.

Kohomologie krystaliczne maja nastgpujace wtasnosci:

o H"

" (X/W) jest skoriczenie generowanym modutem nad W, zerowym dla n > 2dimX,

e [stnieje kanoniczny izomorfizm w kategorii pochodne;j
RT eris (X /W) @Y k ~ RTqr (X /K) := RT(X, Q5 /,)-
Biorac kohomologie, dostajemy krotkie ciagi doktadne
0 — Torl (H™ (X /W), k) — Hip (X /k) — H. (X /W) @w k — 0.

cris cris
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24.

W szczegdblnosci, jezeli H, c?ri+sl (X /W) jest beztorsyjnym W-modutem, wéwczas

Heyis(X /W) @w k = Hag (X /k).
Jezeli X jest podniesieniem X nad W,,(k), wowczas istnieje kanoniczny izomorfizm w ka-

tegorii pochodne;]
RT ¢ (X/W) ®% Wa (k> ~ RI'4r (X/Wn (k))

W szczegblnosci, dowolne dwa podniesienia Xo, X; nad W, (k) maja kanonicznie izomor-
ficzne kohomologie de Rhama:

RT 4g (Xo/Wa(k)) ~ RU g (X1 /W (k).

Poniewaz kompleks RI .;is(X /W) jest funktorialny, jest on wyposazone w morfizm Fro-
beniusa, zwany Frobeniusem krystalicznym

@: F*RUeris(X /W) = R eris (X /W)

gdzie F = W(F): W — W jest Frobeniusem na wektorach Witta. Indukowane odwzoro-
wanie na kohomologiach

@ FHG (X /W) = Hio (X /W)
ma torsyjne jadro i kojadro.
H}, (X/W) = @,>0HL, (X /W) jest algebra z gradacja, a morfizm ¢ jest homomorfi-
zmem algebr.

F-krysztaly

Niech k bedzie cialem doskonatym charakterystyki p > 0. Oznaczmy przez W = W (k) pierSciefi
wektorow Witta ciata k, 1 przez F: W — W kanoniczne (jedyne) podniesienie Frobeniusa. Dla

dowolnego W-modutu M, oznaczamy przez F*M iloczyn tensorowy W @w M gdzie niejawne
odwzorowanie W — W to F. Zatem zadanie W-liniowego morfizmu

Q: F"M — N

jest rownowazne zadaniu F'-liniowego morfizmu

0 M —N,

czyli addytywnego odzworowania speniajacego ¢ (xm) = F(x)@*(m) dlax € W im € M.
Morfizm ¢ jest szczegélnie przydatny jezeli M = N, poniewaz wtedy mozemy go iterowag.

Definicja 2.2. Przez F-krysztat nad k rozumiemy wolny W-modul skoficzonej rangi H wypo-
sazony w injektywne odzwzorowanie W-modutéw

©: F"H—H.
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2.4.1. Filtracja Hodge’a i filtracja sprzezona. Dla F-krysztalu H oznaczamy przez Hy jego
redukcje modulo p, czyli przestrzen liniowa H ®w k wraz z Frobenius-liniowym odwzorowa-
niem indukowanym przez ¢. Struktura F-krysztatu na H indukuje dwie filtracje na Hy:

Fil' Hy = {x : 3y € H podnoszacy x t.ze ¢*(y) € p'H}, (filtracja Hodge’a)

Fil; Hy = {x : 3y € H podnoszacy x t.ze p'y € (F*H)} (filtracja sprzgzona).
llorazy tych filtracji oznaczamy przez

g Fil' H, gy — FiliHo
S T i g, B0 T il Hy
Odwzorowanie ¢ indukuje izomorfizmy
¢i=p 'p: F*(gr' Ho) = grHy. (2.7)
Wymiary ilorazéw filtracji Hodge’a i sprz¢zonej nazywamy liczbami Hodge’a F-krysztatu H:
W' = dimy gr' Hy = dimy gr; Hy.

Réwnowaznie, liczby Hodge’a H mozna odczyta¢ patrzac na kojadro ¢:

H/im(p) ~ PW /p'W)".

i>1
2.4.2. Wielokat Hodge’a. Wielokqtem Hodge’a F-krysztatu H nazywamy tamana w R? be-
daca wykresem jedynej funkcji kawatkami liniowe]
h: [0,7kH] — R
spetniajacej 7(0) = 0 i liniowej na przedziale [A° ... +h~! h% + ... 4 hi] z nachyleniem réw-

nym i dla kazdego 0 <i <r.

2.4.3. Nachylenia i wielokat Newtona. Jezeli cialo & jest algebraicznie domknigte, wéwczas
na mocy twierdzenia Dieudonné—Manina kategoria F-krysztatoéw nad k jest potprosta. Jej obiek-
ty proste sg opisane nastgpujaco: dla nieujemnej liczby wymiernej A =a/bza >0, b > 0,
(a,b) = 1 niech

E(A) =17, X1/ (X% - p%) ®z, W, ¢ = (mnozenie przez X) @ F.
Moéwiac inaczej, E(A) ma baze (e, ..., e,_) na ktérej ¢ dziata jak ponizej:
i1 jeslii<b—1,
<Pad(€i):{ W
pley jeslii=b—1.

Niech H begdzie F-krysztalem nad k, 1 niech k bedzie algebraicznym domknigciem k. Wow-
czas na mocy powyzszego akapitu mamy rozktad

HowWE) ~EA)® - BEXR,), M<..<A
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dla pewnego jednoznacznie wyznaczonego niemalejacego ciggu nieujemnych liczb wymier-
nych Ai,...,A,. Liczby te nazywamy nachyleniami Newtona F-krysztatu H.
Wielokqtem Newtona F-krysztaln H nazywamy lamana w R? bedaca wykresem jedynej
funkcji kawatkami liniowe;j
A:[0,rkH] — R

spetniajacej A(0) = 0 i liniowej z nachyleniem réwnym A; na kazdym przedziale [i — 1,i] dla
1<i<rkH.

Definicja 2.3. F-krysztal H nad k nazywamy jednostkowym (ang. unit root) jezeli wszystkie
jego nachylenia Newtona sg rowne zeru.

Roéwnowaznie, H jest jedostkowy wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje baza ey, ..., e, modulu H
dla ktérej ¢(e;) = ;. Uzywamy nastepujacej notacji (tzw. Tate twist): dla F-krysztatu (H, @)
i liczby catkowitej i > 0, przez H(—i) oznaczamy F-krysztal (H, p'@).

2.4.4. Twierdzenie Mazura. Twierdzenie Mazura [Maz73] pokazuje fundamentalng zalez-
nos$¢ pomigdzy wielokatami Newtona i Hodge’a.

Twierdzenie 2.4 ([Kat79, Theorem 1.4.1]). Niech H bedzie F-krysztatem nad k. Wowczas wie-
lokqt Newtona lezy powyZej wielokqta Hodge’a, tj.

A(x) > h(x) dla x € [0,rk H].
Ponadto, wielokaqty te majq wspélne korice, tj.
A(0) =h(0) =0, A(tkH) = h(rkH) = length(H / im(¢)).
2.4.5. Zwyczajnos¢. Najprostsze do badania, oraz istotne z punktu widzenia teorii Serre’a—
Tate’a oméwionej w §4, sa F-krysztaty zwyczajne.

Definicja 2.5. F-krysztal H nad k nazywamy zwyczajnym jezeli jego wielokaty Newtona i Hod-
ge’a sg sobie réwne:
A(x) = h(x) dla x € [0,rk H].

Istnieje wiele rownowaznych charakteryzacji zwyczajno$ci. Wymienmy kilka z nich:
Stwierdzenie 2.6. Niech H bedzie F-krysztatem nad k. Nastepujqce warunki sq rownowazne:
(a) H jest zwyczajny w mysl Definicji 2.5;
(b) wszystkie nachylenia Newtona A, ..., A, sq liczbami catkowitymi;

(c) istniejq F-krysztaty jednostkowe U; (i > 0) oraz rozktad

H ~ PUi(—i).

i>0
(d) filtracje Fil® Hy oraz File Hy sq przeciwstawne, tj.

Hy = (Fil;Hy) ® (Fil' "' Hy)  dlai> 0.
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2.4.6. Kohomologie krystaliczne jako F-krysztaly. Podobnie do pojgcia struktury Hodge’a,
czyli abstrakcyjnego obiektu z algebry liniowej opisujacego strukturg kohomologii rozmaitosci
Kéhlera, pojecie F-krysztalu ma na celu sformalizowanie struktury na kohomologiach krysta-
licznych. Do tej zaleznoSci potrzebne sa jednak pewne techniczne zatozenia:

Twierdzenie 2.7 ([BO78, §8]). Niech X bedzie gtadkim i wtasciwym schematem nad ciatem
doskonatym k charakterystyki p > 0. Zatozmy, ze zachodzq nastepujqce warunki:

1. grupy kohomologii krystalicznych H". (X /W) sq beztorsyjnymi W -modutami dla n > 0,

CI'IS (

2. ciqg spektralny Hodge’a—de Rhama (2.4) si¢ degeneruje.

Wowczas H = H"

cris A
nadrto, filtracje sprzezona Fil; Hy oraz Hodge’a Fil' Hy zdefiniowane powyZej sq rowne filtracjom

sprzezonej Fil; H, (X /k) oraz Hodge’a Fil' H, (X /k) zdefiniowanym w §2.2.

(X /W) wyposazone w krystalicznego Frobeniusa @ jest F-krysztatem. Po-

Wspomniany zwiazek pomiedzy filtracja Hodge’a X /k oraz filtracja Hodge’a F-krysztatu

H}. (X /W) nosi nazwe twierdzenia Mazura—Ogusa.

2.5. Teoria deformacji

Oméwimy teraz podstawowe pojecia z teorii deformacji, takich jak klasy przeszkdéd deforma-
cyjnych, skupiajac si¢ na deformacjach schematéw gtadkich. Szczegéty mozna znaleZé w stan-
dardowych zrédtach, np. [11105, 11171].

2.5.1. Funktory pierscieni artinowskich. Niech k bedzie ciatem i niech W bgdzie noetherow-
skim lokalnym pierscieniem zupelnym z ciatem rezidualnym k. W zastosowaniach istotne beda
dwa przypadki: W = k oraz W = W (k) gdy k jest ciatem doskonatym charakterystyki dodat-
niej. Przez Art{}, oznaczamy kategori¢ artinowskich W-algebr lokalnych z ciatem rezidualnym
k. Zatem k jest obiektem koncowym kategorii Art{},. W teorii deformacji badamy funktory

F: Artf, — Set (2.8)

spetniajace warunek F (k) = {*}, tj. F (k) jest zbiorem jednoelementowym. Przestrzeri styczna
funktora F to F (k[e]/(€?)).
Powiemy, ze lokalna W-algebra R jest formalnie skoriczonego typu jezeli istnieje surjekcja

Wxi,...,xr] — R

n+1

dla pewnego r > 0. Wéwczas dla dowolnego n > 0, iloraz R/m}"" jest obiektem ArtW oraz

R—>LR/ mptl

Algebra R definiuje funktor (formalne spektrum)

Spf(R) = Hom(R, —): Artf, — Set,  Spf(R)(A) = @Hommtk (R/mi A).
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Funktor (2.8) nazwiemy pro-reprezentowalnym jezeli istnieje izomorfizm funktoréw
F ~ Spf(R)

dla pewnej lokalnej W-algebry R formalnie skonczonego typu. Przestrzen styczna takiego funk-
tora jest izomorficzna z

Hom(R,k[€]/(€?)) ~ Dery(R,k) ~ Homy(mg/ma, k),

co ttumaczy terminologi¢ ,,przestrzen styczna”. Kryteria Schlessingera [Sch68] daja warunki
konieczne i dostateczne dla pro-reprezentowalnosci.

2.5.2. Deformacje schematéow. Niech X bedzie schematem nad k i niech A begdzie obiektem
kategorii Art{ﬁv. Przez deformacje Xy nad A rozumiemy ptaski schemat X nad A wraz z izomorfi-
zmem 1: Xy — X ®4 k. Deformacje Xy nad A tworza kategorie Defy, /w (A), w ktérej morfizmy
(X,1) — (X,1') to morfizmy f: X — X' nad Spec(A) takie, ze trojkat

X ®ak

1

X()/ lf
\,
¢ ®Ak

jest przemienny. Morfizm f jest wtedy automatycznie izomorfizmem; kategoria Defy (A)

jest zatem grupoidem. Morfizm A — A’ w kategorii Art{}, indukuje funktor
Dety, /y (4) — Defy y (A"), X X@aA

Oznaczmy przez Defy, y (A) zbidr klas izomorfizmu obiektow kategorii Defy ,y (A). Do-
stajemy w ten sposob funktor
Defy, w: Arty, —» Set

ktory nazywamy funktorem deformacji Xo nad W. Funktor ten nie zawsze jest pro-reprezentowa-
Iny. Wiadomo, ze jest on pro-reprezentowalny w wielu istotnych z naszego punktu widzenia
sytuacjach.

2.5.3. Deformacje schematéw gladkich. Niech X, bedzie schematem gtadkim nad k i niech
B — A begdzie surjekcja w kategorii Art"ﬁv ktoérej jadro I ma kwadrat zero:

A~B/I, I>=0.

W szczegdlnosci ideal I mozemy traktowaé jako A-modul. Niech X bedzie deformacja Xy nad
A. Szukamy deformacji X nad B takiej, ze X®4B~X (nazwijmy ja krétko deformacja X nad
B). Informacji na ten temat dostarcza teoria przeszkdd deformacyjnych.

Rozwazmy stég D na |X| = |Xp| przyplsUJacy otwartemu podzb10row1 UCX kategon@
wszystkich deformacji U nad B. Jezeli U jest obiektem D a f: U—U jest automorfizmem U,
wowcezas f—id: Oy — O znika modulo /, zatem faktoryzuje si¢ przez morfizm snopéw na U

0: Oy — Oy I.

16



Morfizm & jest A-liniowym rézniczkowaniem. Konstrukcja ta zadaje izomorfizm snopéw
Aut(U) = Der, (0x,0x @ 1)y

Jednoczesnie, kazdy punkt X ma otoczenie otwarte U wyposazone w etalny morfizm U — A’j.
Poniewaz morfizmy etalne deformuja si¢ jednoznacznie wzdtuz kazdego nilpotentnego pogru-
bienia przeciwdziedziny, dla U jak wyzej bedzie istniala deformacja U, i kazde dwie takie
deformacje bgda izomorficzne. Zatem snop groupoidéw D jest stogiem ktéry ma obiekty lokal-
nie, w ktérym kazde dwa obiekty sa lokalnie izomorficzne, i w ktérym automorfizmy dowol-
nego obiektu sa utozsamione ze snopem rézniczkowan Tx /4 ® 1 = Dery(Ox,0x ®I). Innymi
stowy, D to Ty /4 ® I-gerbe na X. Z ogdlnej teorii gerbéw [Gir71] wynika wtedy nastepujace
twierdzenie:

Twierdzenie 2.8. W powyzszej sytuacji, istnieje klasa przeszkody deformacyjnej
obs(X/A/B)=cl(D) € H*X,Tx,x®]I)
ktora znika wtedy i tylko wtedy, gdy klasa izomorfizmu [X] jest w obrazie
Defy  (B) — Defy /w(A).

W tym przypadku przeciwobraz [X] w Defy w (B) jest w naturalny sposob torsorem ze wzgle-
du na grupe kohomologii H' (X, Ty /A®1 ). Jezeli X jest deformacjq X nad B, wowczas grupa
automorfizmow X nad B indukujqcych identycznos¢é na X jest naturalnie izomorficzna z grupq
HO(X, Ty /s ®1).

2.5.4. Naturalno$¢ przeszkéd deformacyjnych. Niech B— B/I = A bgdzie jak wyzej i niech
f:Y — X bedzie morfizmem gladkich schematéw nad A. Wéwczas klasy przeszkod deforma-
cyjnych

obs(X/A/B) € H*(X,Tx,y®1) oraz obs(Y/A/B) € H*(Y,Ty /4 ®1)
sa kompatybilne w nastgpujacym sensie. Poniewaz Q)lf /4 OTazZ Qll/ /a S2 lokalnie wolne, mamy
izomorfizm

H*(X, Ty /4 ©1) = Ext*(Qy 4, Ox ® I) = Homp ) (Q 4, Ox @1[2)).

i podobnie dla Y. Mozemy zatem klasy przeszkdd zinterpretowac jako morfizmy w odpowied-
nich kategoriach pochodnych

obs(X/A/B): Q)I(/A — Ox®I[2] oraz obs(Y/A/B): Q;/A — Oy ®1[2].

Lemat 2.9 ([Zdal8, Appendix A]). Dla dowolnego morfizmu f: Y — X gtadkich schematow
nad A nastepujqcy kwadrat w kategorii pochodnej X jest przemienny

obs(X/A/B)
Qy /4 Ox ®1[2]
1
RIQy s =35 obs(Y /A/B) (Rf:Or) @12].
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2.5.5. Technika ,,spychania” deformacji. Nastgpujacy lemat, stosowany w pracach [Habl]
oraz [Hab3], pozwala majac zadane morfizm o sp6jnych wymiernych wtéknach f: Y — X (np.
rozdmuchanie) oraz deformacj¢ schematu Y ,,zepchnac¢” ja do deformacji schematu X, czyli
skonstruowac zgodng z nig deformacje X oraz morfizmu f. Znamy go z prac [CvS09] oraz
[LS14], za$ najwczesniejsze znane nam uzycie tego tricku jest w [BW74, Proposition 2.3].

Lemat 2.10 ([LS14, Proposition 2.1]). Niech w: Y — X bedzie morfizmem k-schematow takim,
ze
Ox = 1,0y oraz Rlﬂ*(‘)y =0.

Wowczas istnieje naturalna transformacja pomiedzy funktorami deformacji
Ty : Defy/W — Defx/W,

przypisujqca deformacji Y nad A podniesienie X=m, (? ) wraz z morfizmem 7 : Y = X nad A
podnoszqcym w. Doktadniej, snop strukturalny X jest zdefiniowany wzorem

Oz =70

X Y

W rezultacie, para (X, 7) jest wyznaczona z doktadnosciq do jedynego izomorfizmu indukujq-
cego identycznos¢ na X i Y.

2.6. Deligne-Illusie

Wyniki fundamentalnej pracy [DI87] tacza teori¢ deformacji w mieszanej charakterystyce, do-
ktadniej podniesienia modulo p?, z rozktadem kompleksu de Rhama w kategorii pochodnej
oraz degeneracja ciagoéw spektralnych opisanych w §2.2. Jednym z gtéwnych jej osiagniec jest
algebraiczny dowdd znikania Kodairy—Akizukiego—Nakano.

Niech X bedzie gtadkim i separowalnym schematem nad ciatem doskonatym k charaktery-
styki p > 0. Dzigki izomorfizmowi Cartiera, kompleks

Tt (Fx i« Q% i) = [FX/k,*OX — Fy . 2' Q% i
jest sSrodkowym wyrazem tréjkata wyréznionego w kategorii pochodnej D(X’, Ox/)
Oxr — <1 (Fx i o 1) — Qo [ 1] —= O [1].
Dostajemy zatem morfizm §: Q}, s — Ox[2], czyli element
S € ExC(Quiy, Ox) = HA(X' Txry).

Z drugiej strony, omawiana w §2.5 klasa-przeszkoda do istnienia podniesienia X’ do W, (k) to
element
obs(X' /k/Wa(k)) € H*(X', Ty ).

Twierdzenie 2.11 (Deligne-Illusie). Zachodzi réwnos¢ 5, K= obs(X'/k/Ws(k)).
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W szczegdlnosei, X' podnosi sie do Wa (k) wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje rozktad na sumg
prosta w kategorii pochodnej X’

Tt (F i Q% 1) = Oxr @ Qo [—1].
Rozktad ten rozszerza si¢ wtedy do rozktadu

p—1

T<p—1 (F Q% 1) = €D Ry [
=0

Whiosek 2.12. Jezeli X' podnosi sie do W, (k) oraz dim(X) < p, wéwczas sprzezony ciqg spek-
tralny (2.5) sige degeneruje i istnieje kanoniczny rozktad na sume prostq (zalezny od wyboru
podniesienia)
Hix(X/k) =~ @ H'(X', Q% ,)-
i+j=n
Jezeli X jest dodatkowo wtasciwy nad k, wowczas ciqg spektralny Hodge a—de Rhama (2.4)
rowniez si¢ degeneruje.

W pracy [AS21] (preprint niewchodzacy w zakres osiagnigcia habilitacyjnego) wraz z Ju-
necue Suh dowodzimy pewnych uogdlnieri wynikéw Deligne’a i Illusiego, opisujac obcigcia
Tja,b] (FX/k7*Q;(/k) dla0 <b—a<max(p—1,2).

3. Przyklady niepodnoszalnych rozmaitosci [Hab1]

Idea pierwszej z omawianych prac [Habl] jest stosowanie techniki ,,spychania deformacji” do
przeprowadzenia do$¢ elementarnych konstrukcji rozmaitoSci w dodatniej charakterystyce nie-
podnoszalnych do charakterystyki zero. W pracy zaprezentowano dwie takie konstrukcje. Jak-
kolwiek juz wcze$niej znano wiele przykladéw niepodnoszalnych rozmaitosci, te zaprezento-
wane tutaj sa catkiem ekonomiczne: unikaja wszelkich innych patologii geometrii w dodatnie;j
charakterystyce i sa dos¢ bliskie rozmaito$ciom podnoszalnym (np. sa wymierne).

Definicja 3.1. Niech k bgdzie ciatem charakterystyki p > 0 i niech X bgdzie schematem wta-
Sciwym! nad k. Powiemy, ze X jest podnoszalny do charakterystyki zero jezeli istnieje lokalna
dziedzina R z ciatem rezidualnym k oraz ciatem utamkéw charakterystyki zero oraz schemat X
wlasciwy 1 ptaski nad R taki, ze

XRrk~X.

Pierwszy przyklad rozmaitoSci (gladkiej i rzutowej) nad ciatem charakterystyki p > 0 ktéra
nie jest podnoszalna do charakterystyki zero podat Serre [Ser61]. W istocie, jego przyktad jest
silnie niepodnoszalny w mysl ponizszej definicji.

1Jakkolwiek definicja ta ma sens dla dowolnych, niekoniecznie wtasciwych, schematéw nad k, bez tego za-
tozenia napotykamy pewne problemy. Dla przyktadu, dla dowolnego schematu X nad K = Frac(R), schemat X
traktowany jako schemat nad R méglby by¢ rozumiany jako “ptaskie podniesienie” pustego schematu nad k.
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Definicja 3.2. Niech k bgdzie cialem charakterystyki p > 0 i niech X bedzie schematem nad
k. Powiemy, ze X jest silnie niepodnoszalny® jezeli dla dowolnego pierscienia lokalnego R z
cialem rezidualnym k zachodzi nastgpujacy warunek:

jezeli istnieje ptaski schemat X nad R taki, ze X ®gk ~ X, to pR = 0.

3.1. Znane przyklady niepodnoszalnych rozmaitosci

Jak wspomnieliSmy powyzej, pierwszy przykiad (silnie) niepodnoszalnej rozmaitoSci skonstru-
owat Serre [Ser61]. Konstrukcja ta opiera si¢ na nastepujacym pomysle. Grupa PGL,,, | symetrii
przestrzeni rzutowej nad ciatem charakterystyki p > 0 zawiera duza skoficzonag p-grupe: grupe
G Scisle gornotrojkatnych macierzy o wyrazach w F,, o rzedzie rownym prnt) /2. W charakte-
rystyce zero, macierze unipotentne maja nieskoficzony rzad, i tatwo wywnioskowac, ze grupa G
nie moze dziata¢ wiernie na P% gdy char(K) = 0. Zeby zamieni¢ ,,niepodnoszalng pogrupe” w
niepodnoszalng rozmaitos$¢, Serre znajduje (z pomoca twierdzenia Bertiniego) gladkie zupeine
przecigcie Y C P" zachowywane przez G i na ktérym G dziata wolno. Wtedy iloraz X =Y /G
jest szukang rozmaitoscia; tatwo wida¢, ze podnoszalno$¢ X implikuje podnoszalno$¢ Y wraz z
dziataniem G, i wtedy podnosi si¢ rowniez dzialanie G na P".

Zaskakujaca konstrukcja Vakila [Vak06], tzw. prawo Murphy’ego dla schematu Hilberta,
oparta o twierdzenie Mniowa o uniwersalnos$ci przestrzeni reprezentacji matroidéw, pokazuje
ze kazdy typ osobliwosci nad Z pojawia si¢ (w pewnym precyzyjnym sensie) na jednej z szeregu
przestrzeni moduli, w szczegdlnosci na przestrzeni moduli powierzchni ogélnego typu. Wynika
stad np., ze dla dowolnego wybranego m > 1 istnieje sztywna powierzchnia ogélnego typu nad
F, ktéra podnosi si¢ do Z/p™Z ale nie do Z/p™ ' Z.

O wiele trudniejszym problemem jest znajdowanie niepodnoszalnych rozmaito$ci Calabiego—
Yau, czy ogdlniej rozmaitosci z trywialna wiazka kanoniczna. Jest to ciekawe pytanie, poniewaz
rozmaitosci z trywialng wigzka kanoniczna w charakterystyce zero nie maja przeszkod defor-
macyjnych (twierdzenie Bogomotowa—Tiana—Todorowa). Pierwsze przyktady (w wymiarze 3)
zostaly podane przez Hirokado [Hir99] oraz Schroera [Sch04]. Szereg dalszych podali Cynk
i van Straten [CvS09]. W [Zda2l, Appendix], wraz z M. Zdanowiczem podaliSmy pierwsze
przyktady niepodnoszalnych rozmaitosci z trywialng wiazka kanoniczng w dowolnej charakte-
rystyce (ich wymiar ros$nie jednak wraz z charakterystyka). Dos¢ prosta konstrukcja opiera si¢
na duzo trudniejszej konstrukcji niepodnoszalnych rozmaitosci Fano autorstwa Totaro [Tot19].

3.2. Rozdmuchania przestrzeni rzutowej

Niech k = F, bedzie cialem skoficzonym o g = p" elementach, niech m > 1, i niech Xo = P’
bedzie m-wymiarowa przestrzenia rzutowa nad k. Definiujemy ciag rozdmuchan

Xo— X1 ¢— - +— X1

jak ponizej:

?Definicja wprowadzona na potrzeby autoreferatu.
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X jest rozdmuchaniem X, w skoriczonej liczbie punktéw Xy (k);

X5 jest rozdmuchaniem X; w sumie (roztacznej) przeciwobrazéw wiasciwych wszystkich
prostych taczacych punkty w Xy (k),

X, (1 < n < m) jest rozdmuchaniem X,,_| w sumie (rozlacznej) przeciwobrazéw wta-
Sciwych wszystkich (n — 1)-wymiarowych podprzestrzeni liniowych Xy rozpigtych przez
punkty k-wymierne.

Oznaczmy X (m,q) = X1, jest to gtadka i rzutowa wymierna rozmaitos¢ nad k.

Twierdzenie 3.3 (Zob. [Habl, Theorem 1]). Dla m > 3, rozmaitos¢ X = X(m,q) jest silnie
niepodnoszalna. Ma ona natomiast nastepujqce ,,przyjemne” wltasnosci:

1. jest wymierna, a jej klasa w pierscieniu Grothendiecka rozmaitosci Ko(Vary) jest wielo-
mianem od motywu Lefschetza L = [A'] o nieujemnych wspétczynnikach catkowitych,

2. dlaliczby pierwszej L # p, jej pierscieri catkowitych (-adycznych kohomologii HZ, (X, Q¢)
Jjest generowany przez cykle algebraiczne zdefiniowane nad k,

3. jej kohomologie krystaliczne sq beztorsyjne, jej ciag spektralny Hodge a—de Rhama sig
degeneruje, jest ona zwyczajna w sensie Blocha—Kato [BK86], i jest typu Hodge’ a—Witta.

Dowdd tego twierdzenia ociera si¢ o problem rzutowej reprezentowalnosci matroidow.

Definicja 3.4. Matroidem nazywamy pare (E,I) gdzie E jest zbiorem skoficzonym zas I C 2F
jest rodzing podzbioréw E, zwana rodzing podzbiorow niezaleZnych, spelniajaca nastgpujace
aksjomaty:

1. 0 € I (podzbidr pusty jest niezalezny),
2. A€el,BC A = Be&l (podzbior zbioru niezaleznego jest niezalezny)

3. jezeli A,B € I oraz |A| > |B|, wéwczas istnieje x € A \ B taki, ze BU{x} € I (aksjomat
wymiany).

Reprezentacjq liniowq (odp. reprezentacjq rzutowq) matroidu (E, I') nad pierScieniem lokal-
nym R z cialem rezidualnym k nazywamy funkcj¢

p:E—V (odp.p: E—P(V))
dla pewnego wolnego skonczenie generowanego modutu V and R taka, ze ztozenie
E—V —VRrk (odp. E—P(V) — P(V ®rk))
jest injekcja, a dla dowolnego podzbioru A C E zachodzi réwnowaznos¢é
Ael <& obrazAwV ®gk (odp. P(V ®gk)) jest podzbiorem liniowo niezaleznym.

Jezeli takie p istnieje, powiemy, ze matroid (E,I) jest reprezentowalny (odp. rzutowo reprezen-
towalny) nad R.
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Wspomniany wyzej zwiazek mozna wyrazi¢ w dwu nastgpujacych lematach:

Lemat 3.5. Niech R bedzie lokalnym pierscieniem artinowskim z ciatem rezidualnym k zawie-
rajacym K. Jezeli X (m,q) podnosi si¢ do R, to matroid P™(F,) jest rzutowo reprezentowalny
nad R.

Dowdéd powyzszego lematu wykorzystuje wariant techniki ,,spychania deformacji” (§2.5).

Lemat 3.6. Niech R bedzie pierscieniem lokalnym, niech p bedzie liczbq pierwsza, i niech
m > 1. Jezeli matroid P*(F ) jest rzutowo reprezentowalny nad R, to wéwczas pR = 0.

W rzeczywistosci elementarny dowdd powyzszego lematu pokazuje pewien podmatroid ma-
troidu Pz(Fp) majacy 2p + 3 elementow (oznaczany M, w [Gor88]) o tej samej wlasnosci.
Oznacza to, ze mozna skontruowac bardziej ekonomiczny ale mniej symetryczny wariant kon-
strukcji rozmaitosci X (m, q).

W [Lan16, Proposition 8.4] udowodnione jest, ze para (X,D), gdzie X = X (2, p) jest roz-
dmuchaniem P? w PZ(Fp) a dywizor D jest suma transformat co najmniej 4p — 3 prostych
zdefiniowanych nad F,, nie podnosi si¢ modulo p?. Przyklady zblizone do X (2,q) (uzywajace
rozgatezionych nakry¢ zamiast rozdmuchan) znajduja si¢ w [BHHS87, §3.5J] oraz [Eas08].

Uwaga 3.7. Rozmaitosci X (m, q) pojawity si¢ wczesniej w kontekscie modeli formalnych gor-
nej pétprzestrzeni Drinfelda ﬁ% [Mus78, 1to05, Kur80, RTW13]. Jest to analityczna rozmaito$¢
niearchimedesowa nad skoficzonym rozszerzeniem K ciata Q) z cialem rezidualnym k = F; po-
wstala poprzez usunigcie z (uanalitycznienia) P wszystkich hiperptaszczyzn okreslonych nad
K. Posiada ona naturalne dziatanie grupy PGL,,;(K), istotne z punktu widzenia lokalnej od-
powiednosci Langlandsa nad K. Posiada ona naturalny semistabilny model formalny X (m, K)
nad Ok, a wszystkie sktadowe nierozktadalne widkna szczegdlnego X(m, K); sa izomorficzne
z X (m,q). Ponadto, wszystkie niepuste przecigcia owych sktadowych sa izomorficzne z X (i, q)
dlai <m.

Uwaga 3.8. Dla m = 2 Twierdzenie 3.3 nie zachodzi. Istotnie, dowolna gladka powierzchnia
wymierna jest podnoszalna. Ogdélniej, korzystajac z techniki ,,spychania deformacji”, Liedtke
i Satriano pokazali w [LS14], ze podnoszalnos$¢ jest niezmiennikiem biwymiernym gladkich
powierzchni.

3.3. Rozdmuchanie wykresu Frobeniusa

Nastepny przyklad z pracy [Habl] jest oparty na fakcie, zbadanym o wiele glgbiej w pracy
[Hab3], ze jakkolwiek wiele rozmaito$ci w charakterystyce p podnosi si¢ do charakterystyki
zero, to prawie nigdy nie udaje si¢ podnies¢ rozmaitosci wraz z jej morfizmem Frobeniusa.
Zeby powiazaé podnoszalno$é rozmaitosci z podnoszalno$cia morfizmu Frobeniusa, stosu-
jemy nastepujaca konstrukcje. Niech Y bedzie rozmaitoscia nad F), ktéra nie podnosi si¢ wraz
z Frobeniusem (czy to do charakterystyki zero czy do Z/p*Z). Rozwazmy wtedy rozdmuchanie

X =BIr, (Y xY)
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produktu Y x Y wzdluz wykresu morfizmu Frobeniusa Fy: Y — Y. Spodziewamy si¢, ze roz-
maito$¢ X ,.koduje” w pewnym sensie par¢ (Y, Fy), i ze podnoszalno$§¢ X moze implikowaé
podnoszalnos¢ Y wraz z Frobeniusem. To nie moze by¢ prawda w ogdlnosci, np. gdy Y jest
gtadka krzywa genusu > 1 (wéwczas X =Y X Y bo rozdmuchujemy dywizor). Trudno$¢ w do-
wodzie prezentowanego ponizej wyniku polega na znalezieniu kryteriow, ktére ¥ ma spetniac,
zeby powyzsza implikacja zachodzita.

Twierdzenie 3.9. NiechY bedzie gtadkq rzutowq rozmaitosciq nad ¥ ,. Zatéimy, Ze H ! (Y,0y)=
0 oraz H' (Y, Ty) = 0. Niech R bedzie artinowskim pierscieniem lokalnym z ciatem rezidualnym
F,. Jezeli X = Blr, (Y xY) podnosi sig do R, wéwczas Y podnosi sig do R wraz z Frobeniusem.

Dowdéd Twierdzenia 3.9 opiera si¢ na technice ,,spychania deformacji” oméwionej w §2.5.
Mianowicie, jezeli dimY > 1, wowczas deformacja X indukuje deformacj¢ pary schematoéw
(Y x Y,I'p, ). Wykorzystujac addytywnos¢ klasy Kodairy—Spencera pokazujemy, ze zatozenie
H'(Y,0y) = 0 implikuje, ze naturalny morfizm funktoréw

Defy/w X Defy/W — Defyxy/w

jest gtadki [Hab1, Proposition 2.2]. Zatem podnoszalno$¢ pary (Y x Y,I'g, ) implikuje istnienie
podniesienia

ﬁy . ?() — )NI 1
gdzie Y; (i = 0,1) to dwa niezalezne podniesienia Y. W koncu, zatozenie H' (Y,Ty) = 0 impli-
kuje Yo ~ Y}, zatem podnoszalnos$¢ X implikuje podnoszalnos$¢ Y wraz z Fy.

Twierdzenie 3.9 najprosciej zastosowac do przestrzeni jednorodnych. Z pracy [Hab3] (zob.
§5) wiadomo, ze przestrzeii jednorodna Y = G/P nad F), podnosi si¢ wraz z Frobeniusem do
Wa(F,) = Z/p*Z tylko wtedy, gdy jest produktem przestrzeni rzutowych. Podobnie z pracy
[PS89] wynika analogiczne stwierdzenie dla podnoszalnos$ci Y do charakterystyki zero. Naj-
prostsze przyklady to tréjwymiarowa kwadryka Q C P* oraz rozmaitos¢ flag SL3 /B (dywizor
stopnia (1,1) w P? x P?), oba wymiaru 3.

Wnhiosek 3.10. Niech Y bedzie przestrzeniq jednorodng nad ¥, ktora nie jest izomorficzna z
produktem przestrzeni rzutowych. Wowczas rozmaitosé X = Blr, (Y x Y) nie podnosi sig ani do
W, (k) ani do charakterystyki zero. Jednoczesnie X ma ,,pozqdane wtasnosci” wymienione w
Twierdzeniu 3.3.

Rozmaito$¢ X jak w powyzszym twierdzeniu jest bardzo blisko bycia podnoszalng w naste-
pujacym sensie. Niech
Z=Bly, (Y xY)

bedzie rozdmuchaniem Y x Y wzdluz przekatnej Ay. Woéwczas rozmaitos$¢ Z jest podnoszalna.
Jednocze$nie, mamy kwadrat kartezjanski (pull-back)

X—4%L -7

.

Y XY —=Y xY.
ld><FY
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ktéry mozna rozbudowaé do diagramu przemiennego

Fx Fy
X g ay Ty,
Y xY yxy 8y oy yxy
T~ > 7
Fyy Fyxy

Absolutny morfizm Frobeniusa jest homeomorfizmem i indukuje réwnowaznos¢ site’dw etal-
nych. Wynika stad, ze to samo zachodzi dla morfizmu u: X — Z. W szczegdlnosci, pierScienie
kohomologii /-adycznych

Hi (X, Zy) oraz Hg(Z,Zy)

sa izomorficzne jako reprezentacje Gal(k/k). Mozna tez sprawdzié, ze grupy kohomologii kry-
stalicznych X i Z sg izomorficzne jako F-krysztaly, jednak taki izomorfizm nie bedzie zgodny
z mnozeniem w kohomologiach.

Mowiac obrazowo, przyktad ten pokazuje, ze (luZno rozumiany) typ homotopii X ,,nie wi-
dzi” niepodnoszalnosci X .}

4. Teoria Serre’a-Tate’a dla rozmaitosci Calabiego—Yau [Hab2]

Teoria Serre’a-Tate’a opisuje deformacje zwyczajnych rozmaitoSci abelowych nad ciatem
doskonatlym charakterystyki p > 0. Z przedstawionego tutaj punktu widzenia, najtatwiej bedzie
stresci¢ ja nastgpujaco:

Baza wersalnej deformacji zwyczajnej rozmaitosci abelowej nad pierscieniem wek-
torow Witta posiada kanoniczne podniesienie Frobeniusa.

W pracy [Hab2], wraz z Maciejem Zdanowiczem uog6lniliSmy teori¢ Serre’a—Tate’a na zwy-
czajne rozmaitosSci z trywialng wiazka kanoniczna. Giéwna ideg jest stosowanie kanonicznych
podniesient indukowanych przez roszczepienia Frobeniusa (F -splittingi).

4.1. Teoria Serre’a-Tate’a dla rozmaitosci abelowych

Zanim przejdziemy do doktadniejszego omowienia wynikow pracy [Hab2], poSwieémy wpierw
uwage klasycznej teorii Serre’a—Tate’a. Jest to istotne z uwagi na fakt, ze teori¢ t¢ mozna przed-
stawiC na wiele sposobow, a tylko niektére z nich jest sens uogdlniaé na przypadek rozmaitosci
Calabiego—Yau. Po dodatkowe szczegéty odsytamy do prac [Kat81, Del81, Mes72].

4.1.1. Torsja rozmaitosci abelowych. Niech k bedzie ciatem doskonatym charakterystyki
p > 01 niech k bedzie algebraicznym domknigciem k. Niech A begdzie rozmaitoscia abelowa

3Przyktad o podobnej wtasnosci zostat znaleziony wczesniej w pracy [LR97].
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wymiaru g nad k, i dla n > 1 oznaczmy przez A[n] podschemat n-torsji A. Jezeli p nie dzieli n,
woéwczas schemat grupowy A[n] jest etalny nad k, a nad & istnieje (niekanoniczny) izomorfizm

Aln](k) ~ (Z/nZ)*.

Jezeli natomiast p dzieli n, woéwczas schemat grupowy A[n] jest niezredukowany. Przez p-range
A nazywamy liczbe p(A) dla ktérej

Alp](k) ~ (Z/pZ)P™.

Mamy 0 < p(A) < g. Dla n = p" mamy wtedy izomorfizmy A[p'] ~ (Z/p"Z)PY).

Kogranicg (sume¢ wstgpujaca) podschematéw A[p”] dla wszystkich » > 1 nazywamy gru-
pa p-podzielnq przypisang A, i oznaczamy przez A[p*]. Symbol A[p*] traktujemy jako ind-
schemat, lub rownowaznie jako snop w topologii fppf na kategorii k-schematéw. Istnieje ogélne
pojecie grupy p-podzielnej na schemacie S. Oprécz tych pochodzacych od rozmaitosci abelo-
wych, najprostszymi przyktadami sg grupa pierwiastkéw z jednosci stopnia bedacego potega
p

Up=~ = Gn [poo]
oraz stala grupa p-podzielna Q,/Z,,.

Okazuje sig, ze teoria deformacji rozmaitoSci abelowej oraz przypisanej jej grupy p-podzielnej

sa jednakowe:

Twierdzenie 4.1 (Serre-Tate, [Kat81, Theorem 1.2.1]). Niech A bedzie rozmaitosciqg abelowq
nad k i niech R bedzie artinowskq W (k)-algebrq lokalng z ciatem rezidualnym k. Wowczas
Sfunktor

{deformacje Ag nad R} — {deformacje Ao[p”| nad R}, A~ A[p~]
jest rownowaznoSciq kategorii.
4.1.2. Zwyczajne rozmaitoSci abelowe. Powyzsze twierdzenie ma bardzo ciekawe wnioski

dla deformacji zwyczajnych rozmaitoSci abelowych. Przed ich sformutowaniem oméwmy po-
krétce pojecie zwyczajnosci.

Definicja 4.2. Rozmaito$¢ abelowa A nad k nazywamy zwyczajng jezeli jej p-ranga jest mak-
symalna: p(A) = dim(A).

Istnieje wiele charakteryzacji zwyczajnosci, sposréd ktérych wymienimy tylko kilka:

Stwierdzenie 4.3. Niech A bedzie rozmaitosciq abelowq wymiaru g nad ciatem doskonatym k
charakterystyki p > 0. Nastepujace warunki sq rownowazne:

(a) rozmaitos¢ abelowa A jest zwyczajna (Definicja 4.2),
(b) odwzorowanie Hassego—Witta (indukowane przez absolutny morfizm Frobeniusa)
Fi: HY(A,04) — HY(A,0,)

jest bijektywne;
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(c) odwzorowanie indukowane przez absolutny morfizm Frobeniusa
Fy: H3(A,04) — H%(A,0,)
Jjest niezerowe (rownowaznie, bijektywne);
(d) A jest F-split, tj. Oy jest sktadnikiem prostym Fx Oy,

(e) F-krysztat H Cm (A/W) jest zwyczajny (Definicja 2.5), tj. jego wielokat Newtona jest réwny

Jjego wielokqtowi Hodge’a;

(f) ditto dla F-krysztatu H®

cris

(A/W);

(g) istnieje izomorfizm grup p-podzielnych nad k
Alp”Tr = (p=)% X (Qp/Zp)*.

4.1.3. Deformacje zwyczajnych rozmaitosci abelowych. Niech Ay bedzie zwyczajng roz-
maitoscig abelowa nad k wymiaru g, niech R bgdzie artinowska W (k)-algebra z ciatem rezidu-
alnym k, i niech A bedzie deformacja Ag nad Spec(R). Wéwczas grupa p-podzielna A[p™] jest
rozszerzeniem swojej podgrupy spéjnej (grupy formalnej) A[p™]° i ilorazu, czyli czgsci etalnej
A[p”la:

0 — A[p~]° — A[p”] — A[p~]et — 0. 4.1)
Zal6zmy, ze k jest algebralcznle domknigte. CzeS¢ spéjna A[p™]° (odp. czgs¢ etalna A [p™]¢,) jest
wtedy deformacja Ag[p™]° ~ [,me (odp. Ap[p™let ~ (Qp/Z)p)?). Jednak zaréwno - = lim p,r
jak i Q,/Z, = ligr Z/p"Z sa sztywne, tj. nie maja nietrywialnych deformacji (Scislej: kazda
deformacja jest kanonicznie izomorficzna z [~ lub Q,/Z,). Zatem powyzsze rozszerzenie
otrzymuje postaé:

0 — b — A[p”] — (Qp/Zp)* — 0.

Otrzymujemy w ten spos6b element grupy rozszerzen
1 1 2
Ethppf((QP/ZP)ga .u}g;“) = Ethppf(QP/ZP7 nupw)g

Stwierdzenie 4.4 ([Mes72, Appendix A, Proposition 2.5]). Istnieje kanoniczny izomorfizm
funktoréw na kategorii artinowskich W (k)-algebr lokalnych z ciatem rezidualnym k

Ethppf(QP/ ZPmuP ) am

Dla uscislenia, powyzsze dwa funktory sa zdefiniowane nastgpujaco:

Ethlppf(QP/ZP7uP°°)(R) = {

klasy izomorfizmu rozszerzen snopéw fppf nad Spec(R)
postaci 0 — Uy =F = Q,/Z, =0
Gu(R) =ker(R* = k) =1 +mg
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Zauwazmy, ze funktor G, jest pro-reprezentowalny (jest to po prostu formalne uzupelnienie
schematu grupowego G,, w w elemencie neutralnym):

G ~ SptW[g—1].

Formalnym torusem nad W nazwiemy grupe¢ formalna 7" nad W (czyli pro-reprezentowalny
obiekt grupowy w kategorii funktoréw Art{iv — Set) dla ktorej istnieje izomorfizm

T Qw W( ) ~ Gr
dla pewnego r > 0. Powyzsza dyskusje mozemy wtedy podsumowac nastgpujaco:

Twierdzenie 4.5. Niech Ay bedzie zwyczajnqg rozmaitoSciq abelowq wymiaru g nad k. Wowczas
Defy, /w ma strukture formalnego torusa nad W wymiaru g%

Dla dowolnego formalnego torusa 7 nad W, odwzorowanie mnozenia przez p jest podnie-
sieniem Frobeniusa na 7. Otrzymujemy zatem:

Whiosek 4.6. Niech A bedzie zwyczajng rozmaitosciq abelowq nad k. Wowczas Defy, w jest
wyposazone w kanoniczne podniesienie Frobeniusa F.

Jak udowodnit Katz [Del81, Appendix], podniesienie Frobeniusa F jest jedynym ktore jest
homomorfizmem grup, za$ struktura grupowa na Defy /i jest jedyna struktura grupowa dla
ktorej F jest homomorfizmem.

4.1.4. Kanoniczne podniesienie. Niech A bgdzie zwyczajna rozmaitoScig abelowa nad k. Jak
zobaczyliSmy powyzej, zbior

Defy (W) := LDefA/W( Wi 1(k))

ma strukture grupy. W szczeg6lnosci, element neutralny w strukturze grupowej daje wyrézniony
element Def, /W(W) odpowiadajacy formalnemu schematowi abelowemu

A = (Ap)n>0, A € DefA/W( Wat1(k)).

Z konstrukcji wynika, ze Ap jest jedynym podniesieniem A do W,,(k) dla ktérego ciag doktadny
(4.1) sie rozszczepia. Schemat A, (wyznaczony z dokladnosScia do izomorfizmu) nazywamy
podniesieniem kanonicznym A do W, (k). Pokazuje sig, ze morfizm obcigcia

Plc() LPIC( n) — Pic(A)

ma naturalne 01(;016 W zwiazku z tym na mocy twierdzenia Grothendiecka o istnieniu [I1105]
schemat formalny A jest algebraizowalny, tj. 1stnleje schemat abelowy A nad W ktérego uzu-
pelnieniem p-adycznym jest A. Schemat abelowy A nazywamy podniesieniem kanonicznym A
doW.
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Stwierdzenie 4.7. Niech A bedzie zwyczajng rozmaitosciq abelowq nad k. Dla kazdego n > 0,
podniesienie kanoniczne A, jest jedynym z doktadnosciq do izomorfizmu podniesieniem A do
Wyi1(k) do ktérego podnosi sie morfizm Frobeniusa Fy.

Istnieje tez uzyteczna charakteryzacja kanonicznego podniesienia w terminach teorii Hod-
ge’a:

Stwierdzenie 4.8. Niech A bedzie zwyczajng rozmaitosciq abelowq nad k. Dla kazdego n > 0,
podniesienie kanoniczne A, jest jedynym z doktadnosciq do izomorfizmu podniesieniem A do
W1(k) dla ktorego krystaliczny Frobenius

Q: H&R (Avn/WnJrl (k) — H&R(ZH/Wn—H (k)
zachowuje podmodut Fil' Hl, (Ap/ W1 (k).
Uwaga 4.9. W [MS87, Appendix], Nori i Srinivas rozszerzyli wigkszo$¢ z powyzszych faktéw

na przypadek zwyczajnych rozmaitoSci z trywialna wiazka styczna.

4.1.5. Teoria Serre’a—Tate’a dla powierzchni K3. Wersja teorii Serre’a—Tate’a dla zwyczaj-
nych powierzchni K3 zostata odkryta przez Nygaarda i Ogusa [Nyg83] w kontekscie hipotezy
Tate’a. Opiera si¢ ona na konstrukcji powigkszonej formalnej grupy Brauera [AM77]. Nieza-
leznie, podobne wyniki za pomoca F-krysztaléw Hodge’a uzyskatl Deligne [Del81].

Przez powierzchnie K3 nad cialem k rozumiemy gtadki i rzutowy geometrycznie spdjny
schemat X wymiaru 2 nad k taki, ze

oy ~ Ox oraz HI(X,OX) =0.

Wéwezas H(X,0x) ~ H?*(X, wx ) ma wymiar 1 nad &, natomiast grupa H' (X, Q1) ma wymiar
20. Funktor deformacji Defy  jest izomorficzny ze Spf(W{r1, ..., 120]).

Stwierdzenie 4.10. Niech X bedzie powierzchniq K3 nad ciatem doskonatym k charakterystyki
p > 0. Nastepujqce warunki sq rownowazne:

(a) Fi: H*(X,0x) — H*(X,O0x) jest bijekcja;
(b) X jest F-split,
(c) F-krysztat chris(X /W) jest zwyczajny.

Definicja 4.11. Powierzchni¢ K3 nad k nazywamy zwyczajnq, jezeli zachodza réwnowazne
warunki ze Stwierdzenia 4.10.

Konstrukcja Artina i Mazura [AM77, IV 1] pozwala przypisa¢ zwyczajnej powierzchni
K3 X grupe p-podzielng Wx. Dla jej opisu potrzebne sa czeSci kohomologii krystalicznych
HZ. (X /W) onachyleniu 01 1, czyli odpowiednio

U=H. (x/w)*=!, E=HL (X/W)?=P,

cris cris
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sa to wolne Z,-moduty rangi odpowiednio 1 oraz 20. Podgrupa spdjna (formalna) ¥y to formal-
na grupa Brauera ®y, izomorficzna z u,~ @ U, natomiast iloraz etalny Wy /Py jest utozsamiony
zE®Q, /Z p- Mamy zatem ciag doktadny (odpowiednik (4.1))

0— tp@U — Px — Q,/Z,E — 0. 4.2)
Jak w przypadku rozmaitosci abelowych, naturalna transformacja
Defx/W — Def\Px/W

jest izomorfizmenm, a jej przeciwdziedzina Defy, sy jest formalnym torusem (rangi 20) nad W,
kanonicznie izomorficznym z Homg, ,(E,U) ® @m. Podnoszenie do p-tej potegi w dziataniu gru-

powym torusa daje podniesienie Frobeniusa na Defy jy,. Kanoniczne podniesienie formalne X
nad W (jedyne, dla ktérego zdeformowane rozszerzenie (4.2) si¢ rozszczepia) jest algebraizo-
walne, dajac powierzchni¢ K3 X nad W, jedyne podniesienie dla ktérego Frobenius krystaliczny
na H(%R (XV /W) zachowuje filtracje Hodge’a. W odréznieniu od rozmaito$ci abelowych, morfizm
Frobeniusa X nie podnosi si¢ jednak do X.

4.2. Teoria Serre’a-Tate’a dla rozmaitosSci z trywialna wiazka kanoniczna (I)

Przechodzimy do oméwienia wynikéw [Hab2]. W pracy tej zaprezentowaliSmy dwa warianty
teorii Serre’a—Tate’a. Pierwszy z nich, oméwiony ponizej, jest podobny do teorii Serre’a—Tate’a
dla powierzchni K3 opisanej powyzej, wymaga on jednak dos$¢ silnych zatozen, takich jak for-
malna gtadkos¢ funktora deformacji. Drugi wariant zostanie oméwiony dalej w §4.4

4.2.1. Rozmaito$ci z trywialna wiazka kanoniczna. Niech k bgdzie ciatem doskonatym cha-
rakterystyki p > 0. Przez rozmaitos¢ z trywialng wiqzkq kanoniczng® nad k rozumiemy rozma-
ito$¢ gladka i rzutowa X nad k taka, ze wy ~ Oy.

Lemat 4.12. Niech X bedzie rozmaitosciq z trywialng wiqzkq kanoniczng nad k i niech d =
dim(X). Nastepujace warunki sq réwnowazne:

(i) X jest F-split;
(ii) na X istnieje doktadnie jedno rozszczepienie Frobeniusa;
(iii) Fy: HY(X,0x) — HY(X,Ox) jest niezerowe (réwnowaznie, bijektywne).
Jezeli HY1(X,0x) = 0, warunki te sq réwnowazne warunkom
(iv) odwzorowanie Fy: HY(X,WOyx) — HY(X,WOy) jest bijektywne,
(v) grupa formalna Artina—Mazura ®x ma wysokos¢ jeden (tj. jest izomorficzna z Gm ).

Warunek bycia F-split jest zatem najstabszym warunkiem typu zwyczajnosci.

4W literaturze czasami nazywamy takie rozmaitosci rozmaitosciami Calabiego—Yau. Czgsto jednak uzywamy
tego okreslenia dla rozmaitosci z trywialna wiazka kanoniczng spetniajacej dodatkowe warunki, np. H (X, 0x) =0
dla 0 < i < dimX. Z uwagi na t¢ niejednoznaczno$¢, unikamy okreslenia rozmaitos¢ Calabiego—Yau wewnatrz
pracy [Hab2].
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4.2.2. Definicja m-zwyczajnosci. W kontekscie teorii Serre’a—Tate’a dla rozmaitosci Calabiego—
Yau wymiaru > 2 istotne sa warunki stabsze od zwyczajnosci w sensie Definicji 2.5. Intuicyjnie,
rozmaitos¢ z trywialng wiazka kanoniczna jest m-zwyczajna (m > 1) jezeli wielokaty Newtona i
Hodge’a jej srodkowych kohomologii krystalicznych maja wspdlnych m pierwszych odcinkdw.

Z naszego punktu widzenia istotne beda 1-zwyczajnos¢, ktéra jest mniej wigcej rOwnowazna
byciu F-split’ dzieki Lematowi 4.12, oraz 2-zwyczajnosé.

Definicja 4.13. Niech H bedzie F-krysztalem nad k oraz niech m > 1. Powiemy, ze H jest
m-zwyczajny jezeli
Hy = (Fil;Hy) ® (Fil'"™ Hy)  dlai <m.

Definicja 4.14. Niech X begdzie rozmaitoScia z trywialng wiazka kanoniczng nad k i1 niech
d = dim(X). Zatézmy, ze grupy kohomologii krystalicznych HY. (X /W) oraz Hf;;l (X/W) sa
beztorsyjne, oraz ze ciag Hodge’a—de Rhama X /k (2.4) si¢ degeneruje.

. . . . o . . d . .
(a) Powiemy, ze X jest m-zwyczajna (m > 1) jezeli F-krysztat HS. (X /W) jest m-zwyczajny
w mySl Definicji 4.13.

(b) Powiemy, ze X jest zwyczajna (w sensie Blocha—Kato) jezeli F-krysztal HL. (X /W) jest
zwyczajny w sensie Definicji 2.5, lub réwnowaznie gdy X jest d-zwyczajna.

4.2.3. Teoria Serre’a—Tate’a w stylu Nygaarda. Ponizsze twierdzenie stanowi wariant teorii
Serre’a—Tate’a dla powierzchni K3 [Nyg83] dziatajacy w wyzszych wymiarach. W wymiarze
3, taki odpowiednik zostat znaleziony wczesniej w doktoracie M. Warda [Warl4].

Twierdzenie 4.15 (Zob. [Hab2, Theorem 1]). Niech X bedzie gtadkq i rzutowq rozmaitosciq
z trywialng wiqzkq kanoniczng wymiaru d nad algebraicznie domknigtym ciatem k charaktery-
styki p > 0. Zatozmy, ze

1. HY(X,0x) =0 oraz H*(X,Tx) = 0;
2. X jest 2-zwyczajna (w szczegolnoSci zachodzq dodatkowe warunki w Definicji 4.14);
3. X ma deformacje bez przeszkéd nad Wy, (k) dla pewnego m > 1.

Oznaczmy
U=Hg(X/W)?=", HEG (X /W)?=7,

cris cris
sq to wolne Z,-moduty rangi odpowiednio 1 oraz r = dimH' d=1 (X, Q)]() Mamy wowczas kano-
niczny izomorfizm
DefX/Wm(k) = HOIHZP (E, U) ® Gy,

oraz indukowane podniesienie Frobeniusa F na Defy y, ).

Dowdd powyzszego twierdzenia jest w duzej mierze oparty na pomystach Nygaarda 1 Ogusa
[Nyg83] w kontekscie powierzchni K3. Gtéwna cho€ nieco ukryta rolg petni grupa p-podzielna
Wy ktérej modut Dieudonné jest réwny czesci F-krysztatu HY. (X /W) o nachyleniu < 1.

>Zwiazek pomiedzy zwyczajnoscia a rozszczepieniami Frobeniusa zostat zbadany w pracy [JRO3].
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4.3. Kanoniczne podniesienia modulo p?

Niech X bedzie schematem nad F,. Przez F-splitting (lub F-rozszczepienie) na X rozumiemy
Ox-liniowy homomorfizm
O: Fx7* Ox — Ox

taki, ze Fy oo =id.
Oznaczmy przez I(o) C W(Ox) nastgpujacy podsnop, w rzeczywistosci snop ideatow:

1(0) ={(fo. /1) € W2(Ox) : o(f1) =0}
Stwierdzenie 4.16 (M. Zdanowicz [Zdal8]). Przestrzer upierscieniona
X (o) = (IX],W2(0x)/1(0))
jest ptaskim schematem nad 7] p*Z. Rzutowanie W(Ox) — Ox indukuje izomorfizm
X(o)®F,~X,
czyli X (o) jest deformacjq X nad 7./ p*Z.

Definicja 4.17. Niech (X, o) bedzie obiektem kategorii FSplitg , tj. X jest schematem nad F),
a o jest rozszczepieniem Frobeniusa na X. Schemat X (o) jak w Stwierdzeniu 4.16 nazywamy
kanonicznym podniesieniem pary (X, o) nad Z/p*Z.

Uwaga 4.18. Jak zaobserwowat Bhatt [Lan15, Proposition 8.4], fakt, ze kazdy F-rozszczepialny
schemat X nad F, podnosi si¢ do Z/ p>Z mozna zobaczyé w nastepujacy sposéb. Dla uprosz-
czenia zalézmy, ze X jest gladki nad F), (w przeciwnym przypadku ten sam argument dziala
jezeli snopy rézniczek zamieni¢ na kompleks kostyczny [I1171]). Zgodnie z funktorialnoscia
przeszkod §2.5 mamy nastepujacy przemienny kwadrat w kategorii pochodnej X

obs(X/F,/(2/p*Z))

O x, Ox'[2]
F;:Oj F;[ > c
1
Fx 8 x, F.obs(X/F,/(Z/p*Z)) FxOx[2]

Strzatka po lewej jest rtéwna zeru, gdyz Fy (df) = dF;(f) = dfP = pfP~1df = 0. Z przemien-
nosci kwadratu oraz faktu, ze o o Fy = id wynika wtedy, ze gérna strzalka jest réwna zeru.
Zatem X podnosi si¢ do Z/p*Z.

4.4. Teoria Serre’a-Tate’a dla rozmaitosci z trywialna wiazka kanoniczna (I)

Wigksza (i ciekawsza) czgs$¢ pracy [Hab2] dotyczy zwiazku kanonicznych podniesienn modulo
p? dla schematéw F-split opisanych w poprzednim podrozdziale i teorii Serre’a—Tate’a.

Jezeli rozmaito$¢ z trywialna wiazka kanoniczna X jest F-split, wowczas istnieje na niej
doktadnie jedno rozszczepienie Frobeniusa ¢ (Lemat 4.12). Indukuje ono kanoniczne podnie-
sienie X () nad W5 (k), ktére oznaczamy przez Xean i nazywamy kanonicznym podniesieniem X .
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Okazuje si¢, ze owe kanoniczne podniesienia sg czgs$cig wariantu teorii Serre’a—Tate’a dla
rozmaitosci z trywialna wiazka kanoniczna. W szczegdlnosci, przy pewnych zatozeniach otrzy-
mujemy podniesienia Frobeniusa na przestrzeniach formalnych deformacji. Co ciekawe, w ogol-
nosci nie istnieje na tych przestrzeniach zgodna struktura grupowa jak w przypadkach omawia-
nych wczesniej, o ile nie zaktadamy silniejszego warunku 2-zwyczajnoSci. W istocie, jednym
z ciekawszych odkry¢ jest zwiazek pomigdzy pierwsza wyzsza macierza Hassego—Witta HW (1)
oraz podniesieniem Frobeniusa F na przestrzeni deformacji X.

Oczywistym mankamentem teorii, prawdopodobnie niemozliwym do obejScia, jest fakt, ze
dziata ona tylko modulo p?. Jednak, w §wietle wynikéw Deligne’a i Illusiego (§2.6), wariant
,,modulo pz”
ka kanoniczng w dodatniej charakterystyce.

moze by¢ bardzo pomocny w badaniu zwyczajnych rozmaitosci z trywialng wiaz-

4.4.1. Kanoniczne podniesienia modulo p?>. Niech X bedzie rozmaitoscia z trywialng wiazka
kanoniczna nad k i niech o bedzie (jedynym) rozszczepieniem Frobeniusa na X. Niech

bedzie odpowiadajacym mu podniesieniem kanonicznym modulo p?. Z konstrukcji, Xean jest
domknigtym podschematem w W (X). Poniewaz dla dowolnego pierscienia R, morfizm obcig-
cia W>(R) — R ma kanoniczny multyplikatywny przekrdj, tzw. podniesienie Teichmiillera

fER — (f,0)eWy(R)

wnioskujemy, ze morfizm obcigcia O T Ox réwniez ma kanoniczny multyplikatywny prze-
kr¢j, zdefiniowany jako
f€0x — ((f,0)modI(o)) e W2(Ox)/I(0) = ofcan'
Ta prosta obserwacja ma bardzo powazne wnioski (wydaje si¢, Ze nieznane wczes$niej na-
wet w przypadku kanonicznych podniesieni rozmaito$ci abelowych): kazda wiazka liniowa na
X podnosi si¢ (w kanoniczny sposéb) do kanonicznego podniesienia Xcan; podobnie dla dywi-
zorow Cartiera oraz struktur logarytmicznych oraz klas w grupie Brauera. Dodatkowych cieka-
wych wiasnosci kanonicznego podniesienia X¢an dostarcza twierdzenie oméwione w nastepnym
akapicie.

4.4.2. Frobenius i filtracja Hodge’a. Kanoniczne podniesienie )?C;m jest zdefiniowane expli-
cite za pomoca wektoréw Witta W, (Oyx ) i rozszczepienia Frobeniusa na X. Jednak bardzo trud-
no jest wypisaé je jawnymi wzorami nawet w prostych przypadkach.® Jednym z glebszych i
trudniejszych wynikéw [Hab2] jest zwigzek kanonicznego podniesienia Xean Z teoria Hodge’a
wyrazony ponizej. Pozwala to np. na poréwnanie naszych kanonicznych podniesien z ich kla-
sycznymi wariantami dostgpnymi gdy X jest rozmaitoscia abelowa lub powierzchnig K3.

®Pewne ciekawe postepy w tym kierunku poczynit P. Grabowski w swojej pracy magisterskiej [Gra20].
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Twierdzenie 4.19 (Zob. [Hab2, Theorem 2]). Niech X bedzie 1-zwyczajnq gtadka i rzutowq
rozmaitosciq z trywialnq wiqzkq kanoniczng wymiaru d nad k, i niech X.on bedzie kanonicznym
podniesieniem X nad W, (k). Wowczas krystaliczny Frobenius

¢: HgR(gcan/Wﬁk)) — HccilR(ycan/WZ(k))
zachowuje podmodut Fil! HC‘{R (fcan /Ws(k)) (obraz H¢ (f , Q;?Zl) — H C‘{R (fcan /Wh(k)).

Jezeli p > 2 1 jesli zachodza pewne dodatkowe zatozenia, Xean jest jedynym podniesieniem
X o tej wtasnoSci [Hab2, Theorem 6.7.1]. Pozwala to poréwnac nasze podniesienia kanoniczne
modulo p? z tymi otrzymanymi z bardziej klasycznych wariantéw teorii Serre’a—Tate’a dla
rozmaitosci abelowych oraz K3 [Hab2, Corollary 6.7.2].

Dowdd powyzszego twierdzenia jest doS¢ dtugi i skomplikowany. Opiera si¢ on z jednej
strony na analizie kompleksu PD-de Rhama dla PD powloki X w gladkim W (k)-schemacie
Y wyposazonym w podniesienie Frobeniusa, z drugiej na zwiazku wektoréw Witta W, (Ox)
z kohomologiami krystalicznymi, w ktérym posredniczy kompleks de Rhama—Witta.

4.4.3. Podniesienia kanoniczne w rodzinach. Dalsza czgs$¢ pracy [Hab2] opiera si¢ na rela-
tywnej wersji konstrukcji kanonicznych podniesien opisanej w §4.3. Jest to zaskakujace o tyle,
ze nie jest znane ogollne pojecie relatywnych wektorow Witta. W naszej pracy podajemy jednak
konstrukcje w szczeg6lnym przypadku wektoréw dlugosci dwa w przypadku gladkiego morfi-
zmu schematow.

Niech X — § bedzie gtadkim morfizmem schematéw nad F,, za$ S ptaskim podniesieniem
S nad Z/ p?Z. Niech X’ — S bedzie cofnieciem X — S wzdtuz Frobeniusa Fg. Konstruujemy

wowczas snop pierscieni W (Ox /S), zwany snopem relatywnych wektoréw Witta dtugosci dwa,
na przestrzeni |X'| = |X|, bedacy rozszerzeniem o kwadracie zero Oy przez Fy s, Ox:

00— Fx/&*ox — WZ(OX/S) — Oxl — 0.

Przestrzen lokalnie upier$cieniona (|X'|, W>(Ox /S)) jest schematem, oznaczanym przez W> (X /S).

Jezeli 0 Fx/5,0x — Ox jest relatywnym roszczepieniem Frobeniusa dla X — S, czyli
Ox-liniowym rozszczepieniem Fy /s Oxr — Fy/5,.+Ox, wowczas wariant konstrukcji §4.3 daje
ptaskie podniesienie X’ do S, oznaczone przez X' (0), ktore jest domknigtym podschematem w
Wa(X/ S) wycietym przez snop ideatéw ker(c) C Fy /540X

Jezeli X /S jest rodzina rozmaitosci z trywialng wiazka kanoniczna ktérej widkna sa F-split,
wowczas istnieje doktadnie jedno relatywne rozszczepienie Frobeniusa 0@ Fy/s.0x — Oxr.
Oznaczamy przez

Xcan

kanoniczne podniesienie X'(c) nad S indukowane przez to roszczepienie Frobeniusa.

Twierdzenie 4.19 uogdlnia si¢ na przypadek relatywny: dla kanonicznego podniesienia X Lans

oraz dla dowolnego podniesienia Frobeniusa F3 na S, krystaliczny Frobenius
. d (v /T d (¥ /&
(P(F§) . F§HdR(Xéan/S) — HdR(X::an/S)
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odwzorowuje Fsi‘ (Fil') w Fil' [Hab2, Theorem 6.0.1].

Zwré¢my uwage, ze podniesienia kanoniczne w rodzinach nie s dobrze zbadane w lite-
raturze nawet w klasycznym przypadku schematéw abelowych (za wyjatkiem pracy [BG19]).
Trudno$¢ polega nad tym, ze jezeli A/S jest zwyczajnym schematem abelowym i S, (n > 0)
jest ptaskim podniesieniem S do Z/p"!Z, wéwczas to nie rodzina A/S posiada kanoniczne
podniesienie A, /Sn, a jej n-krotne cofnigcie Frobeniusem (F{')*A/S. Jezeli skupiamy si¢ na
podniesieniach kanonicznych nad Z,, wowczas musielibySmy wzia¢ n = oo, czyli perfekcje
schematu bazowego S.

4.4.4. Podniesienia Frobeniusa na przestrzeni deformacji. Niech X bedzie rozmaitoscia
z trywialng wiazka kanoniczng nad k. Zatézmy, ze funktor deformacji Defy ) jest pro-
reprezentowalny, 1 oznaczmy przez S odpowiadajacy mu schemat formalny nad W5 (k), zwany
przestrzeniq deformacji X. Oznaczmy przez X,y uniwersalng deformacj¢ X nad S. Teoria re-
latywnych podniesiefi kanonicznych, dzigki lematowi Yonedy, wyposaza przestrzefi deformacji
X w kanoniczne podniesienie Frobeniusa

F:§—5;
jest to jedyny morfizm dla ktérego istnieje izomorfizm deformaciji X’

F *Xuniv ~ j(v !

can-

Dla p > 2 i przy pewnych dodatkowych zatozeniach jest to jedyne podniesienie Frobeniusa
zgodne z filtracja Hodge’a [Hab2, Corollary 8.4.4].
Jak widzieliSmy wcze$niej, operator Hassego—Witta (odwzorowanie indukowane przez Fro-
beniusa)
HW(0): HY(X,0x) — HY(X,0x)

jest SciSle zwiazany z 1-zwyczajnoscia X. Jednym z ciekawszych odkry¢ w [Hab2] jest zwiazek
podniesienia Frobeniusa F z pierwszym wyzszym operatorem Hassego—Witta

HW(1): H7Y(X,0x) — H 1 (X, 0x).

Jest to p-liniowe odwzorowanie zdefiniowane przez Katza [Kat72] ktére jest zdefiniowane
jezeli X jest 1-zwyczajne, i jest izomorfizem wtedy i tylko wtedy gdy X jest 2-zwyczajne.
W [Hab2, Corollary 6.0.3] pokazujemy zwiazek tego odwzorowania z kanonicznym podniesie-
niem Xean: HW(1) jest morfizmem indukowanym przez podzielenie krystalicznego Frobeniusa
na Fil' HY, (Xean/Wa(k)) przez p, co ma sens dzieki Twierdzeniu 4.19.

Zal6zmy, ze schemat formalny S jest formalnie gtadki nad Ws(k), ;.

S~ Spt(Wo (k) [x1,...,x]),  r=dimH"(X,Tx).

Oznaczmy przez Q:lg modut ciaglych rézniczek S nad W, (k); jest to wolny Og-modut rozpig-
ty przez dxy,...,dx,, a jego wtékno w punkcie domknigtym jest izomorficzne z przestrzenia
dualng do H'(X, Tx). Podobnie definiujemy S jako redukcje S modulo p, CO pro-reprezentuje
funktor Defy /; deformacji X nad k.
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Z drugiej strony zaleznosci pomiedzy HW (1) a F jest odwzorowanie
E: FiQf — Qg

indukowane przez F (zob. §5.1). Za Mochizukim [Moc96], podniesienie F nazywamy zwyczaj-
nym jezeli odwzorowanie & jest izomorfizmem. Oznaczmy przez € odwzorowanie dualne

EV: Ty — K Ts.
Biorac widkno w punkcie domknietym § dostajemy p-liniowe odwzorowanie
EV(0): H'(X,Tx) — H' (X, Tx).
Twierdzenie 4.20. Nastepujqacy kwadrat jest przemienny
H'(X,Ty) —Hom(H/"'(X,Q}),H!(X,0x))
§V(0)j lHom(HW(l)’HW(O)I)
HY(X,Tx) —=Hom(H?~1(X,Q}),HY(X,0x)).
Whniosek 4.21. Nastepujace warunki sq rownowazne:
(i) rozmaitos¢ X jest 2-zwyczajna;
(ii) kanoniczne podniesienie Frobeniusa F na przestrzeni deformacji S Jjest zwyczajne.
Podniesienie Frobeniusa F pozwala, przy pewnych zatozeniach, otrzymac kanoniczne wspot-

rzedne na S [Hab2, Corollary 9.3.2].

5. Podniesienia Frobeniusa [Hab3]

Istnienie morfizmu Frobeniusa czyni geometri¢ algebraiczna nad F), istotnie odmienna od geo-
metrii w charakterystyce zero. W pracy [Hab3] wspélnej z J. Witaszkiem 1 M. Zdanowiczem,
jak réwniez w jej drugiej czgsci [AWZ20], badamy kiedy rozmaitos¢ (gtadka i rzutowa) w cha-
rakterystyce p moze zostaé podniesiona modulo p? wraz z Frobeniusem.

Definicja 5.1. Schemat X nad k nazywamy F —podnoszalnym Jezeh istnieje podmeswnle X nad
Ws (k) wraz z podniesieniem Frobeniusa, tj. morfizmem F: X — X takim, ze F ® k = F. Taka
parg (X, F) nazwiemy F-podniesieniem schematu X .

Kazda gladka rozmaito$¢ afiniczna X jest F-podnoszalna. Istotnie, stosowne przeszkody do
podniesienia X oraz Fy ; leza w grupach

H*(X,Tx) oraz H'(X,Fy ;Tx)

ktére znikaja jezeli X jest afiniczny. GtadkoS¢ X jest istotna, i jest ciekawym pytaniem jakie
osobliwosci moga by¢ F-podnoszalne. Praca [Zdal8] dostarcza pewnych odpowiedzi na to py-
tanie.
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Dowolna rozmaito$¢ toryczna jest F-podnoszalna [BTLM97]. Dla przyktadu, rozwazmy
afiniczng rozmaito$¢ toryczna

X =SpecklP], P=o0c'NM

(uzywamy tutaj notacji z [Ful93]: M ~ Z jest krata, M = N jest krata dualna, 6 C Ny jest
stozkiem wypuklym rozpigtym przez skoniczony podzbiér N niezawierajacym zadnej proste;j,
za$ 6" jest stozkiem dualnym). Wtedy

X = SpecWs (k)[P], F*(m)=m" dlam € P

definiuje F-podniesienie X.

Z innej strony, jak zobaczyliSmy w §4.1, kazda zwyczajna rozmaito$S¢ abelowa jest F-
podnoszalna. Ponizsza hipoteza, na ktérej oparte sa prace [Hab3] oraz [AWZ20] méwi, ze
F-podnoszalnos$¢ jest bardzo rzadka i w gruncie rzeczy ograniczona do powyzszych przykta-
déw: wszystkie przyktady F-podnoszalnych gtadkich i rzutowych rozmaitos$ci w charakterysty-
ce p > 0 powstaja w okreSlony spos6b z rozmaitosci torycznych oraz zwyczajnych rozmaitosci
abelowych.

Hipoteza 5.2 ([Hab3, Conjecture 1]). Niech X bedzie gtadkq i rzutowq rozmaitosciq nad cia-
tem algebraicznie domknigtym k charakterystyki p > 0. Jezeli X jest F-podnoszalna, wowczas
istnieje skoriczone etalne nakrycie Galois f: Y — X takie, 7e morfizm Albanese rozmaitosci Y

ay:Y — Alb(Y)

jest torycznym rozwtoknieniem (zob. [Hab3, Definition 2.1.1(b)]). W szczegolnosci, jezeli X
jest jednospdjne (np. jezeli X jest rozdzielczo wymiernie spojne), wtedy X jest rozmaitosciq
toryczng.

Do badania tej hipotezy rozwingliSmy kilka technik dotyczacych podniesien Frobeniusa,
opisanych w §5.1. To pozwolilo na potwierdzenie jej prawdziwosci w przypadku rozmaitosci
jednorodnych (§5.2), par log Calabi—Yau (§5.3), oraz (w pracy [AWZ20]) dla powierzchni oraz
trojwymiarowych rozmaitosci Fano (§5.4). Hipoteza 5.2 ma zwiazki z ciekawymi problemami
w zespolonej geometrii algebraicznej, oméwionymi w §5.5

5.1. Teoria F-podniesien

Duza cz¢$¢ pracy [Hab3] (oraz jej drugiej czgsci [AWZ20]) zajmuje badanie ogélnych wiasno-
Sci F-podnoszalnych rozmaitosci. Omoéwimy teraz pokrétce gtdwne narzedzia.

5.1.1. Odwzorowanie . Niech X bedzie gtadkim schematem nad k i niech (Xv F ) bedzie
F-podniesieniem X. Oznaczmy przez fx /k iIndukowane podniesienie relatywnego Frobeniusa.
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Poniewaz Fy Xk /k — Q}l( Ik jest odwzorowaniem zerowym, stosujac lemat o wezu do diagra-
mu przemiennego o doktadnych wierszach

0—Fy X /k X’/k —>FX/k‘Q'}1(//W (k) F;(k/kg)l(’/k —0
X/k_ol jF;}/k lF;/k—o
0 Q?lf/k—Xp>Q)1(/W2( k) Q 0
otrzymujemy morfizm
¢ = M X — Qe

p
taki, ze F, /k( ) = p x &(®w mod p). Jest on injektywny, a jego wyznacznik, traktowany jako
element

Hom(Fy 0y /i, ox ;i) ~ H(X, 0y, i) = Hom(Fx.Ox, Ox)
indukuje rozszczepienie Frobeniusa na X. Prosty wniosek: jezeli X jest F'-podnoszalna, wow-

czas wymiar Kodairy X jest niedodatni. Natomiast morfizm dotaczony
d.
g x//k—>FX/k* X/k

ma obraz w snopie form domknigtych ZQ;( Ik C Fy/p
doktadnego

)1( Ik 1 indukuje rozszczepienie ciagu
0 — BQY , — 20}, = Q — 0.

Mozemy traktowaé odwzorowanie & jako p-liniowy endomorfizm snopa Q! . Wéwczas

etalny snop jego punktéw statych

Xk
1

Fe = (Qy /k)g

jest snopem konstruowalnym przestrzeni liniowych nad F, na X, ktorego geometria jest uzy-

wana w zasadniczy sposéb w dowodzie Hipotezy 5.2 dla przestrzeni jednorodnych. W szcze-

g6lnym przypadku gdy & jest izomorfizmem, wéwczas Fe jest Fp-systemem lokalnym na X

rozpinajacym Q)l(:

Zgodnie z tym, F-podniesienie X dla ktérego & jest izomorfizmem mozna uznaé za analog

struktury afinicznej na X, tzn. beztorsyjnej koneksji catkowalnej na wiazce styczne;.

5.1.2. Znikanie Botta. Jak pokazali Deligne i Illusie [DI87] (zob. §2.6), podnoszalnos¢ do
W, (k) implikuje wariant znikania Kodairy-Akizukiego—Nakano: dla wiazki szerokiej L na roz-
maitosci gtadkiej i rzutowej X podnoszalnej do W5 (k) zachodzi znikanie

H/ (X, QoL =0  dlai+j<min(p,dimX).

Okazuje sig, ze F-podnoszalno$¢ implikuje duzo silniejsze twierdzenie o znikaniu, tzw. znika-
nie Botta.
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Stwierdzenie 5.3 (Znikanie Botta, [BTLMO97]). Niech X bedzie F-podnoszalng gtadkq i rzuto-
wq rozmaitosciq nad k i niech L bedzie szerokq wiazka liniowq na X. Wowczas

H/ (X, Q4 ®L)=0
dla j >0orazi> 0.

Znikanie Botta jest bardzo rzadkie nawet w charakterystyce zero, do niedawna jedynymi
znanymi przyktadami byly rozmaitosci toryczne oraz abelowe. W pracy [Tot20] Totaro kon-
struuje ciekawe przyklady powierzchni spetniajacych znikanie Botta.

Jedna z prostych konsekwencji znikania Botta jest fakt, ze F-podnoszalne rozmaitoSci Fa-
no sa sztywne: H'(X,Tx) = 0. Z tego faktu korzystamy wielokrotnie w pracach [Hab3] oraz
[AWZ20].

5.1.3. Spychanie F-podnoszalno$ci. Ponizsze twierdzenie pozwala czgsto wywnioskowac,
dla danego morfizmu Y — X, F-podnoszalno$¢ X z F-podnoszalnos$ci Y. Jest ono najpowazniej-
szym technicznym narzedziem pracy [Hab3]. Opiera si¢ ono na technice spychania deformacji
(§2.5) oraz funktorialnosci przeszkéd do podnoszenia Frobeniusa.

Twierdzenie 5.4 (Spychanie F-podnoszalnosSci). Niech w: Y — X bedzie morfizmem schema-
tow lokalnie skoriczonego typu nad k i niech (Y, Fy) bedzie F-podniesieniem Y .

(a) Przypusémy, Ze T ma podniesienie T : Y — X oraz ze zachodzi jeden z ponizszych warun-
kow:
i. m*: Ox — Rm. Oy jest odszczepialnym monomorfizmem w kategorii pochodnej,
ii. morfizm T jest skoriczony i ptaski stopnia wzglednie pierwszego z p,
iii. schematY spetnia warunek Sy a morfizm w jest otwartym wiozeniem takim, ze X \ Y
ma kowymiar > 1w X.
Wtedy Fx podnosi sie do X.

(b) Przypusémy, Ze zachodzi jeden z ponizszych warunkow:

i. Ox = 1.0y oraz R'm,0y =0,
ii. XiY sq gtadkie a morfizm 7 jest wtasciwy i biwymierny,
iii. schematY spetnia warunek Sz a morfizm 7 jest otwartym wioZeniem takim, 7e X \' Y

ma kowymiar > 2 w X.

Wtedy istnieje doktadnie jedna para sktadajqca sie z F-podniesienia (XV , FVX) schematu X
oraz podniesienia T: Y — X morfizmu T taka, 7e Fx o & = T o Fy.
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5.2. RozmaitosSci jednorodne

W [BTLM97, §4], Buch, Thomsen, Lauritzen i Mehta badaja F-podnoszalno§¢ wymiernych
przestrzeni jednorodnych. W wielu przypadkach udaje im si¢ pokazaé, ze rozmaito$¢ tego typu
nie jest F-podnoszalna poniewaz znikanie Botta (Proposition 5.3) nie zachodzi. Jak w naszym
twierdzeniu ponizej (jednak uzywajac innego argumentu) sprowadzaja oni pytanie do przy-
padku liczby Picarda réwnej jeden. Jednak nawet przy tym zalozeniu, znalezienie i, j oraz
L dla ktérych H'(X, Qg( ® L) # 0 jest trudnym zadaniem. W tym celu, autorzy korzystaja ze
skomplikowanych wynikéw Snowa [Sno88, Sno86] o kohomologiach rozmaitosSci flag w cha-
rakterystyce zero. Zadaja oni pytanie [BTLM97, Remark 2] czy jedynymi F-podnoszalnymi
wymiernymi przestrzeniami jednorodnymi sa produkty przestrzeni rzutowych. Poniewaz sg to
doktadnie toryczne rozmaitosci jednorodne, jest to szczegdlny przypadek naszej Hipotezy 5.2,
ktéry szczgsliwie udato nam si¢ rozwiazac.

Najogoélniejszy wynik w tym kierunku klasyfikuje F-podnoszalne rozmaitosci jednorodne,
czyli rozmaitoSci ktérych grupa automorfizmoéw dziata tranzytywnie.

Twierdzenie 5.5 (Zob. [Hab3, Theorem 6.4.5]). Niech X bedzie rozmaitosciq gtadka i rzutowq
nad ciatem algebraicznie domknietym k charakterystyki p > 0 taka, Ze grupa automorfizmow
Aut(X) dziata tranzytywnie na X (k). Wowczas nastepujqce warunki sq rownowazne:

(i) Rozmaitos¢ X jest F-podnoszalna.

(ii) Istnieje izomorfizm
X~ AXP! x - x P

dla pewnych liczb catkowitych ny,...,n, > 1, gdzie A jest zwyczajng rozmaitosciq abelo-
waq.

(iii) Rozmaitos¢ Albanese A = Alb(X) jest zwyczajng rozmaitosciq abelowq a wtékna odwzo-
rowania Albanese a: X — A sq rozmaitosciami torycznymi.

Nasz dowdd w przypadku liczby Picarda réwnej jeden nie korzysta z klasyfikacji przestrzeni
jednorodnych ani ze znikania Botta. Istotnie, dla dowodu musimy wiedzie¢ jedynie, ze X jest
rozmaito$cia Fano ktérej wiazka styczna Tx jest nef (zgodnie z trudnag hipoteza Campany—
Peternella [CP91], [Kol96, V, Conjecture 3.10], te dwa warunki powinny implikowac fakt, ze X
jest rozmaitoscia jednorodng). Glownymi sktadnikami dowodu sa charakteryzacja przestrzeni
rzutowej Moriego oraz delikatne badanie obcigé snopa &-niezmienniczych form (zob. §5.1) do
pewnych szczegdlnych rodzin krzywych wymiernych [Kol96].

Dla ogélnego przypadku, niestety musimy podeprze¢ si¢ nieco klasyfikacja przestrzeni jed-
norodnych, ale tylko po to by sprawdzi¢ dla ktérych wierzchotki ktérych diagraméw Dynkina
odpowiednia przestrzen jednorodna o liczbie Picarda jeden jest przestrzenia rzutowa. Wynik
Lauritzena i Mehty [LM97] pozwala nam unikna¢ niezredukowanych stabilizatoréw. Nasze me-
tody daja nadziej¢ na dowdd wigkszej liczby szczegdlnych przypadkéw Hipotezy 5.2 z liczba
Picarda réwna jeden.
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5.3. F-podnoszalne pary log Calabi-Yau

Jak udowodnili Mehta i Srinivas [MS87], Hipoteza 5.2 zachodzi dla rozmaitosci z trywialna
(lub numerycznie trywialna) wiazka kanoniczng. Dowdd opiera si¢ na pokazaniu wpierw, ze
po przejSciu do skonczonego etalnego nakrycia wigzka styczna réwniez jest trywialna. Istotnie,
injektywne odwzorowanie & zdefiniowane w §5.1

& FxQy ) — Qx

musi by¢ izomorfizmem, poniewaz jego wyznacznik jest niezerowym endomorfizmem Oyx. Na
mocy twierdzenia Lange—Stuhlera [LLS77] istnieje skonczone etalne nakrycie f: Y — X dla
ktorego f *Q Ik = Q Yk jest wiazka trywialna.

W tym momencie mozna zastosowa¢ wariant teorii Serre’a—Tate’a (zob. Uwaga 4.9) 1 zna-
lez¢ podniesienie Y nad W. Koniec dowodu, najbardziej subtelny, polega na zastosowaniu wy-
nikéw Yau w kontekscie hipotezy Calabiego do rozmaitosci zespolonej Y¢ (wybieramy w tym
celu zanurzenie W — C). Uzyskana w ten sposéb informacja na temat grupy podstawowej Y
pozwala udowodni¢, ze po przejsciu do kolejnego nakrycia etalnego morfizm Albanese jest
izomorfizmem.

Jednym z gtéwnych wynikéw pracy [Hab3] jest ,,Jogarytmiczny” wariant powyzszego twier-
dzenia. Jezeli D jest dywizorem o normalnych przecigciach na gtadkiej rozmaitosci X nad k,
za$ X Jest podnleswnlem X nad W, (k), wtedy przez podniesienie D do X rozumiemy dywizor
Cartiera D C X spelma]apy DNX=D,o relatywnie normalnych przecigciach.” Powiemy, ze
podniesienie Frobeniusa FnaX jest zgodne z podniesieniem D dywizora D jezeli zachodzi
réwnos¢ dywizorow Cartiera

F(D) = pD.
W tym przypadku powiemy, ze para (X, D) jest F-podnoszalna, za$ tréjke (X, D, F) nazwiemy
F-podniesieniem pary (X, D).

Twierdzenie 5.6 ([Hab3, Theorem 5.1.1]). Niech X bedzie gtadkq i rzutowq rozmaitosciq nad
ciatem algebraicznie domknigtym k charakterystyki p > 0, i niech D bedzie dywizorem o nor-
malnych przecigciach na X. Wowczas nastepujqce warunki sq réownowazne:

(i) para (X,D) jest F-podnoszalna a wiqzka @x (D) jest numerycznie trywialna,
(ii) X jest F-split a wiqzka Q)l( (log D) trywializuje si¢ na skoriczonym etalnym nakryciu,

(iii) istnieje skoriczone nakrycie etalne f: Y — X ktorego morfizm Albanese a: Y — A jest to-
rycznym rogwtdknieniem nad zwyczajng rozmaitosciq abelowq o torycznym brzegu f~! (D).

Dowdd powyzszego twierdzenia jest rownie zawity co dowdd [MS87] 1 przebiega w podob-
ny sposob, z istotnymi réznicami. Podobnie jak u Mehty i Srinivasa, podnosimy tréjke (X, D, F)
do charakterystyki zero. Tam jednak nie mozemy skorzysta¢ z wynikow Yau dot. hipotezy Ca-
labi jezeli D # 0. Zamiast tego, korzystamy z niedawnych wynikéw [GKP16], [NZ10] na temat

"Uwaga: warunek ten wyklucza ,,czgsciowe wygtadzenia” dywizoréw, np. dla X = A2, X= A%,z (k) Oraz D=

V(x1x2), dywizor D = V (x1x; — p) nie jest podniesieniem D do X, w odréznieniu od V (x1x;) C X.
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rozmaitosci zespolonych ze spolaryzowanym endomorfizmem: grupa podstawowa takiej roz-
maitoSci jest wirtualnie abelowa.

W ekstremalnym (docelowo: torycznym) przypadku, gdy H' (X,0x) = 0, korzystamy z na-
stepujacego argumentu: gdy Q}( (logD) jest wiazka trywialna (co w kontekscie dowodu mozna
zatozy¢), wowczas

H' (X, End(Q} (log D)) ~ H' (X, 0)4m¥)* = 0,

Grupa ta parametryzuje deformacje pierwszego rzgdu wiazki Q}((logD), dlatego podniesienie
(Xc,Dc, Fc) do charakterystyki zero réwniez bedzie miato trywialng logarytmiczna wiazke ko-
styczng oraz H' (X, 0 xc) = 0. Namocy twierdzenia Winkelmanna [Win04], para (Xc,Dc) jest
toryczna. W koricu dowodu korzystamy z ,.globalnej sztywnoS$ci par torycznych” (omdéwione;j
ponizej w §5.5) by wydedukowad, ze para (X, D) réwniez jest toryczna.

5.4. Inne przypadki hipotezy

Pracy [Hab3] towarzyszy praca [AWZ20], ktéra jako dotad nieopublikowana nie wchodzi w sktad
osiagnigcia habilitacyjnego. W rzeczywistosci obie prace tworzyly jeden preprint, ktéry zostat
podzielony w trakcie procesu publikacyjnego. Jako ze tworza one pewna spojna calos¢, omow-
my pokrétce wyniki [AWZ20].

5.4.1. F-podnoszalno$¢ powierzchni. Pierwszy wynik implikuje prawdziwos$¢ Hipotezy 5.2
w wymiarze < 2.

Twierdzenie 5.7. Niech X bedzie gtadkq i rzutowq powierzchniq nad algebraicznie domknigtym
ciatem k charakterystyki p > 0. Wowczas X jest F-podnoszalna wtedy i tylko wtedy gdy zachodzi
jeden z ponizszych warunkow:

(i) X jest zwyczajng powierzchniq abelowq;

(ii) X jest powierzchniq hipereliptyczng ktora jest ilorazem iloczynu dwu zwyczajnych krzy-
wych eliptycznych;

(iii) X jest powierzchniq prostokresing Pc(E) dla znormalizowanej wiqzki wektorowej E rangi
2 na zwyczajnej krzywej eliptycznej C ktora nie jest nietrywialnym rozszerzeniem O¢ przez
Oc;

(iv) X jest powierzchniq torycznq.

W przypadku powierzchni minimalnych, podobne (cho¢ niestety nie do konica poprawne —
[AWZ20, Remark 6.10]) wyniki zawarte sa w pracy [Xin16].

5.4.2. F-podnoszalnos¢ 3-rozmaitosci Fano. Drugi wynik dotyczy 3-rozmaitosci Fano, stwier-
dzajac prawdziwo$¢ Hipotezy 5.2 w tym przypadku. Opiera si¢ on jednak na nastgpujacym
zatozeniu, ktorego prawdziwo$¢ wynika z rezultatow [SB97]. Umieszczamy je jednak ponizej
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jako zatozenie, poniewaz dowody [SB97] sa dla nas nie do konca zrozumiate (zob. [AWZ20,
Remark A.2]):

Istnieje m > O takie, ze dla kazdej 3-rozmaito$ci Fano X w dowolne;j 5.1)
charakterystyce dywizor —mKy nie ma punktéw bazowych. '

Twierdzenie 5.8. Zatoimy prawdziwosc (5.1). Wowczas istnieje pg takie, zZe dla p > po kaZda
F-podnoszalna 3-rozmaitos¢ Fano w charakterystyce p jest toryczna.

Dowdd tego twierdzenia korzysta w istotny sposéb z klasyfikacji Moriego—Mukai [Sha99],
oraz z prawie wszystkich rozwinigtych przez nas technik dot. rozmaitosci F-podnoszalnych.

5.5. Whnioski

Na koniec omowimy kilka rezultatow i1 problemow, ktére nie dotycza bezposrednio F-podnosza-
Inosci, a jednak sa zwiazane z Hipoteza 5.2.

5.5.1. Hipoteza Occhetty i Wisniewskiego. Rozwazmy nastgpujacy rodzaj problemu: majac
dang zespolona rozmaitos$¢ rzutowa Z, wyznaczy¢ z doktadnoscia do izomorfizmu wszystkie
gladkie rzutowe rozmaitoSci X dla ktérych istnieje surjekcja ¢ : Z — X. W przypadku Z = P,
korzystajac z teorii Mori Lazarsfeld [Laz84] pokazat, ze X ~ P" (lub X jest punktem). In-
nym ciekawym przypadkiem jest, gdy Z jest rozmaitoscig abelowa; woéwczas X posiada nakry-
cie etalne ktore jest produktem rozmaitoSci abelowej 1 przestrzeni rzutowych [Deb89, HMOI,
DHPOS8]. W innym kierunku, Occhetta i Wisniewski [OWO02] pokazali, ze jezeli Z jest rozma-
itoScig toryczng oraz X ma liczbg Picarda jeden, wéwczas X ~ P". W tej samej pracy, postawili
nastgpujaca, otwarta do dzisiaj hipotezg.

Hipoteza 5.9. Niech X bedzie gtadkq i rzutowq rozmaitosciq zespolong. JezZeli istnieje surjekcja
¢: Z — X gdzie Z jest wlaSciwq rozmaitosciq toryczng, wowczas X rowniez jest rozmaitosciq
toryczng.

Jedna z motywacji prac [Hab3] oraz [AWZ20] byta préba potwierdzenia nowych przypad-
kow powyzszej hipotezy za pomoca redukcji do dodatniej charakterystyki. W istocie, jednym
z ciekawszych wynikéw [Hab3] jest obserwacja, ze nasza Hipoteza 5.2 implikuje hipoteze
Occhetty—Wisniewskiego.

Twierdzenie 5.10 ([Hab3, Theorem 3]). Prawdziwosé Hipotezy 5.2 dla rozmaitosci jednospoj-
nych w charakterystyce p > 0 implikuje prawdziwos¢ Hipotezy 5.9 w charakterystyce zero.

Zwiazek ten korzysta z jednej strony z techniki spychania F-podnoszalnosci, z drugiej z wy-
nikéw na temat torycznosci wiékien w arytmetycznych rodzinach rozmaitosci. Mianowicie,
majac dane f: Z — X nad C gdzie Z jest toryczne, korzystajac z obserwacji w [OW02] mo-
zemy zatozy¢, ze morfizm f jest skonczony. Znajdujemy model arytmetyczny f: Z — X nad
schematem S skoniczonego typu nad Z i patrzymy na wtékno nad punktem domknigtym p € S
ktérego charakterystyka jest wzglednie pierwsza ze stopniem f. Poniewaz Z, jest toryczne,
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jest F-podnoszalne, a zatem na mocy Twierdzenia 5.4 X, jest F-podnoszalne. Zgodnie z Hi-
poteza 5.2, rozmaito$¢ Xy jest wtedy toryczna. Zatem X /S ma prawie wszystkie widkna geo-
metryczne bgdace rozmaitoSciami torycznymi. Korzystajac z wersji twierdzenia Jaczewskie-
go [Jac94] w wersji Kedzierskiego—Wisniewskiego [KW15] oraz pewnych wynikéw pomocni-
czych, pokazujemy, ze wowczas geometryczne wiékno ogdlne X jest toryczne.

Z zaprezentowanej techniki wynika, ze w sytuacji Hipotezy 5.9 rozmaito$¢ X spetnia znika-
nie Botta (Stwierdzenie 5.3). W szczeg6lnosci, jezeli X jest rozmaito$cia Fano, wéwczas musi
ona by¢ sztywna. Jest cieckawym pytaniem, jak daleko od bycia toryczna jest rozmaito$¢ jedno-
spOjna spetniajaca znikanie Botta. Jak niedlugo po ukazaniu si¢ pracy [Hab3] pokazal Totaro
[Tot20], istnieja do§¢ proste rozmaitosci (rozdmuchanie P> w czterech punktach w ogdlnym
polozeniu oraz niektére powierzchnie K3) ktére niebgedac torycznymi spetniaja znikanie Botta.

Z rezultatéw prac [Hab3] oraz [AWZ20] na temat Hipotezy 5.9 wynika prawdziwo$¢ hipo-
tezy Occhetty—Wisniewskiego w przypadku, gdy dimX < 2, gdy X jest trdjwymiarowa rozma-
itoScig Fano, lub gdy X jest rozmaitoScia jednorodna.

5.5.2. Pary z trywialna logarytmiczna wiazka styczna. Wiazka styczna rozmaitoSci abelo-
wej jest trywialna (dzigki dziataniu poprzez przesunigcia). Nad C, twierdzenie odwrotne row-
niez jest prawdziwe: rzutowa i gtadka rozmaitos¢ z trywialng wiazka styczna jest rozmaitoscia
abelowa. W dodatniej charakterystyce nie jest to prawda, jednak Mehta i Srinivas [MS87] poka-
zali, ze zwyczajne (lub F-split) rozmaitosci z trywialng wiazka styczng maja skoiczone nakrycie
etalne bedace rozmaitos$cia abelowa.

Jezeli X jest gtadka rozmaitoscig a D C X dywizorem o normalnych przecigciach, wéwczas
mamy podsnop wiazki stycznej Tx(—logD) C Ty sktadajacy si¢ z rézniczkowann zachowuja-
cych ideat dywizora D, lub réwnowaznie z pdl wektorowych stycznych do D w kazdym punk-
cie D. Jest on réwniez lokalnie wolny wymiaru dim(X), i jest nazywany logarytmiczng wiqzkq
styczng pary (X, D).

Jezeli X jest gladka rozmaitoScig toryczng a D C X jest jej torycznym brzegiem (dopetnie-
niem otwartej orbity dziatania torusa), wowczas logarytmiczna wiazka styczna Tx (—log D) jest
trywialna: jezeli m € M jest elementem kraty charakteréw torusa, rozumianym jako funkcja wy-
mierna na X, wéwczas dlog(m) = m~'dm jest przekrojem wiazki dualnej Q} (log D). Zadaje
to izomorfizm snopéw na X

Tx(—IOgD) ~ M ®z Ox.

F.aczac przypadek rozmaitosci abelowej oraz rozmaitosci torycznej, rozwazmy rozmaito$¢
semiabelowa A (rozszerzenie torusa i rozmaitoSci abelowej) dzialajaca w sposéb wierny na
gtadkiej i rzutowej rozmaitosci X z gesta orbita U. Wéwcezas D = X \ U jest dywizorem o nor-
malnych przecigciach oraz logarytmiczna wiazka styczna Tx(—logD) jest trywialna. Nad C,
twierdzenie odwrotne udowodnit Winkelmann [Win04]. Nad ciatem dodatniej charakterysty-
ki znowu nie jest to prawda, jednak nasze Twierdzenie 5.6 moze zosta¢ uznane za czgsciowe
twierdzenie odwrotne, rozszerzajace wynik Mehty 1 Srinivasa na przypadek logarytmiczny.

5.5.3. Globalna sztywnosc par torycznych. Rozmaitos¢ gladka i rzutowa X nazywamy sztyw-
nq jezeli nie posiada ona nietrywialnych deformacji, lub réwnowaznie gdy H' (X, Tx) = 0. Po-
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wiemy, ze X jest globalnie sztywna jezeli nie posiada ona réwniez nietrywialnych degeneracji:
jezeli S jest spéjnym k-schematem a X jest gtadkim i rzutowym S-schematem takim, ze istnieje
punkt geometryczny Spec(L) — S taki, ze X xgSpec(L) ~ X ®; L, wéwczas X oraz X X S sa
izomorficznie etalnie lokalnie na S, 1 w szczegdlnosSci powyzszy izomorfizm zachodzi dla kaz-
dego punktu geometrycznego S. Jednym z wigkszych osiagnie¢ teorii krzywych wymiernych
minimalnego stopnia [HMO04] jest pokazanie, ze przestrzenie rzutowe sg globalnie sztywne.

Powyzsze definicje maja sens dla par (X,D) gdzie X jest jak wyzej a D jest dywizorem
o normalnych przecigciach na X. Zauwazmy teraz, ze jezeli (X, D) jest parq toryczna, tj. X jest
rozmaitoscia toryczng a D = X \ T jej torycznym brzegiem, wowczas jak widzieliSmy wcze-
$niej logarytmiczna wiazka kostyczna Ql (log D) jest trywialna. Poniewaz za$ H'(X,0x) = 0,
wnioskujemy, ze kazda para toryczna (X, D) jest sztywna.

Skutkiem ubocznym naszych badan nad F-podnoszalnos$cia i Hipoteza 5.2 byto udowod-
nienie, ze pary toryczne sg globalnie sztywne.

Twierdzenie 5.11 ([Hab3, Proposition 4.3.1]). Niech S bedzie niepustym i spéjnym schematem
noetherowskim, niech f: X — S bedzie morfizmem gtadkim i rzutowym, i niech D C X bedzie
dywizorem o relatywnie normalnych przecigciach nad S. Nastepujace warunki sq wtedy rowno-
wazne:

(i) Morfizm f ma strukture torycznego rozwtoknienia z torycznym brzegiem D.
(ii) Istnieje gladki wachlarz ¥, pokrycie etalne S’ — S, oraz izomorfizm

(XvD) XSS/ = (X(Z)aD(Z>) X Spec(Z) s'.

(iii) Istnieje punkt geometryczny s schematu S oraz gtadki wachlarz X taki, ze

(X§>D§) = (X(Z)7D(Z)) X Spec(Z) s.

6. Rozmaitosci K(x, 1) i dzikie rozgalezienie [Hab4]

Etalna teoria homotopii (w sensie Artina i Mazura [AM69]) schematéw w dodatniej charaktery-
styce jest stabo zrozumiana. Jak wspomnieliSmy we Wstepie, juz sama etalna grupa podstawo-
wa prostej afinicznej nad cialem algebraicznie domknigtym charakterystyki p > 0 jest ogromna.
Gléwny wynik pracy [Hab4] pokazuje jednak, ze w pewnym sensie etalna grupa podstawowa
kontroluje typy homotopii w dodatniej charakterystyce.

W topologii algebraicznej, spojna przestrzen topologiczna (spetniajaca zwykle techniczne
zatozenia) X nazywamy przestrzeniq K (7, 1) jezeli jej nakrycie uniwersalne X jest stabo Sciag-
galne. Réwnowaznie, 7,(X) = 0 dla ¢ > 2. Typ homotopii takiej przestrzeni jest jednoznacznie
wyznaczony przez jej grupe podstawowa 7; (X ), mianowicie kanoniczny morfizm do jej prze-
strzeni klasyfikujacej

p: X — Bm(X)

jest staba réwnowaznoscia. Kohomologie przestrzeni X (o wspéiczynnikach w dowolnym sys-
temie lokalnym) sg zatem utozsamione z kohomologiami grupy podstawowej 7; (X).
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Pojecie przestrzeni K(m,1) ma naturalny odpowiednik w topologii etalnej. Powiemy, ze
spojny schemat X (kwazi-zwarty i kwazi-separowalny) jest schematem K(m,1) jezeli dla do-
wolnego konstruowalnego lokalnie statego etalnego snopa J na X, naturalny morfizm

p*: HY(m (X, %), F¢) —> HA(X,F)

jest izomorfizmem dla g > 0. Jezeli X spetnia dodatkowe warunki, powyzsza definicja jest row-
nowazna ze znikaniem etalnych wyzszych grup homotopii ﬂgt (X) (g > 2). Schematy K(x,1)
zostaly wynalezione przez Artina [SGA73, Exp. XI] w kontekscie dowodu wariantu twierdze-
nia poréwnawczego (1.1). Pokazat on, ze kazdy gtadki schemat nad C posiada otwarte pokrycie
afinicznymi schematami K (7, 1), tzw. otoczeniami Artina, dla ktérych twierdzenie byto proste
do udowodnienia korzystajac ze wczesniejszego twierdzenia poréwnawczego dla etalnej grupy
podstawowej w [SGAO3].

Przez dilugi czas, istnienie otoczeri Artina w charakterystyce p > 0 bylo nieznane, poza
pewnym specjalnym wariantem [Fri73]. Okazato si¢ jednak, ze otoczerh K(m,1) w dodatniej
charakterystyce jest duzo wigcej. Gléwnym wynikiem pracy [Hab4] jest nastgpujace twierdze-
nie.

Twierdzenie 6.1. Kaidy spdjny schemat afiniczny nad ¥, jest schematem K (7, 1).

W powyzszym twierdzeniu brak jakichkolwiek zalozen o skoficzonosci. W istocie twierdze-
nie tatwo zredukowac do przypadku spdjnego schematu afinicznego skoficzonego typu nad F,.
Przed tym twierdzeniem nieznane byty jakiekolwiek przyktady afinicznych rozmaitosci K (7, 1)
w dodatniej charakterystyce poza krzywymi — nie bylo nawet wiadomo, czy ptaszczyzna afi-
niczna jest przestrzenia K(m,1).

Dowdd Twierdzenia 6.1 opiera si¢ z jednej strony na redukcji do przypadku przestrzeni
afinicznej nad F, z drugiej na niedawnych postgpach w wyzszej teorii rozgatgzienia poczynio-
nych przez Alexandra Beilinsona [Beil6] 1 Takeshiego Saito [Sail7a].

6.1. Redukcja do przypadku przestrzeni afinicznej

Niech X = Spec(A) bedzie spéjnym afinicznym schematem nad F,. Ponizej naszkicujemy, w ja-
ki sposéb prawdziwo$¢ Twierdzenia 6.1 dla przestrzeni afinicznych A%p dla wszystkich n > 0
implikuje jego prawdziwo$¢ w ogdlnosci.

Algebra A jest suma wstgpujaca (granica induktywna) swoich skonczenie generowanych
podalgebr: A = (JycjAa- Zatem X = l'gloce ;X jest granica odwrotng schematow afinicznych
skoriczonego typu nad F,. Z twierdzen o kompatybilnosci kohomologii z granicami prostymi
dla toposéw koherentnych [SGA72] wynika wtedy tatwo, ze jezeli wszystkie X sa schematami
K(m, 1), to ich granica X réwniez jest schematem K(7,1). Mozemy zatem zatozy¢, ze X jest
skoniczonego typu nad F,.

Wybierzmy zanurzenie domknigte i: X — A%p. Niech Y bedzie henselizacja A%p wzdtuz
X. Z definicji, Y jest granica odwrotna wszystkich afinicznych etalnych otoczen U schematu X
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wewnatrz Aﬁp:
U

/ L etalne

X—>A%p

1

Z drugiej strony, dzigki twierdzeniu Gabbera [Gab94] (,,afinicznego analogu” twierdzenia o wta-
Sciwej zmianie bazy [SGA73, Exp. XII]), etalny typ homotopii Y jest rtOwnowazny etalnemu ty-
powi homotopii X, wobec czego X jest K(7, 1) wtedy i tylko wtedy, gdy Y jest K(x, 1). Mozna
wobec tego zatozy¢ w naszym twierdzeniu, ze X jest wyposazony w etalny morfizm X — A”
Istotnie, jezeli twierdzenie jest prawdziwe dla wszystkich afinicznych schematéw etalnych nad
A%p, to jest one prawdziwe dla wszystkich U w granicy powyzej, zatem (znowu dzigki mozno-
Sci przejscia do granicy) prawdziwe dla Y, zatem (dzigki twierdzeniu Gabbera) takze dla X .

Niech f: X — A} bedzie morfizmem etalnym. Ostatni krok polega na zastosowaniu naste-
pujacego tricku: do wspétrzednych morfizmu f dodajemy wybrane w odpowiedni sposéb p-te
potegi elementéw h; € A =T'(X,0x):

f=U o fa) ~ g=(fithl,.. foth)).

Poniewaz dg; = d f;, morfizm g réwniez jest etalny. Jednak dla dobrze wybranych 4;, morfizm g
bedzie rowniez skoficzony, czyniac z X skofczone nakrycie przestrzeni afinicznej A%p. (Podob-
ny trick zostat wczesniej zastosowany przez Kedlaye w pracy [Ked02].) Jak fatwo zauwazyc,
jezeli X — X' jest skoficzonym morfizmem etalnym pomiedzy spéjnymi schematami, wtedy X
jest K(r,1) wtedy i tylko wtedy, gdy X’ jest K(m, 1). Zatem z faktu, ze A} jest K(r, 1) wynika
to samo dla X.

6.2. Przypadek przestrzeni afinicznej, redukcja do twierdzenia Bertiniego

Niech k bgdzie dowolnym ciatem charakterystyki p > 0. Dowd6d Twierdzenia 6.1 w przypadku
X = A} przebiega przez indukcj¢ ze wzglgdu na n > 0. Korzysta on z nastgpujacego kryterium:
schemat X jest K(m, 1) wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnego snopa konstruowalnego lokalnie
statego F na X i dowolnej klasy w kohomologiach § € Hgt(X ,F) z g > 1 istnieje skoriczone
etalne nakrycie

fiY—X

takie, ze f*({) =0 € HL(Y, f*F). Dla g = 1 to jest zawsze prawda, na mocy etalnego analogu

twierdzenia Hurewicza Hom(7; (X),G) ~ H' (X, G). Przypadek, gdy JF jest p-torsyjny jest ta-

twy do rozpatrzenia za pomoca teorii Artina—Schreiera. Pozostate przypadki mozna zredukowac

do sytuacji gdy J jest snopem F-przestrzeni liniowych dla pewnej liczby pierwszej ¢ # p.
Dla kroku indukcyjnego, rozwazmy rzutowanie na pierwsze n wspotrzednych

AT — AL

Niech J bedzie lokalnie statym snopem konstruowalnym F,-przestrzeni liniowych na AZH
i niech { € Hé’t(X ,F) bedzie klasa w kohomologiach (z ¢ > 2). Aby skorzystaé z zatozenia
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indukcyjnego, piszemy ciag spektralny Leraya
EY =HL(ALRnJ) = H/(AM ). (6.1)
Zatézmy, ze wyzsze obrazy proste R/ 7, F spetniaja nastepujace dwa warunki:
(i) snopy R/m.J sa lokalnie state dla j = 0,1,
(i1) snopy RIT.F sa zerowe dla j=>2.

(Drugi warunek zachodzi jezeli R/ 7, F sa przemienne ze zmiana bazy.) Wéwczas ciag spektral-
ny (6.1) ma posta¢ dlugiego ciaggu doktadnego

o — HI(A} ) — HL(AF) — HT Y (A7 R'm.F) — -

z ktérego stosunkowo tatwo wyprodukowaé szukane skoniczone etalne nakrycie ¥ — AZH »Za-
bijajace” klasg { dzigki zatozeniu indukcyjnemu.

Gtéwna trudnoscia w twierdzeniu jest fakt, ze warunki (i)—(ii) nie musza by¢ spetnione.
Co wigcej, bywa i tak, ze nie sa one spetnione dla zadnego liniowego rzutowania AZ“ — Aj.
Ma to zwiazek z dzikim rozgatg¢zieniem snopa F w nieskoniczonosci. Jednym z pomystéw jest
obserwacja, ze mozemy wybraé stosowne rzutowanie @ : AZH — A} (skfadajac nasze 7 z by¢
moze nieliniowym automorfizmem dziedziny) juz po wybraniu snopa F, na podstawie informa-
cji o jego rozgalgzieniu w nieskonczonosci.

Pomyst ten zostaje urzeczywistniony w nastgpujacym twierdzeniu, ktére mozna nazwac
twierdzeniem Bertiniego dla systemow lokalnych.

Twierdzenie 6.2. Niech k bedzie nieskoriczonym ciatem charakterystyki p > 0 i niech n > O.
Niech ¢ # p bedzie liczbq pierwszq i niech F bedzie lokalnie statym snopem konstruowalnym
przestrzeni liniowych nad ¥y na AZH. Oznaczmy przez

. An+1 n

rzutowanie na pierwsze n wspotrzednych. Wtedy istnieje automorfizm @ przestrzeni afinicznej
AZH taki, 7e wyzsze obrazy proste
Ri(mo@).TF

sq lokalnie state i przemienne ze zmianq bazy dla kazdego q > 0.

6.3. Teoria rozgalezienia, dowéd twierdzenia Bertiniego

Teoria rozgalezienia (ramifikacji) zajmuje si¢ opisem lokalnej postaci morfizméw pomigedzy
krzywymi (X', x") — (X,x), lub w algebraicznym jezyku, rozszerzefi henselowskich pierscieni
dyskretnej waluacji (DVR) O < O’. Nad ciatem liczb zespolonych C, kazdy niestaty morfizm
pomiedzy krzywymi etalnie lokalnie jest izomorficzny z podnoszeniem do e-tej potegi w oto-
czeniu zera

2020 A — A
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Morfizm tego typu tj. spelniajacy warunek, ze pewna potega parametru lokalnego O’ jest pa-
rametrem lokalnym O, nazwiemy umiarkowanie rozgatezionym. W dodatniej charakterystyce
sytuacja jest o wiele bardziej skomplikowana. Po pierwsze, istnieja morfizmy nierozdzielcze
(Frobenius), ktérych po prostu nie rozpatrujemy, tj. zaktadamy, ze rozszerzenie ciat utamkow
K C K’ jest rozdzielcze. Po drugie, istnieja rozszerzenia O C O takie, ze rzad e ilorazu grup
waluacji T'gr /Ty, zwany indeksem rozgatezienia, jest podzielny przez p. Takie rozszerzenia
nazwiemy dziko rozgatezionymi, sa to dokladnie te, ktére nie sa umiarkowanie rozgalgzione.
W przypadku gdy K C K’ jest rozszerzeniem Galois i rozszerzenie ciat rezidualnych k C k'
Jjest rozdzielcze, dzikie rozgalezienie rozszerzenia O C O jest mierzone filtracjq ramifikacyjng
G 2 Gy 2 G; D ... na grupie Galois G = Gal(K’/K) zdefiniowanag jako

Gi={o€eG: G(x)—xEm’JI}

gdzie x jest parametrem lokalnym O, tj. generatorem idealu maksymalnego m. Zatem K'/K
jest umiarkowanie rozgalezione wtedy i tylko wtedy, gdy G = Gj.

Teoria rozgalgzienia stosuje si¢ rowniez do reprezentacji Galois. Niech V bedzie prze-
strzenig liniowa skoniczonego wymiaru nad F, wyposazona w ciagte dzialaniem grupy Galois
'k = Gal(K/K), gdzie ¢ jest liczba pierwsza odwracalna w ciele rezidualnym k. Przypus¢my,
ze istnieje skoriczone rozszerzenie Galois K C K'(C K) takie, ze podgrupa I'yr C I'x dziala
trywialnie na V i takie, ze rozszerzenie ciat rezidualnych k C k' jest rozdzielcze. Wtedy dziata-
nie opuszcza si¢ do dziatania grupy skoriczonej G = Gal(K'/K) na V. Dzikie rozgalezienie V
mierzymy wtedy tzw. konduktorem Swana, ktory jest liczba catkowita nieujemna zdefiniowang
wzorem

L —[G() : Gi] dimpf (V/VGi).
Mowiac skrétowo, zwiazek dzikiego rozgalezienia z dowodem Twierdzenia 6.2 jest naste-
pujacy. Niech J oraz «: AZ“ — A7 beda jak w twierdzeniu, niech y bedzie punktem geome-
trycznym A7, i niech J5 bedzie przeciwobrazem snopa F na widknie geometrycznym 7! (y) ~
A,lC ) Wz6r Grothendiecka—Ogga—Szafarewicza [SGA77, Exp. 10, (7.2)] daje wtedy réwnos¢

% (Fy) = rank(Fy) — Sweo(Ty).

&

Jezeli pokazemy, ze konduktor Swana Sw..(Jy) nie zalezy od wyboru y, wéwczas na mo-
cy twierdzenia Deligne’a—Laumona [Lau81] wyzsze obrazy proste RYm,.J beda lokalnie state
i przemienne ze zmiang bazy dla g > 0.

Dla dowodu Twierdzenia 6.2 potrzebna jest zatem kontrola nad konduktorem Swana w nie-
skoriczonosci obcigcia danego systemu lokalnego J do krzywej w AZ“ izomorficznej z A,l(.
Kontroli takiej dostarcza wyzsza teoria rozgalg¢zienia, a konkretnie cykl charakterystyczny sno-
pa konstruowalnego zdefiniowany przez T. Saito [Sail7b, Sail7a].

Niech X bedzie rozmaitoscia gtadka nad k i niech

T*X = Specy, SymTx

bedzie jej wiazka kostyczna. Dla dowolnego konstruowalnego etalnego Fy-snopa J istnieje wte-
dy cykl algebraiczny CC(F) na T*X, zwany cyklem charakterystycznym snopa F. Jest on kom-
binacja liniowa o catkowitych wspoétczynnikach domknigtych nierozktadalnych podzbioréow w
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T*X kowymiaru dim(X) zachowywanych przez dziatanie G,, przez homotetie. Kontroluje on
osobliwosci F po obcigciu do krzywych C C X; mianowicie, jezeli krzywa C jest odpowiednio
transwersalna do cyklu charakterystycznego CC(F) w otoczeniu punktu x € X, wéwczas mozna
w ten sposob obliczy¢ konduktor Swana Sw,(F|¢).

Dowdd Twierdzenia 6.2 opiera si¢ na analizie cyklu charakterystycznego snopa j,J na prze-
strzeni rzutowej P}, gdzie j: APt < PP jest otwartym wlozeniem. Konkretnie, trudnosé
polega na znalezieniu odpowiedniego kwadratowego automorfizmu ¢ przestrzeni afinicznej
AZH o tej wlasnoSci, ze wtékna ztozenia wo @: AZH — A} (a doktadniej, ich domknigcia
w PZH) sa odpowiednio transwersalne do cyklu charakterystycznego CC(j,F). Jako ze argu-
ment ten jest nieco delikatny, odsytamy w tym momencie do pracy [Hab4].

6.4. Zastosowania

Pierwszy wniosek z Twierdzenia 6.1 dotyczy etalnych typéw homotopii rozmaitosci nieafinicz-
nych. Jako ze kazdy schemat ma otwarte pokrycie przez schematy afiniczne, kazdy lokalnie
spojny schemat X nad F, ma otwarte pokrycie schematami K (7, 1). Dodatkowo, jezeli X jest
separowalny, wtedy przecigcie dwoch otwartych podzbioréw afinicznych w X jest podzbiorem
afinicznym. W ten spos6b mozemy opisac etalny typ homotopii X jako prostego ksztattu kogra-
nice homotopijna przestrzeni klasyfikujacych grup proskonczonych. Jezeli X jest gtadki, spoj-
ny, kwazi-rzutowy wymiaru n nad k, wowczas opis ten mozna upros$ci¢. Mianowicie, istnieje
otwarte pokrycie afiniczne X = Uy U ... U U, takie, ze kazde skoriczone przecigcie Uy = (;c; Ui
(0 #1CH0,...,n}) zbioréw U; jest spéjnym skoriczonym nakryciem etalnym przestrzeni afi-
nicznej Aj. Wobec tego etalny typ homotopii X jest homotopijna kogranica przestrzeni BG;
(G; = n(Uy)) indeksowana niepustymi podzbiorami I C {0,...,n}, gdzie dla kazdego I grupa
G jest podgrupa skoficzonego indeksu w jednej i tej samej grupie 7 (A}).

Zatem ciag grup proskonczonych 7;(A}) zawiera w pewnym sensie informacje na temat
wszystkich typéw homotopii w dodatniej charakterystyce. Co ciekawe, nie byto wczesniej wia-
domo, ze 71 (A}) i 71 (A]') nie sa izomorficzne dla m # n. Wynika to jednak stosunkowo tatwo
z Twierdzenia 6.1.

Ostatnie, by¢ moze najciekawsze zastosowanie dotyczy przestrzeni niearchimedesowych.
Jego dowdd opiera si¢ na twierdzeniu Gabbera—Fujiwary [Fuj95] opisujacym zwiazek etalne;j
homotopii schematéw oraz przestrzeni niearchimedesowych, oraz na teorii przestrzeni perfek-
toidalnych Scholzego [Sch12, Schl13] (tilting).

Twierdzenie 6.3. KaZda noetherowska afinoidalna przestrzen adyczna nad Q,, jest przestrzeniq
K(m,1).

Mozna w ten sposob otrzymac wariant Twierdzenia 6.1 prawdziwy w mieszanej charakterysty-
ce:

Twierdzenie 6.4. Niech A bedzie noetherowskq algebrq nad Ly takq, Ze para (A, pA) jest
henselowska. Wowczas schemat Spec(A[1/p]) jest schematem K (m, 1).

To z kolei pozwala uog6lni¢ wyniki z mojej pracy doktorskiej [Ach15] dotyczace kohomologii
toposu Faltingsa, usuwajac zatozenia o log gtadkosci.
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7. Typy homotopii Bettiego nad cialem C((¢)) [Hab5]

W ostatniej z prezentowanych prac, wspdlnej z Mattig Talpo, skonstruowaliSmy typ homotopii
funktorialnie przypisany rozmaitoSciom algebraicznym i niearchimedesowym nad ciatem szere-
g6w formalnych Laurenta C((¢)). Pytanie o istnienie takiego typu homotopii zostato postawio-
ne przez Treumanna [Trel7] w kontekscie zespolonej topologicznej K-teorii par lustrzanych.
Nasze rozwiazanie korzysta w zasadniczy sposéb z geometrii logarytmicznej oraz ze stabego
twierdzenia o faktoryzacji [W103, AT19].

Nazwa typ homotopii Bettiego jest tradycyjnie stosowana dla typu homotopii przestrzeni
Xiop dla schematu X lokalnie skonczonego typu nad C (w odréznieniu np. od etalnego typu ho-
motopii). Nasze funktory maja podobne wtasnosci, dlatego uzywamy tej samej nazwy. Giéwna
réznica pomigdzy C a C((¢)) jest fakt, ze w tym drugim przypadku odpowiednie przestrzenie sg
zdefiniowane jedynie z doktadnoscia do homotopii.

Wiasciwym kontekstem dla naszej pracy jest topologia degeneracji. Niech f: X — § bedzie
wlasciwym morfizmem rozmaitosci nad C, gdzie S jest gtadka krzywa, i niech s € S. Zat6zmy,
ze morfizm f jest gladki nad S* := S\ {s}, i oznaczmy ¥ = f~!(s) wiékno nad punktem s.
Wid6kno Y moze nie by¢ gladkie; w tym przypadku powiemy, ze s jest punktem, w ktérym
rodzina X — S si¢ degeneruje.

Oczywista przeszkoda do gladkosci X — S wzdluz Y jest lokalna monodromia. Niech A C
Stop bedzie matym dyskiem o srodku s, niech A* = A\ {s}, i niech

I Kiop X509 A" — A* (7.1)

bedzie indukowanym odwzorowaniem nad naktutym dyskiem A*. Odwzorowanie f* jest wiaz-
ka lokalnie trywialng (na mocy twierdzenia Ehresmanna). Jezeli 1 € A* jest punktem bazowym
w poblizu s € S, wtedy grupa podstawowa 7; (A*, 1) ~ Z dziata na typie homotopii ,,wiékna po-
bliskiego” (X )iop- Warunkiem koniecznym dla gtadkosci f jest, by to dziatanie byto trywialne.
Réwnowaznie, odwzorowanie f* w kategorii homotopii ma by¢é odwzorowaniem produkto-
wym.

Chcac lokalnag monodromi¢ f w poblizu widkna ¥ = X badaé w spos6b algebraiczny, za-
mieniamy dysk A C Sop na ,infinitezymalny dysk”, tj. spektrum uzupetnienia pierscienia lokal-
nego Og ¢ R

s'\s = SPeC(OS,s)'

Wybér parametru lokalnego ¢ w punkcie s indukuje izomorfizm S ~ Spec(C[t]). Odpowiedni-
kiem naktutego dysku A* jest wtedy

§;‘ = §S\S = Spec([?s), Es = Frac(am) ~ C((1)).

Jezeli przez X* oznaczymy schemat X Xg §;k dostajemy gtadka rozmaito$¢ nad ciatem K.
Podobnie, zamieniajac Spec(Og ) powyzej na spektrum formalne Spf(Ogs), i odpowiednio
Spec(Ks) na spektrum afinoidalne Sp(Kj), dostajemy gtadka rozmaitos¢ niearchimedesowa

(X*)an = (S(\S)rig
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nad cialem niearchimedesowym K,.

Gtéwny rezultat [Hab5] mozna wtedy stre$ci¢ nastgpujaco: odwzorowanie (7.1) mozna,
z doktadnos$cia do homotopii, funktorialnie zrekonstruowa¢ majac dang rozmaito$¢ niearchi-
medesowa (X*)2". Zatem geometria niearchimedesowa nad Ky ~ C((¢)) ,,pamieta” topologie
rodziny X /S w otoczeniu s. Méwiac precyzyjniej, w pracy konstruujemy funktor ¥, z kate-
gorii gladkich rozmaitosci niearchimedesowych nad C((¢)) do kategorii homotopii przestrzeni
topologicznych nad okregiem S'. Ma on te wtasno$é, ze w sytuacji opisanej w poprzednich
akapitach mamy homotopijng réwnowaznos$¢

XtOP X Stop A* — lPrig ( (x*)an)

r| |

A* ~ St

arg(?)

Co istotne, funktor ¥;;, mozna ewaluowac na dowolnej gtadkiej rozmaitoSci niearchimedesowe;
— nawet dla takiej, ktora nie pochodzi od rozmaitoSci algebraicznej lub nie jest zdefiniowana
przez szeregi o dodatnim promieniu zbieznosci. Otwiera to zupetnie nowe mozliwosci bada-
nia topologii rozmaitosci niearchimedesowych nad C((z)). Niektore rodzace si¢ stad pytania
streScimy pokrétce w §7.3.

Praca [Hab5] miata duzy wplyw na rozwdj moich zainteresowan naukowych. Dzigki niej
poznatem lepiej geometri¢ niearchimedesowq 1 kontynuowalem badania nad typami homotopii
w jej kontekscie, co zaowocowato dalszymi pracami [Ach20, ALY21a, ALY21b].

7.1. Funktor realizacji Bettiego

Niech K bedzie cialem zupelnym wzgledem dyskretnej waluacji, ktérego ciato rezidualne k
zostalo wyposazone w zanurzenie
1:k—C

w ciato liczb zespolonych C. Bedziemy oznaczali przez (—)o funktor zmiany bazy wzdtuz 1.
Dla wigkszosci zastosowan moglibySmy wzia¢ K = C((¢)) oraz 1 = id. Jednak z arytmetycznego
punktu widzenia warto jest rozwazac nieco ogdlniejszy przypadek.

7.1.1. Realizacja Bettiego dla schematéw. Pierwszym wynikiem [Hab5] jest konstrukcja
funktora realizacji topologicznej Bettiego dla schematéw lokalnie skoficzonego typu nad K.
Ma on postaé

¥': Schy' — Spaces g

gdzie Spaces to co-kategoria przestrzeni (komplekséw Kana), zas Spaces g1 to jej slice nad
okregiem S'. Dla utatwienia mozna zamiast kategorii Spaces /st wziac jej kategorie homotopii,
czyli slice Hg1 kategorii homotopii zbioréw symplicjalnych (lub CW-komplekséw) nad okre-
giem; wzbogacenie co-kategoryjne jest jednak istotne dla brania homotopijnych kogranic, co
jest wykorzystywane w warunku snopa ponizej.

Funktor W ma nastgpujace wtasnosci:
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. (Skonczonos¢) Jezeli X jest separowalny i skoriczonego typu nad K, wowczas W(X) ma
typ homotopii rozwtéknienia skoficzonych CW-komplekséw nad S'.

. (Warunek snopa) Funktor ¥ spetnia homotopijny warunek snopa (homotopical descent)
w h-topologii: jezeli Yo — X jest h-hipernakryciem, wowczas indukowane odwzorowanie

hocolimW¥(Y,) — ¥ (X)
jest rownowaznoscia.

. (Dobra redukcja) Jezeli X jest widknem ogdlnym gtadkiego i wtasciwego schematu X
nad pierScieniem waluacji Og, woéwczas mamy naturalng homotopijng réwnowaznos¢é

¥(X) =~ (Xo)op X S

. (Semistabilna redukcja, z brzegiem) Niech Y bedzie wlasciwym, ptaskim i regularnym
schematem nad Ok i niech D C Y bgdzie dywizorem o normalnych przecigciach zawiera-
jacym zredukowane wtékno szczegélne (Y )req- Niech X =Y\ D. Wtedy mamy naturalne
utozsamienie

lP(X ) = 1éO,log
gdzie Yo 10 jest przestrzenig Kato—Nakayamy logaritymicznego widkna szczeg6lnego Yo,
traktowang jako przestrzen nad Ojop = S!. (Zob. §7.2)

. (Poréwnanie z etalnym typem homotopii) Zat6zmy, ze ciato rezidualne k jest algebraicz-
nie domknigte. Wéwczas mamy naturalne utozsamienie

P (X) ~ I(X)

pomigdzy proskonczonym uzupetnieniem W(X) a proskoriczonym uzupetnieniem etalne-
go typu homotopii [AM69] schematu X.

. (Poréwnanie z kohomologiami de Rhama) Wybierzmy izomorfizm K ~ k((¢)). Dla X
skoniczonego typu istnieje funktorialny skoriczenie generowany wolny Og-modut z gra-
dacja H*(X), wyposazony w logarytmiczng koneksje V oraz filtracje Hodge’a spetniajaca
warunek transwersalnosci Griffithsa, oraz kanoniczne izomorfizmy

H(X) @0, K = Hig (X/K),  H*(X) @0, C = H* (¥(X),C),
gdzie pierwszy izomorfizm jest kompatybilny z koneksjami 1 filtracjami Hodge’a, drugi
za$ utozsamia operator monodromii z exp(—2miresoV). Tutaj ¥(X) jest wiéknem homo-
topijnym ¥(X) nad 1 € S'.

Uwaga 7.1. W kontek$cie rozmaitos$ci niearchimedesowych (opisanym ponizej), konstrukcje

grup kohomologii Bettiego

H*(¥(X),Z)

podat niezaleznie Berkovich w nieopublikowanej pracy [Berl5]. Na konferencji Bernstein 75
w 2020 r., Berkovich opisat w jaki sposéb wyposazy¢ te grupy w rodzaj mieszanej struktury

Hodge’a.
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Konstrukcja funktora opiera si¢ z jednej strony na technice spreading out, z drugiej za$ na
geometrii logarytmicznej. Przez ,,spreading out” mamy tu na mysli fakt, ze schemat skoficzone-
go typu nad K = C((t)) powstaje przez zmiang bazy ze schematu skoriczonego typu nad pewna
gtadka C[r]-podalgebra C[t], a zatem i skoficzonego typu nad C. Dla takich schematéw mo-
zemy zastosowac ,,zwykly” typ homotopii nad C, z ktérego mozemy otrzymac¢ ¥ (X). Drugi
sktadnik, geometri¢ logarytmiczna, opiszemy w nastgpnym podrozdziale.

7.1.2. Przestrzenie niearchimedesowe. Oméwmy pokrétce podstawowe pojecia z geome-
trii niearchimedesowej nad ciatem niearchimedesowym K [Bos14, BGR84, Tat71]. Oznaczmy
przez Ok C K pierscien waluacji i wybierzmy niezerowy element # w ideale maksymalnym mg.
Bazowym obiektem jest algebra Tate’a

K(Tl,...,Tr> = (1&1’_11((9](/1‘”)[71,...,]}]) ®OKK~

Réwnowaznie, jest to uzupetnienie pierScienia wielomianéw K[T1,...,T,] wzgledem normy
Gaussa
[fl = sup la,|  gdyf= Y a,T".

neN” neN’

(Uzywamy tu notacji 7" = T}" --- T gdy n = (ny,...,n,) € N".) Algebrq afinoidalng nad K
nazwiemy K-algebre A dla ktérej istnieje surjekcja

o:K(T,....,T,) — A

dla pewnego r > 0. Normy indukowane na A przez norm¢ Gaussa przez dwie takie surjekcje sa
rownowazne, zatem A mozna uzna¢ za algebr¢ Banacha nad K; kazdy homomorfizm afinoidal-
nych K-algebr jest automatycznie ciagly.

Z algebra afinoidalng A stowarzyszamy jej spektrum afinoidalne X = Sp(A). Jako zbidr,
sktada sig¢ ono z idealéw maksymalnych A. W teorii Tate’a [Tat71] wyposazony on zostaje w fo-
pologie dopuszczalng, ktéra nie jest topologia w zwyklym sensie, a tzw. G-topologia: oprocz ro-
dziny ,,dopuszczalnych podzbioréw otwartych” U C X zadane sa tez rodziny ,,dopuszczalnych
pokry¢ otwartych” U = |47 Uy spelniajace pewne aksjomaty naturalne z punktu widzenia teo-
rii snopow. Tate skonstruowat snop pierscieni Ox na X = Sp(A) i udowodnit, ze I'(X,0x) =A
(oraz wyzsze kohomologie znikaja), zupetnie jak w przypadku schematéw afinicznych.

Przestrzeniq niearchimedesowq (rigid-analytic space) nad K nazywamy przestrzen G-topo-
logiczna X wraz ze snopem K-algebr Ox o lokalnych ZdZbtach, ktéra jest lokalnie izomorficzna
z Sp(A) dla pewnej afinoidalnej K-algebry A. Morfizmy pomigdzy przestrzeniami niearchi-
medesowymi to morfizmy lokalnie upierscienionych G-przestrzeni nad Sp(K). Odpowiednia
kategori¢ oznaczamy przez Rigy. Wiele pojec i technik z geometrii algebraicznej ma swoje
odpowiedniki w geometrii niearchimedesowej: snopy koherentne, snopy rézniczek, morfizmy
wlasciwe, topologia etalna itd.

Istnieja dwa naturalne Zrédta przestrzeni niearchimedesowych: schematy nad K oraz sche-
maty formalne nad Og. Dla schematu lokalnie skoiiczonego typu X nad K mamy jego uanali-
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tycznienie, czyli przestrzen niearchimedesowa X" nad K wraz z morfizmem lokalnie upierscie-
nionych G-przestrzeni nad K
e: X" —X
ktéry jest uniwersalnym takim morfizmem. Punkty X*" sa w bijekcji z punktami domknigtymi
schematu X.
Rozwazamy schematy formalne X lokalnie skoficzonego typu nad Ok, czyli lokalnie postaci

Spf(fl), A’:OK<TI,...,Tr>/1

gdzie Ox(Ty,...,T,) = lim, (Ok/t")[Th,...,T,] jest t-adycznym uzupetnieniem pierscienia wie-
lomianéw Ok|[T1, ..., T;|. Odpowiednia kategori¢ oznaczmy przez FSchy, . Przypisujac afinicz-
nemu schematowi formalnemu X = Spf(A) jak w powyzszym lokalnym opisie przestrzeri afi-
noidalng X, = Sp(A) gdzie A = A ®gp, K i odpowiednio sklejajac, mozemy skonstruowac dla
kazdego schematu formalnego X lokalnie skoficzonego typu nad Ok jego widkno ogdlne Xig.
Dostajemy w ten sposob funktor

(‘)rig: FSCh@K — RigK .

Dla ustalonej przestrzeni niearchimedesowej X nad K, kazdy schemat formalny X nad Ok wraz
z utozsamieniem X ~ X, nazywamy modelem formalnym przestrzeni X.

Jezeli Z jest schematem formalnym dla ktérego 1" - O = 0, wowczas Zyj; = 0. Jezeli Z jest
domknigtym podschematem formalnym w X dla ktérego Zy;; = 0, wowczas mozemy zdefinio-
wacl formalne dopuszczalne rozdmuchanie

TT: Blz%—)fx,

ktére jest morfizmem indukujacym izomorfizm na wiéknach ogdlnych. Funktor (—)s, fakto-
ryzuje si¢ zatem przez kategoryjna lokalizacje FScho, [B~!] gdzie B oznacza klasg wszystkich
dopuszczalnych rozdmuchan. Jak pokazat Raynaud [Ray74] (zob. [Bos14, §8]), funktor ten in-
dukuje rownowaznos¢ kategorii

FSch{ [B~'] = Rigf™ (7.2)

pomigdzy lokalizacja kategorii schematéw formalnych skoniczonego typu nad Og wzgledem
dopuszczalnych rozdmuchan a kategoria kwazi-zwartych i1 kwazi-separowalnych przestrzeni
niearchimedesowych nad K. Twierdzenie to pozwala zdefiniowac pojecie przestrzeni niearchi-
medesowej czysto za pomocg teorii schematéw formalnych i ich ,,geometrii biwymiernej,” nie
odwotujac si¢ do niezrgcznego pojecia G-topologii.

7.1.3. Realizacja Bettiego dla przestrzeni niearchimedesowych. W dalszej czgsci pracy
[Hab5] konstruujemy podobny funktor dla gtadkich przestrzeni niearchimedesowych nad cia-
tem K

Wiig: Rigg" — Spaces g
W tym przypadku technika spreading out nie jest dostgpna, i konstrukcja przebiega przez geo-
metri¢ logarytmiczna.
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Najwazniejszym krokiem w konstrukcji jest skonstruowanie Wi, (X) gdy X jest kwazi-
zwarta i kwazi-separowalna. Dzigki rtéwnowaznos$ci Raynauda (7.2) (czy raczej jej co-kategoryjnego
odpowiednika), wystarczy skonstruowaé funktor z kategorii schematéw formalnych FScth
ktory posyta dopuszczalne rozdmuchania na homotopijne réwnowaznosci. W rzeczywistosci,
wyrdzniamy w niej podkategori¢ dobrych modeli formalnych GMg,, czyli z grubsza semista-
bilnych schematéw formalnych. Dzigki rozwiazaniu osobliwosci, mamy wtedy wariant twier-
dzenia Raynaud:

GMp, [B_l] = Rig;{m’chs.

Dzigki stabemu twierdzeniu o faktoryzacji w wersji Abramovicha—Temkina [AT19], kazde dwa
dobre modele formalne ustalonej gladkiej przestrzeni sztywnej X da si¢ potaczy¢ zygzakiem
prostych rozdmuchan [Hab5, Definition 5.12]. Zatem, dla konstrukcji funktora Wy;; (w przy-
padku kwazi-zwartym i kwazi-separowalnym), wystarczy skonstruowaé funktor

GMy, — Spaces i

posylajacy proste rozdmuchania na homotopijne réwnowaznosci. Robimy to ponizej za pomoca
geometrii logarytmiczne;.

Funktor Wy, jest kompatybilny z funktorem ¥ w nastgpujacym sensie. Dla gtadkiego sche-
matu X nad K mamy funktorialng homotopijng réwnowazno$¢

W(X) ~ Wig (X*) (7.3)

gdzie X*" to niearchimedesowe uanalitycznienie X. Poniewaz rozmaito$¢ niearchimedesowa
X jest kwazi-zwarta i kwazi-separowalna jedynie w przypadku, gdy schemat X jest wlasciwy
nad K, dowdd powyzszej kompatybilnosci jest dos¢ subtelny. Wymaga on rozszerzenia funktora
Wi na pary (X,D) gdzie X jest gtadka rozmaitoscia niearchimedesowa nad K a D jest dywi-
zorem o normalnych przecigciach na X. Rownowaznos¢ (7.3) wynika wtedy z ,,twierdzenia o
czystosci” [Hab5, Theorem 5.21], czyli z r6wnowaznosci homotopijnej

Wi (X \ D) = Prio(X, D).

7.2. Geometria logarytmiczna i przestrzenie Kato—Nakayamy

Geometria logarytmiczna [Kat89, ACG'13] jest narzedziem w geometrii algebraicznej po-
mocnym w badaniu uzwarcen i degeneracji. Bazowym pojeciem jest struktura logarytmiczna
na schemacie (lub przestrzeni upierScienionej) X, czyli homomorfizm snopéw monoidéw

OC:M)(—>OX

gdzie Oy jest monoidem ze wzgledu na mnozenie, spetniajacy warunek, ze indukowane odwzo-
rowanie &~ (05 ) — Oy jest izomorfizmem. Pare (X, My ) nazywamy schematem logarytmicz-
nym, lub krétko log schematem.

W pracy [KN99], Kato i Nakayama rozszerzyli konstrukcje realizacji Bettiego X — Xiop na
log schematy lokalnie skoiczonego typu nad C (doktadniej, log schematy fine and saturated,
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czyli fs). Otrzymang przez nich przestrzen topologicznag przypisana log schematowi (X,My)
oznaczamy przez Xjog 1 nazywamy przestrzeniq Kato—Nakayamy lub realizacjq Bettiego log
schematu (X,My). Wyposazona jest ona w naturalny wtasciwy morfizm przestrzeni topolo-
gicznych

T: Xlog — Xtop-

Modelem dla struktur logarytmicznych fs s afiniczne rozmaitosci toryczne X = Spec(C[P])
gdzie P jest torycznym podmonoidem kraty charakterow M, a snop My to snop lokalnych
przekrojéow Oy ktérych obcigcie do otwartej orbity X° = Spec(C[M]) jest odwracalne. W tym
przypadku, przestrzen Kato—Nakayamy (X, My ) ma prosty opis

Xiog = Hom(P, [0,0) X sh (homomorfizmy monoidéw).

Naturalne rzutowanie Xj,; — Xiop = Hom(P, C) jest indukowane przez morfizm ,,wspétrzednych
biegunowych”
w:[0,00) xS —C,  u(r,0)=re®.

Jezeli X jest dobrym modelem formalnym, czyli obiektem kategorii GM, , wéwczas jego
wtokno szczegdlne X jest w naturalny sposob wyposazone w strukture logarytmiczng. Moze-
my zatem rozwazac przestrzen Kato-Nakayamy (Xo)iog. Poniewaz dla X = Spf(Ok ) dostajemy
okrag S!, otrzymalismy w ten sposéb funktor GM x —> Spaces gi.

Kluczowym technicznym wynikiem pracy [Hab5] jest nastgpujace twierdzenie.

Twierdzenie 7.2. Niech X i X' bedq dobrymi modelami formalnymi nad Ok i niech m: X' — X
bedzie prostym rozdmuchaniem. Wowczas indukowane odwzorowanie

!/
T (xo)log ? (XO)log
Jjest homotopijnq rownowaznosciq.

Gléwnym elementem dowodu jest jawne obliczenie widkien rozwazanego odwzorowania.
Sa one Sciagalne, co zgodnie z twierdzeniem Smale’a [Sma57] implikuje, ze odwzorowanie to
jest homotopijna rownowaznoscia.

Konstrukcje Wyig(X ) mozemy zatem opisac za pomoca nastgpujacego diagramu, w ktérym
X jest dowolnym dobrym modelem formalnym X:

X X xO (:X:O)log S ‘Prig (X)

] | | |

Sp(K) —= Spf(Ok) <— (Spec(C), M) ~— (Spec(C), M)io ———S'.

Obiekty w gérnym wierszu naleza do rozmaitych kategorii. Sa one od lewej kolejno: rozma-
itoScig niearchimedesowa nad K, schematem formalnym nad Og, log schematem nad C (gdzie
Spec(C) jest wyposazone w standardowa log strukture rangi 1, M = C* x N) oraz przestrzenia
topologiczna rozwtékniona nad okregiem S'.
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Uwaga 7.3. W pracy [AO20], wspdlnie z A. Ogusem badamy zwiazek topologii degeneracji,
a doktadniej zjawiska monodromii, z geometrig logarytmiczna. Wpisuje si¢ ona dobrze w profil
omawianych tu badan. Niestety, zostata ona opublikowana w nowym czasopi§mie, ktére nie
widnieje w ministerialnym ,,wykazie czasopism punktowanych”, w zwiazku z czym nie stanowi
ona czgSci osiagnigcia habilitacyjnego.

7.3. Przyklady i pytania

Konstrukcja funktora Wi, pozwala formutowac niearchimedesowe odpowiedniki znanych wy-
nikéw na temat rozmaitosci zespolonych i Kéhlerowskich. Dla przyktadu, zespolona powierzch-
nia Hopfa

=(C*\0)/¢*  (qe€C,0<]q[<1)

jest najprostszym przykladem zwartej zespolonej rozmaitos$ci bez formy Kihlera. Ma ona typ
homotopii S' x S3. Traktujac parametr ¢ jako parametr formalny otrzymujemy ,,w granicy
g — 0” niearchimedesowa powierzchni¢ Hopfa (badana szczegétowo przez Voskuila [Vos91])

X = (AX" \0)/¢" nad C((q)).

Pokazalismy [Hab5, Example 5.25], ze jej realizacja Bettiego Wy, (X) jest homotopijnie row-
nowazna z rzutowaniem

(S!'x 8% x st — s
Byloby ciekawe znalez¢ konceptualny powdd dla homotopijnej rOwnowaznosci zespolonej oraz
niearchimedesowej powierzchni Hopfa.

Innym ciekawym pytaniem, ktérego postawienie umozliwia praca [Hab5], jest pytanie o moz-
liwe grupy podstawowe 7 (‘i’rig (X)) dla X wtasciwego nad C((t)), gdzie ‘i’rig (X) jest wi6knem
homotopijnym W, (X) — S'. W kontekscie rozmaitosci zespolonych, Taubes [Tau92] (zob.
tez [PP12, PP14]) udowodnit, ze kazda skorniczenie prezentowalna grupa jest grupa podstawo-
wa zwartej trojwymiarowej rozmaitosci zespolonej. Mozliwe, ze analogiczne twierdzenie jest
prawdziwe w kontekscie wtasciwych gtadkich rozmaitosci niearchimedesowych nad C((g)).

Stwierdzenie analogiczne do wyniku Taubesa jest dalekie od prawdy w przypadku zespo-
lonych rozmaito$ci Kéhlerowskich lub rzutowych. W istocie, istnienie struktury Kéhlera jest
silnym ograniczeniem na typ homotopii rozmaitosci zespolonej, w szczeg6lnosci na jej grupe
podstawowa [ABCT96] (grupy powstajace w ten spos6b nazywamy kéihlerowskimi). Dla przy-
ktadu, z symetrii Hodge’a

WPAUX) =heP(X),  hP9(X) = dimHY(X,Q0)

wynika, ze liczby Bettiego b,(X) = dimH"(X,Q) sa parzyste dla n nieparzystego. W szcze-
g6Inosci, wymiar dimHom(7; (X), Q) = b (X) jest parzysty, wigc na przyktad grupa Z nie jest
kdhlerowska.

Jak niedawno zaobserwowat Li [Li20], w kontekScie geometrii niearchimedesowe;j istnie-
je dobry odpowiednik warunku Kéhlera, mianowicie pojgcie rozmaitosci z rzutowq redukcjq.
Powiemy, ze rozmaito$¢ niearchimedesowa wilasciwa X nad cialem niearchimedesowym K ma
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rzutowq redukcje, jezeli posiada ona model formalny X nad Og ktérego wtdkno szczegdlne Xy
jest schematem rzutowym nad k. Hansen i Li [HL.20] udowodnili, ze rozmaitoSci gtadkie z rzu-
towa redukcja nad cialem niearchimedesowym charakterystyki zero spetniaja symetri¢ Hod-
ge’a w wymiarze jeden: 110(X) = h%!(X). W szczegdlnosci pokazuje to, ze niearchimedeso-
wa powierzchnia Hopfa nie ma rzutowej redukcji (ta obserwacja zostala poczyniona wczesniej
w [Li20]). Pokazuje to, ze rzutowa redukcja stanowi ograniczenie na mozliwy typ homotopii

Wig(X). Ciekawym pytaniem jest, czy klasa grup kihlerowskich pokrywa si¢ z klasa mozli-
wych grup podstawowych (‘i’rig (X)) dla X wihasciwych i gtadkich z rzutowa redukcja nad
ciatem C((¢)).

We wspomnianej pracy, Hansen i Li postawili pytanie, czy rozmaitoSci gladkie z rzuto-
wa redukcja nad ciatem niearchimedesowym K charakterystyki zero zawsze spetniaja symetri¢
Hodge’a (zob. tez [Sch18]). Okazuje sig¢, ze nie jest to prawda gdy K jest p-adyczne [Pet21].
W pracy [Ach20] (jeszcze nieopublikowanej, zatem niewchodzacej w sktad osiagnigcia habili-
tacyjnego) pokazatem, ze odpowiedZ na to pytanie jest twierdzaca gdy K = C((¢)) (oraz przy
pewnych zalozeniach nad K p-adycznym). Wynika stad w szczegdlnosci, ze liczby Bettiego

by (Wrig(X)) sa parzyste dla n nieparzystego gdy X ma rzutowa redukcje.
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jednej uczelni, instytucji naukowej, w szczegolnosci zagranicznej.

Po uzyskaniu doktoratu w maju 2015 roku na University of California Berkeley przyjatem
pozycje dwuletniego stazu podoktorskiego w ramach miedzynarodowego programu Europe-
an Post-Doctoral Institute (EPDI). Pierwszy rok stazu (2015-2016) spedzitem w IM PAN w
Warszawie, drugi za$ (2016-2017) w Institut des Hautes Etudes Scientifiques (IHES) w Bures-
sur-Yvette pod Paryzem. Od jesieni 2017 pracuj¢ w IM PAN w Warszawie, za wyjatkiem trzy-
miesigcznego wyjazdu do Bonn na udzial w programie Periods in Number Theory, Geometry
and Physics w Centrum Hausdorffa (HCM) wiosng 2018 oraz na pigciomiesigcznego postdo-
ka w Mathematical Sciences Research Institute (MSRI) w Berkeley, USA w ramach programu
tematycznego Derived Algebraic Geometry wiosna 2019 r.

Informacja o osiagnigciach dydaktycznych, organizacyjnych oraz popularyzujacych
nauke lub sztuke.

Osiqgnigcia dydaktyczne
e Wyktad monograficzny Introduction to non-Archimedean geometry na MIM UW (semestr
zimowy 2020/21).
Strona kursu: http://achinger.impan.pl/lecture20f.html
Notatki (dostgpne pod adresem http://achinger.impan.pl/rigid/notes.pdf) mam

nadziej¢ po ich uzupetnieniu wyda¢ w formie ksiazkowe;.

e Opiekun pracy licencjackiej Pawta Poczobuta An algebraic variant of the Fischer—Grauert
theorem (MIM UW 2020). Praca otrzymata nagrod¢ gtéwna w V edycji konkursu Krok w
przysztos¢ Fundacji mBanku oraz otrzymata wyréznienie w LXIV edycji Konkursu im.
Jozefa Marcinkiewicza na najlepsza prace studencka z matematyki.

e Opiekun pracy magisterskiej Przemystawa Grabowskiego Canonical lifts of Calabi—Yau
varieties (MIM UW 2020). Praca otrzymata II nagrod¢ w LXIV edycji Konkursu im.
J6zefa Marcinkiewicza na najlepsza prace studencka z matematyki.

Opieka nad doktorantami

e Promotor pomocniczy pracy doktorskiej Pawta Lewulisa (Karaska) Almost primes in dif-
ferent settings (IM PAN 2017, promotor dr hab. Maciej Radziejewski)

e Promotor pomocniczy pracy doktorskiej Macieja Zdanowicza Liftability of schemes and
their Frobenius morphism (MIM UW 2017, promotor prof. dr hab. Adrian Langer)
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Promotor pomocniczy Feliksa Raczki (IM PAN 2020-, promotor prof. dr hab. Adrian
Langer)

Osiqgnigcia organizacyjne
Wspdlorganizator seminarium zaktadowego IMPANGA
Organizator konferencji Wild Ramification and Irregular Singularities

Wspétorganizator sesji z geometrii algebraicznej na Jubileuszowym Zjezdzie Matematy-
kéw Polskich w stulecie Polskiego Towarzystwa Matematycznego

Wspétorganizator semestru tematycznego Varieties: Arithmetic and Transformations (grant
Simons Foundation dla IMPAN)

Wspoltorganizator szkoty letniej Arithmetic of Differential Equations w fukecinie
Organizator Junior Algebraic Geometry Seminar na MIM UW

Wspdlorganizator Young Researchers Colloquium w IMPAN

Wspétorganizator Student Algebraic Geometry Seminar na UC Berkeley

Wspdtorganizator XX i XXI edycji konferencji Geometrie Algebrique en Liberté

Osiqgnigcia popularyzujqce nauke
Tutor w Krajowym Funduszu na Rzecz Dzieci
zajecia dla Berkeley Math Circle, Stanford Math Circle oraz Marin Math Circle

wspoltorganizator i/lub prowadzacy zajecia na Wakacyjnych Warsztatach Wielodyscypli-
narnych

Komisja Zadaniowa Olimpiady Matematyczne;j

Inne informacje

Wybrane stypendia i nagrody
Finalista konkursu Nagroda Naukowa POLITYKI

Stypendium MNiSW dla wybitnych mtodych naukowcow.
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2019 Medal Mtodego Uczonego (nagroda przyznawana przez Politechnik¢ Warszawska)

2016 Nagroda im. Kazimierza Kuratowskiego

2016 Nagroda START Fundacji na rzecz Nauki Polskiej

2015 Kenneth Ribet and Lisa Goldberg Award in Algebra (wyréznienie rozprawy doktorskiej)
2011-14 Fulbright Science and Technology Award

2010 Druga nagroda w konkursie im. J6zefa Marcinkiewicza (wyrdznienie pracy magister-

skiej)
Granty badawcze

2019-24 ERC Starting Grant Homotopy Theory of Algebraic Varieties (802787 KAPIBARA)

2018-22 NCN SONATA 13 Deformacje i degeneracje rozmaitosci algebraicznych 2017/26/D/ST1/00913
Cztonkostwo

2017— Rada Naukowa IM PAN
2018- Zarzad Okregu Warszawskiego PTM

2020— Jury Nagrody im. Kazimierza Kuratowskiego
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