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1 Wskazanie osiagniecia habilitacyjnego

Cykl 7 prac zatytulowany

Kohomologie grup o wspélczynnikach w modulach Banacha

1.1 Lista prac zawierajaca wskazane osiagniecia

[H1] Piotr W. Nowak, Poincaré inequalities and rigidity for actions on Banach spaces, Journal of the
European Mathematical Society (JEMS) 17 (2015), no. 3, 689-709.

[H2] Uri Bader and Piotr W. Nowak, Cohomology of deformations, Journal of Topology and Analysis
7 (2015), no. 1, 81-104.

[H3] Piotr W. Nowak and Jan Spakula, Controlled coarse homology and isoperimetric inequalities,
Journal of Topology 3 (2010), no. 2, 443—462.

[H4] Ronald G. Douglas and Piotr W. Nowak, Invariant expectations and vanishing of bounded coho-
mology for exact groups, Journal of Topology and Analysis 3 (2011), no. 1, 89-107.

[H5] Ronald G. Douglas and Piotr W. Nowak, Every finitely generated group is weakly exact, Journal
of Functional Analysis 261 (2011), no. 12, 3723-3734.

[H6] Jacek Brodzki, Graham A. Niblo, Piotr W. Nowak, and Nick Wright, Amenable actions, inva-
riant means and bounded cohomology, Journal of Topology and Analysis 4 (2012), no. 3, 321—
334.

[H7] Jacek Brodzki, Graham A. Niblo, Piotr W. Nowak, and Nick Wright, A homological characteriza-
tion of topological amenability, Algebraic and Geometric Topology 12 (2012), no. 3, 1767—1780.

W przypadku prac wspdélautorskich nalezy uznaé wkitad wszystkich autoréw za réwny. Odpowied-
nie o§wiadczenia zostaly dolaczone do wniosku.

1.2 Wprowadzenie

Homologie i kohomologie grup to jedne z podstawowych obiektéw badan w geometrycznej teorii grup
i topologii. Tego typu obiekty zaleza w duzym stopniu od wyboru wspélczynnikéw: G-modutu, w
ktorym wartosci obieraja cykle lub kocykle. Podstawowym elementem wspélnym wynikéw przedsta-
wionych w powyzszych pracach i oméwionych ponizej jest to, iz wspélezynniki te sa réznej postaci
modutami Banacha: przestrzeniami Banacha ze struktura G-modulu zadana przez ciagla w odpo-
wiednim sensie reprezentacje grupy G. Podstawowym tekstem opisujacym teorie kohomologii grup
jest [8].

Podstawowym motywem przewodnim w przedstawionym cyklu prac jest badanie zaleznosci po-
miedzy geometrycznymi i analitycznymi wlasnosciami grup a zachowniem grup homologii lub koho-
mologii o odpowiednio dobranych wspétezynnikach w module Banacha. Te geometryczne wlasnosci
to rézne wersje Sredniowalno$ci grup i dzialan lub ich silne zaprzeczenie, w szczegélnosci wersje
wlasnosci (T') Kazhdana.

1.2.1 Wilasnosé (T) i jej wersje dla przestrzeni Banacha

Wtasnosé (T') zostala wprowadzona przez Kazhdana w 1967 [25] i od tego czasu znalazla ogrom-
na ilo§¢ waznych zastosowan. Kazhdan uzyl jej do pokazania, ze pewne kraty w grupach Liego sa



skonczenie generowane; Margulis uzyl jej do skonstruowania pierwszych przykladéw ekspanderéw;
Margulis i Sullivan niezaleznie, bazujac na wynikach Rosenblatta, rozwiazali pozytywnie w wyz-
szych wymiarach problem Ruziewicza o jednoznacznoS$ci $redniej niezmienniczej ze wzgledu na ob-
roty na sferze. Ponadto wlasnosé (T') implikuje sztywno$é w réznych formach dla grup, ich dzialan,
oraz stowarzyszonych algebr operatoréw. Szczegélowemu omoéwieniu klasycznej wersji wlasnosci (7')
poswiecona jest ksigzka [5].

Definicja 1. Niech G bedzie skoriczenie generowana grupa. G ma wtasnosé (T'), réwnowaznie wia-
snos$é FH, jesli dla kasdej reprezentacji unitarnej m grupy G mamy HY(G,m) = 0.

Przez kohomologie o wspélczynnikach w reprezentacji 7 zwyczajowo oznaczamy tutaj kohomolo-
gie o wspélczynnikach w G-module zadanym przez przestrzen Hilberta H z dzialaniem grupy zada-
nym przez 1. Wlasno§¢ FFH to wlasnosé punktu stalego: G ma wtasnos$c¢ F'H jesli jej kazde dzialanie
na przestrzeni Hilberta przez afiniczne izometrie posiada punkt staty.

Powyzsza definicja pozwala w naturalny sposéb uogélni¢ wilasno$é (T') na inne przestrzenie Ba-
nacha. Definicja ta byla wprowadzona w [3].

Definicja 2. Niech E bedzie przestrzenia Banacha. Grupa G ma wtasnosé FE jesli HY(G,n) =0 dla
kazdej reprezentacji izometrycznej G na E.

Gléwne przyklady grup dyskretnych z wlasnoscia (T') to

1. kraty w grupach Liego wyzszej rangi, np. SL,(Z) dla n = 3,
2. grupy dzialajace na budynkach A,

3. oraz pewne grupy hiperboliczne:

(a) kraty w grupie Sp(n,1),

(b) grupy losowe w modelu Gromova z gestoscia % <d< %

Dla grup wyzszej rangi 1 wlasnos¢ FE dla przestrzeni E = L,(Q,u), 1 < p < oo, zostala roztrzy-
gnieta w [3]. Zostalo tam udowodnione nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 3 ([3]). Niech G bedzie grupa wyzszej rangi. Wowczas HY(G,7) = 0 dla kazdej izome-
trycznej reprezentacji w grupy G na przestrzeni L, (2, u) dla dowolnego 1 < p <oo.

Podobne twierdzenie dla grup SL,([x1,...,x,]), dla 2 =1 oraz n =4 udowodnil Mimura [30]. Naor
i Silberman [31] pokazali innymi metodami, ze ta sama teza jest spelniona dla grup, ktére zawieraja
zgrubnie zanurzony ciag ekspanderoéw.

Jedna z dwéch najwazniejszych metod pokazywania wtasnosci (T') jest tzw. metoda geometryczna
lub spektralna. Jej gléwnym elementem jest nastepujace meta-twierdzenie.

Niech X bedzie nieskoriczonym, sciagalnym kompleksem symplicjalnym, takim, ze link kazdego
wierzchotka spetnia A1(x) > 1/2. Niech G bedzie skoriczenie generowana, grupa, dziatajaca na X sym-
plicjalnie i kozwarcie. Wowczas G ma wtasnosé (T').

W powyzszym sformulowaniu A; oznacza najmniejsza dodatnia wartos¢ wlasna Laplasjanu na
(skonczonym) grafie — linku wierzchotka x. Tego typu wyniki w réznych wersjach pojawily sie w
pracach [4,14,43,45].

Gléwnym wynikiem [H1] jest uogélnienie metody spektralnej z przestrzeni Hilberta na reflek-
sywne przestrzenie Banacha. Niech X bedzie refleksywna przestrzenia Banacha, a I' = (V,E) skon-
czonym grafem.



Definicja 4. Niech 1< p <oo. Méwimy, ze I spetnia nieréwnosé p-Poincaré wzgledem X jesli istnieje
stata K > 0 taka, ze dla kazdej funkcji [ : V — X spetniona jest nieréwnosé

Y If@-MFIE<K ) If@-fwlk, 1)

veV (v,w)eE

1
gdzie Mf = o Y cev [ (v) jest wartoscia Sredniaq, f.
Stata x(I', p,X) =inf K, gdzie K jest jak wyzej, nazywamy stata p-Poincaré dla T wzgledem X.

Stala Poincaré dla X = R to dokladnie \//1{1, gdzie 1; oznacza najmniejsza dodatniag wartosc
wlasna dyskretnego Laplasjanu na I'. Poniewaz norma w przestrzeni L, jest zapisana konkretnym
wzorem w postaci catki, mozna pokazac tatwo, ze «x(I', p,R) =«x(I', p,L) dla 1 < p < oco.

Definicja 5. Niech S bedzie skoticzonym, symetrycznym zbiorem generatoréw grupy G. Link S, ozna-
czany £(S)=(V,E), to skoriczony graf zdefiniowany nastepujaco:

1. Za zbidr wierzchotkéw przyjmujemy V =S,
2. (s,t)€E jesli s"'te8S.
Gléwnym wynikiem pracy [H1] jest nastepujace

Twierdzenie 6 ([H1]). Niech G bedzie skoriczenie generowana grupa, a S zbiorem generatoréw nie
zawierajacym elementu neutralnego. Zatézmy, ze ZL(S) jest grafem spdjnym oraz ze

K(L(S),p,X) <2 oraz  x(L(S),p*,X*)<2VP",

Wowezas HY(G, ) = 0 dla kazdej reprezentacji izometrycznej m grupy G na przestrzeni X.

Gléwna zaleta powyzszego twierdzenia jest fakt, ze warunki na stale Poincaré sa w tym przypad-
ku liniowe. Pozwala to na ich interpolacje i konkretne oszacowania wartosci p € [2,00), dla ktérych
spetniona jest wlasnos¢ F L, dla konkretnych przyktadéw grup. Formalne, nieliniowe wersje warun-
kéw spektralnych w przestrzeniach Banacha czy przestrzeniach metrycznych byly wczesniej znane,
lecz ze wzgledu na ich nieliniowo$¢ wlasnie nie udatlo sie ich zastosowa¢ w ani jednym przypadku.

Pierwsza rodzina przykladéw do ktoérej stosuje sie powyzsze twierdzenie jest rodzina grup dzia-
lajacych na budynkach Ay. Jest to rodzina {Gq}, gdzie g przebiega zbiér poteg liczb pierwszych.
Dla kazdego q = k", gdzie k jest liczba pierwsza, grupa G, ma naturalna prezentacje, ktérej link
Z(S) jest przestrzenia rzutowa nad skonczonym cialem. Grupy te byly szerzej oméwione w pracach
[9,10] Spektra dyskretnego Laplasjanu dla skoniczonych przestrzeni rzutowych zostaly policzone juz
w latach 60tych w pracy [16]. Interpolujac te wartosci w pracy [H1] uzskane zostalo nastepujace
oszacowanie.

Twierdzenie 7 ((H1]). Dia kazdego q = k", gdzie n € N a k jest liczba pierwsza, mamy H l(Gq,T[) =0
dla wszystkich

9<p< ln(q2+q+1)+ln(q+1)

%1n(2(q2 +g+1)(g+1)-In2)- ln( 1- q—@l)

dla dowolnej reprezentacji izometrycznej grup Gy na przestrzeni L,(Y,u) na przestrzeni z miarq,
Y, w.



Druga rodzina, do ktérej mozna zastosowaé powyzsze twierdzenie sa losowe grupy hiperboliczne.
W pracy [18] pokazano, ze dla pewnych graféw losowych W na n wierzcholkach o stopniu deg mamy

v/2deg(deg—1)V4
lim P|x(W,2,m) <1 Y2degdee=D 7 ¢ ) )
n—oo deg deg

dla kazdego ¢ > 1. W pracy [45] rozpatrywano zmodyfikowany link graf £(S) o wielokrotnych kra-
wedziach. Taki graf £(S) rozklada sie na grafy losowe wspomniane powyzej i pokazano, ze powyzsze
oszacowanie (2) implikuje, ze £(S) jest posiada stala Poincaré x(Z£(S),2,R) < V2 prawie na pewno.
W naszej sytuacji, zmodyfikowany graf £(S) moze byc rozpatrywany jako graf z waga na krawe-
dziach, krawedz taczaca wierzcholki s,¢ € S o krotnosci & zastepujemy pojedyncza krawedzia o wadze
w(s,t)=k.

Niech 0 < d < 1. Méwimy, ze grupa G jest grupa w modelu losowym Gromova z gestoScia d,
G € %(n,l,d), gdy G jest generowana przez zbiér generatoréw generatoréw S o liczebnosci n oraz
(2n — 1)'4 relacji o dlugosci I, wybranych losowo z jednostajnym prawdopodobieristwem. Méwimy
ponadto, ze grupa losowa w modelu Gromova z gesto$ciag d ma wlasnos§é P prawie na pewno, gdy

klim P(G e¥%(n,l,d) ma wlasnosé¢ P) = 1.
—00

Gromov pokazal, ze gdy d < 1/2 to losowa grupa w powyzszym modelu jest prawie na pewno hiperbo-
liczna. Mamy nastepujace twierdzenie [27,45]

Twierdzenie 8 ([H1]). Niech G bedzie, jak wyzej, grupa hiperboliczna, w modelu Gromova i niech
% <d< % Wowczas, prawie na pewno grupa G € 4(n,l,d) jest hiperboliczna oraz istnieje grupa H i
homomorfizm ¢ : H — G taki, ze

1. H ma skoriczony zbidr generatoréw, ktérego link L(S) jest skoriczonym losowym grafem oraz
K(£(8),2,R) < V2;

2. @(H) jest podgrupaq skoriczonego indeksu w G.

W podobny sposéb jak w przypadku grup As, interpolujac wartosci x(£(S),2,R) otrzymujemy
nastepujace

Twierdzenie 9 ((H1]). Przy spetnionych zatozeniach i tezie Twierdzenia 8 zachodzi nastepujacy fakt.
Dla grafu £(S) = (V,&) bedacego linkiem zbioru generatoréw S grupy H mamy HYG, ) dla kazdej
izometrycznej reprezentacji grupy G na przestrzeni L, dla

p <min {po,po},
gdzie

oraz Do =

Indeg, — In(2#&)
1in(%8) - Ink(£(8),2,R)

In(#7 deg,) —In2
1In(#7 deg,) - Inx(£(S),2,R)’

Po=

Powyzsze twierdzenie posiada dwa ciekawe zastosowania. Aby opisac pierwsze przypomnijmy, ze
wymiar konforemny grupy hiperbolicznej G, zdefiniowany przez Pansu, to liczba

confdim(G) = inf {dimy,,5s(0G,d) : d jest quasi-konforemnie ré6wnowazna d,},



gdzie 0G jest brzegiem Gromova, dimpy,,s 0znacza wymiar Hausdorffa a d, jest dowolna metryke
wizualna na 0G. Gromov [20] oraz Pansu [42] postawili pytanie o warto$ci wymiaru konforemnego
0@ dla grupy hiperbolicznej w modelu Gromova, opisanym weczesniej. Przypomnijmy, ze grupa losowa
w modelu Gromova przy gestosciach d < % jest hiperboliczna prawie na pewno.

Aby zastosowac twierdzenie 9 do pytania Pansu i Gromova wykorzystamy nastepujace

Twierdzenie 10 ([7]). Niech G bedzie grupa, hiperboliczna. Wéwczas dla kazdego p = confdim(G)
mamy H 1(G,L p(@)) #0, gdzie L ,(G) oznacza reprezentacje regularna, G na L,(G).

Poniewaz konkluzje twierdzen 9 oraz 10 wzajemnie sie wykluczaja, otrzymujemy nastepujacy
wniosek (notacja taka sama jak w twierdzeniu 9).

Twierdzenie 11 ([H1]). Niech G bedzie jak Twierdzeniu 9. Wowczas
confdim(G) = min {po,py} -

Drugim zastosowaniem Twierdzenia 9 jest oszacowanie normy reprezentacji jednostajnie ograni-
czonych na przestrzeni Hilberta, dla ktérych kohomologie znikaja. Przypomnijmy, ze reprezentacja
7 :G — B(H) jest jednostajnie ograniczona gdy

Izl =supllngl <oo.
geG

Y. Shalom postawil nastepujaca hipoteze.

Hipoteza 12 (Y. Shalom). Niech G bedzie grupa, hiperboliczna. Wéwczas istnieje reprezentacja jed-
nostajnie ograniczona m na przestrzeni Hilberta dla ktérej HY(G,m) #0.

Jedynym wynikiem w tym kierunku jest wynik Shaloma, ze powyzsza hipoteza jest prawdziwa
w przypadku gdy G jest krata w Sp(n,1). Dow6d wykorzystuje konstrukcje Cowlinga [11] ciagu jed-
nostajnie ograniczonych reprezentacji Sp(n,1) aproksymujacych reprezentacje trywialna w pewnej
topologii. Dowéd Shaloma jednak nigdy nie zostal spisany.

Aby zastosowaé twierdzenie 9 do reprezentacji jednostajnie ograniczonych zauwazmy, ze prze-
strzen Hilberta H z jednostajnie ograniczona reprezentacja 7 mozna interpretowac jako przestrzen
E izomorficzna z H wraz z izometryczna reprezentacja p. Istonie, wprowadzajac rownowazna norme

lvllz =supllwgvlm,
geG

identyczno$é zadaje izomorfizm pomiedzy (H, || -||) a (H, | -||'), spetniajacy
lvll = llvllz < izl vl
Latwo widaé wowczas, ze
K (ZL(S),p,(H, |- I2) < 7k (L(S), p,(H, |- 1)).

To daje nastepujace



Twierdzenie 13 ([H1]). Niech G bedzie grupa, hiperboliczna w modelu Gromova o gestosci % <d< %
oraz niech m bedzie jednostajnie ograniczona, reprezentacja, grupy G na przestrzeni Hilberta H spet-

niajaca, y
2

supllmgll < ——o——.

g€G k(Z(S),2,R)

Wéwezas HI(G,n) =0.
W szczegdlnosci, H LG,m)=0 prawie na pewno dla reprezentacji spetniajacych ||x| < V2.

Ostatnie stwierdzenie wynika z faktu, ze x(Z£(S),2,R) — 1 w tym przypadku. Tak wiec wniosek
ten méwi, ze wérod powyzszej klasy reprezentacji jednostajnie ograniczonych nie mamy szans znalezé
reprezentacji postulowanych przez Shaloma, a znikanie kohomologii moze mie¢ prég przy normie v/2.

W kolejnej pracy [H2], wspélnej z Uri Baderem, pewne metody dowodu uzyte w [H1] do badania
zachowania znikania kohomologii przy matych, metrycznych perturbacjach reprezentacji. Niech 7
bedzie reprezentacja skonczenie generowanej grupy G na przestrzeni Banacha X, a S skonczonym
zbiorem generatorow.

Definicja 14. Niech S bedzie ustalonym skoriczonym zbiorem generatoréw grup G. Niech € > 0. Re-
prezentacje p grupy G na przestrzeni Banacha X nazywamy e-deformacja reprezentacji m jesli

sup Hns - Ps || <Ee.
seS

Dla odpowiednio malych e-deformacji, przy dodatkowych zalozeniach zachowane jest znikanie ko-
homologii. Przypomnijmy, ze w przypadku gdy modul wspélczynnikéw E posiada topologie, w szcze-
g6lnosci gdy jest modulem Banacha, mozemy zdefiniowaé zredukowane kohomologie grupy GG, ozna-
czane E*(G,E ). Zdefiniowane sa one jako

H*(G,E)=kerd/imd,

gdzie im d oznacza domkniecie podprzestrzeni kobrzegéw. Méwimy, ze kohomologie sa zredukowane
w wymiarze k gdy H*(G,E) = ﬁk(G,E), czyli gdy obraz korézniczki w tym wymiarze jest domkniety.
Grupa jest typu F,, gdy posiada przestrzen Eilenberga-Maclane bedaca CW-kompleksem o skonczo-
nym n-szkielecie.

Twierdzenie 15 ([H2]). Niech G bedzie typu F, 1 a 7, p beda reprezentacjami grupy G na przestrzeni
Banacha X. Zatézmy, ze

1. HY(G,n)=0,
2. H"'Y(G,n) jest zredukowana.
Woweczas istnieje liczba € = e(G) > 0 taka, ze dla kazdej e-deformacji p reprezentacji 1 mamy
H"(G,p)=0.

W szczegélnosci, zalézmy, ze 7 jest reprezentacja izometryczna. Wéwczas dla € > 0, e-deformacja
p nie musi by¢ juz reprezentacja izometryczna. Istotnie, majac dany jedynie warunek

7z _ps” =€



mozemy wywnioskowac

18l
logll = (sup 75l +£) .

seS

Konkretny przyklad mozna uzyskaé w nastepujacy sposéb. Niech G dziala na przestrzeni probabi-
listycznej (2, 1) poprzez mierzalne transformacje, ktére nie zachowuja miary p ale zachowuja klase
miary. Wéwczas istnieja pochodne Radona-Nikodyma ‘{T‘Z’ dla kazdego g € G oraz

d 1/p
mgf(x) = f(g %) (di:(x))

okresla reprezentacje izometryczna na L, (X, u). Wowczas

d 1/q
g ()= f(g " x) (di:(x)) :

dla g # p okresla e-deformacje reprezentacji 7, gdzie ¢ zalezy od q.

Dowéd Twierdzenia 15 inspirowany jest metodami wykorzystywanymi w [H1]. Wykorzystujac
réwnowazno$¢ znikania kohomologii z faktem, ze dualny operator do korézniczki jest injekcja o do-
mknietym obrazie, znikanie kohomologii dla deformacji otrzymujemy poprzez deformowanie tego
drugiego warunku.

1.2.2 Ograniczone kohomologie, dokladno$¢ grup i Sredniowalnos$é dzialan

Niech G dziala na zwartej przestrzeni X przez homeomorfizmy. Dla funkcji {: G — C(X), g — ¢z €
C(X), okreslamy dzialanie
(y-E)glx) =&, 1487 (),

gdzie g,y € G. Definiujemy réwniez norme

€l =sup Y gl

xeX ge@
Pojecie dzialania Sredniowalnego jest uogélnieniem definicji éredniowalnosci grupy.

Definicja 16. Niech G bedzie grupa, dziatajaca na zwartej przestrzeni topologicznej X poprzez home-
omorfizmy. Dziatanie G na X jest sredniowalne jesli dla kazdych €,R > 0 istnieje funkcja ¢ : G — C(X)
o skoriczonym nosniku spetniajaca nastepujace warunki:

1. {g=20w C(X),
2. YgeaSg =1x,
3. ||E-v-¢||=egdy Iyl <R.
Istnieje wiele przykladow tego typu dziatan.

1. Grupa G jest §redniowalna (posiada Srednia Banacha) wtedy i tylko wtedy gdy jej dzialanie na
punkcie jest Sredniowalne.

2. Niech G bedzie grupa hiperboliczng w sensie Gromova. Wéwczas dzialanie G na brzegu Gro-
mova 0G jest Sredniowalne, [1] oraz [2, Appendix].



3. Niech G bedzie mapping class grupa powierzchni M. Wéwczas G dziala w sposéb §redniowalny
na przestrzeni zupelnych mierzalnych laminacji M [21]. G dziala réwniez w sposéb §rednio-
walny na swoim uzwarceniu Cecha-Stone’a [26].

4. Dzialanie G na jej uzwarceniu Cecha-Stone’a BG jest Sredniowalne wtedy i tylko wtedy gdy ma
ona wlasnosé A (réwnowaznie, gdy G jest grupa doktadna) [15].

Pojecie sredniowalnosci jest obecnie jednym z fundamentalnych pojeé w geometrycznej i analityczne;j
teorii grup, majacym zastosowania w nieprzemiennej geometrii, teorii indeksu czy analizie harmo-
nicznej. Przypomnijmy, ze ograniczone kohomologie to wariant zwyklych kohomologii grupy, zdefinio-
wany poprzez rozwazanie jedynie tych kocykli, ktore sa przeksztalceniami z G w normowo ograni-
czone podzbiory modulu Banacha. Klasyczne twierdzenie B. E. Johnsona [23] charakteryzuje grupy
Sredniowalne w terminach znikania ograniczonych kohomologii. Przypomnijmy, ze G-modut Bana-
chowski E jest ograniczony, gdy reprezentacjan zadajaca strukture modulu jest jednostajnie ogra-
niczona. Przestrzen Banacha E* jest wowczas w naturalny sposéb wyposazona w reprezentacje 7,
zdefiniowana wzorem 7, = n;_l, indukujaca strukture ograniczonego G-modutu na E*.

Twierdzenie 17 ([23]). Niech G bedzie grupa dyskretna. Nastepujace warunki sa rownowazne:
1. G jest sredniowalna,
2. H ;(G,E*) =0 dla kazdego ograniczonego modutu Banacha E.

(Zwyczajowo i w zgodzie z istniejaca literatura, w przypadku kohomologii ograniczonych o wspét-
czynnikach w G-module ograniczonym (E,w) przyjmujemy oznaczenie H Z(G,E) zamiast H Z(G,]l’)).
N. Higson postawil pytanie czy podobna charakteryzacja zachodzi dla grup z wlasnoscia A. Pytanie
to bylo motywacja do cyklu prac [H4,H5,H6,H7]. Wynikiem tych prac jest wyczerpujaca, twierdzaca
odpowiedz na to pytanie.

Pierwszym rezultatem w tym kierunku byt wynik wspélny z R. G. Douglasem. Aby go sformu-
lowac¢ przypominjmy, ze G-modul Banacha nazywamy ograniczonym, gdy reprezentacja n zadajaca
strukture modulu jest jednostajnie ograniczona. Okreslmy przestrzen Banacha & jako G-modul Hop-
fa jesli jest podprzestrzenia £ (X, ¢-o(G)), gdzie X jest ograniczonym G-modulem, oraz jest jednocze-
$nie G-modulem i ¢,,(G) modulem ze wzgledu na dzialanie

g(T(x)=gT(g 'x), dlageG,TeLX,l(G)),

(@T)x)=a(T(x)), dlaaelo(G).

Z(X,Y) oznacza tutaj przestrzen ciaglych operatoréw liniowych T : X — Y, ktéra, wyposazona w
odpowiednie dzialania indukowane z X 1Y staje sie r6wniez G-modulem Banacha.

Twierdzenie 18 ([H4]). Niech G bedzie grupa, z wlasnoscia, A. Wowczas H ;(G,é") =0 dla kazdego
G-modutu Hopfa &.

Gléwnym elementem dowodu jest charakteryzacja grup z wlasnoscia A przy pomocy istnienia
pewnego przeksztalcenia
M: L4 (G), (@) — Loo(G),

gdzie ¢,(G) jest pewng algebra Banacha, bedaca uogélnieniem algebry ¢1(G), a M spelnia dodatkowo
pewne techniczne warunki. Warunki te gwarantuja, ze M mozemy interpretowacé jako G-niezmienniczy
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operator usredniania, lezacy w odpowiednio dobranym module Banacha. Operator taki nazywamy
niezmienniczg wartoscia oczekiwana.

Jednym z moduléw wprowadzonych w pracy [H4] dla X = G, a pézniej uogélnionym na szersza
klase dziatan w [H6] i istotnie wykorzystywanym w pracach [H5,H6,H7], zdefiniowany jest nastepu-
jaco.

Wo(G,X) = {é:G—» CX) : Z {g= Cflx},
geG
Z norma

I =sup ) 1€l

x€X geG

i dzialaniem grupy G zadanym przez
g Ep(x) =Eg1p(g M),

jak wczesniej. W przypadku gdy X jest punktem otrzymujemy Wy(G,X) = ¢1(G), tak wiec Wo(G,X)
jest przestrzenia w naturalny sposéb uogélniajaca na przypadek dziatan grup klasyczny obiekt jakim
jest przestrzen Banacha ¢1(G). W naturalny sposéb réwniez otrzymujemy analog przestrzeni ¢,.(G)
zdefiniowany jako Wy(G,X)*. Kluczowym elementem technicznym jest ograniczenie sie do funkeji ¢ :
G — C(X) takich, ktére sumuja sie do funkcji stalej. Ten istotny zabieg pozwala wybraé¢ na mniejsza
ale nieslychanie uzyteczna podprzestrzen wszystkich sumowalnych funkcji G — C(X). Z zalozenia,
niezmiennicza warto$¢ oczekiwana jest elementem w przestrzeni dualnej wlasnie tej przestrzeni.

Twierdzenie 19 ([H4]). Skoriczenie generowana grupa G spetnia wtasnosé A wtedy i tylko wtedy gdy
G posiada niezmiennicza, warto$é oczekiwana,

Majac dany operator usredniania oraz kocykl ograniczony o wartosciach w G-module Hopfa &
w ograniczonych kohomologiach H ;(G,é"), Srednia tego kocyklu rozwiazuje go jako kobrzeg, dajac
znikanie H;(G,é").

Co wiecej mozna réwniez wywnioskowac znikanie kohomologii dla H Z(G,é") dla i = 2. Istotnie,
dla dowolnego G-modulu ograniczonego & wprowadzmy modutl

M& =(5(G,8)/8,

gdzie dzialanie G oznaczone e jest zdefinowane wzorem ge f(x) = g-f(g 'x), dla f:G — &, a &
zanurzone jest (G, &) jako funkcje stale. Wowczas modut M & jest modulem przesuniecia wymiaru
w ograniczonych kohomologiach,

HNG,8) =H!(G,M8).

Jednakze, gdy & jest G-modulem Hopfa to M& réwniez jest G-modulem Hopfa. Tak wiec znikanie
pierwszych kohomologii ograniczonych o wspétczynnikach w modutach Hopfa implikuje ich znikanie
W wyzszych wymiarach.

W kolejnej pracy [H5] idee z pracy [H5] zostaly rozwiniete i uogélnione. Obiektem badan w tym
artykule byly stabsze wersje niezmiennniczje wartosci oczekiwanej, wprowadzonych w pracy [H4].
Staba wartos$cia oczekiwana (dla ograniczonego G-modutu X) nazywamy tutaj przeksztalcenie

T :loo(G,l0(G,X*)) — (G, X7),

spelniajace pewne dodatkowe techniczne warunki ciaglosci oraz niezmienniczosci ze wzgledu na dzia-
lania G. Gl6wnym wynikiem pracy [H5] jest nastepujace
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Twierdzenie 20 ((H5]). Niech G bedzie skoriczenie generowana grupa. Wéwczas dla dowolnego ogra-
niczonego G-modutu X istnieje staba niezmiennicza wartos$é oczekiwana.

Fakt ten ma kilka ciekawych zastosowan. W zaskakujacy sposéb jednak okazuje sie, ze nawet ta
stabsza wersja jest wystarczajaca aby wyprowadzi¢ przy jej pomocy znikanie ograniczonych kohomo-
logii o wspétczynnikach w wielu G-modutach Hopfa. Tym razem metoda dowodu jest technicznie inna
niz w poprzednim przypadku: przy pomocy stabej niezmienniczej wartosci oczekiwanej pokazujemy,
ze G-moduly Hopfa sa relatywnie injektywne. Relatywna injektywno$¢ jest wersja klasycznego poje-
cia injektywnos$ci moduléw, znanego z algebry homologicznej, ale uwzgledniajacym ciagltosé normowa
przeksztalcen pomiedzy modutami.

Twierdzenie 21 ([H5]). Niech G bedzie skoriczenie generowana, grupa. Kazdy G-modut Hopfa, stabo-
* domkniety, jako podprzestrzen {(G,X™), jest relatywnie injektywny.

Natychmiastowym wnioskiem jest znikanie ograniczonych kohomologii H Z(G,é" ), n=1, w dowol-
nym module Hopfa spetaniajacym zalozenia powyzszego twierdzenia.

Réwniez w [H5] udowodniony zostal fakt, ze staba niezmiennicza warto$¢ oczekiwana ma zastoso-
wanie w postaci twierdzenia o punkcie stalym dla pewnych dzialan grup na przestrzeniach Banacha
postaci {o(G, E).

Twierdzenie 22 ([H5]). Niech G bedzie skoriczenie generowana, grupa, X przestrzenia, Banacha a
V € X* stabo-* gesta podprzestrzenia. Wowczas kazda afiniczne dziatanie G na ograniczonym, €o(G)-
wypuktym, V -ultra-stabo zwartym podzbiorze K € € (G), posiada punkt staty.

Powyzsze twierdzenie jest uogélnieniem klasycznego twierdzenia Day’a o istnieniu punktu state-
go dla afinicznych dziatan grup sredniowalnych na ograniczonych wypuklych podzbiorach przestrzeni
Banacha. Naturalnym i ciekawym pytaniem jest czy uzywajac wynikéw [H4, H5] mozna zdefiniowac
pojecie dokladnosci algebr Banacha, podobnie jak Johnson zdefniowal pojecie sredniowalnosci alge-
bra Banacha, w taki spos6b aby w przypadku C*-algebr bylo ono réwnowazne z doktadnoscia w sensie
Kirchberga i Wassermanna.

Te wyniki byly jedna z podstaw do udowodnienia pelnej charakteryzacji sredniowalnosci dziatan
poprzez znikanie ograniczonych kohomologii w pracy [H6]. Aby ja sformulowaé zdefiniujmy pewna
klase modutéw. Niech G dziala homeomorficznie na zwartej przestrzeni topologicznej X. & bedzie mo-
dulem nad C(X) oraz jednoczesnie G-modulem. & bedziemy nazywac G-C(X)-modulem, gdy obydwa
dzialania spelniaja zaleznos$¢

g(fv)=(g-f)gv),

gdzie g € G, f € C(X) oraz v € &. Innymi slowy, struktury G-moduhu i C(X)-modutu sa w pewnym sen-
sie ortogonalne, a & zachowuje sie podobnie jak wigzka nad przestrzenig X. Dodatkowo definiujemy
nastepujace pojecia wprowadzone w [H6].

1. Wektory v,w € & maja rozlaczny nosnik jesli istnieja funkcje a,b € C(X) o rozlacznych nosni-
kach takie, ze av = v oraz bw = w;

2. G-C(X)-modut jest & jest ¢1-geometryczny jesli dla kazdej pary wektoréw v, w € & o rozlacznych
nos$nikach mamy
lv+wl=llvll+llwl;
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3. G-C(X)-modut jest & jest ¢,-geometryczny jesli dla kazdej pary wektoréw v,w € & o rozlacz-
nych no$nikach mamy
lv+wl =max{llvll, [wl}.

Jesli & jest ¢1-geometryczny (odpowiednio, £-geometryczny), to §* jest £o.(G)-geometryczny (odpo-
wiednio, ¢1-geometryczny). Przykladem ¢,,-geometrycznego G-C(X)-modutu jest przestrzen C(X,E),
gdzie E jest przestrzenig Banacha a X jest przestrzenia topologiczna z dzialaniem grupy G.

Twierdzenie 23 ([H6]). Niech G bedzie grupa, dyskretna. Nastepujace warunki sa réwnowazne:
1. dziatanie G na X jest sredniowalne;

2. H Z(G,éf’ *) =0 dla kazdego ¢1-geometrycznego G-C(X)-modutu & dla n =1 (réwnowaznie, dla
n=1).

W przypadku gdy X jest punktem powyzsze warunki sprowadzaja sie bezposrednio do przypadku
grupy Sredniowalnej i klasycznej charakteryzacji B.E. Johnsona §redniowalnosci w terminach znika-
nia ograniczonych kohomologii. W przypadku gdy X = BG jest uzwarceniem Cecha-Stone’a grupy G
z [15] otrzymujemy charkateryzacje doktadnosci (czyli wlasnosci A) grupy G i tym samym odpowiedz
na pytanie N.Higsona. Dowéd postepuje wedlug podobnej strategii co wezedniej i jest szerokim uogél-
nieniem dowodu Johnsona. Istota jest jak wczeéniej znalezienie operatora, a w tym przypadku nawet
funkcjonalu, usredniajacego. Funkcjonal taki nazywamy Srednia dla dzialania G na X. W pracy [H6]
udowodniono, ze jego istnienie jest réwnowazne §redniowalno$ci dzialania. Przy pomocy takiej $red-
niej mozemy znéw rozwiazac kocykle, pokazujac w ten sposdb, ze musza by¢ one kobrzegami.

W kolejnej pracy [H7] podana zostala z kolei charakteryzacja Sredniowalnosci dzialania grupy
G w terminach homologii G. Wykorzystujac modut Wy(G,X), poprzez analogie z jednostajnie ogra-
niczonymi homologiami, wprowadzonymi przez Blocka i Weinbergera [6] (patrz réwniez nastepny
rozdzial), definiujemy wowczas jednostajnie ograniczone homologie dzialania G na X jako

H''(G ~X) = H.(G,Wo(G,X)").

Mozemy tez zdefiniowaé¢ w naturalny sposéb klase w powyzszej grupie homologii, reprezentowana
przez o : Wo(G,X) — R,
a§)= Z fg-

geG

Klase [G ~X]1=[ole H (Z)‘ ! (G ~ X) nazywamy klasa podstawowa dzialania G na X. W tym przypadku
w pracy [H7] udowodniona zostala nastepujaca charakteryzacja.

Twierdzenie 24 ([H7]). Niech G bedzie skoriczenie generowana, grupa, dziatajaca, na zwartej prze-
strzeni X przez homeomorfizmy. Dzialanie to jest sredniowalne wtedy i tylko wtedy gdy [G ~ X1#0w
HY (G~ X).

W przypadku gdy X jest punktem charakteryzacja ta obcina sie wprost do twierdzenia Blocka
i Weinbergera [6], ze G jest §redniowalna wtedy i tylko wtedy gdy jej jednostajnie ograniczone ho-
mologie H(L)‘ ! (@) sa niezerowe (patrz réwniez nastepny rozdzial). Co wiecej, w pracy [H7] pokazane
jest réwniez, ze jednostajnie ograniczone homologie dzialania zazwyczaj nie znikaja nawet gdy znika
klasa podstawowa.
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1.2.3 Jednostajnie ograniczone homologie i $redniowalnosé

Niech S oznacza ustalony skoriczony zbiér generatoréw grupy G. Dla podbzioru A € G oznaczmy
przez 0A brzeg zbioru A,

0A={geG\A : a”'geS dlapewnegoacAl.

Przypomnijmy, ze jedna z definicji Sredniowalnosci grupy G jest istnienie ciagu {F,} ; skoficzonych

podzbiéréw G spelniajacych
#0F, 0

#F,

Roéwnowaznie, G nie jest nieSredniowalna gdy istnieje stala C > 0 taka, ze

#or =C
#F

dla kazdego skonczonego podzbioru F < G. To ostatnie sformulowanie znane jest jako nieré6wnos¢
izoperymetryczna i jest podstawa charakteryzacji Sredniowalnosci w terminach homologicznych.

Wprowadzimy teraz kontrolowane zgrubne homologie. Niech X bedzie przestrzenia metryczna o
ograniczonej geometrii. Ustalmy punkt e € X. Dla x = (x1,...,%,) 1y = (y1,...,¥,) € X" definiujemy
odleglosé jako

d(x,y) = mljdxd(xi,yi).

Przez dlugo$¢ x rozumiemy liczbe |x| = d(x,e), where e = (e,...,e,e).
Niech £ :[0,00) — [0,00) bedzie niemalejaca funkcja, spelniajaca f(0) = 1 oraz taka, ze

¢ dla kazdego K > 0 istnieje L > 0 takie, ze f(¢+ K) < Lf(t) dla kazdego ¢ > 0;
¢ dla kazdego K > 0 istnieje L > 0 takie, ze f(Kt) < Lf(t) dla kazdego ¢ > 0.

Obydwa warunki nie sa zbyt restrykcyjne i sa spelnione przez wiele funkeji podliniowych.

Poprzez n-tancuch rozumiemy formalng sume ¢ = Y zcx»+1 czx, gdzie wspélezynniki spelniaja cx €
R. W szczegélnosei taricuch musi speliaé ¢z = (-1)N@¢_z, gdzie o jest transpozycja x a N(0) jest
liczba transpozycji niezbedna do otrzymania o(x) z x.

Przez propagacje lanicucha ¢ rozumiemy najmniejsza liczbe R = 0 taka, ze cz = 0 jeSli d(x,A,+1) =
Rdlaxe X", gdzie A, .1 oznacza przekatna A, 1 = {(x,x,...,x) : xe X}

Poprzez przestrzen zgrubnych tancuchéw kontrolowanych przez f rozumiemy

Cfl(X): {c: Z czx :+ P(c) <oo oraz |cxk] SKJ(IEI)},

EEX’”I

gdzie K. jest stala zalezna od c. Ze standardowa symplicjalng rézniczka (CfL(X ),0) jest komplek-
sem lancuchowym. Definiujemy kontrolowane zgrubne homologie jako homologie tego kompleksu i
oznaczamy H ,f: (X).

Gdy f jest funkcja stala r6wna 1 powyzsza definicja byla wprowadzona przez Blocka i Weinber-
gera [6] jako jednostajnie skoriczone homologie H Zf (X). Zblizona konstrukcja kohomologiczna byla
wprowadzona tez wczesniej przez Jauszkiewicza [22]. W przypadku gdy X = G homologie H :ff @)
spelniaja relacje

HY(G) = H (G, oo @),
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a wiec sa izomorficzne z homologiami grupy G o wspélezynnikach w G-module Z,(G), gdzie struktura
modulu zadana jest przez dzialanie grupy G na sobie:

g fx)=flg ),

dla g,x € G, f € (G). Dla ogélniejszych f definicja H f: (X) zostala wprowadzona w [H3]. W przypad-
ku gdy f(¢) = t oznaczamy H' (X) = H'"(X).

W ponizszym refereacie skupimy sie na przypadku grupy skonczenie generowanej G. Wowczas
definiujemy H ,’;(G) jako homologie przestrzeni metrycznej (G,dg), gdzie dg jest metryka dlugosci
stowa wzgledem pewnego ustalonego skonczonego zbioru generatoréw S.

W grupie H, g (X) wyrézniona jest klasa, zwana klasa fundamentalna, zdefiniowana jako

[X1=

Y x

xeX

Pierwszym z gléwnych wynikéw [H3] jest nastepujace

Twierdzenie 25. Niech G bedzie skoriczenie generowana, grupa. Wowczas [G] =0 w liniowo kontro-
lowanych homologiach H'™(G).

Dowéd jest oparty na skonstruowaniu konkretnego 1-cyklu v w C™(G), dla ktérego 15 = . Cykl
v jest skonstruowany geometrycznie, wzdluz bi-geodezyjnych istniejacych w grupie skoniczenie gene-
rowanej. Powyzsze twierdzenie pokazuje, ze homologiczna wersja klasycznego problemu Burnside’a
posiada pozytywne rozwiazanie. Klasyczny problem Burnside’a to pytanie czy dla skonczenie gene-
rowanej grupy G fakt, ze G jest nieskonczona implikuje istnienie elementu nieskoniczonego rzedu.
W przypadku gdy taki element istnieje, G jest suma rozlaczna warstw grupy Z i woéwczas ¢ mozna
skonstruowaé poprzez odpowiednie skopiowanie 1-cyklu

¢= Z nln,n+ 1],
nez
ktory spelnia ¢ € Cin(7) oraz 0¢ = 17, na kazda z warstw Z w G. Powyzsze twierdzenie pokazuje,
ze podobny zabieg mozemy wykona¢ nawet gdy podgrupa Z nie istnieje w G, zastepujac jej warstwy
przez bi-geodezyjne.

Ta analogia jest nastepstwem podobnej interpretacji wyniku charakteryzacji nieSredniowalnosci
udowodnionej w [6] w terminach znikania klasy podstawowej w jednostajnie ograniczonych homo-
logiach. Ta charakteryzacja daje pozytywna odpowiedZz na homologiczna wersje klasycznej hipotezy
von Neumanna, méwiacej, ze niesredniowalna grupa posiada podgrupe wolna.

Zaréwno problem Burnside’a jak i hipoteza von Neumanna w klasycznym sensie maja odpowiedzi
negatywne. Nieskoniczone skoézenie generowane grupy torsyjne zostaly skonstruowane przez Goloda
i Shafarevicha a kolejne przyklady przez Adiana, Novikova, Grigorchuka i innych. NieSredniowalne
grupy trosyjne zostaly skonstruowane przez Olshanskiego.

Nastepne twierdzenie charakteryzuje znikanie klasy podstawowej w homologiach H f (X) w ter-
minach nieréwnosci izoperymetrycznych.

Twierdzenie 26. Niech X bedzie przestrzenia, metryczna, o ograniczonej geometrii. Wowczas [X]=0
w Hg (X) wtedy i tylko wtedy gdy istnieje stata C > 0 taka, ze dla kazdego skoriczonego podzbioru
A c X spetniona jest nieréwno$é izoperymetryczna

#A<C ) f(lx)).
x€0A
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Dowéd wykorzystuje analityczna strukture na przestrzeni lancuchéw o wzroscie ograniczonym
przez f. Dualno$é¢ jest tu wykorzystana w nastepujacy sposéb. Znikanie homologii oznacza surjek-
tywnos$¢ operatora rézniczki. Ta surjektywno$é jest réwnowazna, poprzez dualno$é, temu, ze koréz-
niczka, interpretowana jako operator liniowy pomiedzy odpowiednimi przestrzeniami Banacha, jest
injekcja o domknietym obrazie. To z kolei thumaczy sie wprost na nier6wnosé izoperymetryczna.

Powyzsze twierdzenie charakteryzuje znikanie klasy podstawowej grupy w terminach nieréwno-
$ci izoperymetrycznych, pokazujac, ze znikanie klasy podstawowej daje pewna miare Sredniowalnosci
X. W przypadku gdy X = G jest skonczenie generowanag grupa jak wyzej, otrzymujemy spektrum zni-
kania klasy podstawej w H/ (G): od stalej funkcji f dla grup niesredniowalnych do liniowej funkeji f
dla wszystkich grup skonczenie generowanych.

W [H3] wskazany jest szereg przykladéw skonczenie generowanych grup, dla ktérych mozna
oszacowaé [ takie, ze klasa podstawowa znika w H 1(G):

1. dla F17%, gdzie F jest nietrywialna skoriczona grupa, f(t) = t%;
2. dla F1(FZ7), gdzie F jest nietrywialna skonczona grupa, () =Int¢;
3. dla grup policyklicznych jedynie f(¢) =¢.

Powyzsze twierdzenia maja tez szereg zastosowan, na przyklad na rozmaitosciach niezwartych
konstrukcje formy rézniczkowej w takiej, ze dw jest forma objetosci a w ma zadany wzrost. W przy-
padku grup niesredniowlanych konstrukcja taka byla podana przez D. Sullivana w odpowiedzi na
pytanie M. Gromova.

Drugim przykladem zastosowania jest fakt nieznikania klasy podstawowej rozmaitosci jest prze-
szkoda dla spelnienia przez nig tzw. wazonej nieré6wnosci Poincaré. Nieréwnosci te sa wykorzysty-
wane przez P. Li i J. Wanga [28] jako jeden z warunkéw niezbednych do udowodnienia twierdzen o
sztywnosci dla pewnych rozmaito$ci spelaniajacych ograniczenia na krzywizne.

1.3 Inne wyniki i publikacje
1.3.1 Wyniki dotyczace silnych wlasnosci (7)) Banacha i hipotezy Bauma-Connesa

Wspélnie z Cornelia Drutu [13] podaliémy nowa konstrukcje rzutéw Kazhdana w grupowych al-
gebrach Banacha zwigzanych z rodzinami reprezentacji izometrycznych grup na jednostajnie wypu-
klych przestrzeniach Banacha. W szczegélno$ci pozwolilo to na poré6wnanie pewnych wersji wlasnosci
Kazhdana, a dokladniej tzw. wlasnosci (T'E) wprowadzonej w [3], z tzw. silng Banachowska wlasno-
$cia (T') wprowadzona przez V. Lafforgue’a. OtrzymaliSmy réwniez wyniki dotyczace charakteryzacji
ekspanderéw, twierdzenia typu “shrinking target” dla dzialan grup z wlasnoscia (T'). Wreszcie, odpo-
wiedzieliSmy na pytanie Willetta i Yu dotyczace istnienia pewnych rzutéw w przestrzeniach Hilber-
ta, zwigzanymi z pewnymi przestrzeniami metrycznymi, tzw. skreconymi stozkami nad dziataniem
grupy. Otrzymane wyniki pozwalaja postawié hipoteze, ze skrecone stozki nad dzialaniem grupy po-
siadajacym luke spektralna sa nowymi kontrprzyktadami na zgrubna hipoteze Bauma-Connesa.

W kolejnej pracach pokazane zostaly powiazane wyniki. W [38] udowodniony zostal fakt, ze je-
§li grupa kohomologii H(G,n) o wspélczynnikach w izometrycznej reprezentacji grupy G na jed-
nostajnie wypuklej przestrzeni Banacha jest przestrzenia Banacha, to z dokladnoscia do izomorfi-
zmu, jest skladnikiem prostym przestrzeni kocykli; tzn. istnieje rozklad na sume prosta Z1(G,n) =
BYG,n)e HY(G,n), gdzie Z' i B! oznacza przestrzen kocykli i kobrzegéw, odpowiednio.
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W pracy [39] wspélnej z Damianem Sawickim udowodnione zostalo twierdzenie, ze skrecone stoz-
ki nad dzialaniami grup z luka spektralna nie zanurzaja sie w niektére przestrzenie Banacha, w
szczegdlnosci wszystkie przestrzenie L, (u), 1 < p <oo.

1.3.2 Wybrane pozostale wyniki

W pracy [12] wpélnej w Francesca Diana, badane bylo zachowanie jednostajnie ograniczonych homo-
logii produktéw skonczonej liczby drzew. Udowodniony zostal fakt, ze homologie takie sa skoncentro-
wane w najwyzszym wymiarze i ta grupa homologii jest nieskonczenie wymiarowa.

W pracy wspélnej z Kate Juschenko [24] podana zostala nowa charakteryzacja grup z wlasno-
$cia A. Pomimo, ze wlasnos¢ ta jest wlasnoscia metryczna wyniki [24] charakteryzuja wlasnosé A dla
grupy w terminach istnienia ciagu jednostajnie ograniczonych reprezentacji zbiegajacych do repre-
zentacji trywialnej.

W pracy [29] wspélnie z Michalem Marcinkowskim skonstruowane zostaly przyklady kafelkow
aperiodycznych dla niektérych grup sredniowalnych. Konstrukcja ta wykorzystuje metody homolo-
giczne, a mianowicie znikanie pewnego cyklu w homologiach lokalnie skonczonych o wspétczynnikach
w ciele Z,,.

W pracy [19], napisanej wspélnie z Rostislavem I. Grigorchukiem, zostala udowodniona nieréw-
no$¢ wiazaca trzy wartosci numeryczne skonczonego grafu: §rednice, najmniejsza dodatnia wartosc
wlasna p-Laplasjanu oraz dystorsje wzgledem przestrzeni L,. Nieréwnos¢ ta zostala zastosowana
do oszacowania dystorsji konkretnych graféow Schreiera wywodzacych sie od grup dzialajacych na
drzewach.

W pracy [35] zostal wprowadzony uogélniony profil izoperymetryczny sredniowalnego dzialania
grupy na zwartej przestrzeni topologicznej. W przypadku grup $redniowalnych profil ten byl kla-
sycznym profilem w sensie Gromova, Varoupoulosa etc. Pokazana zostaly réwniez zalezno$¢ profilu
izoperymetrycznego od typu wymiaru asymptotycznego oraz udowodnione uogélnienie oszacowania
dolnego przez wzrost grupy, co w klasycznym przypadku pokazali Coulhon i Saloff-Coste.

W pracy [32], napisanej przed doktoratem, pokazany zostal fakt, ze przestrzen Hilberta zanurza
sie zgrubnie w dowolna przestrzen L, dla kazdego p € [1,00). W szczegélnosci, w potaczeniu z [34]
dalo to negatywna odpowiedZ na hipoteze postawiona przez A.N. Dranishnikova, ze wlasnoSc A jest
réwnowazna zgrubnej zanurzalnosci w przestrzen Banacha /1.

1.4 Wyniki uzyskane w doktoracie

Praca doktorska zatytulowany "Property A as Metric Amenability and its Applications to Geometry"
napisana zostal pod kierownictwem GuoliangaYu na Vanderbilt University i obroniona w 2008 roku.
Wyniki w niej przedstawione zostaly uhonorowane nagroda naukowa Bjarni Jonsson Prize for Rese-
arch przez wydzial matematyki Vanderbilt University. Praca dotyczyla wlasnosci A, wprowadzone;j
przez G. Yu. Praca zawierala trzy glowne wyniki.

Pierwszym byla konstrukcja pierwszego przykladu przestrzeni metrycznej nie posiadajacej wila-
snosci A ale zanurzajacej sie zgrubnie w przestrzen Hilberta. Byla to odpowiedz na otwarte pytanie
w geometrii duzej skali. Wynik zostal opublikowany w [34].

Drugim wynikiem byla konstrukcja pierwszych przykladéw grup skonczenie generowanych o
skonczonym wymiarze asymptotycznym i nieskoniczonym wymiarze Assouda-Nagaty. Byla to odpo-
wiedz na otwarte pytanie postawione przez Johna Roe. Wynik zostal opublikowany w [33].
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Trzecim wynikiem byt fakt, ze hipoteza Gromova “zero-in-the spectrum” jest spelniona dla na-
kryé Galois rozmaitosci zamknietej M stowarzyszonych ze §redniowalnymi podgrupami normalnymi
grupy podstawowej 71(M), przy zalozeniu, ze 71(M) posiada wlasnosé A. Wynik zostal opublikowany
w [36].

1.5 Artykuly przegladowe

Ksiazka “Large Scale Geometry” [41], napisana wspélnie z Guoliangiem Yu, jest wprowadzeniem do
tematyki geometrii duzej skali.

Artykut [40] jest krétkim opisem wlasnosci A dla grup i przestrzeni metrycznych.

Artykul [37] jest wprowadzeniem do zagadanien sztywnos$ci dzialan grup na przestrzeniach Ba-
nacha, znikania kohomologii i wlasnos$ci (T') w przestrzeniach Banacha.

2 Zyciorys
2.1 Wyroéznienia i nagrody
¢ ERC Starting Grant 2015
¢ Wyklad plenarny, 6 Forum Matematykéw Polskich 09/2015
¢ Nagroda 2 stopnia Rektora Uniwersytetu Warszawskiego za osiggniecia naukowe, 2013
¢ Stypendium Ministra dla Wybitnych Naukowcéw, MNiSW 2012-2015
¢ Bjarni Jonsson Prize for Research, Vanderbilt University, 2008
¢ Summer Research Award, Vanderbilt University, dwukrotnie: 2005, 2007

* nagroda Marcinkiewicza 3 stopnia za prace magisterska, Polskie Towarzystwo Matematyczne
2003

2.2 Granty

¢ ERC Starting Grant 2015, kierownik (PI), przyznany przez European Research Council, grant
bedzie realizowany w latach 2016-2021

¢ Narodowe Centrum Nauki, Sonata Bis 3, 2014-2019, kierownik

¢ Clay Mathematics Institute, Enhancement Program, finansowanie konferencji w MSRI 2016
(wspoélorganizatorzy: G. Arzhantseva, C. Drutu and G. A. Niblo)

¢ Fundacja na rzecz Nauki Polskiej, grant Homing Plus, 2012-2014, kierownik

¢ National Science Foundation grant DMS-1105664, Analysis/Topology, 2011-12, kierownik (Prin-
cipal Investigator)

¢ National Science Foundation grant DMS—-0900874, Analysis, 2009-2012, kierownik (Principal
Investigator) (co-PI: Talia Fernés)

¢ Stypendium Konferencyjne, Fundacja na rzecz Nauki Polskiej, 2007
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Zaproszone wyklady

Okoto 100 zaproszonych wykladéw na szkolach, konferencjach i seminariach w USA, Wielkiej Bryta-
nii, Niemczech, Francji, Japonii, Chinach, Szwajcarii oraz Polsce.

23.1

2.3.2

Cykle wykladow

Rigidity of groups and higher index theory
5 wykltadow, Rigidity School, University of Tokyo, 11/2015

Property (T) and large scale geometry
4 wykltady, Cohomology and Large Scale Geometry Summer School, Universitit Regensburg,
07/2015

Deformations, cohomology and fixed point properties
2 wyktady, Metric Geometry and Analysis, Kyoto University, Japan, 12/2013

Large Scale Geometry
15 wykladéw, Uniwersytet Adama Mickiewicza, Poznan, Fall 2013

Amenable actions and bounded cohomology
2 wyklady, G3 Conference, South Padre Island, Texas, 03/2013

Large Scale Geometry
10 wykladéw, Waseda University, Tokyo, 09/2012

Coarse Homology Theories
3 wyklady, Workshop on Geometric and Algebraic Topology, Centrum Banacha, Warszawa, 07/
2012

Property A
2 wyklady, Semester on Limits of Graphs in Group Theory and Computer Science, Centre In-
terfacultaire Bernoulli at EPFL, Lausanne, Szwajcaria, 06/2007

Wystapienia konferencyjne i seminaryjne

Geometry seminar, Indiana University, Bloomington, 11/2015
Zaproszony wyklad plenarny, 6 Forum Matematykéw Polskich, 09/2015

Dubrovnik VIII - Geometric Topology, Geometric Group Theory & Dynamical Systems, Chorwa-
cja, 06/2015

Colloquium, Université de Neuchatel, 05/2015

Noncommutative Geometry Seminar, Fudan University, Shanghai, 05/2015

Research Center for Operator Algebras, East China Normal University, Shanghai, 05/2015
Geometry Seminar, Uniwersytet Wroctawski, 02/2015

Geometric Topology, Mathematisches Forschungsinstitut Oberwolfach, 01/2015
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Groups, Dynamics and Related Topics Seminar, Technion - Israel Institute of Technology, Haifa,
11/2014

Quantum Groups, Operators and Non-commutative Probability meeting, Lancaster University,
09/2014

Groups and Topology 2014, DMV-PTM Meeting, Bedlewo/Poznan, 09/2014

Topology Seminar, University of Oxford, 06/2014

Geometry and Analysis on Groups seminar, Universitdt Wien, 05/2014

Noncommutative Geometry Seminar, Fudan University, Shanghai, 04/2014

Research Center for Operator Algebras, East China Normal University, Shanghai, 04/2014
Séminaire Analyse et Géométrie, Université Denis Diderot - Paris 7, 02/2014

Groups Acting on Rooted Trees, Insitute Henri Poincaré, Paris, 02/2014

Metric Geometry, Geometric Topology and Groups, BIRS, Banff, 08/2013

Eilenberg Centenary Conference, Universytet Warszawski, 07/2013

International Conference on Operator Theory and Operator Algebras in Honor of the 75th Bir-
thday of Ron Douglas, Fudan University, Shanghai, 07/2013

Groups, Dynamics and Related Topics Seminar, Technion - Israel Institute of Technology, Haifa,
06/2013

Graduiertenkolleg-Kolloquium, Universitéit Regensburg, 06/2013

Mini-konferecja zwigzana w wykladem im. Jankowskiego, Uniwersytet Gdanski, 05/2013
Oberseminar Topologie/Geometrie, Universitdt Gottingen, 05/2013

Oberseminar Topologie, Universitidt Miinster, 05/2013

Operator Algebras seminar, Department of Physics, Uniwersytet Warszawski, 11/2012
General and geometric topology today and their problems, RIMS, Kyoto, 09/2012
Differential Topology Seminar, Kyoto University, 09/2012

Colloquium, Waseda University, Tokyo, 09/2012

Topology Seminar, Tokyo Institute of Technology, 09/2012

Topology Seminar, University of Tokyo, 09/2012

Group actions and applications in geometry, topology and analysis, Kunming University of
Science and Technology, Kunming, China, 07/2012

20



Geometric Topology: Satellite Thematic Session, 6th European Congress of Mathematics, Kra-
kéw, 07/2012

Coarse Geometry of Infinite Groups, Université Lille 1, Lille, France, 06/2012

Young Researchers Colloguium, IMPAN Warszawa, 02/2012

Young Geometric Group Theory Meeting, Bedlewo, Poland 01/2012

Research Seminar, MSRI, Berkeley, 10/2011

Postdoc Seminar, MSRI, Berkeley, 09/2011

Dubrovnik Topology Conference, Dubrovnik, Croatia, 06/2011

Geometrical methods in high dimensional topology, The Ohio State University, 05/2011

Index theory and Hopf algebras — Noncommutative Geometry and Operator Algebras Spring
Institute, Vanderbilt University, 05/2011

Colloquium, SUNY Buffalo, 03/2011
Colloquium, Case Western Reserve University, 03/2011
Presentation, University of Warwick, United Kingdom, 03/2011

AMS Southeastern Section meeting, Special Session on Geometric Group Theory, Statesboro,
GA, 03/2011

Colloquium, Indiana University — Purdue University Indianapolis, 02/2011
Colloquium, University of Houston, 01/2011

MAA — AMS Joint Meetings, Special Session on Geometric Group Theory, New Orleans, LA,
01/2011

Analysis Seminar, SUNY Buffalo, 11/2010
Workshop in Analysis and Probability, Texas A&M University, 07/2010
Analysis Seminar, University of Houston, 03/2010

44th Spring Topology and Dynamics Conference, Geometric Group Theory and Geometric To-
pology session, 03/2010

Wabash Modern Analysis Seminar (wspélne seminarium organizowane przez UIUC, IU, Pur-
due and TUPUI), 11/2009

International Workshop and AMS Special Session on Concentration, Functional Inequalites
and Isoperimetry, Boca Raton, 10/2009

Conference on Algebraic Topology, Uniwersytet Warszawski, 07/2009
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Affine Isometric Actions of Discrete Groups, ETHZ Centro Stefano Franscini, Ascona, Switzer-
land, 06/2009

Noncommutative Geometry Seminar, Vanderbilt University, 04/2009
Workshop in Analysis and Probability, Texas A&M University, 06/2008
Analysis on Groups, University of Puerto Rico, San Juan, 03/2008
Geometric Group Theory Seminar, The Ohio State University, 02/2008
International Conference on Geometric Topology, Dubrovnik, 10/2007

First Joint Meeting of the AMS and the Polish Mathematical Society, Special Session on Geo-
metric Group Theory, Warszawa, 07/2007

Semester on Amenability, Erwin Schrodinger Institute, Vienna, 07/2007

Colloquium, University of North Carolina at Greensboro, 03/2007

4th East Coast Operator Algebras Symposium, Georgia Institute of Technology, 09/2006
Workshop in Analysis and Probability, Texas A&M University, 07/2006

Metric Geometry and Geometric Embeddings of Discrete Metric Spaces, Texas A&M University,
07/2006

Geometry and Differential Topology Seminar, Uniwersitet Wroctawski, 06/2006
Banach Spaces and Their Applications in Analysis, Miami University, 05/2006

40th Spring Topology and Dynamics Conference, Geometric Topology and Geometric Group
Theory Session, 03/2006

Algebraic Topology Seminar, University of Warsaw, 12/2005, 06/2006

Geometric Functional Analysis Seminar, Pennsylvania State University, 02/2006
Young Researchers Colloquium, IMPAN Warszawa, 01/2006

Geometric Topology Seminar, University of Warsaw, 12/2005, 12/2006, 12/2007

AMS Sectional Meeting, Special Session on Geometry and Algorithms in Metric Spaces, John-
son City, 10/2005

Organizacja konferencji i spotkan naukowych

2.4.1 Organizacja bezposrednia

Amenability, coarse embeddability and fixed point properties

Konferencja programowa organizowana na zaproszenie organizatoréw semestru Geometric Gro-
up Theory, MSRI, Berkeley, CA, USA, 12/2016

Wspétorganizatorzy: Goulnara Arzhantseva (Universitat Wien), Cornelia Drutu (University of
Oxford) and Graham A. Niblo (University of Southampton)
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* Geometric Function Theory meets Geometric Group Theory
Centrum Banacha, Warszawa, 10/2015
Wspélorganizator: Tomasz Adamowicz (IMPAN)

* Topology Retreat, Centrum Banacha, Bedlewo, September 30 — October 2, 2015
Grupa badawcza. Wspélogranizator: Roman Sauer (Karlsruher Institut fiir Technologie)

¢ Conference on Geometric Group Theory
University of Wroctaw, 06-07/2014
Wspélorganizatorzy: Jan Dymara (UWr), Tomasz Elsner (UWr), Swiatostaw Gal (UWr), Jacek
Swiatkowski (UWr)

¢ Concentration Week on Non-Linear Geometry of Banach Spaces, Differentiability and Geometric
Group Theory, 08/2011, Texas A&M University
Wspélorganizatorzy: Florent Baudier (Texas A&M), William B. Johnson (Texas A&M) and Bu-
nyamin Sari (University of North Texas)

* Geometric Group Theory Workshop, 06/2011
Heilbronn Institute for Mathematical Research, University of Bristol
Wspélorganizatorzy: Talia Fernés (University of North Carolina Greensboro) and Graham A.
Niblo (University of Southampton)
2.4.2 Udzial w komitetach naukowych

¢ (Czlonek komitetu naukowego, Glances at Manifolds II. Group Actions, K-Theory, C*-algebras
and Topology of Manifolds
Uniwersytet Jagiellonski, Krakéw, 08/2016.

* (Czlonek Rady Programowej Semestrow Simonsa w Centrum Banacha, IMPAN.

2.5 Dzialalnosé mentorska i promotorska
¢ Stanowiska typu postdoc:

- Lukasz Garncarek, 2015-2017
— Marek Kaluba, 2015-2016

¢ Udzial w przewodach doktorskich:

1. Jako promotor pomocniczy:

— Michal Marcinkowski, doktorat z wyréznieniem obroniony na Universytecie of Wro-
clawskim obroniony 10/2015.

2. Jako recenzent prac doktorskich i czlonek komisji:

— Francesca Diana, Universitéit Regensburg, 12/2014
— Thibault Pillon, Université de Neuchatel, 05/2015

* Obecna wspélpraca z doktorantami:

— Tomasz Odrzygézdz
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- Karol Strzatkowski

— Damian Sawicki
* Prace magisterskie:

— D. Sawicki; obroniona w 2014; nagrodzona przez PTM 3 nagroda im Marcinkiewicza;

- B. Szymanski, obecny, spodziewana obrona 2016.
* 6 wypromowanych prac licencjackich
* Opieka naukowa nad doktorantami wizytujacymi:

— M. Marcinkowski, Uniwersytet Wroctawski, semestr wiosenny 2012; semestr wiosenny
2014

- F. Diana, Universitiat Regensburg, 6 miesiecy, semestr zimowy 2013

- L.Garncarek, Uniwersytet Wroctawski, rok akademicki 2014/2015

2.6 Dzialalnos$é recenzencka

Recenzje wnioskéw grantowych dla:
e National Science Foundation
e United States — Israel Binational Science Foundation

e Austrian Academy of Sciences

French National Research Agency - ANR
* Swiss National Science Foundation
¢ wewnetrznych grantéw uniwersyteckich (USA).

Recenzje ksiazek i artykutéw naukowych dla: AMS Book Program, Algebraic & Geometric Topolo-
gy, Analysis and Geometry in Metric Spaces, Archivum Mathematicum, Canadian Mathematical Bul-
letin, Fundamenta Mathematicae, Geometriae Dedicata, Geometry & Topology, Glasnik Matematicki,
Groups, Geometry and Dynamics, Houston Journal of Mathematics, Illinois Journal of Mathematics,
Israel Journal of Mathematics, Journal of the American Mathematical Society, Journal of Fixed Point
Theory and Applications, Journal of Functional Analysis, Journal of Mathematical Analysis and Ap-
plications, Journal of Noncommutative Geometry, Journal of Topology and Analysis, Mathematische
Annalen, Mathematische Nachrichten, Michigan Mathematical Journal, Bulletin and Journal of the
London Mathematical Society, New York Journal of Mathematics, Proceedings of the Royal Society
of Edinburgh, Proceedings of the American Mathematical Society, Studia Mathematica, Topological
Methods in Nonlinear Analysis, conference proceedings
25 recenzji dla AMS Mathematical Reviews
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