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Recenzja pracy habilitacyjnej Piotra Nowaka

WspdIinym tematem prac sktadajgcych sie na habilitacje Piotra Nowaka
jest analiza w jezyku kohomologii grup réznych uogdinien wiasnosci (T)
oraz $redniowalno$ci grup.

Praca Kazdana o wiasno$ci (T) ukazata sie w 1967 roku. Oryginalna
definicja to izolowanie trywialnej reprezentacji wsrod nieprzywiedinych
reprezentacji unitarnych w topologii Fella (stgd nazwa, litera T jako
reprezentacja trywialna, izolowana w nawiasie). Spektakularna
motywacja tej definicji to dowdd, Zze kraty w grupach Liego sg
skoriczenie generowane, co byto otwartym problemem od wynikow
Poincarégo o kratach w grupach izometrii ptaszczyzny hiperboliczne;j.
Juz w maju 1968 miato sie odby¢ seminarium Bourbakiego na temat
pracy Kazdana (istnieje tekst tego wyktadu, cho¢ sam wyktad sie nie



odbyt ze wzgledu na walki na ulicach Paryza). Inne dramatyczne
zastosowania wiasnosci (T) znalazty sie w pracach Margulisa: “normal
subgroup theorem?” (jak twierdzi Margulis to jego najlepszy wynik, ktory
wykorzystuje rowniez Sredniowalno$c), konstrukcje grafow bardzo
spoéjnych “expander graphs”, czy rozwigzanie problemu Ruziewicza.
Jednoczes$nie pojawity sie inne charakteryzacje wiasnoéci Kazdana.
Jedna z nich to znikanie pierwszej grupy kohomologii w dowolnej
reprezentacji unitarnej. Dlugo wydawato sie, ze ten bardzo elegancki
opis wtasnoéci (T) nie moze by¢ uzyty by pokazac te wtasno$¢. Sytuacja
zmienita sie w 1996 roku, kiedy opublikowatem prosty warunek dla grup,
ktory pokazuje znikanie pierwszej grupy kohomologii 0 wspétczynnikach
w reprezentacjach unitarnych, czyli wtasnosc¢ (T). Wynik ten pozwolit na
znalezienie nowych grup z tg wiasnoscig i zostat omdwiony na
seminarium Bourbakiego w 1997 roku. Znalazt sie tez w ksigzce Colin
de Verdierea z 1998, ktora opisuje “state of the art” zanim pojawity sie
wyniki dotyczgce reprezentacji na przestrzeniach Banacha i ktére
zwigzane sg z wynikami tej habilitaciji.

Sredniowalno$¢ dla grup zostata zdefiniowana przez von Neumanna w
1929. W Polsce czasami uzywa sie pojecia grupy ze $rednig Banacha,
gdyz bardzo wazne wyniki dotyczgce tego pojecia zostaty udowodnione
we Lwowie. Byt to bardzo aktywny temat do korica lat sze$cdziesigtych.
Wymieni¢ tu mozna teorige spacerow losowych, czy dowéd Margulisa
wspomniany wczesniej. W tym stuleciu udato sie skonstruowaé nowe
grupy ze Srednig Banacha i tematyka ta znéw stata sie popularna. W
2006 roku na seminarium Bourbakiego na temat grup automatow
przedstawitem nowe konstrukcje grup $redniowalnych, ktére sg
kontrprzyktadami dla pewnych hipotez. W 1972 Johnson udowodnit, ze
Sredniowalno$¢ mozna zdefiniowac¢ w jezyku grup kohomologii. Jest to
podstawa do zdefiniowania pewnych uogolnien rozwazanych w pracach
sktadajgcych sie na omawiang habilitacje.

Sposrdd wielu wynikdw sktadajacych sie na te habilitacje, kilkka omowie
doktadnie.

W pracy z 1996 roku opublikowanej w CRAS udowodnitem warunek
spektralny (A4 > 1/2), ktdry implikuje znikanie pierwszej grupy

kohomologii 0 wspotczynnikach w reprezentacjach unitarnych, czyli
wiasnosé (T). W pracy “Poincaré inequalities and rigidity for actions on
Banach spaces” opublikowanej w JEMS, Piotr Nowak uogolnit mojag
metode by uzyskaé¢ wyniki dotyczgce znikania pierwszej grupy



kohomologi o wspétczynnikach w klasie przestrzeni Banacha, ktora

zawiera przestrzenie LP.

Wiadomo, ze witasnosci te sg silniejsze niz wlasnos¢ Kazdana. Mozna
oczekiwac, ze wyniki te znajdg zastosowania, gdyz tatwo podac
przyktady grup z wtasnoscig (T), ktore nie spetniajg tych uogdlnien, wiec
wyniki te wprowadzajg pewng hierarchie.

Spektralny warunek (A4 > 1/2) z mojej pracy pozwolit na znalezienie

nowych grup z wtasnoscig (T). W pracy z 2003 roku opublikowanej w
GAFA pokazatem, Zze grupy losowe spetniajg warunek spektralny, wiec w
pewnym sensie prawie wszystkie grupy majg wiasno$¢ Kazdana. W
pracy tej zdefiniowatem model grup losowych, gdzie rozwaza si¢
prezentacje z relacjami dtugosci trzy (dowolna skoriczona prezentacja
grupy jest rbwnowazna takiej prezentacji). W modelu tym wprowadza sie
parametr d zwany gestoscig prezentacji (podobnie jak w modelu
Gromowa). Pokazatem, ze gdy 1/3 <d < 1/2, to prawie wszystkie
prezentacje definiujg nieskonczone grupy hiperboliczne z wtasnoscig
(T). Piotr Nowak uzyskuje podobny wynik dotyczacy grup kohomologii o

wspétczynnikach w przestrzeniach Lp, wiec pokazuje istnienie grup o
wiasnosci silniejszej niz wtasnos¢ Kazdana.

State Kazdana to iloSciowa wersja wtasnoéci (T). Definiuje sie je dla
danego systemu generatoréw (w pracy z Gelanderem pokazatem, ze nie
mozna tych statych zdefiniowac niezaleznie od generatorow, co byto
problemem postawionym przez Lubotzkiego). Znajomos¢ tych statych
daje interesujace dodatkowe informacje przy takich zastosowaniach
wiasnosci (T) jak expanding graphs. Bardzo dtugo nie byto przyktadéw
gdzie state te zostaty policzone lub oszacowane. We wspomnianej juz
pracy z 2003 roku pokazatem, ze warunek spektralny (A4 > 1/2) pozwala

oszacowac state Kazdana. Piotr Nowak pokazat, ze z warunku
spektralnego otrzymuje sie doktadnie wartos¢ statych Kazdana dla
jednego z nielicznych przyktadow, gdzie ich warto$¢ zostata policzona,
mianowicie pewnych grup dziatajgcych na budynkach Titsa typu A2-

Uwazam, ze zastuguje to na uznanie, gdyz wydawac by sie mogto, ze
warunek spektralny ()\1 > 1/2) bardzo niewiele mbéwi o wszystkich

reprezentacjach unitarnych.



Uogodlnienie kohomologicznej charakteryzacji Sredniowalnosci pozwala
poda¢ kohomologiczng definicje wtasnosci A, zdefiniowanej przez
Guolianga Yu. Wiasnos¢ ta odgrywa wazng role w prébach dowodu
hipotezy Nowikowa. W cyklu prac Piotr Nowak uzyskuje kohomologiczng
charakteryzacje wtasnosci Ai jej uogélnien.

W pracy z 2000 roku opublikowanej w Topology udowodnitem
nierdwnosc¢ izoperymetryczng dla dowolnej grupy w terminach ustalone;j
funkcji odlegtosci wybranego punktu brzegu skoriczonego podzbioru
grupy. Wyniki uzyskane przez Piotra Nowaka we wspoélnej pracy
“Controlled coarse homology and isoperimetric inequalities*
opublikowanej w Journal of Topology, dajg bardzo ciekawe
kohomologiczne wersje tej nierbwnosci.

Omowione wyniki wpisujag sie w niezwykle obecnie dynamiczng
dziedzing kohomologincznych uogdlnien wtasnosci (T) i
Sredniowalnosci.

Przedstawione w pracy wyniki nie pozostawiajg watpliwosci, ze
rozprawa Piotra Nowaka spetnia warunki habilitacji.
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