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Osiagniecie naukowe doktora Piotra Stachury stanowiace podstawe wniosku habilitacyj-
nego sktada sie z pieciu samodzielnych prac opublikowanych w latach 2000-2019 w nieztych
czasopismach o zasiegu miedzynarodowym. Wspomniane artykuly sa niewatpliwie spdjne te-
matycznie: dotycza konstrukcji pewnych grup kwantowych w sensie Woronowicza, powstaja-
cych jako iloczyn bikrzyzowy dwdéch (klasycznych) podgrup pewnej grupy Liego. Przypomnij-
my, ze przez grupe kwantowa (a dokladniej przez “algebre funkcji na ‘lokalnie zwartej’ grupie
kwantowej” ) rozumiemy tu pewna C*-algebre wyposazona w dodatkowsa strukture, klasycznie
odpowiadajaca operacji grupowej na zbiorze 'punktéw przestrzeni topologicznej’, a kwantowo
wyrazang przez operator komnozenia dzialajacy na poziomie C*-algebraicznym, zwykle imple-
mentowany przez tak zwany ‘multiplikatywny operator unitarny’ w sensie Baaja-Skandalisa.
Motywujace przyklady powstaja czesto jako nieprzemienne deformacje algebr funkcji ciaglych
na klasycznych grupach lokalnie zwartych; tak Woronowicz skonstruowal algebre zwiazana z
grupa kwantowa SU,(2), co otworzylo droge z jednej strony do konstrukeji deformacji wszyst-
kich klasycznych zwartych potprostych jednospdjnych grup Liego, z drugiej za$ do powstania
pelnej abstrakcyjnej teorii zwartych grup kwantowych. Przypadek niezwarty jest duzo trud-
niejszy; tym bardziej wartosciowe sa konkretne metody konstruowania przyktadow. Iloczyn
bikrzyzowy, bedacy uogdlnieniem iloczynu potprostego grup, czy szerzej iloczynu krzyzowego
algebr Hopfa, funkcjonowat jako zrédto nietrywialnych grup kwantowych juz od lat szes$é-
dziesiatych XX wieku, czyli od poczatku teorii tak zwanych algebr Kaca. Na poczatku lat
dziewieédziesiatych intensywne badania nad tg konstrukcja w kontekscie algebr Hopfa oraz
algebr Hopfa-von Neumanna prowadzil Majid, wraz z powstaniem teorii lokalnie zwartych
grup kwantowych w sensie Kustermansa-Vaesa pod koniec XX wieku jasne bylto, ze i w tym
kontekécie iloczyn bikrzyzowy bedzie odgrywal istotna role; ostatecznie konstrukcja zostala
podana przez Vaesa i Vainermana w pracy [46], o czym wiecej powiemy nizej. Punktem wyj-
$cia budowy iloczynu bikrzyzowego w kazdym przypadku sa dwie grupy (algebry Hopfa, grupy
kwantowe) dzialajace na sobie nawzajem w ‘koherentny’ sposéb, a naturalne przyklady biora
sie z grup posiadajacych ‘niemal pelny’ rozklad na dwie niekomutujace ze soba podgrupy.

Osiagniecie habilitacyjne doktora Piotra Stachury w telegraficznym skrécie mozna opisaé
jako podanie konstrukcji iloczynu bikrzyzowego w kontekscie grup Liego, przy wykorzystaniu
C*-algebr grupoidéw rézniczkowych, i wykorzystanie jej do badania konkretnych przykla-



dow, w szczegllnosci tak zwanej k-deformacji grupy Poincaré wprowadzonej do literatury
fizyki matematycznej przez Lukierskiego, Nowickiego i Ruegga. Omoéwie teraz pokrdtce tresé
kolejnych prac sktadajacych si¢ na osiagnigcie. Podobnie jak habilitant, bede uzywal pojecia
‘podwdjna grupa Liego’ dla grupy Liego posiadajacej odpowiedni (‘niemal pelny’) rozklad na
dwie podgrupy Liego.

Praca [H1] zawiera krétki i nietrudny dowdd ”manageability” (czyli ‘kontrolowalnosci’)
multiplikatywnego operatora unitarnego W zwigzanego z podwdjna grupa Liego, oparty na
jawnej konstrukeji operatora () opisujacego interakcje miedzy operatorem W a jego ‘transpo-
zycja' oraz sprawdzeniu jego wlasnosci.

Artykul [H2] ma centralny charakter dla calego osiagniecia: opisuje pewne C*-algebry
typu grupoidowego zwigzane z podwdjng grupa Liego, a nastepnie konstruuje zwiazane z
kazdg z nich elementy struktury lokalnie zwartej grupy kwantowej: multiplikatywny operator
unitarny, antypod, operatory skalowania, oraz niezmiennicza wage Haara.

Praca [H3], ktorej tytul moze by¢ nieco mylacy (biorac choéby pod uwage to, ze arty-
kut, w ktérym habilitant faktycznie konstruuje C*-algebre majacg odpowiadaé¢ wspomnianej
deformacji, czyli [H5], pracy [H3] nawet nie cytuje), zajmuje sie wylacznie konstrukcjami na
poziomie pewnych grupoidéw rézniczkowych zwiazanych ze sp6jna sktadowsa grupy Lorentza.
W szczegodlnosci proponuje rozwiazanie problemu polegajacego na tym, ze aby moc zastosowaé
teorie podwdjnych grup Liego (czy iloczynéw bikrzyzowych w sensie Vaesa-Vainermana) do
konstrukeji grupy kwantowej dualnej do k-deformacji grupy Poincaré nalezy dobraé¢ uwaznie
odpowiednie podgrupy i sens, w jakim rozklad jest ‘niemal pelny’.

Praca [H4] dotyczy pewnej deformacji grupy afinicznej ‘ax-+b’ zaproponowanej przez Baaja
i Skandalisa. Habilitant pokazuje, ze daje si¢ ona badaé¢ przy uzyciu technik rozwinigtych
w pracy [H2|, a dokladniej, ze metody [H2| zastosowane do zwyklej grupy ‘az + b’ i jej
pewnych podgrup pozwalaja skonstruowaé¢ C*-algebre z komnozeniem na poziomie ‘formalno-
algebraicznym’ identyczna z ta podang przez Baaja i Skandalisa. Warto przy okazji nadmieni¢,
ze faktyczna rownowaznosé obu konstrukeji zostata wykazana w bardzo niedawnym preprincie
‘Quantization of subgroups of the affine group’ Bieliawskiego, Gayrala, Nieszwiejewa i Tuseta,
arXiv:1906.018809.

Wreszcie artykul [H5] opisuje explicite konkretny przyklad zastosowania metod [H2] do
pewnych podgrup spdjnej sktadowej grupy Lorentza. Zawiera on, podobnie jak dzieje sie to
w [H4], i co wynika juz z ogélnych rezultatéw [H2], konstrukcje dwéch grupoidéw réznicz-
kowych, ktorych C*-algebry okazuja sie izomorficzne, ale naturalne komnozenia juz nie: sa
zwiazane ze soba unitarnym skreceniem. Tu réwniez habilitant podaje pewne wzory opisujace
dziatanie komnozenia na generatorach rozwazanych C*-algebr, opisuje explicite otrzymane
skrecenie, omawia zwiazki uzyskanych relacji komutacji z tymi obecnymi w literaturze, a
wreszcie przedstawia na formalnym algebraicznym poziomie przestrzen s-Minkowskiego, na
ktérej ‘potencjalnie’ dziata skonstruowana grupa kwantowa.

Wyniki przedstawione w osiggnieciu habilitacyjnym sg ciekawe i wysoce nietrywialne. Sto-
sowane metody stanowia interesujaca mieszanke klasycznej teorii grup Liego — w szczegdlnosci
konkretnych przyktadéw takich grup — elementarnej, ale w szczegétach technicznej geometrii
rozniczkowej oraz teorii algebr operatorowych. Watpliwosci nie budzi samodzielno$é naukowa
habilitanta: prace skladajace sie na osiagniecie sa jednoautorskie, a proponowane podejscie



do konstrukcji iloczynéw bikrzyzowych przy pomocy geometrii rézniczkowej i konsekwentne
uzywanie jezyka grupoidéw stanowia charakterystyczny rys osiagniecia. Habilitant wykazu-
je sie tez zrecznodcia w pracy ze skomplikowanymi obiektami, wymagajacej czesto dhugich,
zaawansowanych obliczen. Cho¢ prace sg napisane niezle na poziomie technicznym, w kilku
przypadkach nie jest niestety tatwo stwierdzié, jakie problemy zostaty doktadnie i ostatecznie
rozwiazane, a jakie pozostaja otwarte: czesto twierdzenia sg formutowane w postaci: ‘zachodzi
wzOr: ...", a sens, optymalnosé czy faktyczne znaczenie podawanego dalej wzoru sg omawiane
wylacznie w pdzniejszej dyskusji badz wrecz pomijane — przyktadem takiej sytuacji sg choéby
rozdzialy 41 5 pracy [H5|, czy rozdzial 6 pracy [H4]. Podobnie w calej dyskusji osiagniecia nie
sposob znalezé wyjasnienia faktu, ze choé mamy do czynienia z k-deformacjami, a parametr
K nie pojawia si¢ nigdzie w konstrukcjach (w istocie kryje si¢ on w wyborze stabilizatoréw, a
ten stosowany w pracach z osiagniecia odpowiada ustaleniu powiedzmy k = 1 — wypadaloby
to jednak gdzies napisac¢). Kilkukrotnie odniostem wrazenie, ze czytam rozwazania autora
na temat ciekawych i waznych problemoéw, ktore on sam gleboko przemyslat i prezentuje
odbiorcom nie tyle rozwiazania, co wlasnie swoje dotyczace ich przemyslenia.

Wszystkie wspomniane silne strony wniosku nie zmieniajg tez faktu, ze fundamentalna
dla osiggniecia i wielokrotnie wykorzystywana konstrukcja iloczynu bikrzyzowego oparta na
grupach Liego, pochodzaca z pracy [H2], zostala w istocie, jak przyznaje sam habilitant, opi-
sana w duzo wiekszej ogdlnosci, metodami topologicznymi oraz teoriomiarowymi, w pracy
[46] Vaesa i Vainermana z 2003 roku (ktéra na przyklad pokazuje, ze gléwny wynik pracy
[H1], dotyczacy pojedynczego przykladu, zachodzi w bardzo duzej ogélnosci). Niewatpliwie
poczatkowe wyniki byly uzyskiwane réwnolegle i trudno doszukiwaé sie problemu w tym, ze
praca [H2] nie odnosi sie w gléwnym tekscie szczegéltowo do [46]. W przypadku prac [H4] i
[H5] budzi juz jednak pewien niepokéj fakt, ze autor nie wykorzystuje prostszej i ogdlniejszej
technologii Vaesa i Vainermana, w szczeg6lnosci odwolujac sie do podanych przez nich wzo-
row na rézne elementy struktury budowanej grupy kwantowej, a nawet nie podejmuje préby
wyjasnienia roznic, jakie pojawiaja sie przy proponowanym przez jego podejéciu. Podobny
zarzut dotyczy kilku innych aspektéw osiggniecia. I tak na przyklad habilitant konsekwent-
nie wykorzystuje badane przez Zakrzewskiego pojecie grupoidu rézniczkowego i rozwinietg w
swojej pracy doktorskiej konstrukcje zwiazanej z takim grupoidem C*-algebry oparta na semi-
gestodciach, catkowicie ignorujac rozwijajaca sie juz od blisko 40 lat i obecnie bedaca jednym
z centralnych tematéw badan eskpertow od algebr operatorowych teorie C*-algebr grupoidéw
topologicznych. Ani we wniosku, ani w zadnej z prac z osiaggniecia nie znalazlem chocéby krét-
kiej wzmianki o tym, kiedy konstruowane w te dwa sposoby algebry sa izomorficzne, kiedy
sie réznig, a kiedy posiadaja jakies wspélne wiasnosci.

Obecnosé struktury rozniczkowej zdaje sie pozwalaé¢ badaé réwniez to, jak budowana kon-
strukcja iloczynu bikrzyzowego ‘dziala’ na poziomie algebr Liego, co wspominaja zreszta Va-
inerman i Vaes w Rozdziale 5.2 pracy [46]. Habilitant przelotnie wspomina o takiej mozliwosci
w autoreferacie, ale nie wykorzystuje jej glebiej. Co wiecej, fundamentalna jesli chodzi o li-
ste przyktadéw iloczynéw bikrzyzowych o jakich mowa w osiagnieciu habilitacyjnym praca
Vaesa i Vainermana ‘On low-dimensional locally compact quantum groups’, Locally Compact
Quantum Groups and Groupoids. Proceedings of the Meeting of Theoretical Physicists and
Mathematicians, Strasbourg, February 21 - 23, 2002., IRMA Lectures on Mathematics and
Mathematical Physics, Walter de Gruyter, Berlin, New York (2003), nie jest w osiagnieciu
nawet cytowana. Nie jest wiec jasne, jak sytuacje badane powiedzmy w [H5] maja sie do przy-
ktadéw przeanalizowanych 16 lat wczes$niej przez Vaesa i Vainermana; na ile sa fundamentalnie



inne, na ile podobne.

Pozostaly dorobek i aktywnoéé naukowa doktora Stachury po doktoracie (obronionym
w 1999 roku) oceniam jako czeSciowo satysfakcjonujace. Oprécz pieciu prac zawartych w
osiagnieciu habilitacyjnym jest on réwniez autorem badZ wspélautorem dziesigciu innych ar-
tykuléw, z ktérych osiem zostato opublikowanych. Nie liczac prac sprzed doktoratu, dotyczyty
one z jednej strony pewnych zagadniefi zwiazanych z teoria grupoidéw czy struktur Poisso-
nowskich ([P10] czy [P8]), z drugiej za$ pewnych nieréwnosci operatorowych, posiadajacych
ciekawe konsekwencje dla pewnych zagadnienn kwantowej mechaniki statystycznej. Prace te
byly w wiekszosci publikowane w dobrych, choé nie absolutnie czolowych czasopismach, ta-
kich jak np. Reports on Mathematical Physics.

Biorac pod uwage iloé¢ publikacji i etap kariery dr Stachury (20 lat od doktoratu) licz-
ba cytowah w literaturze matematycznej (32 cytowania wedlug bazy MathSciNet w dniu
pisania recenzji) nie jest zbyt imponujaca. W szczegdlnosci prace zawarte w osiggnigciu habi-
litacyjnym zostaly lacznie zacytowane 10 razy, wliczajac w to pie¢ autocytowan. Oczywiscie
po czesci wynika to z zaawansowania technicznego i poziomu skomplikowania badanych te-
matéw, ale z drugiej strony wspomniana juz wielokrotnie praca [46], dotyczaca podobnych
zagadnien, zostala jak do tej pory zacytowana 69 razy. Uwazam, ze istotny wplyw maja na
to wymienione juz wcze$niej pewna nieczytelno$é formulowania przez habilitanta rozwigzy-
wanych probleméw oraz brak podejmowania istotniejszych wysilkéw na rzecz odniesienia sig
do innej wspodlczesnej literatury.

Spory niedosyt budzi aktywno$¢ grantowa habilitanta: w wymienionych w autoreferacie
projektach grantowych wystepowal wylacznie w roli jednego z wielu wykonawcéw, gléwnie
zreszta przed kilkunastu laty. W przeciggu ostatnich dziesigciu lat wyglosil pieé¢ referatéw na
miedzynarodowych konferencjach (w tym dwa w listopadzie 2019); odwiedzil tez na tydzien
Uniwersytet w Getyndze. W latach 2002-2004 odby! staz na George Washington University w
Waszyngtonie. Prowadzit liczne zajgcia dydaktyczne, ale nie opiekowal si¢ (nawet nieformal-
nie) doktorantami czy postdokami. Pracuje gléwnie samodzielnie, a wéréd jego wspéipracow-
nikéw dominuja matematycy bardziej doswiadczeni. Wspélorganizowal jedna konferencje.

Konkluzja

Biorac pod uwage wszystkie powyzsze fakty, zdajac sobie sprawe z jednej strony z samo-
dzielnosci, wymagajacej tematyki, sensownoéci i nietrywialnosci badan habilitanta, a z drugiej
z niedostatkéw polegajacych na braku glebszych odniesien do innej wspolczesnej literatury
zajmujacej sic badanymi zagadnieniami i zwiazanym z tym slabym odzewem dzialalnodci
wnioskodawcy w érodowisku naukowym, uznaje, ze osiagnigcie habilitacyjne przed-
stawione przez doktora Piotra Stachure, mimo wszelkich wspomnianych usterek
spelnia w minimalnym stopniu ustawowe wymagania stawiane kandydatom do
habilitacji.
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