Recengja osiagniecia habilitacyjnego
‘Zagadnienia podniesien w C*-algebrach i nieprzemienne absolutne
retrakty (otoczeniowe)’
przedstawionego przez dr Tatiane Shulman we wniosku ztozonym w
Instytucie Matematyki Polskiej Akademii Nauk

Osiagniecie naukowe dr Tatiany Shulman stanowiace podstawe wniosku habilitacyjnego
sktada sie z szesciu prac opublikowanych w latach 2010-2014 (dwéch samodzielnych, czte-
rech wspoétautorskich z Terry Loringiem — zgodnie z oSwiadczeniem prof. Loringa wktad
habilitantki w powstanie wspdlnych prac wynosit 50 procent). Prace te dotycza przede
wszystkim rozmaitych probleméw dotyczacych podnoszenia operatorow o pewnych wia-
snosciach z algebr ilorazowych postaci A/l do operatoréw o podobnych wtasnosciach na-
lezacych do algebry A, a takze ‘globalnej wersji’ tego problemu, czyli badaniu tak zwanej
projektywnosci czy tez semiprojektywnosci konkretnych klas C*-algebr. Przypomnijmy;,
ze C*-algebra A jest projektywna, jesli dla dowolnej C*-algebry B, ideatu I C B oraz *-
homomorfizmu v : A — B/I istnieje ‘podniesienie’ ¢ : A — B, czyli *~homomorfizm taki,
ze 7 = qo¢, gdzie ¢ : B — B/I to kanoniczne odwzorowanie ilorazowe. Semiprojektywno$é
to wlasnosc¢ ‘czesciowego podnoszenia’, gdzie ideal I zastepuje si¢ rosnacym ciagiem ideatow
(1,)°,, a odpowiednie ‘podniesienie’ ma wartosci w algebrze B/, dla pewnego n € N. Jak
habilitantka wspomina w autoreferacie, problemy tego typu odpowiadajg klasycznym za-
gadnieniom dotyczacym rozszerzania funkcji ciggtych; jako takie stanowig naturalny temat
badan nieprzemiennej topologii, a fundamentalnym przyktadem ich istotnosci jest teoria
Browna-Douglasa-Fillmore’a, dotyczaca (bardzo ogdlnie méwiac) podnoszenia operatoréw
normalnych w algebrze Calkina B(H)/K(H). Teoria BDF stanowi z wspélczesnego punktu
widzenia fundamentalny przyktad pojawiania si¢ w kontekscie teorii operatoréw zaawanso-
wanych narzedzi o zrodtach w klasycznej topologii, zwiazanych z K-teorig czy K-homologia.
Inny przyktad takiej sytuacji wigze si¢ z pochodzacymi od Halmosa problemami zwigzany-
mi z przyblizaniem ‘niemal komutujacych operatorow’ przez operatory komutujace, gdzie
przeszkody — a co moze ciekawsze, rowniez i metody uzyskiwania pozytywnych rezulta-
téw — okazaly sie mie¢ wlasnie charakter K-teoretyczny (patrz stynne wyniki odpowiednio
Voiculescu i Lina dotyczace operatoréw samosprzezonych i unitarnych).

Zagadnienia badane przez habilitantke w jasny sposob wpisuja sie w kontekst przed-
stawiony w istotnej monografii Loringa z 1997 roku, “Lifting solutions to perturbing pro-
blems in C*-algebras”, zajmujacej sie problemami podnoszenia operatoréw dla C*-algebr
generowanych przez relacje, w szczegolnoéci relacje wielomianowe, powigzanymi réwniez
ze stabilnoscia tychze relacji. Pewna — nalezy przyznaé, ze dos¢ luzna — analogia kaze



mysle¢ o kwestiach tego typu jako o pytaniach o topologiczne wtasnosci nieprzemiennych
powierzchni algebraicznych.

Podstawowy wktad habilitantki w dziedzine mozna podzieli¢ na kilka powigzanych ze
soba nurtow. Przedstawie je, zachowujac kolejnosé przyjeta w autoreferacie. Pierwszym te-
matem bylo badanie mozliwosci podnoszenia nilpotentnych kontrakeji. Bez zatozenia kon-
traktywnosci odpowiednie twierdzenia uzyskali w latach osiemdziesiatych XX wieku Olsen
i Pedersen; jednak dopiero dotozenie oszacowania na norme¢ pozwala sformutowaé¢ poten-
cjalny wynik jako projektywnos$¢ pewnej C*-algebry. Stad tez wynikato zapewne sformuto-
wanie odpowiedniego pytania we wspomnianej wyzej monografii Loringa. Wyniki Olsena i
Pedersena pokazywaly, ze wystarczy rozwazaé przypadek podnoszenia z tak zwanej algebry
korony M(I)/I do algebry mnoznikéw M (I), a co wigcej w rozwazaniu problemu natural-
nie pojawia sie pewien operator elementarny na algebrze M (I), zadany przez kombinacje
liniowg obustronnych mnozen przez elementy M (I). W pracy [Habl] habilitantka wyko-
rzystata te informacje w nieoczekiwany sposob, dowodzac najpierw dos$¢ elementarnymi
metodami, ze domkniecie obrazu idealu w C*-algebrze wzgledem operatora elementarnego
to M-ideal (co odpowiada istnieniu ‘/'~dopelnienia’ anihilatora rozwazanej podprzestrzeni
w przestrzeni dualnej), a nastepnie korzystajac z klasycznego faktu geometrii przestrzeni
Banacha méwiacego, ze M-ideaty sa proksyminalne (innymi stowy dowolny element ‘nad-
przestrzeni’ posiada w rozwazanym M-ideale najlepsza aproksymacje). To juz pozwolito
wykazac, ze uniwersalna C*-algebra generowana przez kontrakcje nilpotentng rzedu n jest
projektywna. Wynik ten zostal rozszerzony pézniej w pewnym sensie w pracy [Hab6], gdzie
habilitantka wraz z wspétautorem udowodnili, ze dla dowolnego wielomianu p i statej C'
uniwersalna C*-algebra generowana przez operator z spelniajacy warunki p(x) = 0 oraz
|z]| < C jest semiprojektywna.

Drugim szerokim tematem badan habilitantki byto rozwazanie projektywnosci (czy se-
miprojektywnosci) C*-algebr zadanych przez bardziej skomplikowane relacje wielomianowe,
posiadajace pewien stopien jednorodnosci. Podobny kontekst jest w istocie bardzo ogdélny,
co wynika z obserwacji Blackadara, rozszerzonej nastepnie w pracy [Hab3], méwiacej, ze
kazda osrodkowa C*-algebre mozna postrzegac jako algebre uniwersalng generowana przez
przeliczalng liczbe generatoréw (samosprzezonych) i relacji, uwzgledniajacych rowniez sza-
cowania normowe. W potaczeniu z klasyczna idea rozwazania ‘e-pogrubien’ danej przestrze-
ni topologicznej — z ktorg wiagze si¢ wspomniane w tytule osiagniecia habilitacyjnego pojecie
nieprzemiennego absolutnego retraktu (otoczeniowego) — pozwolito to wykaza¢ miedzy in-
nymi, ze dla kazdej osrodkowej C*-algebry A stozek nad A jest granicg induktywna ciggu
algebr projektywnych. Warto wspomnie¢, ze wynik ten wiaze si¢ z hipoteza Blackadara
mowigca, ze kazda C*-algebra jest granicg induktywna ciggu algebr semiprojektywnych;
techniki [Hab3] zostaly niedawno wykorzystane i uogélnione przez Thiela (preprint z kwiet-
nia 2018) do wykazania hipotezy Blackadara dla bardzo szerokiej klasy algebr. Techniki
[Hab3] w duzej czesci opieraja sie na umiejetnym wykorzystywaniu interakcji miedzy ra-
chunkiem funkcyjnym a kwazicentralnymi jedynkami aproksymatywnymi.

Wreszcie ostatni watek przedstawiony w osiggnieciu habilitacyjnym to rozwazania kra-
zace wokot pytania Olsena z 1977 roku, dotyczacego istnienia dla danego wielomianu p i



operatora T' € B(H) operatora zwartego K takiego, ze norma istotna operatora p(7T') jest
réwna normie operatora p(T' + K) (zauwazmy, ze mamy ||p(T)|l. = ||p(T + K)||e, a wigc w
oczywisty sposob druga z rozwazanych w pytaniu Olsena norm jest niemniejsza — pytanie
polega na tym, czy da sie znalezé K takie, by zachodzita odwrotna nieréwnosé). Gtéwnym
narzedziem jest tu uogdlniony wzér na promiefr spektralny, pochodzacy z pracy [Habb]:
dla elementu a € A, gdzie A to C*-algebra, i idealu I C A zachodzi réwnosé

max(r(a), [|q(a)]|) = inf{(1 + e)a(l + €)' : e € I, (1 + €) odwracalny},

gdzie r(a) oznacza wlasnie promienn spektralny. Wspomne tu tylko jeden z wnioskow z
powyzszego wzoru: jesli T' jest operatorem ograniczonym na przestrzeni Hilberta H, to
istnieje ciag operatoréw (K, )nen zwartych na H taki, ze dla dowolnego wielomianu p
zachodzi réwnos¢

Ip(T)lle = lim [[p(T + Ky)]].

Struktura autoreferatu jest jasna i czytelna, z wyraznie oddzielona czescia przekonujaco
przedstawiajacg motywacje do rozwazanych probleméw oraz stan wiedzy przed rezultatami
udowodnionymi przez habilitantke i czedcia prezentujaca gléwne wyniki osiggniecia habi-
litacyjnego. Prace sktadajace si¢ na osiagniecie zostaty opublikowane w dobrych i bardzo
dobrych czasopismach (w tym w Transactions of AMS czy Journal of Functional Analy-
sis). Autoreferat zawiera wylacznie nieliczne usterki natury typograficznej czy minimalne
przeoczenia (na przyktad brak zalozenia iniektywnosci reprezentacji w Stwierdzeniu 1.4
czy zamienne stosowanie oznaczen A i D w Lemacie 1.14 i jego kontynuacji).

Pozostaly dorobek i aktywnos$¢ naukows dr Shulman oceniam jako satysfakcjonujace.
Oprocz prac zawartych w osiggnieciu habilitacyjnym jest ona rowniez autorka badz wspot-
autorka ponad dwudziestu innych artykutow, z ktorych zasadnicza wiekszosé zostata juz
opublikowana badz przyjeta do druku. Dotyczyly one w wiekszosci szeroko pojetych za-
gadnien zwiazanych z teoria operatoréw i klasycznymi, ‘topologicznymi’ tematami teorii
C*-algebr, cho¢ w ostatnich latach pojawity sie w nich takze i zastosowania technik ope-
ratorowych do geometrycznej teorii grup czy kwantowej informacji. Szczegdlnie wysoko
oceniam najnowsze wyniki, w tym te, ktére nie zostaly jeszcze opublikowane. Warto tez
podkresli¢, ze habilitantka rozpoczeta niedawno po raz pierwszy wspotprace z matematy-
kami na wczesnym etapie kariery (patrz ciekawy artykut z Kristin Courtney o osiagganiu
normy elementu C*-algebry w skonczeniewymiarowych reprezentacjach, motywowany nie-
dawnymi wynikami Fritza, Netzera i Thoma).

Biorac pod uwage ilo$¢ publikacji i etap kariery dr Shulman (12 lat od doktoratu, w
tym roczny urlop macierzynski) liczba cytowan (31 cytowan wedtug bazy MathSciNet w
dniu pisania recenzji) nie jest zbyt imponujaca i sugeruje, ze zagadnienia poruszane w roz-
prawie habilitacyjnej, cho¢ niewatpliwie trudne, wazne i naturalne, nie cieszg si¢ obecnie
tak szerokim zainteresowaniem, jak byto to kilkanascie lat temu. Pewien niedosyt budzi tez
aktywnos¢ grantowa habilitantki: w wymienionych w autoreferacie wiekszych projektach



grantowych wystepowata wytacznie w roli jednego z wielu wykonawcow. Z drugiej stro-
ny nalezy tez odnotowaé fakt, ze habilitantka prowadzita ciekawe i urozmaicone zajecia
dydaktyczne na réoznych poziomach zaawansowania.

W gronie ekspertéw zajmujacych si¢ zagadnieniami podnoszenia w kontekscie algebr
operatorowych wyniki habilitantki sa niewatpliwie dobrze znane i doceniane (dwaj z wio-
dacych specjalistow w tej tematyce, Don Hadwin i Terry Loring, to wspotautorzy dr Shul-
man). Kryterium wspétpracy miedzynarodowej habilitantka wypeia z nawiazka: w trakcie
kariery zawodowej pracowata w czterech réznych krajach, wygtlosita tez kilkanascie zapro-
szonych wyktadow. Wspélorganizowala jedna konferencje.

KONKLUZJA

Biorac pod uwage wszystkie powyzsze fakty, uwazam ze osiggniecie habilitacyjne dr
Tatiany Shulman oraz jej pozostaly dorobek oraz aktywnos$¢ naukowa spelniaja
wszystkie ustawowe wymogi stawiane kandydatom do habilitacji i rekomenduje
nadanie dr Shulman stopnia doktora habilitowanego.
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