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Recenzja dorobku dr Tatiany Shulman
w postepowaniu o nadanie stopnia doktora habilitowanego
w Instytucie Matematycznym PAN w Warszawie

Pani Tatiana Shulman otrzymata stopien doktora w zakresie nauk matematycznych na pod-
stawie rozprawy ,,Functional calculus and asymptotic constructions in operator theory”, napisanej
w Moskiewskim Instytucie Fizyki i Technologii pod kierunkiem profesoréw: V. M. Manuitowa
i I. A. Czubarowa. Rozprawa ta zostata obroniona w Moskiewskim Instytucie Elektroniki i Ma-
tematyki w roku 2006. Od sierpnia 2014 roku Pani dr Tatiana Shulman jest zatrudniona w In-
stytucie Matematycznym Polskiej Akademii Nauk w Warszawie na stanowisku adiunkta.

Osiagniecie habilitacyjne Pani Shulman zatytutowane ,,Zagadnienia podniesieni w C*-algebrach
i nieprzemienne absolutne retrakty (otoczeniowe)” stanowi cykl nastepujacych szesciu publikacji:

[Hab1] T. Shulman, Lifting of nilpotent contractions, Bull. London Math. Soc. 40 (6) (2008),
1002-1006.

[Hab2] T. Shulman, Semiprojectivity of universal C*-algebras generated by algebraic elements,
Proc. Amer. Math. Soc. 140 (2012), No. 4, 1363-1370.

[Hab3] T. Loring and T. Shulman, Noncommutative semialgebraic sets and associated lifting-
problems, Trans. Amer. Math. Soc. 364 (2012), No. 2, 721-744.

[Hab4] T. Loring and T. Shulman, Noncommutative semialgebraic sets in nilpotent variables,
New York J. Math. 18 (2012), 361-372.

[Hab5] T. Loring and T. Shulman, A generalized spectral radius formula and Olsen’s question,
J. Funct. Anal. 262 (2012), No. 2, 719-731.

[Hab6] T. Loring and T. Shulman, Lifting algebraic contractions in C*-algebras, Operator The-
ory: Advances and Applications, Birkhauser/Springer Basel AG, Basel, 233 (2014), 85-92.

Wszystkie z wymienionych prac dotycza réznych wariantéw problemu podniesienia w teorii
C*-algebr. Najogodlniej problem ten mozna scharakteryzowa¢ w nastepujacy sposob: dla danej C*-
algebry A i jej domknietego ideatu (dwustronnego) I zbadaé¢ jakie wlasnosci elementow algebry
ilorazowej A/I przenosza si¢ poprzez kanoniczne odwzorowanie ilorazowe 7: A — A/I na takie
same wtasnosci ich przeciwobrazow.



Doktadniej, Habilitantka zajmuje sie¢ problemami podniesieni relacji postaci
(1) Ip(x1, o, ..., xpn, 2,25, ... 20)|| < C,

gdzie p jest nieprzemiennym wielomianem (elementem *-algebry wolnej generowanej przez ele-
menty 1, g, ..., Tn), a C' > 0 dowolng stata. Reprezentacja relacji (1) w C*-algebrze A jest ciag
(a1, a2,...,a,) elementow tej algebry, ktory ja speinia. Relacja (1) daje sie podniesé, jezeli dla
dowolnej jej reprezentacji (by, ba, . .., b,) w algebrze ilorazowej A/I istnieje taka jej reprezentacja
(a1,a2,...,a,) w algebrze A, ze b; =n(a;) (j =1,2,...,n).

Dla zbioru generatorow X = {x,} i zbioru relacji R ich uniwersalna C*-algebra, C*(X | R),
jest C*-algebra generowana przez elementy {x, } spelniajace wszystkie relacje z R o tej wlasnosci,
ze dla dowolnej C*-algebry B generowanej przez elementy {b,} spelniajace relacje z R istnieje
dokladnie jeden #-homomorfizm f: C*(X | R) — B taki, ze f(z4) = ba.

Problem podniesienia ma zwigzek z problemem opisu projektywnych C*-algebr. C*-algebra
B jest projektywna, jezeli dla dowolnej C*-algebry A, dowolnego jej ideatu I i dowolnego *-
homomorfizmu f: B — A/I istnieje x*-homomorfizm g: B — A taki, ze f(b) = 7(g(b)) (b € B).

Poniewaz uniwersalna C*-algebra dla danej relacji jest projektywna wtedy i tylko wtedy,
gdy relacja ta daje sie podnie$é¢, wiec problem podniesienia mozna sformulowaé w nastepujacy
sposob: czy uniwersalna C*-algebra danej relacji jest projektywna?

Problemy podniesient sa niezwykle istotne w teorii C*-algebr i teorii operatoréw. Na przy-
ktad, rozwazania w teorii Browna-Douglasa-Fillmore’a sprowadzaja sie do analizy podniesient
elementow normalnych algebry Calkina do normalnych operatoréw w algebrze B(H). Podnie-
sienia odwzorowan sa jednym z podstawowych narzedzi uzywanych w programie klasyfikacji
prostych nuklearnych C*-algebr. Zagadnienia podniesienn zwigzane sg z problemami perturbacyj-
nym i problemami stabilnosci C*-algebr. Motywacja do badania teorii podniesieni i problemy,
ktore byty rozwazane w pracach sktadajacych sie na osiagniecie habilitacyjne sg bardzo dobrze
opisane w Autoreferacie Habilitantki.

Sposrod szesciu prac tworzacych osiagniecie habilitacyjne dwie sa autorstwa Habilitantki,
a wspotautorem czterech pozostatych jest Terry Loring. Przy czym wktad Habilitantki w ich
powstanie byl piecdziesiecioprocentowy. Prace te sa wydrukowane w bardzo dobrych i dobrych
czasopismach takich jak: Transactions of the American Mathematical Society, Journal of Func-
tional Analysis, Proceedings of the American Mathematical Society, Bulletin of the London
Mathematical Society, Operator Theory: Advances and Applications, and New York Journal of
Mathematics.

Przedstawie pokrotce tresé¢ poszczegolnych prac sktadajacych sie na osiggniecie habilitacyjne.

W pracy [Hab1] Autorka udowadnia, ze nilpotentne kontrakcje w C*-algebrze ilorazowej moz-
na podniesé. Jest to pozytywna odpowiedZ na pytanie T.A. Loringa postawione w monografii
[35] (numeracja z Autoreferatu Habilitantki). Wynik ten dostarcza nowego przyktadu projektyw-
nej C*-algebry, a mianowicie oznacza, ze uniwersalna C*-algebra C*({z} | 2™ =0, ||z|| < 1) jest
projektywna. Nowatorskim pomystem Autorki jest wykorzystanie w dowodzie tego twierdzenia
pojecia, ktére pochodzi z geometrycznej teorii przestrzeni Banacha, a mianowicie Autorka uzywa
M-idealow.

Praca [Hab2] poswigcona jest badaniu uniwersalnej C*-algebry, C*({z} | p(z) = 0, ||z|| < 1},
gdzie p jest wielomianem jednej zmiennej. Gtéwne twierdzenie udowodnione w tej pracy mowi, ze



algebra C*({z} | p(x) = 0,||z| < 1} jest semiprojektywna i residualnie skoiiczenie wymiarowa,
jezeli wszystkie zera wielomianu p majg krotno$é wieksza niz jeden. Semiprojektywnosé C*-
algebry D oznacza, ze dla dowolnej C*-algebry A, dowolnego wstepujacego ciggu idealéw tej
algebry (I,) i dowolnego *-homomorfizmu ¢: D — A/I, gdzie I = UI,, istnieja n oraz *-
homomorfizm ¢: D — A/I, takie, ze ¢(a) = o(p(a)), gdzie t: A/I, — A/I jest odwzorowaniem
kanonicznym oraz a € D. Pojecie to ma zwiazek ze stabilnoscig relacji. Mianowicie relacja jest
stabilna wtedy i tylko wtedy, gdy jej uniwersalna C*-algebra jest semiprojektywna.

Jako wniosek z tego gtéwnego wyniku Autorka otrzymata nastepujace twierdzenie, ktore daje
czesciowa odpowiedz na pytanie C. Olsen postawione w pracy [40]: Niech T' € B(H) i niech p
bedzie wielomianem, ktorego wszystkie zera maja krotno$é wieksza niz jeden. Jezeli p(T') jest
operatorem zwartym, to istnieje taki operator zwarty K, ze p(T + K) =01 ||T + K| = || T,
gdzie ||T'||e jest norma istotna operatora 7.

W pracy [Hab3] Autorzy zajeli sie pytaniem Blackadara o to, czy kazda osrodkowa C*-
algebra jest granica prostg semiprojektywnych C*-algebr? Gtéwnym narzedziem w ich badaniach
sa tzw. nieprzemienne e-otoczenia. Jeden z wynikéw tej pracy mowi, ze jezeli p1, pa, ..., pJ sa
nieprzemiennymi *-wielomianami zaleznymi od zmiennych x1, xo, ...idlar > 1 kazdy z nich jest
jednorodny wzgledem zmiennych x1, xa, ..., 2, ze stopniem jednorodnosci d; > 1, to woéwczas
C*-algebra (nieprzemienne e-otoczenie)

A. =C*"{z1, 22, } | lzkl| S Lk €N, |lpj(z1,22,.. )| <&, =1,2,...,J)

jest projektywna.
Jako wnioski z tego twierdzenia i stosowanej techniki Autorzy otrzymali nastepujace fakty,
ktore dostaczaja przyktadow C*-algebr dajacych pozytywna odpowiedZ na pytanie Blackadara:

e Stozek nad osrodkows C*-algebra jest izomorficzny z granica prosta przeliczalnego uktadu
projektywnych C*-algebr.

e (*-algebra funkcji ciggtych na walcu jest granica prosta semiprojektywnych C*-algebr.

Przedmiotem badania w pracy [Hab4] jest podnoszenie rozmytych relacji wielomianowych
typu (1), gdzie wielomian p ma pewne wtasnosci jednorodnoscei, tacznie z relacjami nilpotentnosei.

Okazato sie, ze relacja nilpotentnosci 2" = 0 ma lepsze wlasnosci niz tylko mozliwosé jej
podniesienia. Po dodaniu jej do wielu zbioréw relacji nie tracimy mozliwosci podniesienn. W pracy
rozwazane sa dwa przyktady takich relacji, a mianowicie relacja jednomianowa xyxz* = 0 i relacja
spotortogonalnodci” z;x; = 0 dla wszystkich ¢, j. Otrzymane wyniki dostarczajg wielu nowych
przyktadéw projektywnych i semiprojektywnych C*-algebr.

Praca [Hab5] poswiecona jest znalezieniu odpowiedzi na nastepujace pytania postawione
przez Olsen ([41]) oraz Olsen i Plastiras ([43]):

(A) Czy dla operatora T' € B(H) i wielomianu p istnieje operator zwarty K taki, ze

Ip(T + K)I[ = llp(T)]?

(B) Czy dla operatora T' i wielomianu p prawdziwa jest réwnosé

inf{||p(T + K)||: K operator zwarty} = ||p(T")|e?



Autorzy udowodnili tzw. uogélniony wzor na promien spektralny elementéw C*-algebry, ktory
okazat sie by¢ bardzo przydatny przy badaniu probleméw zawartych w powyzszych pytaniach.
Dla C*-algebry A, I jej ideatu i a € A wzor ten ma postaé

(2) max{r(a), [la} = inf (1 + e)a(l +e) "],

gdzie & = 7(a) oraz kres dolny jest brany po wszystkich e € I takich, ze element 1 + e jest
odwracalny. W szczegdlnym przypadku, gdy A = I, wzor (2) redukuje sie do znanego wzoru na
promieni spektralny Murphy’ego i Westa ([39]).

Niech 7¢(T) oznacza istotny promieri spektralny operatora T" € B(H) oraz niech dla wielo-
miandw pi,p2, ..., Pn

Eptpn ={T € BH): re(pi(T)) < |[pi(T)le, i =1,2,...,n}.
Autorzy udowodnili nastepujace twierdzenia:

(I) Dla dowolnych wielomianéw pi, pa, ..., p, i dowolnego operatora T' € %, ., odpowiedz
na pytanie (A) jest pozytywna, tzn. istnieje operator zwarty K, dla ktorego ||p;(T+ K)|| =
[pi(T)]le dladi=1,2,...,n.

a dowolnych wielomiandéw p1, p2, ..., pp zb10r ..p, Jest otwarty 1 gesty w .
IT) Dla d Inych wielomiand bior Xp, o, J i B(H
Z twierdzenia (I) wynikaja nastepujace wnioski:

e Dla dowolnego operatora quasinilpotentnego i dowolnego wielomianu p bez wyrazu wolnego
odpowiedZ na pytanie (A) jest pozytywna.

e Dla dowolnego operatora nilpotentnego i dowolnego wielomianu p pytanie (A) ma pozy-
tywna odpowiedz.

Natomiast z twierdzenia (II) wynika, ze zbior operatorow, dla ktoérych nie wiemy jaka jest odpo-
wiedz na pytanie (A) jest zbiorem nigdziegestym.

Praca [Hab5] zawiera rowniez twierdzenie dajace pozytywna odpowiedZ na pytanie (B).
Autorzy otrzymali silniejszy wynik, mianowicie pokazali, ze

(IIT) Dla dowolnego T' € B(H) istnieje taki ciag (K,) operatorow zwartych, ze dla dowolnego
wielomianu p zachodzi rownosé lim ||p(T + K,)|| = ||p(T)||e-
n—oo

Metody uzywane do rozwiazywania problemow (A) i (B) okazaly sie rowniez przydatne do
wykazania, ze dla dwoch przemiennych operatoréw, z ktérych jeden jest podobny do kontrakeji
a drugi jest podobny do $cislej kontrakcji, mozna znalezé wspoélne podobienistwo do kontrakeji.
Jest to wzmocnienie wyniku uzyskanego przez Fonga i Souroura w pracy [18].

W pracy [Hab6] Autorzy stosuja uogdlniony wzor na promien spektralny do badania semi-
projektywnosci uniwersalnej C*-algebry C*({z} | p(z) = 0, ||z| < C), gdzie p jest wielomianem
jednej zmiennej. Udato im sie poprawi¢ wynik z pracy [Hab2]. Mianowicie wykazali, ze dla do-
wolnego wielomianu p jednej zmiennej wspomniana uniwersalna C*-algebra jest semiprojektywna
i residualnie skoniczenie wymiarowa. Uzyskali réwniez nastepujace rozszerzenie twierdzenia struk-
turalnego C. Olsen([40]): Dowolny *-homomorfizm z algebry C*({z} | p(z) = 0, ||z|| < C) do
algebry Calkina ma podniesienie do *-homomorfizmu o wartosciach w B(H). W szczegdlnosci,
Ext (C*({z} | p(z) = 0, [lz]| < C)) = 0.



7Z tego pobieznego przegladu rezultatéw uzyskanych przez Habilitantke w osiggnieciu habilita-
cyjnym widacé, ze konsekwentnie rozwijata teorie projektywnych i semiprojektywnych C*-algebr,
przy okazji rozwiazujac niebanalne problemy z teorii operatoréw, ktore pozostawaly otwarte
przez ponad czterdziesci lat.

Wyniki uzyskane w osiggnieciu habilitacyjnym zostaly zauwazone i docenione przez specja-
listow. Swiadczy o tym fakt, ze wypracowane metody uzyskane w pracy [Hab3] zostaly wy-
korzystane przez Thiela do opisu granic prostych projektywnych C*-algebr ([61]), Archbolda,
Roberta i Tikuisisa do badania wlasnosci Dixmiera C*-algebr (|3]) oraz przez Loringa i Videsa
do badan nad lokalnymi homotopiami macierzowymi (|62], [33]). Praca [3] si¢ niedawno ukazala,
a pozostate sg przyjete do druku.

Oznacza to rowniez, ze tematyka badan Habilitantki jest bardzo aktualna.

Wysoka jest ranga czasopism, w ktorych zostaly opublikowane prace wchodzace w sktad
osiggniecia habilitacyjnego. Wedtug listy Journal of Citation Reports sumaryczny impact factor
prac tworzacych osiagniecie habilitacyjne wynosi 4,633, a wszystkich prac Habilitantki — 13,01.

Liczba cytowan — wedtug Web of Science suma wszystkich cytowan jest réwna 22, bez au-
tocytowan 14; wedtug MathSciNet Mathematical Reviews suma wszystkich cytowar wynosi 31
przez 30 autorow.

Indeks Hirscha zar6wno wedlug Web of Science, jaki i MathSciNet Mathematical Reviews
wynosi 3.

Stosunkowo niewielka liczba cytowan wynika z pewno$cia z faktu, ze liczba matematykow
zajmujacych sie tematyka ,,uprawiang” przez Habilitantke jest nieduza. Ponadto nalezy podkre-
sli¢, ze prace tworzace osiagniecie habilitacyjne zostaly opublikowane w latach 2008-2014, a wiec
niedawno, co oznacza, ze wskazniki cytowalnosci powinny jeszcze wzrosnac.

Osiagniecie habilitacyjne Pani dr Shulman wpisuje sie w te czes¢ teorii C*-algebr, ktora jest
nazywana ,hieprzemienng topologia”. Wyniki przez Nia uzyskane w sposéb istotny rozszerzaja
nasza wiedze dotyczacy tej teorii. Tematyka ta jest aktualna i z pewnodcia bedzie si¢ dalej
rozwija¢. Moja ocena osiagniecia habilitacyjnego jest bardzo wysoka. Réwniez chciatbym dodaé,
ze autoreferat jest bardzo dobrze napisany. W sposob wyczerpujacy i klarowny wyjasnia problemy
jakimi sie Habilitantka zajeta, jej motywacje oraz umiejscowienie uzyskanych przez Nig wynikow
w teorii C*-algebr. Mialbym jedynie zastrzezenia do jezyka w polskiej wersji autoreferatu, ale
one nie sg istotne dla mojej oceny osiggniecia habilitacyjnego Pani Shulman.

Pozostaty dorobek Habilitantki sktada sie z siedemnastu pozycji, z czego trzynascie prac zo-
stato opublikowanych, jedna jest przyjeta do druku i trzy wystane do druku. Czternascie sposrod
tych prac powstalo po doktoracie. Wachlarz tematyki w tych pracach jest niezwykle szeroki.
Dotycza one K K-teorii i E-teorii dla C*-algebr (|52]), kwantowej teorii informacji ([47], [48]),
podmodutéw Liego i ich zastosowania do badania podprzestrzeni niezmienniczych ([50], [56]),
C*-algebr generowanych przez rzuty ([51]), odwzorowarn miedzy algebrami typu AF, ktore sa
ekwiwariantne przy dzialaniu grup unitarnych ([49]), pewnych zagadnieni geometrycznych wy-
stepujacych przy badaniu wlasnosci Kazdana (T) na przestrzeniach Banacha ([55]), stabilnosci
sladowej C*-algebr oraz grup ([25], [26]), zastosowania projektywnosci do charakteryzacji pew-
nych klas C*-algebr ([54], [8]), zagadnienia podniesien w algebrach von Nemanna i odwzorowarn
zachowujacych ortogonalno$é w algebrach operatorowych o wartodciach w algebrze von Neuman-
na ciagéw asymptotycznie centralnych (|27]) oraz geometrii dynamiki kwantowej w wymiarze
nieskoriczonym (|22]).



7Z tej listy widad, ze dziatalnosé naukowa Habilitantki nie ogranicza sie do waskiej grupy tema-
tow, obejmujac rézne zagadnienia badawcze dotyczace nie tylko C*-algebr. Ponadto Habilitantka
kontynuuje z powodzeniem zastosowanie wypracowanych metod w trakcie prac nad osiagnieciem
habilitacyjnym do badania probleméw z teorii C*-algebr.

Wiekszosé z tych opublikowanych prac niewchodzacych w sktad osiggniecia habilitacyjnego
ukazata sie w bardzo dobrych lub dobrych czasopismach t.j. Journal of Operator Theory, Studia
Mathematica, Integral Equations and Operator Theory, Proceedings of the American Mathe-
matical Society, Functional Analysis and its Applications, Canadian Journal of Mathematics,
Communications in Mathematical Physics, Journal of Physics A.

Pani dr Shulman w roku 2016 otrzymata Nagrode For oustanding research in Operator Theory
and Operator Algebras przyznang przez Eric Nordgren Research Fellowship Fund, University of
New Hamshire.

Uczestniczyta w czterech projektach badawczych, w tym dwoch miedzynarodowych.

Trzynastokrotnie byla zapraszana do wygtoszenia referatu na konferencjach miedzynarowych
i dwudziestopiecioktrotnie wyglaszata referaty na kolokwiach i seminariach.

Jest edytorem czasopisma Annals of Functional Analysis. Byta wspotorganizatorem spo-
tkania badawczego Workshop on Semiprojectivity and Asymptotic Morphisms w roku 2010 na
Uniwersytecie Kopenhaskim. Od 2016 roku jest wspotpowadzaca seminarium Young Researchers
Colloquium w IM PAN w Warszawie. W roku 2016 w ramach Semestru Simonsa Noncommuta-
tive geometry the next generation wygtosita cykl wyktadéw dla doktorantéw i uczestnikdéw stazy
podoktorskich pt. Noncommutative topology for beginners.

Odbyta trzyletni (2008/2011) i jednoroczny (2013/2014) staze naukowe, podoktorskie, na
Uniwersytecie Kopenhaskim oraz przebywala przez rok (2011/2012) w Siena College w Stanach
Zjednoczonych jako Visiting Asistant Professor. Ponadto przebywata wielokrotnie na krotkich
pobytach w takich osrodkach jak: University of Copenhagen, University of Besangon, Chalmers
University w Sztokholmie, Mittag-Leffler Institute w Sztokholmie, University of New Hampshire
i University of New Mexico w Stanach Zjednoczonych.

Biorac powyzsze pod uwage, stwierdzam, ze osiggniecie habilitacyjne i caly dorobek
naukowy oraz aktywnos$é naukowa, organizacyjna i dydaktyczna Pani dr Tatiany
Shulman spelniaja ustawowe i zwyczajowe wymagania stawiane w postepowaniach
habilitacyjnych w zakresie nauk matematycznych. Z pelnym przekonaniem wnosze
o nadanie Pani doktor Shulman stopnia naukowego doktora habilitowanego nauk
matematycznych.

Andrzej Sottysiak



