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1 Wskazane osiggniecia habilitacyjne

Wskazanym osiagnieciem jest cykl 6 prac zatytulowany:

Zagadnienia podniesien w C*-algebrach i nieprzemienne absolutne
retrakty (otoczeniowe)
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1.3 Omoéwienie tematu badawczego rozprawy
Wstep

Oméwienie rozprawy rozpoczniemy przywotujac definicje i notacje uzywane w
algebrach operatorowych. Wszystkie pojecia pojawiajace sie sa doktadnie omé-
wione w wielu Zrédlach, m.in. w ksiazkach [38, 44].

Przez ideat w C*-algebrze zawsze rozumiemy domkniety ideal dwustronny.
Ideal I w C*-algebrze A nazwiemy istotnym, jedli jedynym elementem a € A
spelniajacym at = ta = 0 dla wszystkich ¢ € I jest a = 0.

Dla C*-algebry A i jej idealu I, symbolem 7: A — A/I oznaczaé¢ bedziemy
kanoniczne odwzorowanie ilorazowe. Algebre macierzy zespolonych rozmiaru n x
n o wspoélczynnikach zespolonych oznaczaé bedziemy przez M,,.

Przestrzenie Hilberta (zawsze oSrodkowe) oznaczymy symbolem H, za$ B(H)
bedzie oznaczaé¢ C*-algebre wszystkich operatorow ograniczonych na H, z kolei
K (H) bedzie jej idealem operatoréw zwartych. Algebra Calkina to, z definicji,
iloraz B(H)/K(H).

Ponizsze, niezwykle uzyteczne, pojecie kwazicentralnej jedynki aproksyma-
tywnej zostalo wprowadzone jednoczesnie i niezaleznie przez Arvesona ([4]) oraz
Akemanna i Pedersena ([1]). Niech A bedzie C*-algebra, zas I jej idealem.

Definicja 1.1. Kwazicentralng jedynkq aproksymatywng w I jest rosnaca sieé¢
{ea}acp elementéw dodatnich w I, ktéry jest jedynka aproksymatywna dla I
oraz spelnia warunek |eqa — ae,||— 0 dla dowolnego a € A.

W dalszej czesci bedziemy intensywnie uzywaé koncepcji uniwersalnej C*-
algebry zadanej przez zbiér generujacy X = {x,} oraz zbiér relacji R. Teoria
dopuszcza analize relacji dowolnej ogoélnosci, dla ktérych ma ona sens dla ope-
ratorow przestrzeni Hilberta czy elementéw C*-algebr, lecz my skupimy si¢ na
relacjach postaci ||p(x1, ], z2, x5, .. .)||< C, gdzie p jest wielomianem w nieprze-
miennych zmiennych, za§ C' > 0 jest stata. W szczegdlnosci uwzgledniamy wszel-
kie relacje pochodzace z nieprzemiennych x-wielomianéw p(xy, x5, 2,25, ...) =
0.

W pozostalej czeéci wielomian zawsze oznaczaé bedzie dla nas wielomian
w skonczenie wielu nieprzemiennych zmiennych i ich sprzezeniach (tj. element
wolnej x-algebry o generatorach z1,...,z,). Rozwazania dotyczace nieskoficzo-
nych rodzin wielomianéw bedziemy interpretowaé jako wielomiany we wspolnym
(potencjalnie nieskoficzonym) zbiorze zmiennych (lecz kazdy wielomian zalezy
jedynie od skoficzenie wielu).

Definicja 1.2. Dla zbioru generatoréw X = {x,} i zbioru relacji R, ich uniwer-
salng C*-algebrg C*(X | R) nazwiemy C*-algebre generowana przez elementy
{z.} spelniajace wszystkie relacje z R i taka, ze dla dowolnej innej C*-algebry
B generowanej przez elementy {b,} spelniajace relacje z R istnieje jedyny -
homomorfizm f: C*(X | R) — B taki, ze f(x4) = b4

Nalezy podkredli¢, ze uniwersalna C*-algebra istnieje nie dla wszystkich zbio-
row relacji R.



Definicja 1.3. ([44]) Niech A bedzie C*-algebra, za$ p: A — B(H) bedzie
niezdegenerowana reprezentacja A. Powiemy, ze operator x € B(H) jest multy-
plikatorem dla A, jesli xp(A) C p(A) oraz p(A)x C p(A).

Zbiér multyplikatoréw M (A) jest C*-algebra oraz, z dokladnoscia do x-
izomorfizmu, nie zalezy od wyboru niezdegenerowanej reprezentacji A. Latwo
mozna zauwazy¢, ze A jest idealem istotnym w M(A). Ponizsze stwierdzenie for-
malizuje hasto M(A) to najwicksza C*-algebra zawierajaca A jako ideal istotny.

Stwierdzenie 1.4. ([/}]) Jesli C*-algebra A jest ideatem istotnym w pewnej
C*-algebrze B, to istnieje injekcja B — M(A), ktdra w obcieciu do A jest
identycznoscig.

Tlorazowa C*-algebra M(A) /A jest nazywana korong A (ang. corona alge-
bra).

Teraz przejdziemy do tematdéw badawczych rozprawy habilitacyjnej i w szczegdl-
nosci opiszemy liste probleméw, ktérych rozwiazan poszukujemy (i znajdujemy,
albo czedciowo znajdujemy) w opisie osiagnie¢ habilitanta.

Zagadnienia podniesien w C*-algebrach.

Niech A bedzie C*-algebra, I jej ideatem, m: A — A /T kanonicznym odwzoro-
waniem ilorazowym. Dla elementu b € A /I rozwazamy jego podniesienia, to
znaczy takie elementy a € A, ze w(a) = b, i chcemy znalezé je w taki sposéb,
by dzielity pewne wtasnosci b. Tego typu pytania opisuja szeroko rozumiane
zagadnienia podniesien w C*-algebrach.

Zagadnienia podniesien sa zwykle uwazane za nieprzemienny analogon za-
gadnien rozszerzen funkcji. Istotnie, poniewaz dla C*-algebry przemiennej Cy(X)
kazdy jej C*-iloraz jest izomorficzny z Cy(Y') dla pewnego domknietego pod-
zbioru Y C X; zagadnienie podniesien dokladnie tlumaczy sie na zagadnienie
przedtuzania funkcji ciaglej z Y na cale X.

Zagadnienia podniesienn sa fundamentalne w teorii C*-algebr. Juz podsta-
wowe wyniki teorii C*-algebr dotyka tego zagadnienia, oraz opis odwzorowania
brzegowego w K-teorii, techniczne lematy o granicach prostych, i oczywiscie
teoria operatoréw. Spora czesé¢ naszej wiedzy o algebrze Calkina pochodzi z wy-
nikéw badan warstw ilorazu w Swietne analitycznych wlasnosci reprezentantéw
warstw. W szczegdlnosci w znamienitej teorii Browna-Douglasa-Fillmore’a istota
rozwazan sprowadza si¢ do analizy podniesien elementéw normalnych algebry
Calkina do normalnych operatoréw w B(H). W ostatnich dekadach zagadnie-
nia podniesien sa jednym z kluczowych sktadnikéw technicznych w programie
klasyfikacji prostych nuklearnych C*-algebr.

Problemy perturbacyjne i stabilnosci C*-algebr maja bliskie zwiazki i czesto
sg réwnowazne z pewnymi zagadnieniami podniesien, co wyjasnimy ponizej.

Liczne wyniki teorii C*-algebr dotykaja podniesien pewnych specyficznych x-
wielomianéw i relacji na normy elementéw, jak podnoszenie projektoréw, izome-
trii, jednostek macierzowych, relacji komutacyjnych etc. Jednym z najbardziej



interesujacych, i zaskakujacych, zagadnien tej teorii jest zagadnienie podnosze-
nia elementéw nilpotentnych. Olsen [40] pokazala, ze kazdy element nilpotentny
algebry Calkina podnosi si¢ do operatora nilpotentnego o tym samym rzedzie
nilpotentnodci, tj. relacja ™ = 0 podnosi si¢ z algebry Calkina do B(H). Ake-
mann i Pedersen [1] pokazali, ze relacja #?> = 0 podnosi si¢ z dowolnego C*-
ilorazu, i ostatecznie Olsen i Pedersen [42] pokazali to samo dla relacji ™ = 0.
Z drugiej strony, Akemann i Pedersen [1] pokazali, ze element nienilpotentny w
C*-ilorazie mozna podnie$é¢ zachowujac norme jego poteg. Dokladniej, relacja

" 7é 0, HmkH: Ck7 (1)

k=1,...,n— 1 dopuszcza podniesienia.

Zagadnienia podniesien sg blisko zwigzane z pojeciem projektywnoséci w C*-
algebrach, wprowadzonym przez Effrosa i Kaminkera [14] oraz, we wspoélczesnej
formie, przez Blackadara [5].

Projektywne i semiprojektywne C*-algebry.

Projektywne i semiprojektywne C*-algebry zostaly wprowadzone jako nieprze-
mienne analogony absolutnych retraktéw i absolutnych retraktéw otoczeniowych
w topologii.

Definicja 1.5 (Blackadar [5]). C*-algebra B jest projektywna jesli kazdy x-
homomorfizm z B do algebry ilorazowej 4 /1 mozna podnie$é do x-homomorfizmu
z B do A.

Diagramatyczna notacja dla tego pojecia przedstawia si¢ nastepujaco:

A

7
v/
v/
s

B~ A1

O wadze pojecia projektywnosci $wiadczy mozliwosé algebraicznego podej-
$cia do zagadnienia podniesien, ktore dotychczas byly badane jedynie metodami
teorio-operatorowymi dla jednego operatora.

Wada tego podejscia byl, az do niedawna, bardzo ograniczony zestaw przy-
ktadéw C*-algebr posiadajacych wilasno$é¢ projektywnosci. Dokladniej, poza
oczywistymi przyktadami projektywnych C*-algebr, jedynie o niektérych C*-
algebrach funkcji macierzowo-wartosciowych i ich uogélnieniach, zwanych AF-
teleskopami (ang. AF-telescopes), wiadomo bylo, ze maja te wlasnosé ([34],
[37]). Z drugiej strony, kazdy nowy przyklad projektywnej C*-algebry znaczaco
wydtuzal ich liste, gdyz wiadomo, ze klasa ta jest zamknieta na branie produk-
téw tensorowych z algebrami macierzowymi, branie produktéw wolnych i kilka
innych ogélnych konstrukeji (ktére sa wazne w K K-teorii). To z tego wzgledu
Olsen i Pedersen rozstrzygneli problem podnoszenia elementéw nilpotentnych,
za$ Loring i Pedersen postawili nastepujace pytanie, zawarte p6zniej w ksiazce
Loringa ([35]):



Pytanie 1 (Pytanie Loringa [35]). Czy nilpotentne kontrakcje mozna podniesé?

Twierdzaca odpowiedZ na to pytanie pozwolitaby na podanie nowego przyktadu
projektywnej C*-algebry: uniwersalna C*-algebra

C* @™ =0, [lz]|< 1),

a przyktad ten bylby odmiennej natury od tych juz dotychczas poznanych.

Zauwazmy, ze uniwersalna C*-algebra dla relacji 2™ = 0, bez zadnych re-
strykcji normowych, nie istnieje; to dlatego wlasnie wynik Olsena i Peder-
sena sam w sobie nie wystarcza do podania nowego przykltadu projektywnej
C*-algebry. Jednoczesnie to gtéwny powdd, dla ktérego podnoszenie relacji *-
wielomianowych z uwzglednieniem warunkéw normowych nalezy do szczegélnie
istotnych zadan.

Definicja 1.6 (Blackadar [5]). C*-algebra D jest semiprojektiwna jesli dla do-
wolnej C*-algebry A, rosnacego ciggu idealéw I, w A i kazdego x-homomorfizmu
z D do A /1, gdzie I = J1,, istnieje n € N oraz *-homomorfizm z D do A/]n
domykajacy nastepujacy diagram przemienny:

A

i

A/l

7
v
7

7/
D= AJT

Z powodu pewnego rodzaju sztywnosci, semiprojektywne C*-algebry sg tech-
nicznie uzyteczniejsze w praktyce. W szczegoélnosci, istnienie i poréownywalnosé
struktur granicznych przez asymptotyczng przeplatalnosé, kluczowy budulec
programu klasyfikacyjnego Elliotta dla prostych C*-algebr nuklearnych, silnie
opiera si¢ na wlasnosciach jak ta. To dzigki temu granice proste semiprojek-
tywnych C*-algebr, jak AF- i AT-algebry, sa szczegélnie wygodne do opisu i
staramy sie konstruowaé¢ modele tego typu z semiprojektywnymi sktadnikami.

Poniewaz semiprojektywne C*-algebry zostaly wprowadzone jako nieprze-
mienny analog absolutnych retraktéw otoczeniowych (ang. absolute neighbour-
hood retracts — ANRs) w topologii, warto zadaé¢ pytanie do jakiego stopnia ta
analogia ma sens. W szczegoélnoéci, jednym z powodow dla ktérego topologia zaj-
muje siec ANR-ami jest wynik méwiacy o tym, ze kazda przestrzen metryczna
jest granica odwrotng ANR-6w. W [5] Blackadar zapytal, czy podobny wynik
w $wiecie nieprzemiennym réwniez zachodzi:

Pytanie 2 (Pytanie Blackadara [5]). Czy kazda o$rodkowa C*-algebra jest gra-
nicg prostg semiprojektywnych C*-algebr?



Problemy perturbacyjne i stabilno$§é w C*-algebrach.

Zagadnienia stabilnosci w C*-algebrach dotycza pytania czy elementy (pewnej)
C*-algebry, ktore niemal spelniaja pewna relacje C*-algebraiczna musza by¢
blisko elementéw, ktére te relacje spelniaja. W pytaniach tych niemal oraz blisko
moga zaleze¢ od konkretnego problemu.

Dwa bardzo znane przyktady probleméw stabilnosci to pytanie Halmosa o
niemal komutujace macierze ([28]; odpowiedZ mozna znalezé w [19, 32, 63, 16,
31]). Pierwsze z nich dotyczy zagadnienia samosprzezonych niemal-komutujacych
macierzy kontraktywnych: czy istnieje dla nich uktad komutujacych macierzy sa-
mosprzezonych; drugie z nich dotyczy macierzy unitarnych zamiast samosprze-
zonych. Tutaj niemal oraz blisko sa wyrazone w terminach normy operatoro-
wej algebr macierzowych. Oba pytania mozna zinterpretowaé jako zagadnienie
podniesien. Niech [] M, bedzie C*-algebra wszystkich ograniczonych ciagéw
macierzy

[1 2. = {(T)nen | T € My, sup||T,|< oo}

z normy zadang przez
() nenl|= supl| T
n

Niech ®M,, C [[ M, bedzie idealem ciagéw znikajacych w nieskonczonosci:
&My = {(To)nen € [ [ M | lim | 7,,]]= 0}

Nietrudno zauwazy¢, ze pytania Halmosa mozna zinterpretowaé jako nastepu-
jace zagadnienia podniesien, odpowiednio:

1) Czy kazde dwie komutujace samosprzezone kontrakcje w [ M, / ®&M,,
podnosza sie do dwéch komutujacych samosprzezonych kontrakeji w [[ M,,?

2) Czy kazde dwa komutujace elementy unitarne w [ M, / @M, podnosza
sie do komutujacych elementéw unitarnych w [ M,,?

Podobne pytania z uwzglednieniem znormalizowanej normy Hilberta-Schmidta
i odpowiadajace im zagadnienia podniesien sa dyskutowane w [45, 24, 17, 21,
25, 26).

Relacja zadana przez x-wielomian R(xz1, s, ...) = 0 jest stabilna (dla normy
operatorowej) jesli dla dowolnego € > 0 istnieje § > 0 taka, ze dla kazdej C*-
algebry A oraz kazdych elementéw aq, ag, . .. in A spelniajacych ||R(aq, az, . ..)[|<
0 mozna znalezé elementy by,bo,... w A spelniajace R(b1,ba,...) = 0 oraz

Ta ogdlna wlasnosé stabilnosci relacji daje sie zinterpretowaé jako zagadnie-
nie podniesien w nastepujacy sposéb. Dla C*-algebr A, Ao, ... niech

T An = {(@n)ner | an € Ap, supllan||< oo}
n

z norma zadana przez
[(@n)nenl|= sup|lan||
n



i niech
@A, = {(an)nen € I | Ay | lim ||la,||= 0}.
n—oo

Wtedy powiemy, ze relacja jest stabilna, jesli dla kazdych C*-algebr Ay, Ao, ...
wszystkie elementy [] A;/@A; spelniajace te relacje podnosza si¢ do elementéw
I1A; speliajacych te relacje.

Przyktadem relacji stabilnej jest relacja pochodzaca od wielomianu jednej
zmiennej p(x) = 0, co zostalo dowiedzione przez Hadwina [23].

Algebraiczna podbudowa dla badania zagadniefi stabilno$ci/podniesien jest
zapewniona przy pomocy poje¢ stabej semiprojektywnosci, macierzowej semi-
projektywnosci etc. dla C*-algebr.

Definicja 1.7 ([15], [35]). C*-algebra B jest slabo semiprojektywna, jesli dla
wszelkich C*-algebr Ay, As, ... oraz kazdego *-homomorfizmu z B do [TA; /@Ai
istnieje x-homomorfizm z B do [ A; pasujacy do nastepujacego diagramu prze-
miennego:

[TA4:
7

Ve
7
e

Definicja 1.8 ([35]). C*-algebra B jest macierzowo semiprojektywna jesli dla
dowolnego *-homomorfizmu z B do [ M, / @M, istnieje *-homomorfizm z B
do [] M., pasujacy do nastepujacego diagramu przemiennego:

[ M,
;

e
r e
e
Ve

BZ > [[ M,/®M,

Nie jest trudno udowodnié, ze jesli uniwersalna C*-algebra danej relacji ist-
nieje, to relacja jest stabilna (macierzowo stabilna) wtedy i tylko wtedy gdy
jej uniwersalna C*-algebra jest slabo semiprojektywna (macierzowo semipro-
jektywna).

Zatem jesli uniwersalna C*-algebra relacji istnieje, otrzymujemy dostep do
C*-algebraicznych narzedzi do badania rozmaitego sortu zagadnien stabilnosci.

W terminach C*-algebraicznych, pytanie Halmosa staje si¢ pytaniem o to,
czy C*-algebry C(D) oraz C(T?) funkcji ciagtych na dysku oraz na torusie sa
macierzowo semiprojektywne.

Z drugiej strony, wynik Hadwina o stabilnosci nie jest argumentem za staba
semiprojektywnoscig jakiejkolwiek C*-algebry, gdyz uniwersalna C*-algebra re-
lacji wielomianowej p(xz) = 0 nie istnieje (trzeba ja dopelni¢ o restrykcje na
norme generatora).

Poza zagadnieniami stabilno$ci, istnieje wiele innych pytan podobnego typu,
ktére mozna nazwaé zagadnieniami perturbacyjnymi i aproksymacyjnymi, i
ktére réwniez nierzadko mozna zinterpretowaé jako zagadnienia podniesien.



Jednym z najciekawszych pytan tego typu jest pytanie o najlepsza aprok-
symacje wielomianowa operatora operatorami zwartymi, zadane jednoczesnie
przez Akemanna i Pedersena [1] oraz Olsen [41]. Przez || || bedziemy rozumieé
istotna norme operatora, tj. odlegtos¢ operatora od podprzestrzeni operatordéw
zwartych K(H).

Pytanie 3 (Pytanie Olsen oraz Akemanna i Pedersena [41], [1]). Czy dla usta-
lonego operatora T € B(H) istnieje taka jego zwarta perturbacja T + K, Ze dla
dowolnego wielomianu p zachodzi: ||p(T + K)||= ||p(T)|| ?

Akemann i Pedersen zadali to pytanie réwniez dla dowolnej algebry von
Neumanna i jej idealu (zamiast B(H) i jej idealu K (H)). Olsen zadala réwniez
pytanie w jego stabszym wariancie:

Pytanie 4 (Pytanie Olsen [41]). Czy dla ustalonego operatora T € B(H) oraz
wielomianu p istnieje taka jego zwarta perturbacja T + K, Ze ||p(T + K)||=
(7)) ?

W [43] Olsen i Plastiras rozwazali aproksymatywna wersje Pytania 4:

Pytanie 5. Czy dla ustalonego operatora T € B(H) oraz wielomianu p zacho-
dzi:
inf T+ K)||=|lp(T)||e?
o nt (T + K)ll= (D)l
Wizystkie te pytania sa réwnowazne pewnym zagadnieniom podniesien C*-
algebr, opiszemy je w szczegdlach w dyskusji osiagnieé¢ habilitacyjnych uzyska-
nych w [Hab5].

Pytania 1 — 5 powyzej beda dyskutowane w opisie osiagnie¢ habilitacyjnych.

1.4 Opis wynikéw zawartych w rozprawie

Osiagniecia zawarte w artykulach [Habl - Hab6] zaprezentujemy w trzech dzia-
tach tematycznych. W pierwszej omawiaé¢ bedziemy wyniki artykutéw [Habl] i
[Hab2], w drugiej czesci opiszemy wyniki artykutéw [Hab3] i [Hab4], zas w trze-
ciej zawrzemy omoéwienie wynikéw zawartych w artykulach [Hab5] oraz [Hab6].

1.4.1 Podnoszenie pewnych relacji wielomianowych wzbogaconych o
restrykcje na normy, odpowiedz na Pytanie 1 —artykuty [Hab1]
oraz [Hab2]

W artykule [Habl] podaliémy odpowiedz twierdzaca na Pytanie 1, w szczegdl-
noéci podajac nowy przyklad projektywnej C*-algebry, mianowicie uniwersalng
C*-algebre C*(z" = 0, [|z]|< 1). W tym celu rozwineliémy nowe podejscie do
zagadnien relacji wielomianowych potaczonych z restrykcjami na normy. To po-
dejécie uzywa tzw. M-idealdéw, pojecia z teorii geometrii przestrzeni Banacha.

Aby lepiej wyjasni¢ nasze podejscie, nalezy wprowadzi¢ dwa istotne sklad-
niki rozumowania Olsen i Pedersena zastosowanego do podnoszenia elementéw
nilpotentnych.
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Po pierwsze dowodza oni, ze jesli kazdy element nilpotentny w kazdej koro-
nie M(I) /1 podnosi sie do elementu nilpotentnego w M (I), to kazdy element
nilpotentny w kazdej ilorazowej C*-algebrze A /I podnosi sie do elementu nil-
potentnego w A.

Po drugie, pokazuja oni, ze dla elementu nilpotentnego b stopnia n w M (1) /T
istnieja elementy p;,q; € M(I), i =1,...,n — 1, takie, ze dla kazdego przeciw-
obrazu a € M(I) elementu b, element Z?;ll giap; € M(I) jest nilpotentnym
przeciwobrazem b.

Niech T: M (I) — M (I) bedzie operatorem liniowym zadanym wzorem

TJ::quzpj, x e M(I).

Przypomnijmy, ze podprzestrzen Y przestrzeni Banacha X jest zwana prok-
symalng (ang. proximinal), jesli kazdy wektor © € X ma najlepsze przyblizenie
w Y, tzn. istnieje y € Y realizujacy infimum ||z — y||= inf{||x — g||: 5 € Y}.

Nastepujacy wynik jest istotnym sktadnikiem dowodu naszego Twierdzenia
5 z [Habl] i wyeksponujemy jego sformulowanie dla lepszego zrozumienia metod,
ktére odpowiedzialy na Pytanie 1.

Twierdzenie 1.9 ([Habl]). Niech I bedzie C*-algebrg oraz niech b e M(I) /1
bedzie nilpotentng kontrakcjq stopnia n. Niech T: M(I) — M(I) bedzie opera-
torem jak powyzej. Jesli TI jest proksymalna w TM(I), to b podnosi si¢ do
nilpotentnej kontrakcji rzedu n w M(I).

Przypomnimy pewne koncepcje geometryczne (zob. np. [29]).

Domknieta podprzestrzen Y przestrzeni Banacha X jest zwana L-uzupelnialng
(M-uzupelnialng), jesli X =Y @& Z dla pewnej domknietej przestrzeni Z C X,
oraz |ly + z[= |lyll+[z[| (odpowiednio, ||y + z||= max{][y[, |z[|}) dla dowol-
nych y € Y, z € Z. Dalej, Y jest M-idealem w X jesli jej anihilator Y jest
L-uzupetialny w X*.

Przypomnijmy, ze dla dowolnej algebry A, operator A — A nazywany jest
elementarnym, jesli jest postaci x — va:l a;xb;, dla pewnych (ustalonych)
ai,b; € A.

Ponizszy wynik to kluczowy sktadnik techniczny odpowiedzi na Pytanie 1.

Twierdzenie 1.10 ([Habl]). Niech A bedzie C*-algebrq, I — jej idealem, S :
A — A - operatorem elementarnym. Wowczas SI jest M-ideatem w SA.

Powszechnie wiadomo, ze M-idealy sa podprzestrzeniami proksymalnymi
([29]), stad ponizszy wniosek.

Whiosek 1.11 ([Habl]). Niech A bedzie C*-algebrg, S operatorem elementar-
nym na A. Wéwczas, dla kazdego ideatu I w A, podprzestrzen SI jest proksy-
malna w SA.

Jak juz wspomnieliémy, dla zagadnienie podnoszenia nilpotentnych kontrak-
cji z dowolnych ilorazéw wystarczy rozwazaé jedynie korony zamiast wszelkich
ilorazéw. Teraz, poniewaz operator T" wprowadzony w dowodzie Olsen i Peder-
sena jest elementarny, Twierdzenie 1.9 oraz Wniosek 1.11 razem daja odpowiedz
twierdzaca na Pytanie 1.
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Twierdzenie 1.12 ([Habl]). Uniwersalna C*-algebra C*(z™ =0, ||z||< 1) jest
projektywna.

Jak juz pisaliSmy w czesci 1.3, pojecie (slabej) semiprojektywnosci daje moz-
liwos¢ atakowania zagadnien stabilno$ciowych od strony algebraicznej. Doktad-
niej, relacja jest stabilna na male perturbacje wtedy i tylko wtedy, gdy jej
uniwersalna C*-algebra jest stabo semiprojektywna ([35]). W [23] D. Hadwin
pokazal, ze relacje wielomianowe w jednej zmiennej sa stabilne na mate pertur-
bacje. Jednak relacje wielomianowe bez zadnych restrykcji na norme ne maja
uniwersalnej C*-algebry, przez co nie daja nowych przyktadéw stabo semiprojek-
tywnych C*-algebr. Powstaje zatem naturalne pytanie czy relacje wielomianowe
wzbogacone o restrykcje na normy wciaz sa stabilne na mate perturbacje. W ar-
tykule [Hab2| podaliémy odpowiedZ na to pytanie przy zalozeniu, ze wszystkie
pierwiastki wielomianu sg wielokrotne. Co wiecej, pokazaliSmy tam, ze powia-
zane uniwersalne C*-algebry sa semiprojektywne, a nie wytacznie stabo semi-
projektywne. Do tego zastosowaliSmy podejscie przez M-idealy wprowadzone w
[Habl] i opisane powyzej.

Przypomnijmy, ze C*-algebra jest rezydualnie skoriczeniewymiarowa (ang.
residually finite dimensional, RFD) | jeSli dopuszcza istnienie separujacej ro-
dziny reprezentacji skonczeniewymiarowych. Gléwne wyniki [Hab2] formuluja
sie nastepujaco:

Twierdzenie 1.13 ([Hab2]). Niech p(t) = (t —A\1)* ... (t—\,)*» bedzie wielo-
mianem takim, ze k; > 2,1 =1,...,n, i niech C > 0. Uniwersalna C*-algebra
C*(p(b) =0, ||b||< C) jest semiprojektywna i rezydualnie skoriczeniewymiarowa.

W opisie osiagnie¢ habilitacyjnych artykulu [Hab6] pokazemy, ze wszystkie
zalozenia o strukturze wielomianu p w Twierdzeniu 1.13 mozna usunaé.

1.4.2 Jednorodne relacje, nowe przyklady projektywnych C*-algebr
i zastosowania do odpowiedzi na Pytanie 2 — artykuly [Hab3]
oraz [Hab4]

W artykule [Hab3] wraz z T. Loringiem odkryliémy mnogos$é nowych przykla-
déw projektywnych C*-algebr. Dowiedlidmy, ze klasa projektywnych C*-algebr
jest doéé szeroka, whrew temu co powszechnie sadzono wezesniej ([35]). Co wie-
cej, dowiedlismy, ze stozek nad kazda osrodkowa C*-algebra jest izomorficzny
z granica prosta projektywnych C*-algebr. To dalo odpowiedZ twierdzaca na
pytanie Blackadara (Pytanie 2) dla stozkéw nad osrodkowymi C*-algebrami.

Nasze podejsécie do pytania Blackadara, choé algebraiczne, zainspirowane
bylo nastepujacym spostrzezeniem: dla wielu przestrzeni topologicznych, ktore
nie sg ANR-ami, ich e-otoczenia (po wlozeniu przestrzeni w kostke Hilberta) juz
sg ANR~ami. Naszym planem bylo znalezienie nieckomutatywnego analogonu dla
pojecia e-otoczenia, by zapisaé¢ kazda oérodkowa C'*-algebre jako granice prosta
jej nieprzemiennych e-otoczen i sprawdzi¢, kiedy owe nieprzemienne e-otoczenia
sa (semi)projektywne.
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Po pierwsze, dowodzimy ze kazda osrodkowa C*-algebra jest uniwersalng
C*-algebra przeliczalnie wielu elementéw (samosprzezonych) z przeliczalna ilo-
Scig relacji bedacych nieprzemiennymi *-wielomianami, z ktorych kazdy zalezy
jedynie od skoniczonej liczby zmiennych.

Lemat 1.14 ([Hab3]). Niech D bedzie o$rodkowq C*-algebrq. Wiedy

D = C*<£L'1,£L'2,. o | —Cj S X S Cj (Vj), pk($1,$27. . ) =0 (Vk»
dla pewnej przeliczalnej kolekcji nieprzemiennych wielomiandéw py.

Teraz definiujemy nieprzemienne e-otoczenia C*-algebry A przez rozmycie
jej relacji generujacych, tj. przez zastapienie algebraicznych relacji pg (21, 2, ...) =
0 przez nieréwnosci normowe ||pg(z1, z2,...)||< e. Niech zatem

AE = C*<$1,JJ2,... | —Cj S $j S Cj (V]), ||pk($1,l‘2,...)”§ 13 (Vk’))

Wéwezas A = h_n)lAE wraz z € — 0.

Ponizszy lemat jest naszym narzedziem technicznym dowodzacym, ze wiele
relacji wielomianowych postaci ||px (21, z2,...)||< e dopuszcza podniesienia (co
prowadzi do projektywnosci rozmytej C*-algebry A.).

Lemat 1.15 ([Hab3]). Niech A bedzie C*-algebrg za$ I jej idealem. Dla kazdej
jedynki aproksymatywnej uy w I kwazicentralnej dla A, dowolnego a € A oraz
0 <6 <1 zachodzi:

limsuplla(l — dux)"/?||< max(fla + I]], (1 = 6)"/2|la])).
A

Rozwazmy nieprzemienne x-wielomiany ktore sa jednorodne dla pewnego
podzbioru swoich zmiennych. Zmieniajac etykiety mozemy przyjacé, ze to pierw-
sze r zmiennych xs, ..., x,, za$ pozostale zmienne nazywamy v, ya, . . .. Uzywaé
bedziemy notacji krotkowej x = (z1,...,2,) oraz 'y = (y1,y2,...) oraz

p(x,y) =p(T1,- -, Try Y1, Y2, - - )
Dla skalara t pisa¢ bedziemy
tx = (txy,...,tx,).
Powiemy, ze p jest jednorodny stopnia d w pierwszych r zmiennych, jesli
p(tx,y) = t'p(x,y)
dla dowolnego rzeczywistego skalara .
Jedli z1,..., 2. oraz x1,...,x, sa elementami C*-algebry A, to z < x ozna-

cza¢ bedzie z; < x; dlaj = 1,...,r. Przypomnijmy, ze m symbolizuje kanoniczne
odwzorowanie ilorazowe A — A /1.
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Ponizej prezentujemy jeden z naszych gléwnych wynikéw, ktére postuzyty
do zaprezentowania szerokiej klasy nowych przyktadéw projektywnych i semi-
projektywnych C*-algebr. Mozna go stresci¢ méwiac, ze nieréwnosci na norme
dla jednorodnych wielomianéw mozna podnosi¢. Co wiecej, jesli wielomian jest
jednorodny w zmiennych x4, ..., x,, to dla zadanego podniesienia w pozostatych
zmiennych y1,yo, ... mozna znalez¢é podniesienie nieré6wnosci wielomianowe;j.

Twierdzenie 1.16 ([Hab3]). Zaldimy, zZe p1,...,ps Sq nieprzemiennymsi -
wielomianamsi, ktore sq jednorodne w pierwszych r zmiennych ze stopniami jed-
norodnoéci d; > 1. Niech C; > 0 bedg statymi. Dla dowolnej C*-algebry A i

kazdego idealu I w A, przy ustalonych x1,...,x, oraz y1,ys,... w A takich, ze
x>01
[p;(m(x), 7(y)l< Cj
istniejq z1, ..., 2, w A spelniajgce 0 < z < x oraz w(z) = 7(x) i
”pj (Za y) HS Cj'

Gléwnym pomystem stojacym za dowodem tego twierdzenia jest przemnoze-
nie ustalonego podniesienia generatoréw x1,..., T, przez nieskonczony iloczyn
postaci [[,,(1 — dpun, ), gdzie uy jest kwazicentralng jedynka aproksymatywna,
zas A, oraz 6, > 0 sa dobrane w taki sposéb, by nieréwnos$é¢ wielomianowa
byta spelniona. Lemat 1.15 pozwala trzymaé¢ pod kontrola norme elementu po
przemnozeniu przez czynnik postaci (1 — dpuy,, ).

Uzywajac poprzedniego Twierdzenia, dla kazdej C*-algebry generowanej przez
jednorodne relacje wielomianowe otrzymujemy, ze jej nieprzemienne e-otoczenia
sq projektywne.

Twierdzenie 1.17 ([Hab3]). Zaldimy, zZe p1,...,ps S@ nieprzemiennymsi -
wielomianami w 1,22, .... Zaloimy, ze r > 1 oraz kazdy p; jest jednorodny w
Z1,...,%, ze stopniem jednorodnosci d; > 1. Niech € > 0, wtedy C*-algebra

A, =C @y, z0,... | Jzp|< Lk e N, ||pj(z1,22..)||< e,5=1,...,J)
jest projektywna.

Jak za chwile wyjasnimy, relacje jednorodne pojawiaja si¢ naturalnie w pre-
zentacji stozkow nad o$rodkowymi C*-algebrami. Przypomnijmy, ze stozek nad
C*-algebrg A to C*-algebra A-warto$ciowych funkcji ciaglych na [0, 1], znikaja-
cych w zerze:

CA={f:]0,1] — A| f ciagla, f(0) =0} 2 Cy(0,1] ® A.
Lemat 1.18 ([Hab3]). Zaldzmy, ze A jest C*-algebrg z jedynkq

A= C(x1,22,... | —Cp <21, < Cy (VE), pj(x) =0 (V5))
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gdzie p1,pa, . .. sq nieprzemiennymi wielomianami w zmiennych xy, stopnia D,
bez wyrazu statego. Wowczas stozek C A ma prezentacje
0<h<l,

hxk = mkh (Vk)

A=C" . ’

cA=¢C <h’$1’w2’ —Cph <z < Cph (V)

qj(hvx) =0 (Vj),
gdzie q; jest nieprzemiennym wielomianem otrzymanym z p; przez domnozenie
jednomiandéw w p; przez h w takiej potedze, by q; byl jednorodny o stopniu
jednorodnosci D; > 1.

Zauwazmy, ze Lemat 1.18 ma w swoich zalozeniach, by wielomiany w pre-
zentacji byly bez wyrazu wolnego. To nie jest silne zalozenie — dla dowolnej
C*-algebry bez jedynki jej minimalne ujedynkowienie ma t¢ wlasnosc.

Lemat 1.18 oraz Twierdzenie 1.17 daja tacznie, ze minimalne ujedynkowienie
dowolnej C*-algebry bez jedynki jest izomorficzne z granica prosta projektyw-
nych C*-algebr. Uzywajac dodatkowo znanych wynikéw o rozszerzeniach pro-
jektywnych C*-algebr, otrzymujemy podobny wynik dla dowolnej C*-algebry.
Teraz juz zdecydowanie nie mozna powiedzieé, by projektywnosé byta rzadka
([35, p. 73]).

Twierdzenie 1.19 ([Hab3]). Jesli A jest osrodkowg C*-algebrg, to jej stozek
C A jest izomorficzny z granicg prostg przeliczalnego ukiadu projektyuwnych C*-
algebr.

Nasze metody sa w stanie réwniez odpowiedzie¢ na pytanie Blackadara dla
wielu innych C*-algebr, nie tylko dla stozkéw. Na przyklad dla C*-algebry funk-
cji ciaglych na cylindrze, jej e-otoczenie zwane jest rozmytym cylindrem.

Ci{u,h | u'u=uu" =1,-1 < h <1, ||Juh — hul|< g).

Twierdzenie 1.20 ([Hab3]). Dia dodatniego e, rozmyty cylinder jest semipro-
jektywny. Zatem C*-algebra funkcji cigglych na cylindrze jest granicg prostg
semiprojektywnych C*-algebr.

Techniki rozwiniete w [Hab3] byly uzyte pdzniej przez Thiela [61] by daé
pelen opis granic prostych projektywnych C*-algebr (okazalo sie, ze to doktadnie
C*-algebry z wlasno$cia tzw. trywialnego ksztaltu); przez Archbolda, Roberta
i Tikusisa [3] do badania wlasnosci Diximiera dla C*-algebr; przez T. Loringa i
F. Videsa [62], [33] do badan nad lokalnymi homotopiami macierzowymi.

W artykule [Hab4] skupili$my sie na relacjach wielomianowych w elementach
nilpotentnych. Rozwazamy zatem rozmyte jednorodne relacje x-wielomianowe
(w sensie opisanym powyzej) wspdlnie z relacja x;VJ = 0. Nasze wyniki tacza ra-
zem i rozszerzaja zaré6wno wyniki Akemanna i Pedesrena ((1)) oraz podnoszenie
elementéw nilpotentnych Olsen i Pedersena. Uzywamy naszej techniki do ma-
nipulowania rozmytymi jednorodnymi relacjami #-wielomianowymi (z [Hab3])
wspolnie z uproszezona wersja Technicznego Twierdzenia Kasparowa (ang. Ka-
sparov’s Technical Theorem).
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Twierdzenie 1.21 ([Hab4]). Zaldimy, zZe p1,...,ps S@ nieprzemiennymsi -
wielomianamsi, ktore sq jednorodne w pierwszych r zmiennych, kazdy ze stopniem
jednorodnosci d; > 1. Niech C; > 0 bedg staltymi rzeczywistymi oraz Nj > 2
bedg statymi calkowitymi, k = 1,...,r. Dla kazdej C*-algebry A i jej idealu I,
przy ustalonych x1,...,x, oraz yi,ya, ... w A spelniajocych

(m (k)™ =0

oraz
I (w(x, ¥)) I < Cj,
istniejg z1, ...,z w A takie, zZe w(z) = w(x) oraz
z,ivk =0,
a takze
Ip; (2, )< Cj.

Dzieki temu wynikowi byliSmy w stanie podaé wiele nowych przyktadow
projektywnych i semiprojektywnych C*-algebr.

Innymi stowy, relacja nilpotentnosci %V = 0 ma lepsze witasnoéci niz tylko
mozliwo$¢ jej podniesienia: mozna ja doda¢ do wielu zbioréow relacji, ktore
mozna podnie$é¢, zachowujac mozliwos¢ podniesien. Inne relacje z ta wlasnosScia
tox =a*ix > 0. Wraz z T. Loringiem znalezliSmy wiele innych przyktadow
relacji lepszych niz jedynie dajgcych sie podniesé w powyzszym sensie. W [Hab4]
rozwazamy dwa takie przyklady: relacje jednomianowa xyx™ = 0 oraz relacje
"poét-ortogonalnosci”x;x; = 0, dla wszystkich ¢, j. Ponizsze dwa wyniki poka-
zuja, ze te relacje potaczone z jednorodnymi semi-algebraicznymi relacjami daja
sie podniesé. W efekcie mozna dzieki tym wynikom otrzymaé¢ nowe przyklady
projektywnych i semiprojektywnych C*-algebr.

Twierdzenie 1.22 ([Habd]). Niechp,...,ps bedg nieprzemiennymi x-wielomianami,
ktore sq jednorodne w podzbiorze pierwszych 2r zmiennych, kazdy ze stopniem
jednorodnosci d; > 1. Niech C; > 0 bedq statymi rzeczywistymi. Dla kazdej C*-
algebry A oraz jej idealu I, przy ustalonych x1,...,Ty 0TGZ Y1, ..., Yr & 21,22, ...
w A takich, ze

m(xp)m(ye)m(zg)* =0, (k=1,...,r)

oraz

Ipj(r(x,y,2)|I<Cj, (=1,...,J)
istniejg T1,...,T, oAz Y1,...,Y, w A takie, ze 7(X) = w(x) oraz 7(y) = 7(y)
speiniajace
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Twierdzenie 1.23 ([Hab4]). Zaldimy, zZe p1,...,ps S@ nieprzemiennymsi -
wielomianamsi, ktore sq jednorodne w zbiorze pierwszych r zmiennych, kazdy o
stopniu jednorodnosci d; > 1. Niech C; > 0 bedq stalymi rzeczywistymi. Dla
kazdej C*-algebry A i jej ideatu I, przy ustalonych x1,...,x, oraz yi1,ya,... w
A takich, Ze

m(ap)m(z) =0, (k,l=1,...,7)

oraz
Ilp; (r(x, YIS Cy, G=1,...,J)
istniejq Ty, ..., T, w A takie, Ze m(T) = w(x), a takze
Tz =0, (k,1=1,...,7)
oraz

Ipi )< Cj, (G=1,....J).

1.4.3 Uogoblniona wzdér na promien spektralny i zastosowania do Py-
tania 4, Pytania 5 i innych probleméw teorii operatoréw i teorii
C*-algebr — artykuly [Hab5] oraz [Hab6]

Artykut [Hab5] poswiecony jest pytaniom Olsen oraz Olsen i Plastriras (Pytanie 4
oraz Pytanie 5, zob. cze$é 1.3). Istnieje wiele czeSciowych odpowiedzi na te py-
tania dla pewnych klas operatoréw albo specjalnych wielomianéw ([1, 40, 43,
41, 6, 60, 53]). Ponizej pokrétce oméwimy stan wiedzy.

1. Jedli p jest dowolny, a T jest istotnie normalny, subnormalny, n-normalny
albo jest nilpotentnym wazonym sziftem, Pytanie 4 ma twierdzaca odpo-
wiedZ. Co wigcej, K mozna wybraé niezaleznie od wielomianu [43], [41];

2. Jedli p(T) jest zwarty, to Pytanie 4 ma twierdzaca odpowiedz [40];

3. Dla dowolnego T'i p liniowego, odpowiedZ na Pytanie 4 jest twierdzaca. Co
wiecej, mozna wybra¢ K wspolny dla wszystkich wielomianéw liniowych
[6];

4. Jedli p jest jednomianem p(z) = z™, a T dowolny, Pytanie 4 ma twierdzaca
odpowiedz. Co wiecej K mozna wybraé¢ wspélny dla dowolnej skonczone;j
rodziny jednomianéw. Jesli T nie jest kwazinilpotentny, K mozna wybraé
wspOlnie dla wszystkich jednomianéw [1];

5. Jedli T badz T™ jest kwazitriangularny, to inf g ¢ [[p(T+K)||= [|p(T) le-
Wiec dla takich T oraz dowolnego p pytanie Pytanie 5 ma twierdzaca
odpowiedz [43].

Nasz artykul [Habb] udzielil catkowitej odpowiedzi na Pytanie 5. Co wigcej,
odpowiedzieliSmy na Pytanie 4 dla praktycznie wszystkich operatoréw. Doktad-
niej, pokazaliémy, ze Pytanie 4 ma twierdzaca odpowiedz dla dowolnego p i T'
ze zbioru otwartego gestego. Innymi stowy, operatory dla ktoérych nie znamy
odpowiedzi na Pytanie 4 stanowia zbiér nigdziegesty.
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Mozna pokazaé, ze Pytanie 4 i Pytanie 5 mozna przeformutowaé jako zagad-
nienia podniesien w nastepujacy sposéb:

Pytanie 4°. Czy relacje ||p(x)||< C mozna podniesé z algebry Calkina?
Pytanie 5’: Czy relacje ||p(z)||< C mozna podnie$é z algebry Calkina?

W artykule [Habb] znalezliSémy wzor, ktéry okazal sie byé bardzo dobrym
narzedziem do rozwiazywania probleméw powyzszego typu. Dla elementu a w
C*-algebrze A, niech r(a) bedzie jego promieniem spektralnym; niech I bedzie
idealem w A. W kolejnych akapitach obraz 7(a) elementu a przy dzialaniu

kanonicznego odwzorowania ilorazowego m: A — A /T bedzie oznaczany a dla
zwieztosci.

Twierdzenie 1.24 ([Hab5]). Niech A bedzie C*-algebrg, I jej idealem oraz
niech ay,...,a, € A bedg parami przemienne. Dla kazdego € > 0 istnieje e €
taki, ze
11+ e)aj (1 + )7 |- < max{r(ay), la;ll} < [(1+e)a;(1+e)7,
dla wszystkich j. Jesli r(a;) < ||a;|, dla wszystkich j, to istnieje e € I taki, Ze
max{r(a;), a;]1} = 1(1 + e)az (1 +e) 7",
dla wszystkich j.

W szczegdlnoscei, dla pojedynczego elementu powyzszy wynik ttumaczy sie
nastepujaco:
Whniosek 1.25 ([Habb]). Niech A bedzie C*-algebrg, I jej idealem, a € A.
Wowczas
max{r(a), |||} = inf[|(1 + e)a(l +e) 7" (2)
(gdzie infimum po prawej stronie jest brane po wszystkich e € I takich, ze 1+ e
jest odwracalny). Jesli ||a]|> r(a) to infimum jest przyjmowane.

W szcezegbdlnym przypadku gdy I = A nasz wynik redukuje si¢ do znanego
wzoru na promien spektralny Murphy’ego i Westa [39] (odkrytego najpierw
przez Rote w przypadku B(H) [46]):

r(z) = inf||stxs||,
gdzie infimum jest brane po wszystkich elementach odwracalnych w C*-algebrze.
Nasz wzor (2) nazywany bedzie uogélnionym wzorem na promien spektralny.

Niech teraz p1,...,p, beda wielomianami.

Dla operatora T € B(H), niech |T|[c oraz r.(T) oznaczaja jego istotna
norme i istotny promien spektralny, odpowiednio (czyli norme i promien spek-
tralny obrazu T w algebrze Calkina). Niech

Epropn = AT € B(H) [ re(pi(T)) < Ipi(T)llesi = 1,...,n}.

Uzycie naszego uogoélnionego wzoru na promien spektralny okazalo si¢ nie-
odzowne w dowodzie nastepujacego twierdzenia:
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Twierdzenie 1.26 ([Hab5]). Dla dowolnych wielomiandw py,...,p, i dowol-
nego operatora T € ¥, ., . Pytanie 4 (Olsena) ma odpowiedZ twierdzgcq. To
znaczy istnieje operator zwarty K spelniajacy |pi(T + K)||= |lpi(T)|le, ¢ =

1,...,n.

Po pierwsze, to Twierdzenie wskazalo nowe specjalne klasy operatoréow dla
ktérych Pytanie 4 ma odpowiedz twierdzaca, a te klasy byly istotnie inne od
klas operatoréw dla ktérych ta odpowiedz byta juz znana.

Twierdzenie 1.27 ([Hab5]). Dla dowolnego operatora kwazinilpotentnego oraz
wielomianu p bez wyrazu wolnego, Pytanie 4 ma odpowiedZ twierdzgcg.

Dla operatoréw nilpotentnych zalozenie p(0) = 0 nie jest potrzebne.

Twierdzenie 1.28 ([Hab5]). Dia dowolnego operatora nilpotentnego T i dowol-
nego wielomianu p, Pytanie 4 ma odpowiedZ twierdzgcg.

Ponizszy wynik pokazuje, ze dla dowolnych wielomianéw pq,...,py,, zbiér
Yp1,...,pn Sklada sie z niemal wszystkich operatoréw. Twierdzenie 1.26 acznie z
tym wynikiem dowodzi, ze Pytanie 4 ma odpowiedz twierdzaca dla wszystkich
wielomianéw i niemal wszystkich operatorow.

Twierdzenie 1.29 ([Habb]). Dla dowolnych wielomiandw pr, ..., pn 2bidrEy, .
jest otwarty gesty w B(H). W szczegdlnosci dopelnienie zbioru Xy, .. p,. jest nig-
dziegeste.

Réwniez w naszem artykule [Habb] odpowiedZ na Pytanie 5 udalo sie uzy-
ska¢. De facto dowodzimy silniejszego wyniku niz ten, ktérego Pytanie 5 wyma-
galo.

Scigle rzecz biorac, Pytanie 5 dotyczylo tego, czy kazdy operator T € B(H)
oraz wielomian p maja nastepujaca wlasnosé:

inf T+ K)||=|p(T)|e-
ednf (T + K) = (D)l

Badz, jak latwo zauwazy¢, czy istnieje ciag operatoréw zwartych K, taki,
ze ||p(T + K)|l— llp(T)||e. DowiedliSmy nie tylko, ze taki ciag istnieje, ale i ze
jest on wspdlny dla wszystkich wielomiandw.

Twierdzenie 1.30 ([Hab5]). Niech T € B(H). Istnieje cigg K,, € K(H) taki,
ze dla kazdego wielomianu p zachodzi:

Ip(T + K[ = lp(T) -

W szczegolno$ci Pytanie 5 ma odpowied? twierdzqgcq dla dowolnego operatora T
oraz wielomianu p.

W tym samym artykule [Hab5] dowiedliSmy jeszcze jednego wyniku uzywajac
podobnych metod do tych uzytych w naszym uogélnionym wzorze na promien
spektralny. Pytaniem otwartym jest, czy dla dwoch komutujacych operatordw,
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ktore sa podobne do kontrakcji mozna znalez¢ wspoélne podobienstwo do kontr-
akcji ([12, p. 159]). W [18] podano odpowiedz twierdzaca w przypadku gdy oba
operatory sa podobne do Scistych kontrakcji. Dowiedlismy, ze jesli cho¢ jeden
z operatoréw jest podobny do $cistej kontrakcji, ten problem ma odpowiedz
twierdzaca.

Twierdzenie 1.31 ([Hab5]). Niech A bedzie C*-algebrg, a,b € A, [a,b] = 0
oraz a jest podobny do Scislej kontrakcji, zas b jest podobny do kontrakcji. Wtedy
istnieje odwracalny ¢ € A taki, ze

cac™t||< 1, [lebe™ | < 1.

W artykule [Hab6] zastosowaliémy nasz uogélniony wzér na promien spek-
tralny dla badania stabilnoéci i innych wlasnosci C*-algebraicznych relacji wie-
lomianowych w jednej zmiennej p(z) = 0 wzbogaconej o restrykcje na normy.
Jak wspomnieliémy w czeSciach 1.3 oraz 1.4.1, choé¢ stabilnosé relacji wielomia-
nowych p(z) = 0 byla juz dowiedziona przez D. Hadwina, istotne jest rozwazanie
stabilnosci p(z) = 0 wzbogaconej o oszacowania na normy, badzZ — innymi stowy
— badanie (stabej) semiprojektywnosci uniwersalnej C*-algebry

C*(p(b) = 0, || < C).

W artykule [Hab2] sprawdziliémy to dla przypadku gdy wielomian mial wylacz-
nie wielokrotne pierwiastki. W [Hab6] udalo nam sie rozstrzygnaé przypadek
og6lny. Co wiecej, podobne metody pozwolily dowies¢ istnienia separujacej ro-
dziny reprezentacji skonczeniewymiarowych.

Twierdzenie 1.32 ([Hab6]). Dla dowolnego wielomianu p jednej zmiennej, C*-
algebra
C*(p(b) = 0, [|b]|< C)

jest semiprojektywna i rezydualnie skonczeniewymiarowa.

W [40] C. Olsen dowi6édla wyniku strukturalnego dla operatoréw wielomia-
nowo zwartych: jesli operator jest wielomianowo zwarty, jest zwartg perturbacja
operatora algebraicznego. Ponizszy wynik rozszerza strukturalne twierdzenie Ol-
sen.

Twierdzenie 1.33 ([Hab6]). Dowolny *-homomorfizm z C*(p(b) = 0, ||b]|< C)
do algebry Calkina podnosi si¢ do x-homomorfizmu o wartoSciach w B(H). W
szezegdlnosci grupa rozszerzen C*(p(b) = 0, ||b||< C) jest trywialna:

Eat (C*{p(b) = 0, [p]| < C)) = 0.

Nowe zastosowania dla (semi)projektywnosci i zagadnienn podniesieh mozna zna-
lez¢é w moich nowszych pracach, ktére opisze w czesci 2.2.
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2 Omoéwienie pozostatych osiggnie¢ naukowo-badawczych

W tej czedci eseju przedstawiam krétki nieformalny opis moich innych osiagnieé
naukowych. Doktadne definicje i sformulowania wynikéw mozna znalezé w cy-
towanych pracach.

2.1 Artykuly opublikowane
2.1.1 O KK-teorii oraz E-teorii dla C*-algebr

Tematy te dotycza badan prowadzonych w trakcie doktoratu, a takze kontynu-
owane po jego rozpoczeciu.

K K-bifunktor Kasparowa oraz FE-bifunktor Connesa i Higsona odgrywaja
bardzo wazna role w programie klasyfikacji C*-algebr i nieprzemiennej geo-
metrii. Niech A bedzie osrodkowa C*-algebra. Dwie C*-algebry z nia zwia-
zane maja zasadnicze znaczenie dla K K-teorii oraz E-teorii: drugie zawieszenie
S? = Cp(R?)® A oraz C*-algebra gA skonstruowana przez Cuntza w jego podej-
$ciu do K K-teorii. Dokladniej, Cuntz pokazal w [11], ze KK (A, B) = [¢A, B&K]
(gdzie [ | oznacza (po6l)grupe klas homotopii *-homomorfizméw), zag Connes i
Higson zdefiniowali w [7] E-bifunktor jako E(A, B) = [[S?A, B ® K]] (gdzie [[]]
oznacza (p6l)grupe klas homotopii asymptotycznych morfizméw). Oba bifunk-
tory maja uniwersalne kategoryjne konstrukcje oraz istnieje naturalna transfor-
macja KK (A, B) — E(A, B) miedzy nimi o bardzo skomplikowanej konstrukeji
(pochodzacej od Connesa i Higsona).

Nasz wklad do tego tematu to ([52]):

1. Dowiedliémy, ze C*-algebry S2 A oraz gA sa réwnowazne w kategorii oérod-
kowych C*-algebr z morfizmami bedacymi klasami homotopii morfizméw
asymptotycznych.

2. Znalezlidmy opis E-teorii podobny do opisu Cuntza dla K K-teorii. Pod-
czas gdy KK (A, B) = [¢A, B ® K], pokazaliémy, ze F(A, B) = [[¢4, B ®
K1l

3. Zmalezlidmy prosty opis naturalnej transformacji KK (A, B) — FE(A, B).

4. W ogélnosci rozmaite pytania o to kiedy morfizmy asymptotyczne sa ho-
motopiczne z x-homomorfizmami byly stawiane przez wielu ludzi w réz-
nych wariantach. W szczegdlnosci mozna na nie patrzy¢ jak na homoto-
piczne warianty zagadnien stabilnosci na mate zaburzenia. Loring poka-
zal, ze kazdy asymptotyczny morfizm z ¢C do dowolnej C*-algebry jest
homotopiczny z *-homomorfizmem ([36]). DowiedliSmy ze dlia dowolnej
nuklearnej C*-algebry A, kazdy asymptotyczny morfizm z gA do dowolnej
C*-algebry jest homotopiczny z *-homomorfizmem.
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2.1.2 Kwantowa teoria informacji

W pierwszej dekadzie XXI wieku odkryto wiele niespodziewanych wtasnosci ka-
natéw kwantowych. Jednym z nich byla mozliwos¢ transmisji informacji kwan-
towej przez kanaly o zerowej pojemnosci. To zjawisko zostato nazwane superak-
tywacjq kanatéw kwantowych. Zasadniczo rzecz biorac, oznacza ono, ze jedno
uzycie zaszumionego kanalu nie jest w stanie transmitowaé informacji, lecz po-
dwdjne uzycie kanalu moze transmitowaé informacji. To zjawisko czysto kwan-
towe, ktére nie ma prawa objawié¢ sie¢ w Swiecie klasycznym. Oczywiscie ten
efekt silnie opiera si¢ na wyborze rodzaju pojemnosci. W szczegélnosci wia-
domo ([59, 9, 10, 13]), ze uzywajac klasycznej/kwantowej pojemnoséi na zerowe
przesyltanie btedéw, zjawisko superaktywacji moze wystapic.

We wspdlnych artykulach z M.Szirokowem [47, 48] rozwineliémy nowe podej-
Scie do zagadnienia superaktywacji dla klasycznej pojemnoséi na zerowe prze-
sylanie bledéw. Dokladniej, zredukowaliSmy problem sprawdzenia, czy para ka-
natéw kwantowych moze by¢ superaktywowana do pewnych probleméw zwigza-
nych z przestrzeniami tranzytywnymi operatoréw. Pozwolitlo to na konstrukcje
pierwszego niskowymiarowego przyktadu tak zwanej ekstremalnej wersji super-
aktywacji i znalezienie najmniejszych mozliwych wymiaréw dla ktorych ten efekt
moze sie objawi¢ (to odpowiadalo na pytanie postawione przez R. Duana). Na-
sze podejécie otworzylo réwniez droge na ogdélne badania kiedy para kanaléw
kwantowych dopuszcza superaktywacje. Pokazaliémy w szczegdlnosci, ze dla ka-
naly qubitowe, kanaly lamiace splatanie oraz bozonowe kanaly Gaussowskie nie
moga by¢ superaktywowane przez zaden inny kanal.

2.1.3 Podmoduly Liego oraz zastosowania do teorii przestrzeni nie-
zmienniczych

We wspdlnych artykulach z Wiktorem Shulmanem [50, 56] badaliémy podmo-
duty Liego bimoduléw (Banacha) nad réznymi algebrami (Banacha), w szcze-
gblnoéci idealy Liego algebr Banacha. Nasze wyniki mialty zastosowania w teo-
rii podprzestrzeni niezmienniczych. Znane jest twierdzenie Arvesona méwiace,
ze kazda wladciwa, domknigta w stabej topologii, algebra operatoréow zawie-
rajaca MASE (ang. mazimal abelian *-subalgebra — MASA) ma podprzestrzen
niezmiennicza. Uogdélniamy ten wynik na przypadek algebr Liego (ostatecznie
kazda algebra operator6w ma strukture algebry Liego). Dokladniej, jako jedno
z zastosowan naszych wynikéw, pokazujemy, ze kazda wlasciwa, domknieta w
topologii stabej, algebra Liego operatoréw na przestrzeni Hilberta, jesli zawiera
MASE, ma podprzestrzen niezmienniczg.

2.1.4 Inne artykuly opublikowane po obronie doktoratu

Ponad opisane juz zagadnienia badawcze rozwijane po obronie doktoratu, ba-
daliSmy réwniez inne problemy i napisaliSmy artykuly na temat pewnych C*-
algebra generowanych przez projektory [51], o odwzorowaniach miedzy alge-
brami typu AF, ktére sa ekwiwariantne przy dzialaniu ich grup unitarnych [49],
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oraz na temat nektorych zagadnien geometrycznych pojawiajacych sie przy ba-
daniu wlasnosci Kazdana (T) na przestrzeniach Banacha [55].

2.2 Artykuty przed publikacja

2.2.1 Stabilnosé sladowa dla C*-algebr oraz grup — ostatnie badania
zwigzane z tematem habilitacji

W ostatnich artykutach z D. Hadwinem [25, 26] wprowadziliémy pojecie stabil-
noéci $ladowej C*-algebr oraz grup, ktéra, zasadniczo rzecz biorac, oznaczala, ze
niemal-reprezentacje C*-algebry badz grupy byty bliskie faktycznym reprezenta-
cjom. Tutaj niemal oraz bliskie mierzy sie w terminach normy indukowanej przez
slad (np. na IT;-faktorach albo na macierzach). Ttumaczy si¢ je na zagadnienie
podniesien ze §ladowych ultraproduktéw C*-algebr. Motywacja dla rozwijania
ogolnej teorii byl, przede wszystkim, nacisk na zagadnienia aproksymacji w $la-
dzie w niedawnych wynikach programu klasyfikacyjnego prostych nuklearnych
oérodkowych C*-algebr. Argumenty $ladowe, choé niezwykle istotne dla catego
programu, pozostajg na dzien dzisiejszy dos¢ metne i niedostepne dla szerokiej
spolecznodci; poglebienie zrozumienia tych zagadnien moze pomoc znalezé czy-
telniejsze argumenty dla tego elementu programu. Po drugie, zagadnienia doty-
czace stabilnosci sladowej pojawily sie naturalnie w kontekscie grup soficznych
(jak wida¢ w pracach Arzancewy, Glebskiego, Paunescu). Wszystkie wyniki,
ktoére znane byly przed naszymi pracami, nie wykraczaly ponad relacje komuta-
cyjune (tj. przemienne C*-algebry). W naszych pracach znalezliSmy daleko idace
uogdblnienia wszystkich dotychczasowych wynikéw stabilnodciowych. W szcze-
gblnoéci podalismy calkowita charakteryzacje kiedy nuklearna C*-algebra jest
stabilna sladowo oraz dla nienuklearnych C*-algebr znalezliSmy nowe przeszkody
dla stabilnosci przez potaczenie z wolnym wymiarem entropijnym Voiculescu.
Pokazalismy, ze wszystkie jednorelatorowe grupy z nietrywialnym centrum sa
stabilne $§ladowo w klasie II;-faktorowych reprezentacji.

2.2.2 Zastosowania projektywno$ci do charakteryzacji pewnych klas
C*-algebr — ostatnie badania zwigzane z tematem habilitacji

Jak powszechnie wiadomo, promien spektralny nie jest funkcja ciagla, lecz je-
dynie goérnie poélciagta. Mimo to nie jest trudno pokazaé, ze na C*-algebrze
operatoréw zwartych K (H) jest ona ciagla. Naturalnym jest zatem pytanie o
opis klasy C*-algebr, dla ktérych promien spektralny jest ciagly. W [57] W.
Shulman oraz Ju. Turowski dowiedli, ze na kazdej C*-algebrze typu I promien
spektralny jest ciagly oraz zapytali czy typ I wyczerpuje rzeczona klase C*-
algebr. W niedawnym artykule [54] odpowiedzieliémy na to pytanie twierdzaco.
Dla tego celu rozwineliSmy podejscie wykorzystujace projektywne C*-algebry.
Byto to nowe i nieoczekiwane zastosowanie projektywnosci.

Podobne podejscie zastosowalismy dla odpowiedzenia zwigzane z granicami
operatorow nilpotentnych. Jedno z bardziej znanych pytan Halmosa dotyczy
opisu domkniecia zbioru operatoréw nilpotentnych na osrodkowej, nieskoncze-
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niewymiarowej, zespolonej przestrzeni Hilberta. Wyczerpujaca odpowiedz po-
dano w [2] (por. [30]). W szczegdlnosci odpowieds pokazuje, ze to domkniecie
zawiera operatory z niezerowym spektrum. W niedawnym artykule P. Skoufra-
nis [58] rozwazal zblizone zagadnienie dla C*-algebr ze szczegdlnym uwzgled-
nieniem granic normalnych operatoréw nilpotentnych. Jego wyniki pokazywaly
w szczegdlnosci, ze dla wielu C*-algebr (np. dla wszystkich algebr UHF i czysto
nieskoniczonych) domkniecie elementéw nilpotentnych zawiera elementy z nieze-
rowym spektrum. W naszym niedawnym artykule [54] znalezliSmy nastepujaca
charakteryzacje tej klasy C*-algebr:

Domkniecie elementéow nilpotentnych w C*-algebrze A zawiera element z
niezerowym spektrum wtedy i tylko wtedy, gdy A nie jest typu I.

W niedawnym artykule z K. Courtney [8] badaliSmy przyjmowanie normy
oraz wzrost normy elementow pod dzialaniem reprezentacji skonczeniewymia-
rowych i dowiedliSmy mozna w ten sposéb scharakteryzowac¢ pewne klasy C*-
algebr. W [20] T. Fritz, T. Netzer i A. Thom pokazali, ze w maksymalnej C*-
algebrze grupowej C*(F,,) grupy wolnej F),, wszystkie elementy algebry grupo-
wej CF,, realizujg normy pod dzialaniem reprezentacji skonczeniewymiarowych.
Traktujac CF,, jako gesta podalgebre w C*(F},), naturalnym staje si¢ pyta-
nie czy w innych C*-algebrach RFD mozna znalezé gesty podzbior elementéw,
ktére realizuja normy pod dzialaniem reprezentacji skoniczeniewymiarowych. W
[8] pokazaliSmy, ze tak faktycznie jest. Co wiecej, to dokladnie charakteryzuje
klase C*-algebr RFD. Poréwnujac z wynikiem Fritza, Netzera i Thoma, natu-
ralne staja sie kolejne pytania. Jednym z nich jest pytanie, czy istnieja elementy
C*(F,,) inne niz elementy CF),, ktére realizuja norme pod dziataniem reprezen-
tacji skonczeniewymiarowych. Czy moze tak by¢ dla wszystkich elementéw tej
C*-algebry?

Okazalo sie, ze rozwinigte przez nas podejscie uzywajace projektywnych C*-
algebr jest idealnym narzedziem do rozwigzywania tego typu zadan. Uzywajac
tego podejscia pokazalismy, ze wszystkie elementy C*-algebr realizuja normy w
reprezentacjach skonczeniewymiarowych wylacznie wtedy, gdy C*-algebra nie
posiada nieprzywiedlnej reprezentacji nieskonczeniewymiarowej. W szczegdlno-
§ci oznacza to, ze istnieja elementy w C*(F,,), ktére nie realizuja normy pod
dzialaniem reprezentacji skonczeniewymiarowych. Nasze metody pozwolily na
doktadniejszy opis podzbioru elementow, ktére realizuja norme pod dziataniem
reprezentacji skonczeniewymiarowych. PokazaliSmy miedzy innymi, ze ten zbior
jest zamkniety na dodawanie (na mnozenie) wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie
reprezentacje nieprzywiedlne sa skonczeniewymiarowe. W szczegdlnosci, ozna-
cza to istnienie elementéw w C*(F), )\ CF,, ktére realizuja norme pod dzialaniem
reprezentacji skonczeniewymiarowych.

2.2.3 Inne badania przed publikacjg

Ponad opisane juz zagadnienia badawcze przed publikacja, badaliSmy réwniez
inne problemy i mamy artykuty przed publikacja na temat zagadniefn podnie-
sien w algebrach von Neumanna i odwzorowan zachowujacych ortogonalnosé¢ w
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algebrach operatorowych (ang. order-zero maps) o wartosciach w algebrze von
Neumanna ciagdéw asymptotycznie centralnych [27], oraz na temat geometrii
dynamiki kwantowej w nieskoniczonym wymiarze [22].

2.3 Nagrody, granty i wyrdéznienia

Nagroda Za wybitne badania w Teorii Operatoréw i Algebrach Operatorowych z
Eric Nordgren Research Fellowship Fund, University of New Hampshire, 2016.

Grant RISE H2020-MSCA-RISE-2015-691246-QUANTUM DYNAMICS
Kierownik Projektu: Prof. Piotr M. Hajac

Rola: Wykonawca, cztonek zespotu badawczego.

Okres: 2016 — 2019

Projekt miedzynarodowy wspéHinansowany — polski grant uzupelniajacy grantu
Fundacji Simonsa — numer 3437/SIMONS/2015/0

Rola: Wykladowca w ramach semestru Simonsa Noncommutative geometry the
next generation

Okres: 2015 — 2019

Grant Maestro Narodowego Centrum Nauki DEC-2012/06/A/ST1/00256
Kierownik Projektu: Prof. Janusz Grabowski

Rola: Wykonawca, czlonek zespolu badawczego.

Okres: 2013 — 2018

Grant Instytutu Mittag-Lefflera (Sztokholm, Szwecja) na dwumiesigczny pobyt
badawczy, 2010.

2.4 Inna dziatalnos$é¢ naukowa

2.4.1 Nauczanie kurséw specjalnych

Noncommutative topology for beginners (cykl wykladéw dla doktorantéw i post-
dokéw w ramach Semestru Simonsa Noncommutative geometry the next gene-
ration), 2016.

2.4.2 Wyjazdy w ramach wspoélpracy naukowej
e 04/17: University of Copenhagen, Kopenhaga, Dania.
e 03/16: University of Besanson, Besangon, Francja.
e 11/13 — 12/13: Chalmers University, Goteburg, Szwecja
e 11/10 — 12/10: Mittag-Leffler Institute, Sztokholm, Szwecja
e 10/10: University of New Hampshire, USA.
e 10/09: University of New Hampshire, USA.
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09/08: University of New Mexico, USA.
01/07 — 06/07: University of New Hampshire, USA.

2.4.3 Wystapienia konferencyjne, colloquium i seminaryjne

Konferencje z referatem zaproszonym

06/18 COSY 2018 (the 46th annual Canadian Operator Symposium),
Winnipeg, Kanada.

06/18 Workshop Linear preservers, Queen’s University Belfast, Belfast,
Wielka Brytania.

05/18 NCGOA 2018 (Noncommutative Geometry and Operator Algebras
summer school) C*-algebras and dynamics, Miinster, Niemcy.

05/18 Workshop Interactions between Operator Space Theory and Quan-
tum Probability with Applications to Quantum Information, Oberwolfach,
Niemcy.

04/16 YFAW 2016 (The Young Functional Analysts’ Workshop), Belfast,
Wielka Brytania.

02/16 Workshop Operator Spaces and Noncommutative Geometry in In-
teraction, Oberwolfach, Niemcy.

09/12 Semiprojectivity workshop, Kopenhaga, Dania.

11/11 Virginia Operator Theory and Complex Analysis Meeting, Rich-
mond, USA.

05/11 Joint Oslo-Trondheim Operator Algebra Seminar, Trondheim, Nor-
wegia.

10/10 Algebra Geometry Mathematical Physics Workshop (AGMP-6),
Tjarno, Szwecja.

11/08 Oresund meeting, University of Lund, Szwecja.
09/08 West Coast Operator Algebra Seminar (WCOAS), Arizona, USA.

09/08 Crimean Autumn Math. School-Symposium on Spectral and Evo-
lutionary Problems, Ukraina.

Colloquium

06/16 (joint talk with P. Hajac) Uniwersytet w Bialymstoku, Polska.

05/16 (joint talk with P. Hajac) Uniwersytet im. Adama Mickiewicza w
Poznaniu, Polska.
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05/16 (joint talk with P. Hajac) Katolicki Uniwersytet Lubelski Jana
Pawta II, Polska.

04/16 (joint talk with P. Hajac) Uniwersytet L.odzki, Polska.
04/16 (joint talk with P. Hajac) Uniwersytet Wroctawski, Polska.
11/13 Chalmers University of Technology, Szwecja.

10/10 Dartmouth College, USA.

12/09 University of Aarhus, Dania.

06/09 University of Marburg, Niemcy.

09/08 University of New Mexico, USA.

Wybrane referaty na seminariach

10/17 Operator Algebra Seminar, University of Leuven, Leuven, Belgia.
05/17 Seminarium Nieprzemiennej Geometrii, IMPAN, Warszawa.

05/17 Seminarium ” Kwantowa Informacja i Chaos”, Instytut Fizyki, Uni-
wersytet Jagiellonski, Krakow.

02/17 Analysis Seminar at the University of Glasgow, Glasgow, Wielka
Brytania.

06/16 Seminarium ”Algebry Operatoréw i Grupy Kwantowe”, Wydzial
Fizyki, Uniwersytet Warszawski.

03/16 Functional Analysis Seminar, University of Besancon, Francja.
01/15 Seminarium Nieprzemiennej Geometrii, IMPAN, Warszawa.
12/14 Seminarium "Metody Geometrii w Fizyce”, IMPAN, Warszawa.

11/11 Operator Theory Seminar, University of Virginia, Charlottesville,
USA.

04/11 IMADA seminar, University of Southern Denmark, Odense, Dania.
06/09 Functional Analysis seminar, University of Tubingen, Niemcy.
02/08 Analysis seminar, Chalmers University of Technology, Szwecja.
02/08 Operator Algebra seminar, University of Copenhagen, Dania.
11/07 Banach Algebras seminar, Moscow State University, Rosja.
04/07 Analysis seminar, Michigan State University, USA.
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2.4.4 Dzialalno$¢ edytorska, organizacyjna, recenzencka, etc.

Edytor Annals of Functional Analysis (od kwietnia 2017)

Recenzje dla nastepujacych czasopism: Operators and Matrices, Topological
Methods in Nonlinear Analysis, Glasgow Mathematical Journal, Banach Journal
of Mathematical Analysis, Operator Theory: Advances and Applications.

Organizator i prowadzacy (z M. Gaczkowskim and T. Bice) seminarium
Young Researchers Colloquium w IMPAN (od 2016)

Czlonek komisji socjalnej w IMPAN (od 2015)

Organizator (z S. Eilers) spotkania badawczego Workshop on Semiprojecti-
vity and Asymptotic Morphisms, 2010, Uniwersytet Kopenhaski, Dania.
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