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4 Opis dorobku naukowego i osiaggnie¢ naukowych

4.1 Tytul osiggniecia naukowego

Pojecie holonomii w geometrii konforemnej: jej redukcje, klasyfikacja i zwiazek z metrykami Feffermana-
Grahama. '

4.2 Prace zawierajace gléwne rezultaty i osiagniecia bedace podstawa
wniosku habilitacyjnego

Osiggniecia naukowe bedace podstawa niniejszego wniosku o nadanie tytutu doktora habilitowa-

nego oznaczone sg ponizej symbolami [Habl]-[Hab9|. Z wyjatkiem [Hab9] sa one opublikowane.

Praca [Hab 9| jest przyjeta do druku w J. Differential Geometry dnia 8-mego lutego 2018 ro-

ku, i przekazana do drukarni tego czasopisma. Kazda z prac [Habl1]-[Hab9] jest zaopatrzona w

zalgcznik z odwiadczeniami wspotautorow o ich wkladzie w jej powstanie.
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4.3 Omoéwienie celu naukowego ww. prac i osiagnietych wynikéw: holo-
nomie w geometri konforemnej.

4.3.1 Wprowadzenie do holonomii i geometrii konforemnej

Wstep. Niniejszy autoreferat opisuje wyniki moich badaii dotyczacych holonomii w geometrii
konforemnej. Pojecie holonomii jest bardzo przydatne w geometrii riemannowskiej (badz lorent-
zowskiej), miedzy innymi z tego powodu, ze znajomosé holonomii dostarcza wiele istotnych infor-
macji dotyczacych rozwigzan waznych rownan rézniczkowych czgstkowych zwiazanych z tensorem
metrycznym. Moje badania dotycza holonomii w kontekécie szerszej niz riemannowska (lorentzow-
ska) klasy geometrii, mianowicie geometrii konforemnej. W geometrii konforemnej podstawowymi
wielko$ciami nie sa dtugosci wektoréw czy krzywych ale katy miedzy nimi; podstawowym obiektem
geometrycznym, zamiast metryki, jest klasa rownowaznosci metryk, ztozona z metryk réznigcych
sie skala. To sprawia, ze badanie niezmiennikéw geometrycznych jest w przypadku konforemnym
bardziej zlozone niz w przypadku §cisle metrycznym. Niemniej jednak, pewne pojecia z geometrii
metrycznej moga by¢ uogdlnione na przypadek konforemny. Tak jest w przypadku pojgcia holono-
mii. Daje sie ja zdefiniowaé takze w przypadku konforemnym, i w geometrii konforemnej jest ona
réwnie przydatna jak w geometrii metrycznej

Zaréwno holonomia jak i geometria konforemna znajduja swoje zastosowanie w fizyce teore-
tycznej. Rozmaitosci riemannowskie oraz lorentzowskie ze specjalng holonomia sg podstawa opisu
supergrawitacyjnego tta w teorii strun. Ponadto geometria konforemna, a w szczegélnosci konstruk-
cje metryki Feffermana-Grahama, bad# metryki Poincare’go-Einsteina zwigzanych z dang klasg
konforemna, stanowi podstawe dualnosci AdS/CFT pomiedzy polami kwantowymi a klasycznymi.
W ostatnich latach 4-ro wymiarowa geometria konforemna Lorentzowska jest tez uzywana przez
Penrose’a w jego nowym podejéciu do kosmologii, gdzie w sposob konforemny taczy sig¢ pozne etapy
ewolucji Wszech§wiata z etapami poczatkowymi ("konforemna cykliczna kosmologia").

W dalszej czesci autoreferatu przedstawione sa moje wyniki dotyczace struktur konforemnych,
redukeji ich konforemnych holonomii, oraz metryk Feffermana-Grahama. Rezultaty podzielone sg
na nastepujace trzy grupy zagadnien:

1. Struktury geometryczne zwigzane ze zredukowang holonomiq konforemng: Opiszg struktu-
ry geometryczne, ktérych istnienie na rozmaitosci powoduje, ze holonomia koforemna ulega
redukeji, i pokaze, ze redukcja taka jest rownowazna z istnieniem w klasie konforemnej spe-
cjalnych metryk, takich jak np. metryki einsteinowskie czy metryki posiadajace nilpotentny
tensor Ricciego stopnia 2.

2. Klasyfikacja konforemnych holonomii: Zaprezentowana zostanie czesciowa klasyfikacja kon-
foremnych holonomii gtéwnie dla sygnatury lorentzowskiej i riemannowskiej. Wyniki te sg
otrzymane w wiekszogci metodami algebry liniowej, ale takze istotnie wykorzystujg metody
dostepne z geometrycznej analizy metryk Feffermana-Grahama. Jednym z rezultatéow tutaj
jest odpowiedz na pytanie, czy kazda konforemna holonomia moze by¢ zrealizowana jako
holonomia pewnej metryki pseudo-riemannowskiej.

3. Wyjgtkowe holonomie konforemne oraz ich metryki Feffermana-Grahama: Dla specjalnych
klas geometrii konforemnych zaprezentujemy ich jawne metryki Feffermana-Grahama. W
wyniku szczegblnego wyboru geometrii konforemnych, metryki te maja wyjatkowe pseudo-
riemannowskie holonomie Go(g) i Spin(3, 4). Przedstawiony bedzie takze interesujacy zwia-
zek miedzy przeszkoda na istnienie metryki Feffermana-Grahama dla klasy konforemnej, a
konforemng holonomisg, tej klasy.

Zanim przejdziemy do powyzszych wynikéw zostang oméwione podstawowe pojecia z zakresu ho-
lonomii i geometrii konforemne;j.



Holonomia. Niech & — M bedzie rzeczywists wigzks wektorows nad rozmaitoscig M z koneksja
V. Grupa holonomii (£,V) w z'€ M nazywamy zbior wszystkich przesunieé réwnolegtych wzdtuz
zamknietych krzywych o poczatku w z,

Hol,(&,V) :={PY € GL(E|,) | v jest zamknieta krzywa w M o poczatku i konicu w z ¢,
¥

gdzie ’Py jest przesunieciem réwnoleglym zwiazanym z V wzdtuz krzywej v w M. Grupy holo-
nomii w réznych punktach M naleza do jednej klasy sprzezonosci w grupie GL(k,R), gdzie k
jest rzedem £. Trzeba zaznaczy¢, ze tak zdefiniowana holonomia nie jest tylko grupa abstrakeyj-
ng, ale wystepuje naturalnie wraz z jej reprezentacjg na &|;, jako reprezentacja pewnej podgrupy
w GL(k,R) zdefiniowanej z doktadnoscia do klasy sprzezonosci. Algebra Liego grupy holonomii
oznaczana bedzie jako hol, (€, V) C gl(k,R).

Gléwnym zrédtem zainteresowania grupami holonomii jest ich zwigzek z kowariantnie stalymi
obiektami na M, albo inaczej méwiac, ich zwiazek z V-réwnoleglymi cieciami £ lub iloczynéw
tensorowych £. W szczegdlnosdci odwzorowanie

L&) 3¢~ ply €&l (1)

pozwala na zdefiniowanie izomorfizmu pomiedzy V-rownolegtymi cieciami £ (rozumianymi jako
rozwigzania uktadu réwnan rézniczkowych czastkowych Vo = 0 na rozmaitosci M) oraz wekto-
rami w €|, niezmienniczymi ze wzgledu na dziatanie Hol.(€, V) (czyli niezmieniajacymi si¢ pod
wplywem dziatania pewnej grupy macierzy). Miedzy innymi umozliwia to oszacowanie z gory wy-
miaru przestrzeni rozwigzan réwnania rézniczkowego Ve = 0. Jest to jeden z aspektéw t.zw.
zasady holonomii (‘holonomy principle’), wedle ktérej odwzorowanie (1) zadaje wzajemng odpo-
wiednosé¢ pomiedzy subwigzkami £, ktére sa niezmiennicze ze wzgledu na przesunigcie réwnolegte,
a podprzestrzeniami £|, ktére sa niezmiennicze ze wzgledu na dziatanie Hol, (€, V). W zwiazku z
powyzszymi zaleznoéciami, i ze wzgledu na uzytecznosc holonomii w réznych geometrycznych i r6z-
niczkowych zastosowaniach warto posiadac¢ ich klasyfikacje w kazdym $rodowisku geometrycznym
((pseudo)-riemannowskim, konformenym, projektywnym, etc.).

Wiekszoéé wynikéw dotyczacych klasyfikacji holonomii opartych jest na zwigzku pomiedzy alge-
bra grupy holonomii oraz krzywizna koneksji V. Dla przyktadu, twierdzenie o holonomii Ambrose’a-
Singera [1] méwi, ze dla spojnej rozmaitosci M algebra hol, (€, V) grupy holonomii Hol, (€, V) w
x € M jest rozpinana przez nastepujace odwzorowania liniowe,

PYVo R(X,Y)oPY € gl(Ely) | v jest krzywa o poczatku w z i koricu w y oraz X,Y € T, M ¢,
7 ¥ Yy

gdzie R € T(A2T*M ® gl(€)) jest krzywizng koneksji V. Widaé¢ wiec, ze jesli krzywizna posiada
pewne wlasnosci algebraiczne, to algebra grupy holonomii bedzie je dziedziczy¢.

Gléwnym znanym przyktadem klasyfikacji grup holonomii jest ta zwigzana z holonomia Hol(M, g) :=
Hol(T'M, V) rozmaitosci pseudo-riemannowskich (M, g). W tym przypadku & = T'M oraz V jest
koneksja Levi-Civity metryki g. Grupa holonomii jest wtedy podgrupa grupy ortogonalnej a kla-
syfikacja jest przeprowadzona w nastepujacych krokach:

1. Najpierw uzywa sic Twierdzeri de Rhama oraz Wu o rozktadzie [17, 40], ktére méwig o tym,
ze kazdej niezmienniczej ze wzgledu na holonomie, niezdegenerowanej wzgledem metryki,
podprzestrzeni odpowiada lokalny rozklad rozmaitoéci riemannowskiej na produkt podroz-
maitosci pseudo-riemannowskich (jeli spetnione sa odpowiednie globalne warunki). Co wieg-
cej, grupa holonomii dla takiego produktu jest izomorficzna z sumg prosta grup holonomii
czynnikéw pseudo-riemannowskich. To pozwala na zredukowanie zagadnienia klasyfikacji do
algebraicznie prostszych (np. nieredukowalnych) grup i algebr.

2. Drugim etapem klasyfikacji jest uzycie, dla kazdego z nieredukowalnych czynnikow, pierwsze-
go kryterium Bergera [8]. Jest ono algebraicznym kryterium dotyczacym reprezentacji algebr



grupy holonomii i, poprzez twierdzenie o holonomii Ambrose’a-Singera, ma swoje Zrodio
w symetriach tensora krzywizny . Stwierdza ono, Ze algebra grupy holonomii g C gl(n,R)
koneksji beztorsyjnej dana jest przez

g =span{R(X,Y) | R € K(g), X,Y € R"},

gdzie
K(g) ={Re NPR") ®@g | R(X,Y)Z + R(Y,Z2)X + R(Z, X)Y =0}

jest przestrzenia algebraicznych tensoréw krzywizny g. To kryterium jest stuszne nie tylko
dla riemannowskiej koneksji Levi-Civity, ale dla wszystkich koneksji beztorsyjnych. Moze ono
zatem takze stanowi¢ efektywne narzedzie przy klasyfikacji nieredukowalnych algebr grup
holonomii koneksji beztorsyjnych na kazdej wiazce wektorowej T'M, [8, 36]. Np. zostalo ono
uzyte przeze mnie w przypadku lorentzowskim, gdzie poszczegélne sktadniki rozkladu Wu
majg w ogdlnoéci metryke o sygnaturze nieokreslonej [31].

Powyzsze kroki prowadza w szczegdlnosci do klasyfikacji grup holonomii riemannowskich [8]. Po-
wstata na ich bazie teoria rozmaitosci ze specjalng holonomiq wywarta znaczacy wpltyw na badania
z zakresu geometrii rézniczkowej oraz fizyki teoretycznej. Dla jasnoéci, przypomng, ze rozmaitosé
pseudo-riemannowska, nawet taka ktéra nie jest lokalnym produktem takich rozmaitosci, moze
mieé¢ holonomie istotnie zawartq w grupie ortogonalnej. O takiej nieproduktowej rozmaitosci mo-
wimy, ze ma specjalng holonomie. Konstrukcje rozmaitosci riemannowskich ze specjalng holonomig
(SU(k), G2 C SO(7) lub Spin(7) C SO(8)) doprowadzita do istotnych wynikéw z zakresu geo-
metrii rézniczkowej, znajdujacych zastosowania w teorii strun.

Struktury konforemne oraz konforemny rachunek traktorow. Struktura konforemna c o
sygnaturze (p, ) na gtadkiej rozmaitosci M o wymiarze n = p+q jest klasa réwnowaznosci metryk
pseudo-riemannowskich o sygnaturze (p, ¢), gdzie dwie metryki, g oraz g, sa sobie rownowazne jesli
istnieje gtadka funkcja o, taka ze § = €%°g. Rozmaitosé konforemna (M, c) jest gtadka rozmaitoscig
wraz ze struktura konforemns c. W niniejszym autoreferacie habilitacyjnym wymiar rozmaitosci
konforemnej bedzie zawsze réwny n =p+q > 3. _

W przeciwienstwie do przypadku rozmaitodci riemannowskich, dla ktérych zawsze istnieje ko-
neksja Levi-Civity, rozmaitoéci konforemne nie dopuszczaja jednoznacznie zdefiniowanej koneksji
na wigzce reperéw, a wiec réwniez i na wiazce stycznej. Zamiast tego, ze strukturg konforemng, ¢
mozna stowarzyszyé w sposob jednoznaczny normalng konforemng koneksje Cartana w® na wigzce
reperéw drugiego rzedu P (ponizej opiszemy tylko podstawowe fakty z teorii koneksji konforem-
nych;- szczegolty mozna znalezé w [15], [6]). Grupa strukturalna P tej wiazki jest zadana przez
podgrupe P w spojnej sktadowej G = SOq(p + 1,¢ + 1), ktéra zachowuje wybrana prosts zerows, .
przechodzaca przez 0 w R(P+34+2) Normalna konforemna koneksja Cartana w® przyjmuje wartosci
w algebrze Liego g = so(p + 1,q + 1) grupy SOo(p + 1,q + 1) wyposazonej w jednostopniows,
gradacje g = g_ @ go ® g+, jak ponizej:

a n O (a,X) € go
g=so(p+1l,g+1)=g-®g@dgr=3 (v X 7' || veg, : (2)
0 v —a/| ne€gy

Tutaj g— = RP9, gy = g*, a go = co(p,q) = R ® s0(p,q) jest algebra homotetii, przy czym
izomorfizmy muzyczne b i f sa zadane za pomoca iloczynu skalarnego na RP¢. Grupa strukturalna
P 7 algebrg p = go X g4 jest izomorficzna z rozszerzong o skalowania grupa Poincarégo i jest
maksymalng podgrupa paraboliczng w G. Sprawia to, ze geometria konforemna jest przyktadem
geometrii parabolicznej, tzn geometrii, ktorej ptaskim modelem jest przestrzen jedonorodna G/P,
z P podgrupg paraboliczng w (p6t)prostej grupie G.



Ze wzgledu na to, ze koneksja Cartana w® definiuje izomorfizm przestrzeni stycznych P i so(p+
1,q + 1), nie pozwala ona na zdefiniowanie dystrybucji horyzontalnej i transportu réwnoleglego.
Mozna jednak rozszerzyé w® do koneksji na wigzce gtownej (bedzie ona oznaczana tym samym
symbolem w®) z grupa strukturalng G,

/ij:PXPG

nad M. Wtedy, uzywajac standardowej reprezentacji G na RPT14T! definiuje si¢ standardowq
konforemng wigzke traktorowg nad M jako

— p+lg+l _ D p+1,q+1
T=PxpR PxaR .

Jej rzad wynosi n + 2 i jest ona wyposazona w zwyczajng koneksje na wigzce wektorowej, zwang
normalng konforemnq koneksje traktorowg, ktéra jest naturalnie indukowana przez w®. Ta koneksja
bedzie oznaczana przez V°. Poniewaz w® przyjmuje wartosci w g = so(p+1,g+1), wiec standardo-
wa wigzka traktorowa 7 ma naturalna metryke g o sygnaturze (p+1,¢+1). Jest ona wyznaczona
przez warunek jej kowariantnej statosci wzgledem V¢, Veg = 0. Dla zadane]j rozmaitosci konfo-
remnej (M, c), trojka (T, V¢, g) jest jednoznacznie zadana przez strukture konforemng w analogii
do koneksji Levi-Civity V9 na wiazce stycznej rozmaitosci riemannowskiej (M, g). Standardowa
konforemna wiazka traktorowa wprowadza réwniez dodatkows, strukture zwiazang z podgrupg pa-
raboliczng P, a mianowicie kanoniczng filtracje,

E cELeT.

Tutaj £_ jest wiazka liniows zdefiniowang przez prostg zerows zachowywang przez P, a & L jest
wigzks, do niej g-ortogonalng. Jawnie mozna przedstawi¢ £ jako

£ =Pxp[R-e_),

" gdzie e_ jest pierwszym wektorem bazy, w ktoérej reprezentacja g ma postac (2).

Grupa konforemnej holonomii Hol(M, c) jest w tym przypadku zdefiniowana jako spdjna skta-
dowa grupy holonomii Hol(7,V¢) C SO(p+1,q+1), a jej algebra Liego to hol(7T, V). W dalszej
czesci autoreferatu obie te struktury beda wystepowaé pod nazwa konforemnej holonomii.

Konkretny przyktad koneksji (77, V¢) moze byé podany po wybraniu jednej z metryk w klasie
konforemnej ¢ = [g], tak jak to zostalo przedstawione w [5]. Taki wybér redukuje wigzke reperéw
drugiego rzedu P do wiazki 7z grupa strukturalng SO(p,q) i umozliwia zdefiniowanie dwoch cieé
zerowych, si, w standardowej wiazce traktorowej spelniajacych g(s—, s+) = 1. Odpowiadajg one
pierwszemu oraz ostatniemu wektorowi bazy (e4) reprezentacji so(p+1,q+1) w (2). Pozwala to

na zdefiniowanie rozktadu,
T=TW =¢_o-TMea" &,

gdzie £ = R-s_ jest kanoniczng wigzka liniows o wi6knach zerowych ze wrzgledunag,a&y =R-sy
jest wiazka liniows o wloknach zerowych poprzeczng do &L i prostopadty do T'M. Od tej pory,
po ustaleniu metryki, standardowy konforemny traktor As_ + Y + usy bedzie zapisywany jako
wektor kolumnowy, (\,Y, )", gdzie Y € T M. Po konforemnej zmianie metryki, g = e?9g, rozklad
T zmienia sie w nastepujacy sposob,

A e=? (A —do(Y) — 5[ V90[%k)
Y| e (Y + puVio) , (3)
I e’

dzieki czemu mozna w oczywisty sposob zauwazy¢ niezmienniczosé filtracji £- C &L+ C T. Rozklad
ten unaocznia réwniez fakt, ze izomorfizm miedzy wiazks styczng T'M oraz wigzka wektorows
EL/€_, zadany jako

TM >Y  [(0,Y,0)] € £L /€, (4)



jedynie sie skaluje gdy zmieniamy metryki w obrebie klasy konforemnej c. Wnioskiem z tych roz-
wazan jest fakt, ze obraz podprzestrzeni liniowej H C &L c T wzgledem odwzorowania

&L — g, — TM,

jest konforemnie niezmienniczy, czyli niezalezny od wyboru g € c. Co wigcej, normalna konforemna
koneksja traktorowa zwigzana z metryka g € c oraz indukowanym rozktadem jest dana jako

e dx — PI(Y,.)
Vil |y | = | VIV 4+ Aldpar + P9 |, (5)
7 du—g(Y,.)

gdzie V9 i P9 sg kolejno koneksja Levi-Civity oraz tensorem Schoutena metryki g. Korzystajac z
(3) mozna pokazac, ze koneksja (5) jest konforemnie niezmiennicza.

Metryka Feffermana-Grahama dla struktury konforemnej. Przedstawiona ponizej kon-
strukcja pochodzi od Feffermana i Grahama [22, 23]. Jej przewaga nad rachunkiem traktoro-
wym jest to, ze pozwala ona na badanie geometrii konforemnej w kontekscie geometrii pseudo-
riemannowskiej. Nalezy jednak zauwazyé, ze w wymiarze parzystym, konstrukcja ta nie jest tak
uniwersalna jak podejscie traktorowe, gdyz tylko pewne klasy metryk konforemnych w wymiarach
parzystych maja metryki Feffermana-Grahama.

Konstrukcja Feffermana-Grahama opiera sig¢ na uogélnieniu na przypadek zakrzywiony podej-
$cia, ktore traktuje konforemng n-sfer¢ S™ w plaskiej przestrzeni R+ jako projektywny stozek
$wietlny przestrzeni Minkowskiego o wymiarze (n + 2). W przypadku zakrzywionym, zeby dla

‘dowolnej rozmaitosci konforemnej (M, ¢) wprowadzié przestrzeni bedaca uogélnieniem przestrzeni

Minkowskiego z przypadku sfery S7, uzywa sie wigzki promieni 7 : C — M, gdzie

c=J{glelgect - M.
zEM

Jest ona wyposazona w dziatanie grupy R* w naturalny sposob, ¢i(gls) = t2g|,. Dalej, wprowadza
sie tautologiczny tensor G na wigzce C zdefiniowany jako

G|(g|w)(X,Y) = glz(d’ﬂ‘(X),dﬂ(Y)) dla X,Y S Tg|$c.

Jest on jednorodnym tensorem stopnia 2 ze wzgledu na dziatanie ¢;. Po ustaleniu konkretne]
metryki g € ¢ wigzka C trywializuje si¢ do postaci Rt x M z t?g|, + (t,p). Teraz rozwaza
sie przestrzen C x R ze wspdhrzedng p wzdhuz czynnika R i zanurza sig wigzke promieni C w
tej przestrzeni poprzez odwzorowanie ¢ : C < C x R jako ((C) = C X {0}. Dziatanie ¢ moze
by¢ rozszerzone w trywialny sposéb do C x R. Okazuje sig, ze teraz mozna zawsze tatwo znalezé
rozmaitos¢ pseudo-riemannowska (M, ), o nastepujacych whasnosciach:

(a) M jest ps-niezmienniczym otoczeniem C x {0} w C x R,
(b) g jest jednorodnym tensorem stopnia 2 wzgledem ¢,
(c) *g=G.

Jednakse struktura pseudo-riemannowska (M,J) spelniajaca warunki (a)-(c) nie jest zadana w
sposéb jednoznaczny przez klase konforemng c. W dalszym ciagu tego tekstu te niejednoznacznie
zdefinowang, strukture pseudo-riemannowsks (M, g) bedziemy nazywali rozmaitoscig (struktura)
pre-Feffermana-Grahama.

Strukture pre-Feffermana-Grahama mozna probowaé ujednoznacznié wymagajac, [22, 23|, aby
oproécz powyzszych warunkéw (a)-(c) dodatkowo znikal tensor Ricciego metryki g,

Ric(g) = 0. (6)



Warunek ten spelnia swoje zadanie w przypadku, gdy struktura konforemna (M, c) ma wymiar
nieparzysty; jest on jednak zbyt ograniczajacy w ogélnym przypadku, poniewaz mozna pokazaé ze
dla pewnych rozmaitosci o parzystym wymiarze nie istnieje § z zerowym tensorem Ricciego. Modulo
uéciglenie podane w dyskusji ponizej, metryka g okreslona przez warunki (a)-(b), Ric(g) = 0 nazywa
sie metryka Feffermana-Grahama dla danej klasy konforemnej. Jak wida¢ mocno zalezy ona od
parzystosci n = dim(M).

Gdy n jest liczba nieparzysta rozmaito$c (M ,J) staje sie szukang, jednoznacznie okreslong
rozmaitoscig pseudo-riemannowska, bedaca nieptaskim odpowiednikiem przestrzeni Minkowskiego
z przypadku sfery konforemnej S™, poprzez zadanie by

Ric() € 0(5), | o
tzn. przez zadanie by rozwiniecie w szereg Taylora wokol p = 0 tensora Ricciego metryki g znikato

az do nieskoniczonego rzedu w p.
W przeciwnym przypadku (n > 2, parzyste) jednoznaczne rozwigzania g rownaii
Ric(g) € O(p*) (8)
istniejg jedynie gdy £ = 0,...,% — 1. Dla k > % nie tylko traci si¢ jednoznacznosé g, ale moze
sie zdarzyc ze Ric(g) € O(p?) nie ma zadnego rozwigzania. Dlatego, w przypadku parzystego
n = 2(k + 1), rozmaitosé (M,g) bedaca nieptaskim odpowiednikiem przestrzeni Minkowskiego z
przypadku sfery konforemnej S™, definiuje sie poprzez

Ric(g) € O(p2 ), ©)
gdzie dla kazdej g|, € C,

/(o2 Rie(@)lgl, =S, (10)
z symetrycznym S € ®*T; M spelniajacym trg, (S) = 0.
Tak wiec w przypadku n = dim (M) nieparzystego metryka Feffermana-Grahama dla geometrii
konforemnej (M, c) jest zdefiniowana przez warunki (a)-(c) i warunek (7), a w przypadku n parzy-
“stego jest zdefiniowana przez warunki (a)-(c) i warunki (9)-(10). Przyjmujac taka definicjg, w pracy
[23] zostato pokazane, ze dla kazdej klasy konforemnej c istnieje metryka Feffermana-Grahama. Gdy
n jest liczbg nieparzysta jest ona zadana w jednoznaczny sposéb dla dowolnego rzedu, z doktadno-
$cig do dyfeomorfizméw M sprowadzajacych sie do odwzorowan tozsamosciowych po obcigeiu do
C. Dla parzystego n jest ona okreglona jednoznacznie jedynie do rzedu n/2 — 1, natomiast wyrazy
rzedu > n/2 w p nie sa juz wyznaczone w sposob jednoznaczny, co nazywamy w skrocie niejed-
noznacznoscig Feffermana-Grahama. Co wigcej, gdy wymiar jest liczbg nieparzysta a klasa konfo-
remnych metryk jest analityczna, istnieje jednoznacznie okreslona metryka Feffermana-Grahama
ze znikajacym tensorem Ricciego. W przypadku parzystego wymiaru, by mozna bylo speini¢ (8)
dla rzedu wiekszego niz k = 4 — 1 musi znika¢ pewien dobrze okreslony symetryczny tensor O(g)
zalezny od struktury konferemnej (M, c). Nazywamy go przeszkodq Feffermana-Grahama (czasa-
mi tensorem obstrukcji), gdyz stanowi przeszkode dla znalezienia gtadkich rozwigzani réwnania
Ric := Ric(g) = O(p?%). Tensor ten jest bezsladowy, ma znikajaca dywergencje oraz jest konfo-
remnie niezmienniczy. Gdy metryka g € c jest analityczna oraz O(g) znika, istnieje analityczna
metryka Feffermana-Grahama dla ¢ okreslona w spos6b jednoznaczny do wyrazéow rzedu 5 — 1.
Dla ustalonej metryki go nalezacej do klasy konforemnej ¢, kazda metryka Feffermana-Grahama
moze byé lokalnie zapisana w nastepujacej formie [23],

g =2dtd(pt) +t2g(z*, p), gdzie g(z*, p)lp=0 = go(z?), (11)

oraz (t,z%, p) sa lokalnymi wspotrzednymi na M =R+t xMx (—¢,€), € > 0. Dla parzystego wymiaru
n i metryki 11, tensor obstrukeji ma nastepujacg postac,

O(g0) = cn <Pli%(ﬁzc|TM®TM)) | p=0, (12)



gdzie ¢, sg pewnymi niezerowymi statymi [23]. Skladowe tensora Ricciego Ric(g) metryki (11)
mogg by¢ wyrazone za pomocs, koneksji Levi-Civity V oraz tensora Ricciego R;; nieznanej metryki
g(z*, p) = gsj(z*, p) dz’dz?. Réwnania (7) oraz (9) przybieraja wtedy postac [23, . 3.17]

pgl — pgFlgingly + 39" 9y — "52 9k — 59" 99 + Riy = 0(™),

LI (Vg — Viga) = 0(™), (13)
9" gy + 59" 979y = O(™),

gdzie m = oo gdy n jest nieparzyste, m = n=2 w przeciwnym przypadku, a ' = 9,. Lewa strona
2 p

powyzszych réwnan to sktadowe tensora Ricciego Ric(g) metryki g. Uktad 13 bedzie nazywany
réwnaniami Feffermana-Grahama.

Pierwszy wiersz (13) jest nieliniowym uktadem réwnan drugiego rzedu na skladowe g;;. Roz-
wigzanie go przy zadanych danych poczatkowych Yij|pm0 = (90)i; jest w ogoélnosci praktycznie
niewykonalne, jednak mozna szuka¢ rozwigzania dla g(z,p) zadanego w postaci szeregu potego-
wego W p, z potegami bedacymi liczbami naturalnymi. Fefferman i Graham podali w [23] takie
rozwigzanie dla pierwszych kilku poteg rozwiniecia g(z, p) w p, otrzymujac g ze znikajacym tenso-
rem Ricciego z doktadnoscig do odpowiadajacego temu rozwinigciu rzgdu. Ich wynik z dokadnoscia
do drugiego rzedu rozwiniecia to:

g=go+2Pp+ <ﬁBij + Pikij> Al (14)
gdzie P jest tensorem Schoutena a B tensorem Bacha metryki go.

4.3.2 Struktura geometryczna zwigzana z redukcja konforemnej holonomii

W tym rozdziale zostang zaprezentowane wyniki zwigzane z redukcjg holonomii. Bedzie ona zwig-
zana 7 istnieniem na rozmaitosci pol podprzestrzeni niezmienniczych ze wzgledu na konforemna
holonomie, ktére ze wzgledu na zasade holonomiczng opartg na (1), odpowiada¢ beda niezmienni-
czym ze wzgledu na przesunigcie réwnolegle wzgledem koneksji V¢ subwigzkom wiazki traktorowej.

Konforemna holonomia z niezmienniczymi wigzkami liniowymi. Korzystajac z (5) mozna
zauwazy¢, ze jesli g € c jest metryka einsteinowsks ze stals Einsteina A, to ¢ = (—A,0, 1) jest
rownolegtym cieciem V9. 7 drugiej strony, jedli ¢ = (), Y, u) jest cieciem réwnoleglym wzgledem
V9l to u jest rozwigzaniem réwnania

t£(Vdp + pP) =0, (15)

gdzie tf(-) oznacza czesé bezsladows, V jest koneksja Levi-Civity a P tensorem Schoutena metryki
g. Operator rozniczkowy z rownania (15) byl po raz pierwszy uzyty w [30] oraz [21, 5]. Autorzy tych
prac zauwazyli, ze jesli u jest rozwiazaniem (15), to dla j # 0 metryka g = 1~ 2g jest einsteinowska.
W pracach tych zostato réwniez pokazane, ze zbiér na ktorym rozwiazanie u nie znika jest otwarty
i gesty w M. Zinterpretowanie istnienia réwnoleglych cie¢ ¢, takich jak powyzej, jako redukeji
holonomii do stabilizatora elementu we wioknie 7, byto pierwszym przykladem tego, ze redukcja
holonomii konforemnej wigze si¢ z (lokalnym) istnieniem metryki o szczegélnych witasnosciach w
klasie konforemne;j.

Fakt istnienia rozwiazan ¢ na zbiorze lokalnym i gestym w M, stanowi motywacje dla de-
finicji konforemnosci w stabym sensie. Po pierwsze, powiemy, ze rozmaitos¢ (M,c) jest lokalnie
konforemna do metryki g jedli dla otoczenia U kazdego punktu w M, metryka g zadana na U jest
konforemnie réwnowazna g|y, gdzie g € c. I po drugie, powiemy, ze (M, c) jest konforemna do g w
stabym sensie jesli istnieje gesty zbior otwarty w Mo C M, taki ze (Mo, c) jest lokalnie konforemna



do g. W podobny sposéb mozna zdefiniowaé (M, c) bedaca lokalnie/w stabym sensie konforemnie
einsteinowskg, jesli (M, c) jest lokalnie/w stabym sensie konforemna do metryki einsteinowskiej &

Nastepujace nowe twierdzenie otrzymane przeze mnie w pracy [Hab1] jest uogdlnieniem zna-
nego rezultatu z dziedziny zachowywanych przez holonomig konforemng wektoréw, na sytuacje gdy
mamy zachowywane przez t¢ holonomie proste:

Twierdzenie 1 ([5, 25] oraz [Habl, Lemat 2.1]). Niech (M,c) bedzie rozmaitosciq konforem-
ng o wymiarze n > 3 a (T,V¢) standardowg konforemnqg wigzkq traktorowq z mormalng kon-
foremnq koneksjq traktorowq V°. Jesli holonomia (T,V¢) dopuszcza niezmienniczg prostq cza-
sowq,/przestrzenng/zerowgq, to (M, c) jest konforemnie einsteinowska w stabym sensie, przy czym
stata kosmologiczna odopowiadajgca rozmaitosci stabo einsteinowskiej jest dodatnia/ujemna,/réuna
zero.

Niezmiennicze subwiazki rzedu wiekszego niz 1. Jednym z istotniejszych wynikéw teorii
holonomii riemannowskich jest twierdzenie de Rhama. Zastosowane do Levi-Civita niezmienniczej
podprzestrzeni o wymiarze 1 na rozmaitodci n-wymiarowej méwi, ze mozna ortogonalnie rozlozyc
te rozmaitosé riemannowsks na iloczyn kartezjariski rozmaitosci jednowymiarowej i rozmaitosci
riemanowskiej wymiaru n — 1. Innymi stowy, w przypadku riemannowskim mozna odszczepi¢ nie-
zmiennicza prosta od rozmaitoéci. Dyskutowany w poprzednim podrozdziale przypadek prostej
kowariantnie stalej ze wzgledu na (konformng) koneksje traktorows pokazuje zupelnie odmienne
zachowanie holonomii konforemnej. Tym razem nie mozna odszczepic konformenie niezmienniczej
prostej. '

Okazuje sie jednak, ze jest to artefakt niskiego wymiaru zachowywanej podprzestrzeni. W przy-
padku konforemnie niezmienniczych podprzstrzeni wymiaru wiekszego niz 1, mamy w geometrii
konforemnej rezultat analogiczny do rozktadu danego poprzez twierdzenie de Rhama. Uzywa sig
go do klasyfikacji holonomii konforemnej. Aby sforrmutowaé ten rezultat wprowadza si¢ pojecie
spejalnego iloczynu einsteinowskiego, zdfiniowanego jako produkt dwoch metryk einsteinowskich g1
i go z tensorami Schoutena spelniajacymi P1 = Agy i Py = —Agy dla statej A.

Konforemny analog twierdzenia de Rhama udowodniony przez Armstronga, w [3], dla konfo-
remnych klas riemannowskich, oraz przez Leitnera, w [32], dla metryk o dowolnej sygnaturze, brzmi
nastepujaco:

Twierdzenie 2 ([3, 34, 4, 32]). Niech (M,c) bedzie rozmaitoscig konforemng a (T°,V®) stan-
dardowq konforemnq wigzkq traktorowg z normalng konforemng koneksjq traktorowg. Jesli H jest
subwigzkg TC rzedu k + 1 > 1, niezmienniczq ze wzgledu na przesuniecie réwnolegte wzgledem V©
oraz niezdegenerowang w metryce traktorowej (dziatanie konforemnej holonomii umozliwia rozktad)
to (M, c) jest konforemna w stabym sensie do specjalnego iloczynu einsteinowskiego.

Oduwrotnie, jesli (M,c) jest lokalnie konforemna do specjalnego iloczynu einsteinowskiego, to-
konforemna holonomia jest rozktadalna na iloczyn, ktérego dziatanie zachowuge rozktad.

W obu przypadkach konforemna holonomia jest réwna holonomii pseudo-riemannowskiej (pew-
nej, w przypadku niejednoznacznodci Feffermana-Grahama,) metryki Feffermana-Grahama odpo-
wiadajgcej rozwazanej strukturze konforemnes.

Powyzsze twierdzenie prowadzi do klasyfikacji konforemnych grup holonomii stricte rieman-
nowskiej. Dla rozmaitosci konforemnych z metrykami o sygnaturze innej niz dodatnio okreslona
(takich jak konforemne rozmaitoéci lorentzowskie) metryka traktorowa moze by¢ zdegenerowana
na niezmiennczej subwigzce V rzedu > 1 i powyzsze twierdzenie nie daje pelnej klasyfikacji. W
przypadku, gdy mamy niezmienniczg subwiazke V rzedu wigkszego niz jeden rozwaza sig zwiazang z
nig podprzestrzen caltkowicie zerowg H = YN V-+. Ten przypadek jest opisywany przez nastepujace
twierdzenie:

LW [25] uzyty jest réwniez termin prawie einsteinowska, jednakze moze on myli¢ si¢ ze sformulowaniem o tej
samej nazwie dla uogoélnier metryk einsteinowskich w kontekscie solitonéw Ricciego czy rozmaitosci Kéhlera.
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Twierdzenie 3 ([Habl, Twierdzenie 7.2], [Hab6, Twierdzenie 2] oraz [35]). Niech (M, c) bedzie
rozmaitoscig konforemng o dowolnej sygnaturze. Jesli konforemna holonomia dopuszcza niezmien-
niczq podprzestrzers H C RPHLA+L yymiaru (K + 1) > 1, catkowicie zerowq wzgledem metryki
traktorowej g, to (M, c) jest konforemna w stabym sensie do metryki posiadajgcej nastepujgce wla-
snosci,

(i) g dopuszcza catkowicie zerowq dystrybucje N wymiaru k, niezmienniczq ze wzgledu na pseudo-
riemannowskg holonomie g,

(ii) obraz tensora Schoutena (traktowanego jako endomorfizm) metryki g jest zawarty w N.

Odwrotnie, jesti (M, c) jest lokalnie konforemna do metryki o powyzszych wtasnosciach, to konjfo-
remna holonomia dopuszcza hiperpowierzchnie zerowg wymiaru (k +1).

Twierdzenie to dla przypadku k = 1 i konforemnych struktur lorentzowkich zostalo sformuto-
wane i udowodnione w [Hab1], natomiast dla dowolnej sygnatury w [Hab6]. Ogolny przypadek
zostal udowodniony w [35], za pomoca uogélnienia technik uzytych w [Habl, Hab6].

4.3.3 Klasyfikacja konforemnych holonomii

Konforemna holonomia riemannowska i lorentzowskie metryki Feffermana-Grahama.
Metryka Feffermana-Grahama dla metryki g reprezentujacej klase konforemng c jest szczegélnie
przydatna do klasyfikacji mozliwych konforemnych holonomii gdy holonomia ta ma niezmiennicze
wigzki liniowe. Dzieje sig tak dlatego, ze jak wspominalimy, istnienie niezmienniczej ze wzgledu
na holonomie konformng wiazki liniowej jest rownowazne istnieniu w klasie konforemnej metryki
einsteinowskie;j.

Cho¢ nieliniowy uktad réwnan rézniczkowych czastkowych (6) (lub 7), ktorego rozwigzanie daje
metryke Feffermana-Grahama, jest w ogélnym przypadku niemozliwy do rozwigzania, to gdy klasa
konforemna zawiera metryke einsteinowska g, tzn. gdy P9 = Ag, niezaleznie od wymiaru (M,g€c)
istnieje ponizszy prosty wzér na metryke Feffermana-Grahamama dla g:

G = 2dtd(pt) + 2 (1 + Ap)® g. (16)

Jest ona zawsze analityczna i doktadnie Ricci ptaska.
Ponadto izomorfizm wigzek wektorowych nad M, -

(T,VIy — (TM]|u, V9

(17)
NY, )T = AG+Y + pud,

jest odwzorowaniem afinicznym (zachowuje koneksje Vil i V7). Moze to by¢ uzyte do pokazania,
ze jesli rozmaitosé konforemna jest lokalnie konforemnie einsteinowska, to konforemna holono-
mia jest réwna holonomii metryki Feffermana-Grahama (16). Jesli rozmaitos¢ konforemna (M, c)
jest lokalnie konforemnie einsteinowska z A # 0 lub lokalnie konforemna do specjalnego iloczynu
einsteinowskiego to jej konforemna holonomia jest réwna holonomii semi-riemannowskiej metry-
ki Z-dr? + r2gy stozka nad (M, g) [32] lub holonomii iloczynu dwoch stozkow nad czynnikami
specjalnego iloczynu einsteinowskiego [26].

Jako uzupelnienie tych rezultatéw w pracy [Hab1] zostato sformutowane i udowodnione naste-
pujace twierdzenie dla A = 0, czyli dla przypadku w ktorym (M, c) jest lokalnie konforemna do
metryki Ricci plaskiej:

Twierdzenie 4 ([Hab1, Twierdzenie 4.2, wnioski 4.3 1 4.4]). Niech (M, c) bedzie rozmaitoscig kon-
foremng o sygnaturze (p,q), lokalnie konforemng do rozmaitosci z metrykq Ricci ptaskg. Wtedy jej
konforemna holonomia jest réwna pseudo-riemannowskiej holonomii metryks Feffermana- Grahama

7 = 2dvdt + t?g, (18)
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2z réwnoleglym zerowym polem wektorowe 8,. Holonomia ta jest zawarta w iloczynie potprostym
Hol(M, g) x RP?. Co wiccej, jesli (M,c) jest riemannowska oraz holonomia g, a zatem i kon-
foremna holonomia, dziatajq w sposéb nierozktadalny (tzn. gdy nie posiadajg niezdegenerowanych
niezmienniczych podprzestrzeni), to holonomia jest réwna G x R4, gdzie G = Hol(M, g). W szcze-
g6lnosci grupa G jest izomorficzna jednej z grup SO(m), SU(k), Sp(l), Gz, Spin(7) lub {1}, albo
jest izomorficzna jakiemus ich iloczynowi prostemu.

Zebrane tu fakty pokazuja, ze w przypadku gdy klasa konofremna jest lokalnie konforemnie
einsteinowska (badz konforemna do specjalnego iloczynu einsteinowskiego), konforemna holonomia
jest zawsze holonomis pewnej metryki pseudo-riemannowskiej. Ponadto, Twierdzenie 4 z mojej
pracy [Hab1l] dodane do Twierdzeri 1 i 2 pozwala na pelng klasyfikacje dozwolonych konforemnych
holonomii riemannowskich. Méwiac bardziej precyzyijnie, jesli H C SOq(1,n + 1) jest konforem-
ng holonomia rozmaitoéci (M, c) z klasg konforemng c stricte riemnnowska, to mogg zajs¢ tylko
nastepujace trzy przypadki: ’

(a) H dziata w spos6b nieredukowalny. Wtedy, jak zostato pokazane w [19] oraz [20, 18], H jest
réwne SOg(1,n + 1). Przypadek ten zachodzi, jesli (M, c) jest ogélng konforemng strukturg
riemannowska.

(b) H dopuszcza niezmienniczg prosta. W tym przypadku, zgodnie z Twierdzeniem 1, (M, c)
jest konforemnie einsteinowska w stabym sensie. Jesli prosta jest prosta zerows i H nie ma
niezmienniczych niezdegenerowanych podprzestrzeni, to zgodnie z rezulatatmi Podrozdziatu
4.3.2 H jest izomorficzne Hol(g) x R™. Jesli niezmiennicza prosta nie jest zerowa, to H jest
izomorficzne holonomii metryki stozka nad g, z metryka g bedaca lokalnie einsteinowska
metryka w klasie konforemnej c.

(c) H dopuszcza niezmienniczg niezdegenerowang podprzestrzefi o wymiarze k> 1. W tym
przypadku Twierdzenie 2 zapewnia, ze H jest iloczynem holonomii riemannowskiej z jedng z
grup z przypadku (a) lub (b).

Konforemna holonomia i tensor Cottona. Gléwnym narzedziem uzytym do klasyfikacji al-
gebr holonomii (pseudo-)riemannowskich jest, zaraz za twierdzeniem de Rhama, "Pierwsze kry-
terium Bergera" (rozdziat 4.3.1). Wynika ono z Twierdzenia Ambrose’a-Singera i algebraicznych
tozsamosci spelianych przez krzywizne (tzw. pierwszych tozsamodci Bianchi) beztorsyjnej konek-
sji Levi-Civity. Cho¢ w przypadku konforemnym nie ma naturalnej koneksji beztorsyjnej na wigzce
stycznej, to istnieje podklasa rozmaitosci konforemnych - jest to podklasa rozmaitosci konforem-
nych zawierajaca metryki ze znikajgcym tensorem Cottona - dla ktérych krzywizna normalnej
konformenej koneksji traktorowej redukuje sie do tensora Weyla, i jako taka takze speinia pierw-
sze tozsamosci Bianchi. Sugeruje to, ze dla tej klasy mozna otrzymaé pierwsze kryterium Bergera
pozwalajace znalezé odpowiadajace tej klasie algebry konformnej holonomii.
W [Hab1] sformutowatem i udowodnilem twierdzenie precyzujace to przypuszczenie:

Twierdzenie 5 ([Hab1, Twierdzenie 3.2.]). Niech (M, c) bedzie rozmaitosciq konforemng, lokalnie
konforemng do metryki ze znikajgcym tensorem Cottona. Wtedy algebra konforemnej holonomii
spetnia pierwsze kryterium Bergera. :

Twierdzenie to jest poteznym narzedziem w procesie klasyfikacji (nieredukowalnych) konfo-
remnych holonomii przestrzeni lokalnie konforemnych do tych ze znikajacym tensorem Cottona i
sugeruje ono, ze holonomie te musza zgadzaé si¢ z holonomiami pseudo-riemannowskimi. Precy-
zyjne sformutowanie tego przypuszczenia wymaga wprowadzenia pojgcia koneksji pre-Feffermana-
Grahama [Hab2:
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Definicja 6 ([Hab2, Definicja 3.3]). Niech (M, c) bedzie rozmaitoscia konforemng. Koneksja pre-
Feffermana-Crahama V na rozmaitosci pre-Feffermana-Grahama (M, g), zdefiniowanej w rozdziale
4.3.1, jest koneksjg liniows na T'M z nastepujgcymi wlasnosciami,

(i) V jest zgodna z metryka g, tzn. V§=0,

(i) tensor skrecenia (torsji) 7 koneksji V, zdefiniowany jako 7(X,Y,) = VxY - VyX —[X,Y],
spelnia
Tle =0, Lpr=0, Fir=0, g(r(X,Y),F)=0,
gdzie Lr jest pochodng Liego wzgledem fundamentalnego pola wektorowego F' zwiazanego
z ¢y dziataniem grupy R* na M;

(iii) tensor Ricciego Ric koneksji v spelnia *Ric = 0, gdzie ¢ : C — M jest zanurzeniem stozka
(wigzki promieni) C = {p = 0} w przestrzen pre-Feffermana-Grahama.

W pracy [Hab2| udalo nam si¢ pokazaé, ze koneksja pre-Feffermana-Grahama zawsze istnieje.
Bardziej precyzyjnie, pokazaliSmy

Twierdzenie 7 ([Hab2, Twierdzenia 5.5 i 5.7]). Niech (M,c) bedzie rozmaitoscig konforem-
ng. Wtedy zawsze istnieje dla niej struktura pre-Feffermana-Grahama z koneksjg pre-Feffermana-
Grahama V (definicja 6), ktorej tensor skrecenia (torsji) spetnia

T=pC,

gdzie C jest tensorem Cottona metryki z klasy konforemnej. Co wigcej, holonomia koneksji v jest
réwna konforemnej holonomii (M, c).

Konsekwencja tego twierdzenia jest nastepujacy

Whiosek 8 ([Hab2, Wniosek 5.8]). Jesli rozmaitosé konforemna (M, c) jest lokalnie konforemna
do tej ze znikajgcym tensorem Cottona, to V jest koneksjq Levi-Civity metryki pre-Feffermana-
Grahama g oraz konforemna holonomia (M, c) jest réwna pewnej holonomii pseudo-riemannowskiej.

Ponadto, poréwnujac holonomig metryki Feffermana-Grahama z konforemna holonomis, ja-
ko konsekwencje Twierdzenia 7, uogélniliémy w nastepujacy sposéb izomorfizm afinicznej wigzki
wektorowej dany w (17) na przypadek nie-einsteinowski:

Whiosek 9 ([Hab2, Twierdzenie 6.2]). Niech (M, c) bedzie rozmaitoscig konforemng a (]V[/ ,g) prze-
strzeniq Feffermana-Grahama z koneksjg Levi-Civity V9 dla metryki Feffermana-Graham g. Wtedy
konforemna holonomia (M, c) jest réwna holonomii koneksji V9 na wigzce wektorowej TM|c.

Nieredukowalna konforemna holonomia. Gléwna przeszkoda w klasyfikacji konforemnych
holonomii jest brak ogélnego kryterium algebraicznego. Jedynym takim kryterium znanym auto-
rowi jest kryterium zawarte w postaci przytoczonego tu Twierdzenia 5 z pracy [Habl]; niestety
obowigzuje ono jednak tylko w szczegélnym przypadku rozmaitosci (M, c) konforemnych do tych ze
znikajacym tensorem Cottona. Sprawia to, ze klasyfikacja nieredukowalnych holonomii konforem-
nych dla dowolnej sygnatury metryk jest praktycznie niemozliwa. Dlatego tez ponizej ograniczamy
sie do klasyfikacji nieredukowalnych konforemnych holonomii w wybranych sygnaturach, gdzie po-
trafimy poda¢ wszystkie sp6jne podgrupy w SO(p,¢) dziatajace nieredukowalnie w R®9,

Przypomnijmy, ze dla klasyfikacji nieredukowalnych konforemnych holonomii riemannowskich
w Twierdzeniu 4 zostaly uzyte wyniki z prac [19, 7, 18, 20], moéwiace o braku wlasciwych nieredu-
kowalnych sp6jnych podgrup grupy SO(1,n + 1). Dziatajac podobnie, majac na celu klasyfikacje
(nieredukowalnych) konforemnych holonomii lorentzowskich, ktére z definicji sg podgrupami w
SO(2,n), musielismy wiec zbadaé istnienie spdjnych nieredukowalnych podgrup w SO(2,n). Dos¢
nieoczekiwanie otrzymali§my dosyé krotka liste takich podgrup:
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Twierdzenie 10 ([Hab4, Twierdzenie 1]). Niech G C SO(2,n) bedzie spdjng grupg Liego z nie-
redukowalng reprezentacjq dziatajgcqg w R®>™. Wiedy G jest sprzezona z jedng z ponizszych grup:

1. SOy (2,n) dla dowolnego n > 1;
2. U(1,p), SU(1,p) dla parzystego n = 2p lub SO(2) - SO¢(1,p), jesli p > 1;
3. SO¢(1,2) € SO(2,3) dlan=3.

Dwie z tych grup sg od dawna znane jako konforemne holonomie: grupa SO(2,n) jest holono-
mia konforemna rozmaitodci lorentzowskich z generyczng strukturg konformna, a grupa SU(1,p)
jest grupa konforemnej holonomii przestrzeni Feffermana [24]. Korzystajac z wynikéw zawartych
w [12,.33] mozna wykluczy¢ z powyzszej listy potencjalnych grup konforemnych holonomii dalsze
dwie grupy: jesli grupa konforemnej holonomii jest zawarta w U(p, q), to musi by¢ réwniez zawarta
w SU(p, q). Jednakze, co jest znanym faktem, SO(2) x SO(1,p) jest zawarta w U(1,p) i nie jest
zawarta w SU(1, p); zatem zaréwno SO(2) x SO(1, p), jak i U(1, p) musza by¢ wykluczone jako po-
tencjalne grupy konforemnej holonomii lorentzowskiej. Pozostaje wigc sprawdzenie, czy S0¢(1,2)
moze byé grupa takiej holonomii. Jej reprezentacja w SO(2,3) jest nieredukowalng reprezenta-
cja holonomii pigciowymiarowej pseudo-riemannowskiej przestrzeni symetrycznej SL3R/SO(1,2),
wiec ogdlniejszym zagadnieniem jest odpowiedZ na pytanie, czy grupy holonomii nieredukowalnych
pseudo-riemannowskich przestrzeni symetrycznych mogg by¢ grupami konforemnej holonomii. Wy-
niki dotyczace przestrzeni SLsR/SO(1,2) sa sformulowane w postaci nastepujacego twierdzenia,

Twierdzenie 11 ([Hab7, Twierdzenie 2]). Jesli konforemna rozmaitosé lorentzowska (M, c) wy-
miary 3 umozliwia redukcje konforemnej grupy holonomii do podgrupy SO(1,2) C SO(2,3), to
(M, c) jest lokalnie konforemnie ptaska. W szczegdlnosci reprezentacja izotropw dla SL3R/SO(2,1)
nie moze byé reprezentacjq konforemnej holonomii.

Twierdzenia 10 oraz 11 prowadza do pelnej klasyﬁka;cji nieredukowalnych konforemnych holo-
nomii lorentzowskich. Jest to gtéwny wynik pracy [Hab4:

Wniosek 12 ([Hab4, Wniosek 1] and [Hab7, Twierdzenie 2]). Jesli (M, c) jest konforemng roz-
maitoscig lorentzowskqg wymiaru n z nieredukowalng konforemng holonomiq H, to H jest rowne
SO¢(1,n+1) lwb SU(1,%). Grupy te sq realizowane albo przez generyczne struktury konforemne,
albo przez przestrzenie Feffermana.

Kolejne wyniki w [Hab7] dotycza zespolonych i kwaternionowych analogow przestrzeni SL3R/SO(1,2)
i odstaniajg interesujacy zwiazek z koneksjami o catkowicie antysymetrycznej torsji:

Twierdzenie 13 ([Hab7, Twierdzenie 3|). Jesli (M, c) jest rozmaitoscig konforemng o sygnaturze
(3,3) z grupg konforemnej holonomii zawartej w PSU(2,1) C SO(4,4), to (M, c) jest konforemna
do struktury prawie para-kihlerowskiej w stabym sensie. W szczegdlnosci (M, c) jest konforemnie
einsteinowska w stabym sensie z dodatniq statq Einsteina i jej konforemna holonomia jest wlasciwie
zawarta w PSU(2,1).

Twierdzenie 14 ([Hab7, Twierdzenie 4]). Jesli (M, c) jest rozmaitosciq konforemng o sygnaturze
(5,7) z grupg konforemnej holonomii zawartej w PSp(2,1) C SO(6,8), to (M,c) jest konforem-
nie einsteinowska w stabym sensie. W szczegdlnosci grupa konforemnej holonomii jest whasciwg
podgrupg PSp(2,1).

Czesciows, odpowiedz na pytanie, czy konforemna holonomia jest zawsze holonomig pseudo-
riemannowsks, daje nastepujace twierdzenie z pracy [Hab7]:

Twierdzenie 15 ([Hab?7, Twierdzenie 5]). Niech (M, c) bedzie analityczng w sensie rzeczywistym
konforemnq rozmaitoscig o sygnaturze (p,q) i wymiarze nieparzystym n =p+q > 3. Jesli H C
O(p+1,q+1) posiada nieredukowalng reprezentacje na RPTHITL 4 jest zadane jako spdjna sktadowa
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jednosci stabilizatora pewnego tensora w O(p+1, ¢+1), to H nie moze byé réwna grupie konforemnej
holonomii (M, [g]), chyba ze H = SOg(p+1,q+ 1) lub H = Gory C SO(4,3), gdzie Go(a) jest
rzeczywistq niezwartq formg prostej grupy Liego Go.

Warto wspomnieé, ze w chwili obecnej wyniki z tego autoreferatu dotyczace zwiazkow holonomii
pseudo-riemanowskich i konforemnych zostaty uogélnione w réznych kierukach. W szczegblnodcei,
w pracy [13] zostalo udowodnione, ze konforemna algebra holonomii struktur konforemnych, ktére
sa analityczne, jest zawsze réwna algebrze holonomii pseudo-riemannowskiej metryki Feffermana-
Grahama odpowiadajacej danej strukturze konforemnej (w przypadku parzystego wymiaru, po
ewentualnym jej obcieciu do odpowiedniego rzedu pochodnej tensora krzywizny).

4.3.4 Wyniki na temat metryk Feffermana-Grahama

W rozdziale 4.3.3 pokazatem jak wyglada jawna posta¢ metryk Feffermana-Grahama dla klas kon-
feremnych zawierajacych w sobie metryke einsteinowska. W obecnym rozdziale pokaze jak kon-
struowaé jawne postacie metryk Feffermana-Grahama dla pewnych klas struktur konforemnych
ktére nie sg lokalnie konforemne ze strukturami einsteinowskimi. Nalezy zaznaczy¢, ze konstrukcje
jawnych metryk Feffermana-Grahama, ktére podam w tym rozdziale, sg oprocz konstrukeji doty-
czacych specjalnych iloczynéw einsteinowskich z prac [26], [29], 1 konstrukeji podanej w pracy [39),
jedynymi znanymi przyktadami jawnych metryk Feffermana-Grahama dla struktur konforemnych,
ktoére nie sa konforemnymi ze strukturami Einsteina.

Metryki Feffermana-Grahama dla pp-fal i ich uogélnieri. Pseudo-riemannowskie rozma-
itosci spetniajace zatozenia twierdzenia 3, tzn. takie ktére posiadaja niezmienniczg ze wzgledu na
przesuniecie réwnolegte dystrybucje catkowicie zerowa, w ktorej zawiera sig obraz tensora Scho--
utena, znajdujg sie w klasie pp-fal lub ich uogélnieri. Lorentzowska pp-fala jest to rozmaitosé lo-
rentzowska dopuszczajaca istnienie réwnoleglego zerowego pola wektorowego V', dla ktérego tensor
krzywizny Riemanna R spelnia warunek R(X,Y) = 0 dla wszystkich X,Y" € V1. Lokalnie, metryke
lorentzowskiej pp-fali o wymiarze n mozna zapisac¢ jako ‘

n—2
g = 2dudv + Hdu® + ) (dz")?,

i=1

gdzie H = H(z',u) nie zalezy od v. W tym przypadku réwnolegle zerowe pole wektorowe V' to
9,. Pomimo tego, ze pp-fale sa glownie znane jako falowe rozwigzania réwnai Einsteina w ogolnej
teorii wzglednosci (rozwiazania te majg znikajacy tensor Ricciego dla harmonicznej funkcji H), to
zostaly one odkryte po raz pierwszy w kontekécie geometrii konforemnej. Odkrycie to pochodzi
od Brinkmanna [9], ktéry znalazl pp-fale jako jedna z tylko dwoch klas metryk konforemnych
majacych te wlasnosé, ze sa one konformne z dwoma homotetycznie nieréwnowaznymi metrykami
einsteinowskimi. _'

W [Hab9] wprowadzone zostalo pojecie uogdlnionych pp-fal o sygnaturze (p,n — p) (w skrocie
nazywanych pp-falami) z metryks

g = 2du(645d0° + Hapdu®) + 5 apdz?dz?, (19)

gdzie Hy. = H., sa gladkimi funkcjami spetniajacymi 8—‘?]T(Hac) = 0. Indeksy A,B,C,... €
{1,...n — 2p}, natomiast a,b,c,... € {1,...,p}. Dla tak zdefiniowanych uogolnieri pp-fal kazde
z pol wektorowych % jest réwnoleglym polem zerowym. Przypadek p = 1 odpowiada standardo-
wej lorentzowskiej pp-fali.

Byto dla mnie duza niespodzianka, ze dla uoogélnionych w ten sposob pp-fal, rownania Feffermana-
Grahama, (13) sprowadzaja sie, przez odpowiednie podstawienie, do pewnego niejednorodnego li-
niowego uktadu réwnari rézniczkowych czgstkowych. Opisuje to nastepujace
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Twierdzenie 16 ([Hab3, Lemat 1] oraz [Hab9, Rozdziat 3.1]). Niech g bedzie metrykq uogdlnionej
pp-fali (19) na rozmaitosci M = R™ definiujgcq strukturg konforemng [g] oraz niech

= 2dtd(pt) +t*(g + hap(p)dudu’), (20)

bedzie stowarzyszong z g metrykq pre-Feffermana-Grahama, dla ktdrej rodzina funkcji hap = hap(z4,
u®, p) on M spetnia hqp|p—0 = 0.

Tensor Ricciego dla § znika, Ric(g) = 0, wtedy i tylko wtedy, gdy kazda z funkcji hay spetnia
niejednorodne liniowe réwnanie rézniczkowe czgstkowe,

. 02 0
L(h) = A(H), gdzie L= 2;)8,02 +(2—n) a5 A, (21)
oraz A = §4BO,05 jest operatorem Laplace’a zapisanym przy pomocy (n — 2p) kartezjariskich
wspétrzednych 4.

W pracy [Hab3] jest pokazane jak rozwigzaé¢ rownanie (21) poprzez rozwinigcie w szereg po-
tegowy, odnotowujac Ze pierwiastki réwnania charakterystycznego dla (21) to s =01 s =n/2.
W pozniejszej pracy [Hab9] rezultat ten zostal rozszerzony do przypadku uogolnionych pp-fal,
gdzie zostal dowiedziony ogélniejszy rezultat istnienia rozwigzan nieanalitycznych. W przypadku
parzystego n rezultat ten pozwolil na nowe spojrzenie na niejednoznacznosé Feffermana-Grahama,
a takse na precyzyjne obliczenie tensora obstrukcji Feffermana-Grahama dla klas konforemnych
reprezentowanych poprzez uogdlnione pp-fale.

Twierdzenie 17. ([Hab3, Twierdzenie 1] dla przypadku p = 1, i [Hab9, Twierdzenie 3.1 | dla
ogdlnego przypadku). Niech A = §489,0p bedzie operatorem Laplace’a zapisanym przy pomocy
(n— 2p) kartezjariskich wspdtrzgdnych = oraz H = H(z*,u’).

1. Dla nieparzystego n ogdlne rozwigzanie h = h(p,z*,u’) réwnania (21) z h(p) — 0 gdy p | 0
mozna zapisaé jako

o AFH m N Aka
:Z‘—;C—.—p’“+p/2(a+zl—k—.—pk>,
k=1 k Hi:l(Z'L - n) k=1 k Hi:l(zl + 'n/)

gdzie o = a(z4,u’) jest dowolng gtadkq funkcjq wszystkich swoich zmienhych. W szczegdl-
nodci gdy H jest funkcjq analityczng, rozwigzanie w otoczeniu p =0 z h(0) = 0 jest dane dla
a = 0. Jest ono analityczne w p 1 okreslone w sposdb jednoznaczny.

2. Dla parzystego n = 2s ogdlne rozwigzanie h réwnania (21) z h(p) — 0 gdy p 1 0 to
_ s—1 AFH k s o A* k
b= T et et (o D et e )
o AstRH k
+Cnps (Zk:o (10g(p) - Qk) k!H§=1(2i+n)p >
s 0 AHREH k
+enp®@ * Zk:o k!Hle(QiJrn)p )

gdzie a = a(z?,ub) oraz Q = Q(z4,u’) sq dowolnymi gladkimi funkcjami swoich zmiennych,
x jest splotem funkcji wzgledem zmiennych x4 a stale wystepujace w rozwigzaniu to
1

@ = 0, . '
% = Dim fn:%, dlak=1,2.cu

W szczegdlnosci rozwigzania analityczne w p w otoczeniu p = 0 z h(0) = 0 istniejg tylko
wtedy, gdy A*H = 0. Nie sq one okreslone w sposdb jednoznaczny i sq sparametryzowane
analitycznymi funkcjami o.
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Twierdzenie to prowadzi do nastepujacego wyniku dotyczacego analitycznych metryk Feffermana-
Grahama dla uogélnionych pp-fal [22, 23], ktéry na tym jawnym przyktadzie, ilustruje ogélne
wlasnogci konstrukejii Feffermana-Grahama:

Whiosek 18 ([Hab3, Twierdzenie 1] dla p = 1 oraz [Hab9, Twierdzenie 3.1] dla ogélnego przy-
padku). Niech (M, g) bedzie uogdlniong pp-falg (19) o wymiarze n i sygnaturze (p, n—p), okreslong
za pomocg gltadkiej funkcji Hye.

1. Dia nieparzystego n jednoznacznie okreslona analityczna metryka Fefermana-Grahama klasy
konforemnej |g] jest dana jako

(o)

~ A*H,

g = 2d(pt)dt + t* (9+2<Z —kL—pk)du“duc). (22)

fmr B i (20— n) :

2. Dla parzystego n = 2s analityczna metryka Feffermana-Grahama istnieje wtedy @ tylko wte-
dy, gdy kaida z funkcji H,. spetnia ASH,. =0, gdzie A jest operatorem Laplace’a na R*—%P
zapisanym przy pomocy kartezjanskich wspotrzednych 4. Analityczna metryka Feffermana-
Grahama jest wtedy réwna (22). Metryka ta, jako funkcja o jest wielomianem, a jej niejed-
noznacznosé sprowadza sie do tego, Ze kazda inna analityczna metryka Feffermana-Grahama
rézni sie od (22) o czton

p° (aac + i __kA—kaa.C_pk> dudus,
k=1 k! Hi=1(22 +n)

gdzie 0ge = ago(B,u?) sq dowolnymi funkcjami.
Czesé («=) dowodu punktu (2) powyzszego twierdzenia (tensor obstrukcji O jest wielokrotno-
§cig AS(H,e)du®du®) zostala przedstawiona w ogélnym przypadku w [2]. Powyzsze wyniki umoz-
liwily udowodnienie nastepujacego wniosku,

Whiosek 19 ([Hab3, Twierdzenie 4]). Dla uogdlnionych pp-fal o parzystym wymiarze skalar Q-
krzywizny Bransona jest réwny 0.

Kolejne twierdzenie dotyczy lorentzowskich konforemnych klas pp-fal:

Twierdzenie 20 ([Hab9, Twierdzenie 3.2]). Niech
G = 2d(tp)dt + t2 (2du(dv + Fdu) + §opda? de) (23)

bedzie metrykg na M = R"! x R , gdzie F = F(p,u,z',...,z""%) jest gladkq funkcjq na R™.
Algebra grupy holonomii hol(gr) metryki gr jest zawarta w

X Z aJ X €sl(2,R),
(5[(2,]R)  (R? ® R”*2)> oR={[0 0 —27|| ZeR2@R"?, },
0 0 —-XxT aeR

gdzie J = (_01 é)

Dla konforemnej pp-fali zdefiniowanej za pomoca funkcji H, powyisze twierdzenie z F' = H +
h, gdzie h jest rozwigzaniem (21), zadaje gorne ograniczenie na algebre holonomii analitycznej
metryki Feffermana-Grahama (22) (o ile ta metryka istnieje, tzn. o ile n jest nieparzyste lub
A% H = 0). To ograniczenie jest usprawnieniem wyniku otrzymanego w [Hab3, Wniosek 2]. Moze
ono skutkowaé¢ w dalszej redukcji holonomii, jesli metryka (23) spelnia dodatkowe warunki (np.
takie, ze jak w przypadku Feffermana-Grahama, jest Ricci plaska,). Istotnie, okazuje sig, ze dla
pewnych wyréznionych konforemnych pp-fal o lorentzowskiej sygnaturze, takich jak fale ptaskie
lub przestrzenie Cahena-Wallacha, mamy dalszg redukcje holonomii:
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Twierdzenie 21 ([Hab1, Twierdzenie 8.1] oraz [Hab9, Twierdzenie 3.1]). Niech (SAB)Z;jl bedzie
symetryczng macierzq funkcji Sap = Sap(u) ze Sladem S = S(u) oraz

g = 2dudv + 2 (Sap(u) 242P) du? + §opdz? dz” (24)

metrykg lorentzowskiej fali ptaskiej R™ generowang przez Sap. Jesli f = f(u) jest rozwigzaniem
nastepujgcego rownania rézniczkowego,

2 2
f” — (f/) _ n__is)
to metryka § = €*f g ma znikajgcy tensor Ricciego. Co wiecej, metryka
G = 2d(tp)dt + t2e27 Wy

jest metrykq Feffermana-Grahama klasy konforemnej [g], ktora posiada dwa réwnolegte zerowe pola

“wektorowe. Sq one dane przez +0, i +(8y + h8,), gdzie h = h(u) spetnia réwnanie B = e . Jako

rezultat, algebra holonomii dla § i algebra konforemnej holonomii sq zawarte w R* @ R™2.

Twierdzenie to méwi np. o konforemnej holonomii symetrycznych przestrzeni Cahena-Wallacha,
dla ktoérych metryka (24) jest generowana przez symetryczna macierz statych funkcji Sap.

Wyjatkowe konforemne struktury Nurowskiego i ich metryki Feffermana-Grahama.
W [37] zostal odkryty zwiazek pomiedzy zagadnieniem lokalnej réwnowazno$ci rownan roznicz-
kowych typu Monge'a i szczegdlnymi strukturami konforemnymi w wymiarze pig¢ o sygnaturze
metryki (2,3). Te struktury konforemne mozna scharakteryzowaé jako takie, dla ktorych konfo-
remna holonomia jest zredukowana do niezwartej formy rzeczywistej wyjatkowe]j prostej grupy
Liego Gry(). Zanim przejde do moich rezultatéw w tej dziedzinie, opisze wspomniany przed chwilg
zwiazek: klasa réwnaii Monge’a - konforemna metryka w wymiarze pigc.
7 niedookreslonym, zwyczajnym réwnaniem rozniczkowym typu Monge’a

7 = F(x>y7y/7yl/>z>7

na dwie niewiadome funkcje y = y(z) i z = z(z) zmiennej , gdzie F = F(z,y,p, ¢, z) jest funkcja
zadang na zbiorze otwartym M w R® z %qu; # 0, mozna powigzaé uklad rownan Pfaffa zadany

przez nastepujace jednoformy,

o' =dy — pdz, 0*=dp—qdz, 6°=dz— F(z,y,p,q,z2)dz,

gdzie p = 3y’ oraz ¢ = y”. Dystrybucja rzedu 2, D = Dp = Ann(#',62,6%) na R®, anihilujaca
owe jednoformy, jest typu (2,3,5) (rzad D + [D, D] wynosi 3 oraz D + [D, D] + [D, [D, D]] rozpina
TR®). Dla takich dystrybucji postawiono problem lokalnej réwnowaznosci, ktorego rozwigzanie,
znalezione przez Cartana, doprowadzilo do wprowadzenia do opisu takich dystrybucji koneksji
Cartana z wartosciami w wyjatkowe] algebrze Liego go(2). Korzystajac z zawierania sig algebr
ga(2) C 50(3,4) Nurowski pokazal, ze koneksja ta jest jednoczesnie normalng konforemng koneksja
Cartana pewnej struktury konforemnej o sygnaturze (2,3) [37]. Co wiecej, w pracy [37] wypro-
wadzona zostala réwniez posta¢ na metryke gr, reprezentujaca klas¢ konforemng okreslong przez
funkcje F' definiujaca réwnanie Monge’a, a zatem i (2,3, 5) dystrybucje Dp. Konforemne struktu-
ry w wymiarze pigé przypisane w ten sposob do danej dystrybucji typu (2,3,5) zostaly nazwane
konformenymi strukturami Nurowskiego [14]. Poniewaz sg one okreslone w pigciowymiarowej, czyli
nieparzystowymiarowe]j przestrzeni, wiec zawsze dopuszczajg jednoznacznie okreslong, analityczng
metryke Feffermana-Grahama [22, 23]. Posiada ona zawsze wyjatkowa holonomig (zawarta w Go(2))
[38]. Gléwnym problemem konstrukeji metryk z taka holonomia jest znalezienie rozwigzania rownan
Feffermana-Grahama, ktére znane bylo tylko w przypadku lokalnie konforemnie einsteinowskim,
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gdzie holonomia jest redukowana z Gg(2) do stabilizatora pewnego réwnoleglego pola wektorowego.
W przypadku kiedy funkcja F' generuje konforemng strukturg o sygnaturze (2, 3) niezawierajaca
metryki Einsteina zadne rozwiazanie tych rownan nie bylo znane. W pracy [38] problem ten zostal
po raz pierwszy pokonany, jednakze tylko, dla wyréznionych konforemnych struktur Nurowskiego.
Te struktury byly generowane przez

6
F=¢+ Z app® + bz, gdzie ay to stale. (25)
k=0

7 rozwigzaniem tym zwigzana jest grupa holonomii Gg(s), co zostato udowodnione przy pomocy
nastepujacego twierdzenia,

Twierdzenie 22 ([Hab5, Twierdzenie 1]). Niech (M, [gr]) bedzie strukturg konforemng 2wigza-
ng z dystrybucjg typu (2,3,5), okreslong przy pomocy funkeji (25). Wiedy analityczna metryka
Feffermana-Grahama ze znikajgcym tensorem Ricciego jest dana jako

gr = —2dtdu + t2gp — 2tuP — u®B.

gdzie P oraz B sq odpowiednio tensorami Schoutena oraz Bacha metryki gp. Jej holonomia jest
zawarta w Go(gy. Ponadto jesli przynajmniej jedna ze stalych ag, a4, as lub ag jest niezerowa, to
grupa holonomii metryki g jest rowna catej grupie Gog)-

Jest to jeden z pierwszych przykladéw metryk pseudo-riemannowskich z holonomig Go(g)- Ich,
istnienie zostato juz udowodnione w [10], jednak konstrukeja przyktadowych metryk, w szczegol-
nosci zupelnych i zwartych, byta tam przeprowadzona jedynie dla przypadku riemannowskiego z
holonomia Go. Jedyne éwezesnie znane metryki z holonomia Gog) to te zawarte w pracy [16].

Twierdzenie (22) zostalo uogélnione w [28], gdzie pokazano, ze dla kazde] analitycznej konfo-
remnej struktury Nurowskiego holonomia metryki Feffermana-Grahama ze znikajacym tensorem
Ricciego jest zawarta w Gog(g). W pracy tej zostalo rowniez przedstawione dostateczne kryterium
(niezalezne od Twierdzenia 22 i niespelnione przez przyktady podane w [Hab5]) na to, aby gru-
pa holonomii byla réwna Ggg). Nie zostaly tam jednak podane zadne rozwigzania spetniajace to
kryterium.

Znalezienie jawnej postaci metryk Feffermana-Grahama dla szczegélnych konforemnych klas
Nurowskiego, takich jak (25), byto mozliwe dzieki wlasnosci analogicznej do tej posiadanej przez
konforemne pp-fale. Dla pewnego zalozenia o postaci rozwigzania, rownania Feffermana-Grahama
redukujg sie do liniowego uktadu rownan rézniczkowych. Zostalo to réwniez wykorzystane w
[Hab9] do konstrukeji metryk Feffermana-Grahama z holonomig Go(g) dla szerszej niz w (25)
klasy konforemnych struktur Nurowskiego. Najbardziej ogolna klasa takich struktur, [gr], dla kto-
rych mozna zastosowaé to podejscie jest generowana przez nastepujaca funkcje,

F=q¢"+ f(z,y,p) + h(z,y)2. (26)
Klasa konforemna [gF] jest wtedy zadana przez metryke
gp = gpn = —206° — 20%0* + 6%6°, (27)
gdzie koreper jest zdefiniowany przy pomocy nastepujacych jednoform
0 =dy — pdz, 6> =dz+ (¢* — f — hz)dz —2qdp,
¢° = 2v2(dp — ¢dz), 0" =3da,
0% = (%pfpp + %th - %thy = %phw —4qh — 3f;) dz
+ (8phy + 2he — 3 fpp — 2h) dy — 2hdp + 6 dg.
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Tensor Schoutena tej metryki jest nilpotentny stopnia 2 i jest dany jako
P = P11(6%)% + P14 00* 4 Pua(6%).
Jego obraz jest przestrzenia catkowicie zerows, i jako taki jest zawarty w jego jadrze,
Im(P) = Ann(6",6°,6*) C Ker(P) = Ann(¢", 6*).

Ponadto, zaréwno Im(P), jak i Ker(P) spelniaja pewne warunki catkowalnogci. To, ze tensor Scho-
utena wystepuje w pierwszym czlonie rozwiniecia (14), sugeruje nastepujacy ansatz dla szukanej
metryki Feffermana-Grahama ze znikajacym tensorem Ricciego:

Grn = 2dtd(pt) + 2 (gs,n + A(6Y)2 + 2B 61 0* + C (6%)?), (29)
gdzie A = A(z,y,p,p), B = B(z,y,p,p) i C = C(z,y,p, p). Mozna udowodni¢ nastepujace twier-
dzenie,

Twierdzenie 23 ([Hab9, Rozdzial 4.1]). Metryka pre-Feffermana-Grahama (29) ma znikajgcy
tensor Ricciego wtedy 1 tylko wtedy, gdy A, B i C spetniajq

02 o 102
) 4 —
L(A) = Efpppp, gdZ’LC L= 2p8p2 = a—p = ’S—a—pz,

L(B) = “%Aw + Z%fppp = z—gohy’
L(C) = —1Ba + 374 + 35/ — #h® + §(phy + ha),
z warunkami brzegowymi A|,—o = B|p—0 = C|, =0 =0.

Operator L ma w tym przypadku posta¢ zblizong do operatora z rownania (21). Rozwigzanie
uktadu (30) umozliwia otrzymanie jawnej postaci metryki Feffermana-Grahama ze znikajacym
tensorem Ricciego dla omawianej klasy struktur konforemnych Nurowskiego. Wynik ten znajduje
sie w pracy [Hab9, Rozdzial 4] i moze by¢ sformutowany za pomoca ponizszego twierdzenia,

Twierdzenie 24 ([Hab9, Twierdzenia 4.2, 4.3 oraz 4.4]). Ogdlne, analityczne rozwigzanie uktadu
(30), znikajgee w p =0, to

(2k+2) . _ _
A = 3Zk 10k gp(2k+z{ p¥,  gdzie ap = %(_2‘%2/13((%&)7
(2k+1)
B = —g5phy—3 LS 1 (2k — B)ay Sty o (31)
¢ = %phr}' 15p(ph + ha) + 37 % > e (k= 3)(2k — 5>ak apzk p.

W szczegdlnosci gdy f oraz b sq funkciami analitycznymi, jednoznacznie okreslona analityczna
metryka Feffermana-Grahama klasy konforemnej [gyn] to (29), z A, B i C danymi przez (81).
Holonomia tej metryki jest zawarta w Geoa).

Ponadto gdy A, # 0, holonomia metryki Feffermana-Grahama gy,n jest rowna Go(g). Przykta-
dem realizacji tego przypadku jest zadanie f w postaci wielomianu zmiennej p rzedu > 4.

W pracy [Hab9, Rozdziat 4] zostalo réwniez pokazane, ze analityczne rozwigzanie uktadu (30)
jest réwniez rozwiazaniem pewnego ukladu réwnai rézniczkowych pierwszego rzedu. Pozwolilo
to na znalezienie jawnej postaci stabilnej réwnoleglej trojformy, ktéra redukuje holonomie G¢,n
do Gy(9). Ponadto w pracy tej podane zostato ogélne nieanalityczne rozwiazanie ukltadu (30) z
czlonami typu p®/2, oraz przyktady metryk Feffermana-Grahama, ze znikajacym tensorem Ricciego,
ktorych sktadowe nie sg wielomianami w p. Niedawno, wiecej przykladéow metryk Feffermana-
Grahama nie bedgcych wielomianami w p i z holonomig réwna Goz) (pochodzacych od innych
konforemnych struktur Nurowskiego) zostato znalezionych w pracy [39].
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Konforemne struktury Bryanta oraz ich metryki Feffermana-Grahama. W analogii do
konstrukeji konforemnych struktur Nurowskiego, Bryant [11] stowarzyszyt z dystrybucja D typu
(3,6) (dystrybucja wektorowa rzedu 3 na R®, taka ze D+[D, D] rozpina TR®) konforemng strukture
o sygnaturze (3,3), nazwana pozniej konforemnq strukturg Bryanta. Grupa konforemnej holonomii
struktur tego typu redukuje si¢ do Spin(3,4) C SO(4,4) i w analogii do przypadku Go(z) pod-
jete zostaly proby skonstruowania metryk Feffermana-Grahama z holonomig Spin(3,4). Niestety,
w tym przypadku istnienie Ricci ptaskich metryk Feffermana-Grahama, a co za tym idzie takich
metryk z holonomia Spin(3,4), jest ograniczona poprzez przeszkode (tensor obstrukcji) i nalezy
mieé¢ duzg intuicje aby wybraé dystrybucje (3, 6), ktorej klasa konforemnych metryk Bryanta mia-
laby znikajacy tensor obstrukcji i jednoczesnie bytaby konforemnie nieeinsteinowska (w przypadku
konforemnie einsteinowskim holonomia zredukowaltaby sie powazniej, od Spin(3,4) do stabilizato-
ra pewnego traktora). Majac to na uwadze, w pracy [Hab9, Rozdzial 5] rozwazalismy struktury
Bryanta, generowane przez nastepujaca dystrybucje typu (3, 6), '

, 0 0 aala>

0
= oY LA DRy . . B Wl 2
Dy Span<5x3 v Oyl’ Ozt f@yQ’ o2 " dy3 (52)

gdzie (z!, 2%, 23,1, 42, 9%) sa wspohrzednymi na R® a f = f(z!,2°,¢?) jest gtadks funkcja wszyst-
kich swoich zmiennych i % # 0. Wtedy, dla nastepujacego koreperu,

o' = dy* + 2% da?, 62 = 2L (dy? + f dz?),
6 = dy® + z* da?, 0t = 2L dat,
2
05 = (2h)1da? — 1 2hn (25)720Y, 68 = Sk da® + pif" + pab® + pst®,
z pewnymi dobrze okrelonymi funkcjami p;, klasa konforemna jest okreslona za pomocsg metryki

g = 2010* + 20%0° + 26°6°. (33)

Dla struktur konforemnych zdefiniowanych poprzez funkcje f w powyzszy sposob, tensor Schoutena
jest (tak jak dla metryki (27)) nilpotentny stopnia 2, z jadrem i obrazem speliniajacymi pewne
warunki calkowalnosci. W tym przypadku réwnania Feffermana-Grahama ponownie sprowadzaja
sie do liniowego niejednorodnego uktadu réwnai. Mozna to podsumowaé w nastepujacy sposob,

Twierdzenie 25 ([Hab9, Rozdziat 5.2]). Struktury konforemne [gf] zdefiniowane poprzez metryki
(33) z f = f(z',23,y%) majq nastepujgce wtasnosci,

1. Tensor Bacha metryk gy znika toisamosciowo. Tensor Schoutena gy jest nilpotentny stopnia
2, P,*Py; = 0, z réwnolegtym jgdrem Ker(P) = Ann(6?,6%,6°).

2. Tensor obstrukcji struktur konforemnych [g¢] znika (O =0 ), jednakze nie sq one konforemnie
cottonowskie (a co za tym idzie nie sq konforemnie einsteinowskie).

3. Kazda metryka Feffermana-Grahama ze znikajgcym tensorem Ricciego dla klasy lgf] daje sie
zapisaé jako

Gr =2d(pt)dt +*(gs +20P +0°Q), . (34)
gdzie P jest tensorem Schoutena g¢, a
Q = Yijeoae@ii 007,  dla Qi = Qij(zh,2%y?). (35)

jest niejednoznacznodciq Feffermana-Grahama.
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Jadro tensora Schoutena P metryk g; oprécz spelniania pewnych warunkéw catkowalnosci (jak
w przypadku konforemnych struktur Nurowskiego) jest tez réwnolegte wzgledem koneksji Levi-
Civity V metryk gs. Wraz z Twierdzeniem 3 implikuje to fakt, ze w tym przypadku konforemna
holonomia jest zawarta w stabilizatorze catkowicie zerowe] plaszczyzny wymiaru 4 w wiazce trak-
torowej. Korzystajac z wynikéw z pracy [13], mowiacych o réwnowaznosci konforemnej holonomii
i holonomii odpowiadajacej jej metryki Feffermana-Grahama, prowadzi to do wniosku, ze metryki
Feffermana-Grahama klas konforemnych rozwazanych w twierdzeniu 25 muszg posiada¢ holono-
mie zawartg w stabilizatorze zerowych dystrybucji rzedu 4 w Spin(3,4). Rozwazania te mozna
sformalizowaé¢ w nastepujacej postaci,

Whiosek 26 ([Hab9, Rozdzial 5.4]). Niech [gf] bedzie klasq konforemng metryki (33) z f =
f(z', 23, 9?), a Gr,q metrykg Feffermana-Grahma (84). Wtedy

X z
hol(Gr.0) C ol(4,R) x AR = {(0 _XT) | X € gl(4,R), Z+ 2" = o} C s0(4,4),

gdzie A’RY moze byé utozsamiana z antysymetrycznymi macierzami 4 x 4. Przyklady metryk
Fffermana-Grahama, dla réznych f i Q, wraz z ich holonomiami, sq dane w Tabeli 1.

f Q Holonomia Wymiar
1. | (%)% 4+ ¥?)? | Qu=1 gl(4,R) x A’R* 22
2. ot (z3)? Qes =1 sl(4,R) x A’R* ~ po(3,3) 21
3. | (@) +(2®)? | Q=1 (R @ sp(2,R)) x A2R* 17
4. | (@2 +(2®)? | Qa2 =1 | 5p(2,R) x (R x R®?) ~po(3,2) R 16
5. (z%)? 0 sp(2,R) x R®2 ~ po(3,2) 15
6. z3 Qu=1 (s1(2,R) x gl(2,R)) x R32 12
T (z1)°2? 0 he(4,R) 7

Tabela 1: Holonomia metryk g7 q

Ze wzgledu na to, ze sl(4,R) ~ 50(3,3), mamy sI(4,R) x A2R* ~ po(3,3), gdzie po(3,3) =
50(3,3) x R®3 jest algebrq Poincarégo o sygnaturze (3,3), sp(2,R) symplektyczng algebrq Liego a
he(4,R) siedmiowymiarowq algebrg Heisenberga w gl(4,R).

Powyzsze metryki Feffermana-Grahama sg jedynymi istniejacymi przykladami metryk konfo-
remnych klas Bryanta nie bedacych klasami konforemnie einsteinowskimi. W [Hab9] zostat podany
réwniez przyklad z nieznikajacym tensorem obstrukeji, dla ktérego dystrybucja D (32) jest okre-
§lona przy pomocy funkcji f = z® + z'z? + (22)? + (23)?. Zagadnienie znikania tensora obstrukcji
konforemnych klas Bryanta i jego zwiazku z redukcjg holonomii jest przedmiotem nastgpnego roz-
dziatu.

Tensor obstrukcji i konforemna holonomia. Dla przestrzeni o parzystym wymiarze istnie-
nie gladkiej metryki Feffermana-Grahama ze znikajacym tensorem Ricciego jest zalezne od tensora
obstrukcji Feffermana-Grahama O. Znika on dla struktur konforemnych, ktére sa lokalnie konfo-
remnie einsteinowskie w stabym sensie (w tym przypadku holonomia jest zawarta w stabilizatorze
standardowego traktora). W celu lepszego zrozumienia zwigzku pomiedzy konforemng holonomig
oraz tensorem Feffermana-Grahama O wprowadzona zostata nastepujaca definicja [Hab8,
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Definicja 27 ([Hab8, Rozdzial 4.1]). Niech (M, c) bedzie rozmaitoscig konforemna, hol, (M, c)
algebra, konforemnej holonomii w punkcie = € M, a T |, wtoknem standardowe]j konforemnej wigzki
traktorowej. Ponadto, niech D, bedzie podprzestrzenig przestrzeni T, M, taka ze

Dy 1= {T(A(W)) | W € Tz, A € bol, (M, ) takie, ze Alg_ = 0 oraz A(EZ) C £} C TulM,
gdzie 7 jest ztozeniem rzutowania €L — €L /E_ z izomorfizmem (4) migdzy EL/E_ i TM. Wtedy
D = UzemDs

nazywamy konforemng dystrybucje holonomii (M, c).
Korzystajac z (2) podprzestrzei D, C T, M moze by¢ zadana w alternatywny sposob jako:
D, = hol,(M,c) Ng4.

Nazwa dystrybucja uzyta w powyzszej definicji jest niewielkim naduzyciem ze wzgledu na fakt,
ze wymiar D, moze sie zmieniaé wraz z punktem z, a to nie jest cecha dystrybucji wektorowych
rozwazanych w geometrii. Jest ona jednak umotywowana nastgpujacym twierdzeniem,

Twierdzenie 28 ([Hab8, Twierdzenie 4.2]). Niech (M, c) bedzie rozmaitosciq konforemng. Istnieje
wtedy otwarty, gesty 2bior Mo C M, taki Ze funkcja

rk? : M 3 p— dim(Dy),
jest stata na kazdej jego spdjnej sktadowes.

Konforemna dystrybucja holonomii D umozliwia wiec stratyfikacje rozmaitosci - rozktad na
zbiory, na ktérych wymiar D, jest staly. Okazuje sig, Ze kazda czgS¢ tego rozktadu jest suma
zakraywionych orbit zdefiniowanych przez redukcje konforemnej holonomii, wprowadzonych w [13]
w kontekscie ogolnej geometrii cartanowskiej [Hab8, Twierdzenie 4.1].

Okazuje sie, i byto to dla nas wielka niespodzianks, Ze na podzbiorach Mo na ktérych dystrybu-
cja D ma staly rzad, jest ona $cigle zwiazana z dystrybucjami wyjatkowych struktur konforemnych
Nurowskiego i Bryanta:

Twierdzenie 29 ([Hab8, Twierdzenie 1.4]). Niech (M, c) bedzie gtadkq rozmaitosciq konforemng
o sygnaturze (p,q). Jesli U jest zbiorem otwartym na ktérym Dly jest dystrybucjq wektorowg, to
Dy jest catkowalna lub, jesli (p,q) = (2,3), jest dystrybucja typu (2,3,5) definiujqcq konforem-
ng strukture Nurowskiego ¢ na U. Dla (p,q) = (3,3) jest ona typu (3,6) i definiuje konforemng
strukture Bryanta c na U (jesli nie jest catkowalna).

Glownym powodem wprowadzenia pojecie konforemnej dystrybucji holonomii jest jej zwigzek
z tensorem obstrukeji Feffermana-Grahama,

Twierdzenie 30 ([Hab8, Twierdzenie 1.1]). Niech (M, c) bedzie gtadkq rozmaitoscig konforemng
wymiaru n > 4 o sygnaturze (p, q) z tensorem obstrukcji Feffermana-Grahama O. Wiedy obraz O w
punkcie z € M jest zawarty w D. Co wiecej, jesli hol(M, c) jest wtasciwg podalgebrg so(p+1, q+1),
to obraz O jest podprzestrzeniq zatkowicie zerowq. W szczegdlnosci rk(O) < min(p, q).

Nastepstwa tego twierdzenia sg oczywiste:

Po pierwsze, pokazuje ono ze jedli tensor obstrukcji ma maksymalny rzad n w jakim$ punkcie,
to jest to przypadek z ogdlng holonomia. Wtedy tensor © moze by¢ interpretowany jako uniwer-
salny tensor obstrukcji, ktéry uniemozliwia istnienie rownolegtych traktoréw jakiegolwiek z typow
tensorowych na (M, c) (zdefiniowanych na iloczynach tensorowych 7). Jesli taki traktor miatby
istnie¢, to tensor O musiatby mie¢ nietrywialne jadro w kazdym punkcie.
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Po drugie, istnienie redukcji konforemnej holonomii moze by¢ uzyte do ograniczenia rzedu
tensora obstrukeji. Dla przyktadu, istnienie standardowego réwnolegtego traktora (istnienie lokalnie
einsteinowskiej metryki w klasie ¢) pociaga za sobg znikanie tego tensora.

Dotychczas zadne inne ograniczenie postaci O nie bylo powiazane z warunkiem okreslajacym
klase konforemna. My takie zwigzki, jak ten wlasnie tu opisany, podaliémy. Zanim opiszemy te
zwiazki bardziej szczegotowo w ponizszych wnioskach, ptrzebujemy zdefiniowa¢ dwa pojecia. Pierw-
szym z nich jest pojecia normalnego konforemnego pola wektorowego, czyli infinitezymalnej symetrii
konforemnej V takiej, ze V_1C = V_1W = 0, gdzie C jest tensorem Cottona, a W tensorem Weyla
jakiej$ metryki z klasy konforemnej. Drugim potrzebnym nam pojeciem jest pojecie spinora twi-
storowego, czyli pola spinoréw ¢ € I'(S9), czyli ciecia wiazki spinorowej S9 dla rozmaitosci M z
metryks, g, ktére spelnia réwnanie twistorowe Vx ¢ + %X -D¢ =0, z V - koneksjg Levi-Civity dla
g i D - operatorem Diraca. Oba pojecia, tzn normalnego pola konforemnego i spinora twistorowego
s pojeciami konforemnie niezmienniczymi.

Whiosek 31 ([Hab8, Wniosek 1.2]). Jesli spetnione sq zatozenia Twierdzenia 30, to tensor ob-
strukcji znika w nastepujgeych przypadkach:

1. Struktura konforemna jest riemannowska oraz hol(M,c) C so(1,n +1).
2. Struktura konforemna jest lorentzowska oraz hol(M,c) C su(1,n/2).

3. Struktura konforemna jest konforemnie einsteinowska w stabym sensie lub jest specjalnym
iloczynem einsteinowskim [26].

4. Istnieje normalne konforemne pole wektorowe V' takie, ze g(V, V) # 0, lub wymiar przestrzeni
takich pdl wektorowych jest > 2. Jest to przypadek przestrzeni Feffermana nad kwaternio-
nowymi strukturami kontaktowymi o sygnaturze (4k + 3,41 4 3) (2 holonomig hol(M, c) C

sp(p+1,¢+1));

5. Klasa (M,c) posiada strukture spinorowg, 1 dla g € ¢ 2 wigzkq spinorow S9, istniejq dwa
spinory twistorowe pi—1 o € T'(M,S9) takie, ze przestrzenie {X € TM | X - ¢; = 0} sq
komplementarne w kazdym punkcie.

Whiosek 32 ([Hab8, Whniosek 1.3]). Jesli spelnione sq zatozenia Twierdzenia 30, to dla kazdego
2 ponizszych przypadkéw rzgd O jest < 1.

1. (p,q) = (3,3) oraz hol(M,c) S spin(3,4);
2. (p,q) = (n,n) oraz hol(M,c) C gl(n+1);

8. Hol(M, c) zachowuje mietrywialng dwuforme, co znaczy, ze klasa (M,c) dopuszcza mormal-
ne konforemne pole wektorowe. Ten przypadek stosuje sig w szczegolnoSci do konforemnych
struktur Feffermana, tzn do sygnatura (p,q) = (2r+1,2s+1) 4 hol(M, c) Csu(r+1,s+1));

4. dziatanie Hol(M,c) na stozek swietiny N© C RPTLIL nie posiada orbity bedgcej zbiorem
otwartym. .

Dla kazdej z powyzszych geometrii mozna zawsze jawnie znaleZé podprzestrzen V. C TM takg, ze w
kazdym punkcie Im(O) C V.

Dwa rezultaty z tych wnioskoéw byly znane w literaturze przed naszymi badaniami - sg to a)
rezultaty dotyczace struktur einsteinowskich w stabym sensie [22] i specjalnych iloczynéw einste-
inowskich [26] z Wniosku 31, i b) rezultaty dotyczace konforemnych struktur Feffermana [27] z
Whniosku 32. Jednak nasze ogélne podejscie z [Hab8] umozliwia ich alternatywne dowody. Ponad-
to warto zauwazy¢, ze nasze dwa ostatnie przypadki z Wniosku 31 sa konforemnie niezmiennicze
i nie odwoluja sie do konkretnej metryki z klasy konforemnej. Odnotujmy tez, ze przypadek (1)

24



we Wniosku 32 nie daje sie wykorzystaé¢ do poszukiwan metryk Feffermana-Grahama z holonomig
réwng Spin(3,4) - jedynie jesli holonomia konforemna (a co za tym idzie i holonomia metryki
Feffermana-Grahama) jest zredukowana powazniej niz do grupy Spin(3,4), mozna wypowiedzied
sie na temat rzedu badz znikania O. Nie wyklucza to jednak mozliwosci istnienia konforemnych
struktur ze znikajacym tensorem obstrukeji oraz konforemng holonomis rowng Spin(3, 4). Jednak
ich odnalezienie jest trudne i bedzie tematem dalszych badan. Co wiecej, mocno wierzymy, ze wpro-
wadzone przez nas konforemne dystrybucje holonomii okazg si¢ poteznym narzedziem przydatnym
nie tylko w badaniach dotyczacych tensora obstrukcji ale takze w badaniach innych aspektow
specjalnych struktur konforemnych.
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5.1.1 Omoéwienie wynikéw z prac nie bedacych podstawa habilitacji

Lokalna struktura rozmaitosci lorentzowskich ze zredukowana holonomia, [L1], [L5]
oraz [L9]. Po uzyskaniu wynikéw dotyczacych klasyfikacji lorentzowskich holonomii w pracy
doktorskiej temat ten byl dalej przeze mnie eksplorowany w kontekscie poszukiwania rozmaitosci
lorentzowskich ze zredukowana holonomia. W badaniu zagadnienia lokalnej struktury takich roz-
maitosci skupiatem si¢ na pp-falach. W pracy [L1] przedstawiona zostala ich charakteryzacja za
pomocs wigzek ekranu, co pozwolilo na opis niezalezny od wspotrzednych i uogélnienia. W [L5]
bdatem zwiazki réwnaii Einsteina z pewnymi redukcjami holonomii, natomiast w [L9] badalem
pp-fale lokalnie jednorodne; pokazatem, ze warunek lokalnej jednorodnosci zmusza pp-fale do bycia
zwyklymi falami plaskimi, co umozliwito klasyfikacje przypadku lokalnie jednorodnego.

Rozmaitoséci lorentzowskie ze zredukowana holonomia: rezultatuy globalne, [L6] i [L8].
Pierwsza praca dotyczaca tego tematu bylo [L6]. Dla rozmaitosci lorentzowskich postaci M, /T, gdzie
I' jest dyskretna grupg transformacji, zbadana zostala zaleznoé¢ pomiedzy I' a peing (tzn zawie-
rajacg takze swoje niespéjne sktadowe) grupa holonomii. W tym kontekscie przeanalizowaliSmy
réwnanie na réwnolegle spinory i skonstruowaliémy przyktady rozmaitosci globalnie hiperbolicz-
nych, a takze przyktady z grupa holonomii generowans przez nieskoriczenie wiele elementéw. Praca
ta byla kontynuowana w [L8], gdzie badaliémy pytanie kiedy zwarta rozmaito¢ lorentzowska ze
zredukowang, holonomis jest geodezyjnie zupelna. Jako przyktad takich rozmaitosci przedstawione
zostaly zwarte pp-fale, ktore sa geodezyjnie zupelne oraz uniwersalnie nakrywane przez standar-
dowg metryke pp-fal na R™.

Zagadnienie poczatkowe dla rozmaitosci lorentzowskich ze zredukowang holonomia,
[L7] i [L10]. W pracy [L7] sformulowane zostato zagadnienie poczatkowe i warunki na to aby
rozmaitoéé lorentzowska dopuszczala réwnolegle zerowe pole wektorowe, czyli w szczegdlnosci zre-
dukowana holonomie. Nastepnie pokazane zostalo, ze w przypadku analitycznym ten problem Cau-
chy’ego jest dobrze postawiony i ze posiada on jednoznaczne rozwigzanie. W [L10] uogdlnilismy
to do kategorii gtadkiej; w szczegdlnosci zanalizowliSmy réwnanie okreslajace réwnolegle spinory
w tej kategorii, oraz znalezli§my interesujacy zwiazek tego zagadnienia ze zredukowang holonomig
riemannowsks, i uogélnionymi urojonymi spinorami Killinga.

Stozki w geometrii pseudo-riemannowskiej, [L3] i [L4]. Konstrukcje metryk stozkow oraz
ich uogdlnien nad rozmaitoéciami pseudo-riemannoowskimi sg istotnym narzedziem do analizowa-
nia nadokreslonych uktadéw réwnar rézniczkowych czastkowych na rozmaitosciach (przyktadem
tego moze by¢ konstrukcja metryk Feffermana-Grahama ). Prowadza one do interesujacych kon-
sekwencji dla zwiazanych z nimi grup holonomii i réwnaii na wyréznione pola spinorowe. Fun-
damentalnym przyktadem jest tu korespondencja odkryta przez Béra pomiedzy rozmaitosciami
riemannowskimi ze spinorami Killinga a réwnoleglymi spinorami na stozkach nad tymi rozma-
ito$ciami. Aby uogélni¢ te korespondencje na przestrzenie o dowolnej sygnaturze udowodniliSmy
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w [L3] analog klasycznego rezultatu Gallota o nieredukowalnosci stozkow. Blisko zwigzany z kon-
strukcjg metryk stozkéw nad rozmaito$ciami riemannowskimi, jest potok Hitchina, ktory umozliwia
konstrukcje siedmiowymiarowych rozmaitosci z holonomig grupy G z rozmaitosci szesciowymiaro-
wych wyposazonych w tzw. potplasks strukture SU(3). W pracy [L4] uogélniliémy wynik Hitchina
na przypadek niezwarty, dla metryk o sygnaturze (2,4) i (3,3), co umozliwito konstrukcje pewnych
rozmaitosci z holonomis G startujac z szesciowymiarowych jednorodnych rozmaitoéci z pétptasks
struktura SU(3).

Wyniki na temat (konforemnych) tensoréw Killinga i na temat geometrii parabo-
licznych innych niz konforemne, [L2], [L11] oraz [L12]. Praca [L2] stanowi rozszerzenie
wynikéw Eastwooda o Laplasjanie. Pokazuje jak symetrie kwadratu operatora Laplace’a A? w
plaskiej przestrzeni sa w jednoznacznej odpowiedniosci z parami konforemnych tensoréw Killinga
i ich uogolnien. Jest to podstaws opisu algebry symetrii operatora A% W [L12], wykorzystujac
rzutowy rachunek traktorowy, przedstawione zostalo pelne niezmiennicze przediuzenie réwnania
okreslajacego tensor Killinga na zakrzywionych rozmaitosciach rzutowych. Wyniki zawarte w [L11]
dotycza zwigzku miedzy geometriami G dystrybucji typu (2, 3,5) i dystrybucjami kontaktowymi
na przestrzeniach o wymiarze 5 a kontaktowa geometrig Liego w wymiarze 7, oraz redukcjami
holonomii zwigzanych z tym zwiazkiem.

5.2 Proszone artykuly, oraz artykuly przegladowe

1. Baum, H., Leistner, T.: Lorentzian Geometry — Holonomy, Spinors, and Cauchy Problems.
In Geometric Flows and the Geometry of Space-Time, editors V. Cortés, K. Kroncke and
J. Louis, Volume 2 in Series “Lectures, Schools, and Workshops in Mathematical Science”,
Springer, to appear 2018.

2. Leistner, T.: Cauchy problems for Lorentzian special holonomy and generalised imaginary
Killing spinors, Oberwolfach Reports, No. 36/2017, “Analysis, Geometry and Topology of
Positive Scalar Curvature Metrics”: 56-59, 2017.

3. Galaev, A., Leistner, T.: Recent developments in pseudo-Riemannian holonomy theory. Hi and-
book of Pseudo Riemannian Geometry, Institut de Recherche Mathématique Avancée Lectures
in Mathematics and Theoretical Physics, Vol. 16: 581-629, 2010.

4. Galaev, A., Leistner, T.: Holonomy groups of Lorentzian manifolds: classification, examples,
and applications. Recent Developments in Pseudo-Riemannian Geometry, ESI Lectures on
Mathematics and Physics: 53-96, 2008.

5.3 Proszone wyktady i odczyty

1. Conference “Conformal and Symplectic Geometry”, University of Auckland, Feb 5-9, 2018
2. Invited at Seminar at IEMath-GR, Universidad de Granada, Dec 5, 2017

3. Mini-course at the Simons Semester at the Banach Center “Symmetry and Geometric Struc-
tures”, Polska Akademia Nauk, Warszawa, Aug 28-Sep 8, 2017

4. Workshop “Analysis, Geometry and Topology of Positive Scalar Curvature Metrics” at the
Mathematical Research Institute Oberwolfach, July 6-12, 2017

5. Two invited lectures at the Workshop and Summer School “Geometric Flows and the Geo-
metry of Space-time”, Universitat Hamburg, Sep 19-23, 2016

6. 7th Pacific Rim Conference on Mathematics, Seoul National University, June 27-July 1, 2016.
7. Seminar, Jeju National University, June 27, 2016
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11.
12.

13.
14.

15.
16.
17.
18.

19.
20.

21.

22.

23.

24.

25.
26.

27.
28.
29.

30.
31.

32.

33.

34.

“Workshop on Analysis, Geometry and Mathematical Relativity: a celebration of Robert
Bartnik’s 60th birthday”, Monash University, Feb 22-26, 2016

“Workshop on Analysis and Geometry in non-Riemannian spaces”, University of New South
Wales, Nov 2-4, 2015

Seminar, Universitdt Hamburg, Oct 19, 2015.
Geometry & Topology Seminar, University of Sydney, Sep 16, 2015

Differential Geometry Seminar, Mathematical Sciences Institute, Australian National Uni-
versity, March 12, 2015.

Friedrich-Schiller Universitit Jena, Feb 7, 2015.

AMSI workshop “Differential Geometry, Complex Analysis, and Lie Theory”, LaTrobe Uni-
versity Melbourne, Dec 5-72014.

Humboldt-Universitat Berlin, November 29, 2014.
Universitat Stuttgart, October 24, 2014.
Humboldt-Universitat Berlin, April 11, 2014.

Banach Center Conference “Geometry of Projective Structures and Differential Equations”,
Polska Akademia Nauk, Warszawa, March 27, 2014.

Mathematisches Seminar, Universitdt Kiel, November 22, 2013

Seminar Geometric Analysis und Spectral Theory, Humboldt-Universitét Berlin, Feb 13,
2013.

Workshop “The Interaction of Geometry and Representation Theory. Exploring new fron-
tiers”, Erwin Schrodinger International Institute for Mathematical Physics, Wien, Sep 3-14,
2012.

Mathematics Colloquium, University of Queensland, May 28, 2012.

Utah State University, May 8 und 9, 2012, two invited lectures.

Workshop “The Geometry of Differential Equations”, ANU, September 19-23, 2011.
Institute for Theoretical Physics, Uniwersytet Warszawski, July 6, 2011.

Workshop “Modern Aspects in Differential Geometry”, Leibniz-Universitdt Hannover, June
23, 2011.

Seminar on Gauge Theory, Universitdt Bielefeld, April 1, 2011.
Technische Universitat Miinchen, December 9, 2010.

Workshop on Riemannian and Differential Geometry, La Trobe Unversity Melbourne, No-
vember 30 — December 2, 2010.

School of Mathematical Sciences Colloquium, May 2010, University of Adelaide.

Workshop on General Relativity and Geometric Analysis, Monash University, January 22-28,
2010.

Workshop on New Currents in Geometry in Australia, Institute for Geometry and its Appli-
cations, University of Adelaide, November 1618, 2009.

Lorentzian Geometry: Analysis and Geometry of pseudo-Riemannian Manifolds, Alfried Krupp
Kolleg Greifswald, July 20-22, 2009.

Geometry/Topology Seminar, Stony Brook University Mathematics Department, May 5, 2009
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35. Universitat Regensburg, March 5, 2009.

36. Technische Universitdt Dortmund, December 18, 2008

37. Westfilischen Wilhelms-Universitdt Minster, December 15, 2008

38. Leibniz-Universitat Hannover, December 11, 2008

39. University of Adelaide, September 23, 2008.

40. Pure Mathematics Colloquium, Universitdt Hamburg, February 5, 2008

41. Differential geometry seminar, Universitét Potsdam, July 19, 2007.

42. Seminario de Xeometria e Topoloxia, Universidad de Santiago de Compostela, July 18, 2007.

43. TVth International Meeting on Lorentzian Geometry, Santiago de Compostela, February 5-8,
2007, plenary lecture.

44. Programme Geometry of pseudo-Riemannian manifolds with application in Physics, Erwin
Schrodinger Institute, Wien, October 2005.

5.4 Granty i projekty
5.4.1 Uczestnictwo jako kierownik
e Holonomy groups and special structures in pseudo-Riemannian geometry (2012-2016)
Australian Research Council (ARC) Future Fellowship FT110100429,
fellow salary & infrastructure: AUD 536,178
e Holonomy groups in Lorentzian geometry (2012-2015)
ARC Discovery Project DP120104582 (sole Chief Investigator)
postdoc salary & infrastructure: AUD 303,464 (EUR 211,919)

e Spinor field equations in global Lorentzian geometry (2011-2012)

Group of Eight-DAAD Australia—Germany Joint Research Co-operation Scheme, with H.
Baum (HU-Berlin), AUD 20,000 + EUR 12,000.

o Geometry of Lorentzian and conformal manifolds with special holonomy (2005-2007)

Project in the Priority Program 1154 Global Differential Geometry of the German Research
Foundation (DFQG), with H. Baum (HU Berlin) and F. Leitner (Stuttgart).
5.4.2 Projekty finansowane przez jednostke macierzysta

e Start-up Research Grant of the Faculty of Engineering, Computer and Mathematical Sciences,
University of Adelaide, AUD 10,000, 2009-2011.

e Overseas Conference Leave Scheme of the Faculty of Engineering, Computer and Mathema-
tical Sciences, University of Adelaide, AUD 2,000, November 2005.
5.4.3 TUczestnictwo w grantach jako czlonek zespolu

e Project A6 “Mathematical Aspects of String Compactifications” of the Collaborative Research
Center (SFB) 676 “Particles, Strings and the Early Universe — the Structure of Matter and
Space-Time” of the DFG, September 2007- July 2009

| e Research Associate in the SFB 647 “Space-Time-Matter. Geometric and Analytic Structures”,
| Humboldt-Universitit Berlin, November — December 2006.
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e Research associate in the Discovery Project DP0345550 “Classification and Invariants in Com-
plex Differential Geometry” of the ARC (Chief investigators N. Buchdahl und M. Eastwood),
November 2003 to November 2006

5.5 Wymiana naukowa

5.5.1 Proszone wizyty naukowe

12/2017
08-09/2017

07/2017
01/2017
06/2016
2015
2014

2013
2012
2011

2010
2009

Invited researcher at the Universidad de Granada, Spain

Senior Simons Professor during the Simons Semester at the Banach Center “Sym-
metry and Geometric Structures”, Polska Akademia Nauk, Warszawa, mini-course
(10 lectures) on Non-Riemannian holonomy

Oberwolfach Research Institute for Mathematics

University of Auckland

Jeju National University, Universitdt Hamburg

Humboldt-Universitit Berlin, Universitit Hamburg, Polska Akademia Nauk
Universitdt Hamburg, Humboldt-Universitét Berlin,

Instytut Matematyczny Polska Akademia Nauk

Centrum Fizyki Teoretycznej Polska Akademia Nauk,

Eduard Cech Center for Algebra and Geometry, Masarykova Univerzita Brno
Erwin Schrédinger International Institute for Mathematical Physics,

Utah State University

University Greifswald and Humboldt-Universitat Berlin

Erwin Schrédinger International Institute for Mathematical Physics
Uniwersytet Warszawski

Uniwersytet Warszawski and Humboldt-Universitét Berlin

Stony Brook University

5.5.2 Organizacja konferencji i warsztatoéw, wraz z takimi, kiedy to ja zabezpieczalem
fundusze

February 2019 Australian-German Workshop on Differential Geometry in the Large that at

the MATRIX International Research Institute.

December 2018  Conference Director of the 62nd Annual Meeting of the Australian Mathema-

April 2015

March 2014

tical Society, to be held at the University of Adelaide; world leading experts as
plenary speakers, about 15 sessions and about 400 participants

IGA/AMSI Workshop Symmetries and Spinors: Interactions between Geometry
and Physics.

Main Speakers: Prof. José Figueroa O’Farrill (Edinburgh) and Prof. Maxim
Zabzine (Uppsala)

Funding from the Australian Mathematical Science Institute (AMSI) and the
Institute for geometry and it Applications (IGA)

Workshop on Lorentzian and Conformal Geometry, Alfried-Krupp-Kolleg Gre-
ifswald, 22 invited speakers, 93 participants

Funding from the German Research Foundation, the Alfried Krupp-Kolleg Gre-
ifswald and the Universitat Stuttgart
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October 2013 Mini Workshop Aspects of Finsler Geometry, Institute for Geometry and Its
Applications, University of Adelaide Main speaker Prof. Robert Bryant (Duke
University)
Funding from the IGA

5.6 Dzialalno$é edytorska i recenzencka
5.6.1 Czlonkowstwo w komitetach redakcyjnych
Jestem cztonkiem komitetéw redakcyjnych nastepujacych czsopism:

e Advances in Geometry, published by De Gruyter, SCImago Journal Rank 0.489
e Communications of the Korean Mathematical Society, SCImago Journal Rank 0.210

5.6.2 Ja jako recenzent

Recenzent w instytucjach przyznajacych fundusze:
e Austrian Science Fund (since 2010)

e Australian Research Council: Discovery Project, Discovery Early Career Researcher Award
and Future Fellowship Schemes (since 2012)

e National Research Foundation South Africa (since 2014)

e Czech Science Foundation (since 2018)

Recenzent w czasopismach: Od roku 2006 jestem regularnym recenzentem w wiodacych cza-
sopismach matematycznych i czasopismach z dziedziny fizyki teoretycznej; miedzy innymi w takich
jak:

Abhandlungen des Mathematischen Seminars der Universitét Hamburg, Advances in Mathematics,
Bulletin and Journal of the Australian Mathematical Society, Central European Journal of Mathe-
matics, Classical and Quantum Gravity, Communications in Analysis and Geometry, Differential
Geometry and Its Applications, Dissertationes Mathematicae, Forum of Mathematics (Sigma),
International Journal of Mathematics, International Mathematics Research Notices, Journal of
Differential Geometry, Journal of Geometric Analysis, Journal of Geometry and Physics, Journal
of Mathematical Analysis and Applications, Journal of Physics A, Journal and Proceedings of
the London Mathematical Society, Mathematische Annalen, Mathematische Nachrichten, Pacific
Journal of Mathematics, Rocky Mountain Journal of Mathematics, SIGMA, Transactions of the
American Mathematical Society, Transformation Groups
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