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1 Wskazane osiggniecia habilitacyjne
Wskazanym osiagnieciem jest cykl 6 prac zatytulowany:

Wybrane zagadnienia geometrycznej teorii funkcji i przeksztalcen dla réwnan
rézniczkowych czagstkowych typu eliptycznego ze zmiennym wykladnikiem

1.1 Lista prac zawierajacych wskazane osiggniecia

[AH1 | T. Adamowicz, P. Hist6, MAPPINGS OF FINITE DISTORTION AND PDE WITH NONSTAN-
DARD GROWTH, International Mathematics Research Notices IMRN, 10 (2010), 1940-1965.

[AH2 | T. Adamowicz, P. Hast6, HARNACK’S INEQUALITY AND THE STRONG p(x)-LAPLACIAN,
Journal of Differential Equations, Vol. 250, Issue 3, (2011), 1631-1649.

[AL | T. Adamowicz, N. L. P. Lundstr6m, THE BOUNDARY HARNACK INEQUALITY FOR VA-
RIABLE EXPONENT p—LAPLACIAN, CARLESON ESTIMATES, BARRIER FUNCTIONS AND p(-)—
HARMONIC MEASURES, Annali di Matematica Pura ed Applicata, przyjete do druku w
styczniu 2015 roku, 36 stron, doi: 10.1007/s10231-015-0481-3.

[A ] T. Adamowicz, PHRAGMEN-LINDELOF THEOREMS FOR EQUATIONS WITH NONSTANDARD
GROWTH, Nonlinear Analysis. Theory, Methods € Applications, 97 (2014), 169—184.

[AG ]| T. Adamowicz, P. Gérka, THE LIOUVILLE THEOREMS FOR ELLIPTIC EQUATIONS WITH
NONSTANDARD GROWTH, Communications on Pure and Applied Analysis, 14 (2015), no.
6, 2377—2392.

[AT | T. Adamowicz, O. Toivanen, HOLDER CONTINUITY OF QUASIMINIMIZERS WITH NON-
STANDARD GROWTH, Nonlinear Analysis. Theory, Methods €& Applications, 125 (2015),
433—456.

W przypadku prac wspélautorskich [AH1], [AH2] i [AL] mdj udzial oceniam na 50%, za$
dla prac [AG] oraz [AT] méj wklad byl nieco wiekszy, 60%. Odpowiednie o$wiadczenia zostaly
dotaczone do wniosku.

1.2 Inne wyniki naukowe uzyskane po doktoracie

Publikacje napisane po doktoracie niewchodzace w sklad osiggniecia habilitacyjnego (w chrono-
logii rosnacej dat ukazania si¢ artykulu):

(1) ON A VARIANT OF THE MAXIMUM PRINCIPLE INVOLVING RADIAL p-LAPLACIAN WITH AP-
PLICATIONS TO NONLINEAR EIGENVALUE PROBLEMS AND NONEXISTENCE RESULTS, WSp(’)l—
autor A. Kalamajska, Topological Methods in Nonlinear Analysis, 34(1), (2009), 1-20.

(2) MAXIMUM PRINCIPLES AND NONEXISTENCE FOR RADIAL SOLUTIONS TO EQUATION IN-
VOLVING p-LAPLACIAN, wspotautor A. Kalamajska, Mathematical Methods in the Applied
Sciences, 33(13) (2010), 1618-1627.

(3) NON-CONFORMAL LOEWNER TYPE ESTIMATES FOR MODULUS OF CURVE FAMILIES, wspél-

autor N. Shanmugalingam, Annales Academi@Scientiarum Fennice, Mathematica, 35 (2010),
609-626.



(4) REMARKS ON TIME MAP FOR QUASILINEAR EQUATIONS, wspotautor z P. Korman, Journal
of Mathematical Analysis and Applications, 376(2) (2011), 686-695.

(5) PRIME ENDS ON METRIC SPACES, wspélautorzy A. Bjorn, J. Bjorn, N. Shanmugalingam,
Advances in Mathematics, 238 (2013), 459-505.

(6) REGULARITY OF p(-)-SUPERHARMONIC FUNCTIONS, THE KELLOGG PROPERTY AND SE-
MIREGULAR BOUNDARY POINTS, wspdlautorzy A. Bjorn, J. Bjorn, Annales de I’Institut
Henri Poincaré. Analyse Non Linéaire, 6 (2014), 1131—1153.

(7) MAXIMAL OPERATOR IN VARIABLE EXPONENT LEBESGUE SPACES ON UNBOUNDED QU-
ASIMETRIC MEASURE SPACES, wspotautorzy P. Harjulehto, P. Hasto, Mathematica Scan-
dinavica, 116(1) (2015), 5—22.

(8) THE GEOMETRY OF PLANAR p-HARMONIC MAPPINGS: CONVEXITY, LEVEL CURVES AND
ISOPERIMETRIC INEQUALITY, Annali della Scuola Normale Superiore di Pisa. Cl. Sci. (5),
XIV(1) (2015), 263—292.

(9) THREE-SPHERES THEOREM FOR p-HARMONIC MAPPINGS, Calculus of Variations and Par-
tial Differential Equations, 53(3-4) (2015), 1015—1032.

(10) THREE-SPHERES THEOREMS FOR SUBELLIPTIC QUASILINEAR EQUATIONS IN CARNOT GRO-
UPS OF HEISENBERG-TYPE, wspotautor B. Warhurst, praca przyjeta do druku w Proce-
edings of the American Mathematical Society.

(11) HARMONIC FUNCTIONS ON METRIC MEASURE SPACES, wspétautorzy M. Gaczkowski, P.
Gorka, praca w recenzji od grudnia 2015 roku.

(12) PRIME ENDS IN THE HEISENBERG GROUP Hj; AND THE BOUNDARY BEHAVIOR OF QU-
ASICONFORMAL MAPPINGS, wspoétautor B. Warhurst, praca w recenzji od grudnia 2015
roku.
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1.3 Omoéwienie zagadnienia

Jednym z najwazniejszych réwnan rézniczkowych matematyki jest rownanie Laplace’a a rozwia-
zujace go funkcje harmoniczne odgrywaja istotna role w wielu obszarach matematyki. Znaczenie
tego réwnania bierze sie zaréwno ze zwiazkow z zastosowaniami jak réwniez z faktu, ze réw-
nanie Laplace’a jest bazowym przyktadem réwnania rézniczkowego czastkowego typu eliptycz-
nego, a wlasnoéci jego rozwigzan stuzyly i stuza do budowania dalszych uogélnien i odkrywania
wlasnoéci nieliniowych odpowiednikéw laplasjanu, np.: réwnan i funkcji p-harmonicznych, A-
harmonicznych i ogblnych réwnan typu (A, B)-harmonicznego, odpowiednio:

div(|VuP™?Vu) =0 dlal < p < oo, (harmoniczne dla p = 2) (1)
divA(z,u, Vu) =0, (2)
divA(z,u, Vu) = B(z,u, Vu). (3)

W ostatnich dwéch przykladach réwnan najczesciej zaktada sie monotonicznos$é i odpowied-
nig jednorodnoéé¢ operatora A oraz okresla charakter i szybkosé wzrostu operatoréw A i B. Réw-
nania tego typu wystepuja nie tylko w wielu obszarach nieliniowej analizy ale réwniez w zasto-
sowaniach, m.in.: w glacjologii [27], fizyce kwantowej [39], kosmologii [107], nieliniowej teorii ela-
stycznosci [34], zagadnieniach zwiazanych z gérnictwem [29], przeplywach typu Hele-Shaw [133].
Kolejne zwiazki z zastosowaniami przedstawione beda w dalszej czeSci prezentacji. Te i inne
wyniki dla rownan wyrastajacych z p-laplasjanu pozwalaja nazwaé ten operator rézniczkowy
,2maskotka nieliniowej analizy” (Drabek [63]). Réwnania przedstawione powyzej odgrywaja réw-
niez wazna role w nieliniowej teorii potencjatu zaréwno w ujeciu euklidesowym [93] jak réwniez
w analizie na przestrzeniach metrycznych [42] (réwniez rozdzial 2.0.8 autoreferatu). Co wigcej,
réwnania (1)—(3) maja naturalne odpowiedniki w teorii przeksztalcen w obszarach euklideso-
wych jak réwniez miedzy rozmaito$ciami rézniczkowymi, np. [98, 101] i [85, 164] (rozdzial 2.0.7
ponizej). Réwnania typu (1)-(3), szczegdlnie (1), odgrywaja wazna role w rachunku wariacyjnym
jako prowadzace do przyktadéw funkcjonaléow energii i zwigzanych z nimi wlasnosciami mini-
moéw i kwaziminiméw (rozdzial 1.4.4), np.: réwnanie (1) jest rownaniem Eulera-Lagrange’a dla
funkcjonatu energii

Eq(u) = / VulP dz, dlau e W, P(Q), Q obszar w R™.
Q
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Przejde teraz do opisu réwnan rézniczkowych ze zmiennym wyktadnikiem oraz podstawowych
zagadnien geometrycznej teorii funkcji i przeksztatcen.

Roéwnania rézniczkowe czastkowe typu eliptycznego ze zmiennym wykladnikiem
(o niestandardowym wzrosScie) i przestrzenie Musielaka—Orlicza

Przestrzenie funkcyjne ze zmiennym wykladnikiem po raz pierwszy pojawily sie w pracy
Orlicza [154] (definicja (15) na stronie 207) a nastepnie w pracach Nakano [148, 149] oraz w
monografii Musielaka [147] réwniez np. w pracy Hudzik—Kaminska [97], Kovacik—Réakosnik [114]
i Fan-Zhao [69]. Wyniki osiagniete w ostatnich latach opisane zostaly w monografiach Diening—
Harjulehto-Hést6-Ruzicka [62] oraz Cruz-Uribe-Fiorenza [54].

Niech €2 bedzie otwartym, spojnym podzbiorem R™. W kontekscie autoreferatu, mierzalna
funkcje p: Q — [1, 0] bedziemy nazywaé zmiennym wykladnikiem. Oznaczmy,

phi=esssupp(z), py:=essinfp(z), pTi=pf oraz p :=p,
TEA €A

dla dowolnego A C €. Dla funkcji mierzalnej u : © — R zdefiniujmy nastepujaca funkcje
(semi)modularng:

01 (1) = /Q ()P da.
Z definicji przyjmujemy, ze t>° = 00X (1) (t), [62, rozdzial 2].

Definicja 1.1. Przestrzen Lebesgue’a ze zmiennym wykladnikiem(variable exponent Lebesque
space) LP0)(Q) sklada sie z funkcji mierzalnych u: Q — R takich, ze:

010y () (U/A) < 00
dla pewnego A > 0.

Norme w LP()(Q) definiujemy funkcjonatem Luxemburga

||U‘HLP(')(Q) ;= inf {)\ >0: QLP(')(Q)(%) < 1}

Dla takiej normy, LP()() jest przestrzenia Banacha. Przestrzenie tego typu sa szczegdlnym
przypadkiem przestrzeni Musielaka-Orlicza, np. [114]. Dla p = const otrzymujemy klasyczne
przestrzenie Lebesgue LP(£2).

Analogicznie definiujemy:

Definicja 1.2. Przestrzen Sobolewa ze zmiennym wykladnikiem WhPC)(Q) (variable exponent
Sobolev space) sktada sie z mierzalnych funkcji u € Lp(')(Q), ktorych dystrybucyjny gradient
Vu € LPO(Q).

WLr)(Q) jest przestrzenig Banacha z norma
[ull oo ) + IVull oo (@)-
Wiasnoéci przestrzeni LP() i WP() sg istotnie rézne od ich odpowiednikéw LP i WP dla

stalego p. Opiszemy teraz pokrétce te z wlasnosci, ktére maja najwiekszy wplyw na analize
réwnan ze zmiennym wykladnikiem.



(1) Brak funkcyjnej zaleznosci miedzy norma a funkcja modularna (podobnie jak w przestrze-
niach Orlicza). Zachodzi nastepujaca nieréwnosé:

1

1 1
min {QLp(~)(Q) (u)» » OLp()(Q) (u)?* } < HUHLP(‘)(Q) < max {QLPO(Q) (u)» » 0rp()(Q) (u)r* }

(2) W przeciwienistwie do stalego p, funkcje gladkie nie musza byé geste w przestrzeni W20 (Q)
(kontrprzyklad dla p kawalkami statego: Zhikov [176], dla jednostajnie ciaglego p: Hés-
t6 [90]). Optymalna regularno$é zmiennego wykladnika dajaca gesto$¢ nie jest znana.
Znamy przyktady warunkow dostatecznych skutkujacych taka wtasnoscia, np.: twierdzenie
9.2.2 w [62]. Warunkiem najbardziej rozpowszechnionym w literaturze przedmiotu jest tzw.
log-hélderowska cigglosé: zakladamy, ze dla ograniczonego z géry wykladnika (p* < oo)

zachodzi warunek: .
1

< Togle + 1/l =) )

dla wszystkich x,y € € i pewnej statej ¢; > 0. Dodatkowo, dla nieograniczonych obszaréw
zakltadamy odpowiednie zanikanie p:

Ip(z) — p(y)|

C2

= Togfe + 12D o

[p(x) = Pool

dla wszystkich x € Q. Stata log-hélderowskiej cigglosci definiujemy jako o4 := max{cy, ca}.
Warunki (5) i (6) odgrywaja réwniez kluczowa role np.: w dowodzie ograniczonosci ope-
ratora maksymalnego Hardy’ego-Littlewooda Mf : LPO)(R?) — LPOI(R?) dla p~ > 1,
twierdzenie 4.3.8 w [62] (twierdzenie 1.7 w [8] dla przestrzeni kwazimetrycznej z miara,
rozdzial 2.0.5 ponizej).

(3) Kluczowe nieréwnosci, typu Poincaré, Sobolewa, sa niejednorodnymi nier6wnosciami dla
funkcji modularnych, np.: niech Q@ C R"™ bedzie ograniczonym obszarem, p bedzie log-
holderowsko ciaglym, ograniczonym wyktadnikiem oraz niech funkcja u € VVO1 P (')(Q) be-
dzie taka, ze ||Vu| 1po) () < 1. Wéwezas dla dowolnego z € €2 zachodzi nieréwnosc:

Il p(z) @)
. dxgc/ Vupx—kc/ e+ |z))™™, 7
/Q <dla‘mQ> Q| ‘ B(z,diamﬂ)( | D ( )

gdzie m > 0, stala c zalezy od n, m i p™, oy (propozycja 8.2.8 w [62]).

Podobne nieréwnosci zachodzg rowniez w tzw. obszarach Johna. Zauwazmy, ze normowe
nierownosci Poincaré i Sobolewa maja taka sama, jednorodna, postaé jak dla statego p.
Niemniej, dla wielu oszacowan wystepujacych w teorii rownan ze zmiennym wyktadnikiem
potrzebne sg nieréwnoéci dla funkcji modularnych, np.: w oszacowaniach typu Caccioppoli,
nieréwnosciach Harnacka, oszacowaniach pojemnosci (definicja 2.1 w [7], rozdzial 10 w [62])

Réwnania rézniczkowe czastkowe o rozwiazaniach w przestrzeniach typu Orlicza (réwniez
Musielaka-Orlicza) oraz zagadnienia wariacyjne o (kwazi)minimach w przestrzeniach tego typu
badane sg od wielu lat, np.: w kontekscie przeksztalcen o skonczonej dystorsji, Iwaniec—-Martin [99],
przeksztalcen oraz geometrii rozmaitosci, Hajlasz—Iwaniec-Maly—Onninen [84], regularnosci mi-
niméw funkcjonaléw energii, Gianetti-Passarelli di Napoli [76]. Wzrost zainteresowania catkami
wariacyjnymi oraz réwnaniami ze zmiennym wykladnikiem datuje sie od prac Zhikov [175],



Zhikov—Kozlov—Oleinik [179], Alkhutov [24] i Marcelliniego [139, 140, 141]. W ostatnich z wy-
mienionych prac, badano zagadnienia minimalizacji funkcjonaléw energii o niestandardowym
wzroscie typu (p, q), tj. dla catek typu:

Eo(u) = [ Fa.|Vu(@)) da.
Q
gdzie F' spelnia nastepujace warunek wzrostu, dla ustalonych statych ¢, L i wyktadnikéw p i ¢:
clzlP < F(z,2z) < L(1+ |z]9) dlal<p<yq.

Dla p = q otrzymujemy calki wariacyjne o standardowym wzroécie. W szczegdlnym przypadku,
gdy zmienny wykladnik p jest funkcja ograniczona p, < p(x) < pg dla z € Q, powyzsze
zagadnienie obejmuje rowniez przypadek calki o wzroscie typu p(z), tj.

1

F(z,2) = —|2[P@
T p(a)

oraz zwiazane z F' operatory p(-)-Laplace’a (wystepujace w literaturze rowniez jako p(x)-harmo-
niczne lub laplasjany ze zmiennym wykladnikiem):

A

p()U = div(|Vu|P®~2Vu) = 0, (8)

div(p(z)|Vu[P®)2Vu) = 0. (9)

Okazuje si¢, ze pomimo pozornego, symbolicznego podobienstwa do zagadnien o standar-
dowym wzroécie i rownan typu p-harmonicznego, réwnania ze zmiennym wykladnikiem wyka-
zuja cechy nie obserwowane dla rownan odpowiadajacych statlemu p. Na przyktad, rozwigzanie
zagadnienia p(-)-Dirichleta dla réwnan ze zmiennym wykladnikiem nie musi istnie¢ nawet w
najprostszym, jednowymiarowym przypadku, nawet dla gladkiego wykladnika (przyktad 3.6 w
[87]). Co wigcej, rozwiazanie nie musi byé¢ funkcja liniowa (przyklad 3.2 w [87]) jak to jest w
przypadku p = const i zagadnien na odcinku w R. Dopiero potaczenie zalozen na ograniczonosé
wyktadnika i jego regularno$¢ pozwala udowodnié¢ istnienie ograniczonych rozwigzan, np.: twier-
dzenia 3.8 1 4.1 w [87]. Inna, istotna réznica miedzy (8) i (9) a réwnaniem p-harmonicznym jest
brak skalowalnoéci rozwiazan tych réwnan.

Czasem przetomu dla zagadnien ze zmiennym wykladnikiem okazala sie pierwsza dekada
XXI stulecia, kiedy ukazaly sie artykuly ukazujace zwiazki takich réwnan i catek wariacyjnych z
zastosowaniami oraz ukazujace znaczenie zmiennego wyktadnika w modelowaniu zjawisk fizycz-
nych o charakterze anizotropowym (niejednorodnym). Przedstawie kilka takich przykladow.

(1) Acerbi i Mingione [1, 2] badali regularno$é¢ rozwiazan réwnan opisujacych stacjonarne
plyny elektroreologiczne, tj. ptyny, ktérych wlasnosci zmieniajg sie pod wplywem zewnetrznego
pola elektromagnetycznego opisanego zmiennym wykladnikiem p(-), na przyktad:

p(x)—2

—div <(1 + |Dgul?) "2 Dgu) + V7 = f(x,u, Vu),

gdzie u : Q — R3 dla © C R3 jest polem wektorowym predkoéci przepltywu, Dsu oznacza
symetryczny gradient u, zas m ciSnienie. Powyzszy uklad réwnan wynika z modelu Rajagopal—-
Ruzicka a dalsza jego dyskusja znajduje sie w rozdziale 1 w [1], réwniez w pracach Diening—
Ruzicka [63] oraz monografii Ruzicki [162].

(2) Chen, Levin i Rao [51] zaproponowali model przetwarzania obrazéw oparty na zmiennym
wyktadniku (wladciwie: odtwarzania obrazow, tj. usuwania zanieczyszczen powstalych, na przy-
klad, w wyniku niedoktadnosci kamery lub jej uszkodzenia). Przedstawiajac ich pomyst pomine



szczegbly techniczne algorytmu, skupiajac sie na jego idei. Niech v : © — R dla © C R? od-
powiada obrazowi w ten sposéb, ze wartosci u(x) odpowiadaja kolorom lub odcieniom szarosci
obrazu w punkcie x € ). Woéwczas Vu odpowiada zmianie wartosci koloru. Niech I oznacza
zanieczyszczony obraz a A > 0 pewng stata. Minimalizwanie nastepujacego funkcjonatu energii
odpowiada usuwaniu zanieczyszczen obrazu:

o= [ L our@ A w2
Batw) = | = 19up@ + 3 [ =17

gdzie u € BV(Q) N L?(2), a zmienny wykladnik 1 < p(z) < 2. Réwnaniem Eulera-Lagrange
powyzszej catki wariacyjnej jest

div(|VuP®=2Vy) — A(u—1) = 0.

Idea, aby bada¢ tego typu zagadnienie narodzita sie z checi stworzenia algorytmu taczacego naj-
lepsze cechy dwéch najbardziej rozpowszechnionych algorytméw z jednoczesnym ograniczeniem
ich stabych stron, tj.: algorytmu TV (inna uzywana nazwa: ROF (Rudin—Osher—Fatemi)) dla
p = 1 oraz algorytmu Arsenin’a-Tichonov’a (Chambolle’a-Lions’a) dla p = 2. Artykul [51] za-
wiera réwniez wyniki numeryczne przemawiajace na korzysé nowego algorytmu (patrz réwniez
Li-Li-Pi [123)).

(8) Zhikov [177, 178] badal model termistora oparty na zmiennym wyktadniku (zagadnie-
nie (1.15) w [178]). W takim modelu, w réwnaniu (8), p(z) opisuje temperature w punkcie
termistora, za$ u jest potencjalem pola elektrycznego (patrz réwniez [129]).

Okres ostatnich pietnastu lat jest czasem dynamicznego rozwoju teorii rownan i calek waria-
cyjnych ze zmiennym wykladnikiem. Zagadnienia poruszane w licznych pracach (tylko w ciagu
ostatnich pieciu lat ukazalo sie ich ponad 600 wg. MathSciNet) obejmuja m.in. (nie)istnienie
rozwiazan dla réwnan niejednorodnych typu (2) z A = Apyu typu eliptycznego, np.: Pucci-
Zhang [160], zagadnienia warto$ci wlasnych, np.: Lang-Méndez [116], teorie regularnosci, np.:
Bies-Gorka [41], réwnania paraboliczne (np. w kontekscie przetwarzania obrazu), regularnosé
miniméw catek wariacyjnych zaréwno o wartosciach skalarnych jak i wektorowych, np.: Tachi-
kawa [166].

Opiszemy teraz gléwne zagadnienia geometryczne, ktére beda przedmiotem naszego zainte-
resowania.

Geometria réwnan rézniczkowych czgstkowych typu eliptycznego

Geometryczna teoria funkeji i przeksztalcen (w skrécie: GTFiP) wyrasta z nastepujacych
zagadnien:

(1) znalezé odpowiednik przeksztalcen konforemnych i funkcji holomorficznych dla obszaréw
w przestrzeniach R™, dla n > 3 i bardziej ogdlnych przestrzeni, oraz

(2) na ile wlasnosci funkcji harmonicznych zachowane sa dla rozwiazan réwnan i ukladéw
réwnan eliptycznych i (kwazi)miniméw funkcjonaléw energii?

Oba pytania sa przedmiotem badan od ponad stu lat i znajduja swoje odpowiedzi zaréwno
dla zagadnien w obszarach euklidesowych, na rozmaitosciach jak i w przestrzeniach metrycznych
z miara. Rozleglo$¢ zakresu badan GTFiP sprawia, ze w ponizszym opisie ogranicze si¢ jedynie
do tych zagadnien, ktére bezposrednio wiaza sie z tematyka autoreferatu.

Przeksztalcenia konforemne dla obszaréw w R™, dla n > 2 opisane sg ukladem réwnan Beltra-
miego, ktory sklada sie z %(n —1)(n+2) réwnan przy n niewiadomych funkcjach wspélrzednych



przeksztalcenia konforemnego. Jest to wiec uktad nadokreslony a twierdzenie Liouville’ z 1850
roku pokazuje, ze rozwiazania klasy C® takiego ukladu zachowujace oientacje sa, z dokladno-
Scia do podobienstw, przeksztalceniami Mobiusa (podobne twierdzenia zachodza przy stabszych
zalozeniach na regularno$é¢ przeksztalcenia, np.: W™, sa to wyniki Reshetnyaka, Gehringa,
Iwanca—Martina, patrz rozdzial 1.3 w [99] oraz Liu [128]). Zatem wyzZejwymiarowe przestrzenie
R™ sa ubogie w tak okreslone przeksztalcenia konforemne. Podobnie teoria funkcji i przeksztatcen
holomorficznych w wyzszych wymiarach jest ograniczona do przestrzeni R” o parzystych wymia-
rach. Okazuje sie, ze waznym analogiem funkcji holomorficznych i przeksztatcenn konforemnych
(w dowolnym wymiarze n), sa przeksztalcenia kwaziregularne i kwazikonforemne.

Definicja 1.3. Niech Q C R™ a f : Q@ — R" bedzie przeksztalceniem z przestrzeni Sobolewa
Whn(Q,R") takim, ze jakobian f spetnia warunek J(f,z) > 0 w . Wéwczas powiemy, ze f
jest przeksztalceniem kwaziregularnym o ile istnieje stala (dystorsja) K > 1 taka, ze zachodzi
nieréwnos¢ dystorsyjna:

|IDf(z)|" < KJ(f,z) p.w.wQ. (10)
Jedli f jest dodatkowo homeomorfizmem, to f nazywamy przeksztalceniem kwazikonforemnym.

Wtasnosci takich przeksztalcen i ich podobienstwo do funkcji holomorficznych zostato opi-
sane w bogatej literaturze przedmiotu, np.: Ahlfors [16], Astala-Iwaniec-Martin [31], Lehto—
Virtanen [118], Rickman [161], V&iséla [169].

Wiérédd przyktadow takich przeksztatcen wymienmy: funkcje analityczne, przeksztatcenia bi-
lipszycowskie, konforemne (dla K = 1), dyfeomorfizmy. (Niech f : @ — D bedzie dyfeomor-
fizmem. Wowczas flq dla Q' € Q jest przeksztalceniam kwazikonforemnym.) Przeksztalcenia
kwaziregularne posiadaja wazne uogdlnienie, tzw. przeksztalcenia o skonczonej dystorsji, dla
ktérych K jest funkcja K = K(z,f) < oo p.w. w . Takie przeksztalcenia sa przedmiotem
intensywnych badan w czasie ostatniej dekady, np.: Hencl-Koskela [95], Iwaniec-Martin [99]. W
zalezno$ci od stopnia zalozonej catkowalnosci K (z, f) otrzymujemy rézne wlasnosci przeksztal-
cen, np.: ciagltosé, otwartoéé, warunek fuzina. Istotng role odgrywaja warunki catkowalnosci
funkcji dystorsji w przestrzeniach Orlicza, np.: Exp L, LPlog L9. Zwiazki miedzy teoria prze-
ksztatcen kwaziregularnych a teorig rownan rézniczkowych typu eliptycznego, w szczegdlnodci
odkrycie zwiazkéw z rownaniami ze zmiennym wyktadnikiem sa przedstawione w rozdziale 1.4.1
autoreferatu.

Ostatnie lata przynosza rowniez wzrost zainteresowania innymi klasami przeksztatcen, ktore
wyrastaja z funkcji analitycznych i przeksztalcen konforemnych, sa to: przeksztalcenia harmo-
niczne (vide monografia Duren’a [64]), p-harmoniczne (rozdzial 2.0.7 autoreferatu), o skonczonej
konforemnej energii (np.: Iwaniec-Onninen [100]). Wazna motywacja dla moich badan opisanych
w rozdziale 2.0.8 jest fakt, ze przeksztalcenia kwazikonforemne maja naturalne odpowiedniki w
grupach Heisenberga (np.: Koranyi-Reimann [112, 113], Heinonen—Holopainen [92]) i ogélniej, w
przestrzeniach metrycznych z miara, tzw. przeksztalcenia kwazisymetryczne, np.: Heinonen [91],
Heinonen-Koskela [94], Bonk [46], Bonk-Kleiner [47].

W kontekscie drugiego z gtownych zagadnien GTFiP interesowaé¢ nas beda réwnania typu
(1)-(3) ze szczegdlnym uwzglednieniem operatora p(-)-laplasjanu:

Az, u, V) := |Vul/® 2V,

Dla takich operatoréw bedziemy badaé nastepujace zagadnienia:
(1) nieréwnosci typu Harnacka, w tym stabe nier6wnosci Harnacka (rozdzial 1.4.1),
(2) globalna catkowalno$é (nad)rozwiazan (rozdziat 1.4.1),



(3) oscylacje rozwiazan (rozdzial 1.4.2),

(4) oszacowania typu Carlesona dla rozwiazan w obszarach typu NTA, (ang. nontangentially

accessible domains, rozdziat 1.4.2),

(5) konstrukcje barier (rozdzial 1.4.2),

(6) brzegowe nieréwnosci Harnacka (rozdziat 1.4.2),

(7) istnienie i oszacowania dla miar p(-)-harmonicznych (rozdzial 1.4.2),

(8) twierdzenia Phragména-Lindelofa: odpowiednik zasad maksimum na nieograniczonych ob-

szarach w R™ oraz twierdzenia Liouville (rozdzial 1.4.3),

(9) oszacowania de Giorgi dla kwaziminiméw calek wariacyjnych o niestandardowym wzroscie

i wynikajaca stad holderowska regularno$é¢ kwaziminiméw oraz rozwigzan réwnan typu (A, B)-

harmonicznego z warunkami wzrostu opisanymi zmiennym wykladnikiem (rozdzial 1.4.4).
Dalsze wtasnosci geometryczne réwnan i uktadéw réwnan eliptycznych typu p-harmonicznego

opisane zostang w nastepujacych rozdziatach:

(1) zagadnienia z przeszkoda, ang. obstacle problem, funkcje superharmoniczne, twierdzenie o

strukturze punktéw regularnych i nieregularnych dla zagadnien Dirichleta, twierdzenie Kellogga

(rozdzial 2.0.5),

(2) nieliniowe zagadnienia wartosci wiasnej, nieistnienie rozwiazan (rozdzial 2.0.6),

(3) geometria p-harmonicznych ukltadéw réownan: zwiazki z przeksztalceniami kwaziregularnymi,

twierdzenia o trzech sferach, wypuklosé poziomic oraz oszacowania ich dtugosci dla funkcji wspéi-

rzednych przeksztalcenia, nier6wnosci izoperymetryczne (rozdzial 2.0.7),

(4) funkcje harmoniczne i zwiazane z nimi zagadnienia analizy na przestrzeniach metrycznych z

miarg, oszacowania dla niekonforemnych moduléw rodziny krzywych (pojemnosci), brzeg pierw-

szych koncéw jako przyklad brzegu, wzgledem ktérego mozna rozpatrywaé ogdlne zagadnienie

Dirichleta w przestrzeniach metrycznych (rozdzial 2.0.8),

(5) réwnania typu eliptycznego na grupie Heisenberga, wlasnosci przeksztalcen kwaziregularnych

w grupie Heisenberga H; (rozdzial 2.0.8).

1.4 Szczegdly osiggnied

W tym rozdziale przedstawimy szczegdly osiaggniecia habilitacyjnego, uzupelniajac wedle po-

trzeby réwniez informacje z ogblnego wprowadzenia.

1.4.1 Silny p(-)-laplasjan, przeksztalcenia o skornczonej dystorsji, jednorodna nie-
réwno$é Harnacka, wyniki z prac [AH1|, [AH2]

Jedna z przyczyn, dla ktérych przeksztalcenia kwaziregularne i ich uogélnienia odgrywaja tak
istotng role w GTFiP sg ich zwiazki z geometrig rownan eliptycznych. Na przyktad, jeden z fun-
damentalnych wynikéw Reshetnyaka orzekajacy, ze niestale przeksztatcenie kwazireqularne f =

(f1,--s fn) : Q CR™ — R™ jest przeksztalceniem otwartym i dyskretnym, zostal udowodniony
poprzez obserwacje, ze f mozna przypisa¢ réwnanie A-harmoniczne, ktére spelnione jest przez
In|Df|, fi,..., fn oraz pochodne czastkowe funkcji wspétrzednych (np. rozdzial 14 w Heinonen—

Kilpeldinen—Martio [93]). Co wiecej, zachodza wyniki odwrotne: Bojarski-Iwaniec [45], dlap > 2
oraz Manfredi [137], dla 1 < p < oo niezaleznymi metodami udowodnili, ze jesli u jest niestala
funkcja p-harmoniczng w obszarze w R? (réwnanie (1)), to jej zespolony gradient

1 ,
Uy 1= Q(ux — Qy)

jest przeksztalceniem kwaziregularnym z dystorsia K = 3(p — 1+ 1/(p — 1)) (patrz réwniez
Aronsson-Lindqvist [30]). Istnienie takiego zwiazku daje np.: opis struktury punktéw krytycz-
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nych funkcji u oraz tzw. zasade jednoznacznego przedluzania (ang. unique continuation pro-
perty). Oba wyniki pozostaja pytaniami otwartymi poza R2. Poza réwnaniem p-harmonicznym
podobny wynik nie byl znany do 2010 roku. Moja motywacja dla badan nad réwnaniami ze
zmiennym wyktadnikiem bylto pytanie:

czy dla funkcji p(-)-harmonicznej (8) lub (9) w obszarze w R? zachodzi odpowiednik wyniku
Bojarskiego—Iwarnica—Manfrediego ?

Negatywnej odpowiedzi na to pytanie udzielitem w pracy z P. Hasté [AH1] w przykladzie
3.1. Niemniej okazuje sie, ze wlasnosé¢ ta zachodzi dla réwnania, ktére nazwaliSmy silnym p(-)-
laplasjanem:

Ay u = div(| VulP@ 2 Va) — [VulP® =2 log(|Vul)(Vu, Vp) = 0, (11)

zdefiniowanego dla u € I/VllOf (')(Q), obszaru 2 C R™, ograniczonego wykladnika p : Q@ — (1, 00),
takiego, ze Vp istnieje. W pracach [AH1], [AH2| rozwazamy np.: p lipszycowskie w €2 lub takie,
ze Vp € L™log L™(Q2) (przechodzac do stabego sformulowania (11) mozna przyjaé¢ réowniez, ze
Vp € L*O) log LP1)(Q)). Nazwa operatora pochodzi stad, ze dla v € C? (lub u € W/li’f(’)(Q),
tzw. silnych rozwiazan wedlug terminologii rozdziatu 9 ksiazki Gilbarg—Trudinger [78]) operator
&p(,) u przyjmuje silng postaé p-laplasjanu jak dla statego p:

Ay u=|VulfO™ 4 ((p(-) = 2) A u+ |Vul> Au), (12)

gdzie A oznacza oo-laplasjan (tzw. operator Aronssona). Operator ﬁp(_) u ma inne cenne wta-
snosci, ktérych nie posiadaja operatory typu (8) i (9):

e skalowalno$é rozwiazan: jesli w jest rozwigzaniem (11), to réwniez Au dla A € R jest
rozwiazaniem,

e dla nieujemnych rozwiazan (11) zachodzi jednorodna nieréwnos¢ Harnacka ze stata Har-
nacka niezalezna od u.

Dalsze badania dla silnego p(-)-laplasjanu obejmuja m.in.: zwiazki z teoria rozwiazan lep-
kosciowych, Juutinen—Lukkari—Parviainen [105] oraz gry stochastyczne, Pérez-Llanos [157]. Za-
uwazmy réowniez, ze (11) jest przykladem réwnania z prawg strona zalezna od |Vul. Takie réw-
nania nie bylty dotychczas intensywnie badane ustepujac réwnaniom typu: —div(|Vu[P=2Vu) =
f(z,u), przy réznych warunkach wzrostu f (patrz uwaga 1.6 w [AH1], réwniez [AG]).

Pierwszym wynikiem z [AH1], ktéry przedstawimy jest nastepujacy rezultat.

Twierdzenie 1.1 (twierdzenie 1.2 w [AH1]). Niech Q C R? bedzie ograniczonym obszarem klasy
C? oraz niech g € CY(0R). Zalézmy, ze p jest lipszycowsko cigglym wyktadnikiem spetniajgcym
1 <p” <pt < oo. Wowezas istnieje stabe rozwigzanie u € C17(Q) nastepujgcego zagadnienia

brzegowego:
Ap(.) u=0 wf (13)
u=g nadf,

takie, ze dla kazdego obszaru D C Q zachodzi zasada maksimum

sup [u] < sup Jul.
D oD

Ponadto, zespolony gradient u, = %(um — iuy) rozwigzania u jest przeksztalceniem o skonczonej
dystorsji Kp(-)
1
Kyli) = (p<as> 14
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Poniewaz 1 < p~ < pT < 00, to K,(-) € L*®(Q2). A zatem u, jest przeksztalceniem kwazire-
gularnym.

W dowodzie rozwazamy rodzine operatoréw zdefiniowanych jako e-zaburzenia Zp(,) parame-
tryzowang € > 0:

~E

Apyus i=div ((5 + |Vu5|2)p(372 Vue) —(e+ |Vu5|2)p(gi2 log v/e + |Vug|? (Vu®, Vp).

Rozwiazania zagadnien (13) dla 5;(_) u dla tego samego, ustalonego g, istnieja i sa klasy C*7(Q)
na podstawie wynikéw Fana [70] i dyskusji w rozdziale 10 w [78]. Podobnie wynika zasada
maksimum dla u®. Co wiecej, normy ‘Ug‘cl,'y(g) szacuja sie jednostajnie niezaleznie od €. Ta
obserwacja wraz z ograniczonoécia wykladnika p implikuja, ze u¢ zbiega do u punktowo w € dla
e — 0 oraz, ze u jest rozwiagzaniem (13).

Rozwigzaniom u® przypisujemy ich zespolone gradienty F© := (ug, —uZ), dla ktorych poka-
zujemy ze sa kwaziregularnymi przeksztalceniami na zwartych podzbiorach €2 z ta sama ogra-
niczong dystorsja. Dowodzimy jednostajnej ciaglosci takiej rodziny przeksztalcen, a nastepnie
wykorzystujac twierdzenie Arzeli-Ascoliego pokazujemy, ze F° zbiegaja jednostajnie na zwar-
tych podzbiorach Q do przeksztalcenia F. Korzystajac z faktu, ze dystorsja Kp- € Exp L(Q2)
otrzymujemy, z jednego z twierdzen o zwartosci rodziny przeksztalcen o skonczonej dystorsji z
eksponencjalnie catkowalna dystorsja, ze réwniez F jest takim przeksztalceniem (wiecej: kwazi-
regularnym).

Twierdzenie 1.1 uogdlnia wyniki [45, 137] na przypadek klasy réwnan rézniczkowych ze
zmiennym wyktadnikiem. Okazuje sie, ze udowodni¢ mozemy wynik jeszcze ogdlniejszy i nie
znany wczesniej w teorii réwnan typu A-harmonicznego (nawet dla stalego p). Rozwazajac
zmienny wykladnik p(-), ktéry osiaga swoje infimum p~ = 1 w Q, mozemy znalezé funkcje
silnie p(-)-harmoniczne (tj. slabe rozwiazania réwnania (11)), ktérych zespolony gradient jest
przeksztalceniem o skonczonej dystorsji, ale nie jest kwaziregularny (dystorsja jest nieograni-
czona).

Twierdzenie 1.2 (twierdzenie 1.3 w [AH1]). Niech Q C R? bedzie ograniczonym obszarem klasy
C? oraz niech g € CY(00). Zatéimy, ze dla wykladnika p € C(Q) istnieje zbior Y = {x € Q:
p(z) = 1} taki, ze

(1) miara Hausdorffa zbioru H1(Y) =0, oraz
(2) plor jest funkcjq lipszycowskq na kazdym Q' € Q\ Y.

Wéwczas istnieje stabe rozwigzanie u € C*7(Q) zagadnienia brzegowego (13) spetniajgce zasade
maksimum. Jesli Ky(-) € Exp L(Q), dla dystorsji K,(-) jok w twierdzeniu 1.1, to zespolony
gradient u, jest przeksztalceniem o skoriczonej dystorsji Kp(-), nieograniczonej na Y.

Dowdd tego twierdzenia wykorzystuje oszacowanie typu Caccioppoli (twierdzenie 5.1 w [AH1])
oraz wyniki z pracy Harjulehto-Hést6—Latvala [86] dla p(-)-laplasjanu. Definiujemy ciag obcieé
wyktadnika p:

pa(+) == max{p(-),A\} dla A>1.

Zauwazmy, ze przy zalozeniach twierdzenia, py sa funkcjami lipszycowskimi dla kazdego A > 1,
a zatem mozemy stosowaé twierdzenie 1.1 uzyskujac silnie p(-)-harmoniczne rozwiazanie uy.
Te obserwacje wykorzystujemy nastepnie w propozycji 6.1 [AH1]. Pokazujemy istnienie takiego
malejacego ciagu A; — 1, ograniczonej funkcji u :  — R oraz ciggu silnych p), (-)-harmonicznie
rozwigzan uy;, dla ktérych zachodza:

12



Louy, »uw ro(Q),
2. uy; — ustabo w I/Vli’f(')(Q \Y),
3. u jest silnie p(-)-harmoniczne w Q \ Y.

Poniewaz miara Hausdorffa H1(Y) = 0, wiec Y jest zbiorem usuwalnym dla funkcji w
WP (Q), skad otrzymujemy, ze de facto u € W'P()(Q). Twierdzenie o zwartosci dla prze-
ksztalcen o skoficzonej dystorsji zastosowane do rodziny zespolonych gradientéw funkcji wy,
skutkuje tym, ze u, jest réwniez takim przeksztalceniem.

Gléwnym wynikiem artykutlu [AH2| jest nier6wnosé Harnacka dla rozwiazan réwnania (11).
Przed ukazaniem sie naszej pracy nie bylo wiadomo, czy dla réwnan ze zmiennym wykltadnikiem
istnieja jednorodne nieréwnosci Harnacka ze stala niezalezna od rozwiazan. Na przyklad dla
nieujemnych rozwiazan u réwnania p(-)-harmonicznego znane sa tylko oszacowania postaci:

esssupu(z) < c(|ul|pns(apy) (essinf u(z) + |B|%), (14)
zeB zeB

dla ograniczonego log-hdlderowsko ciaglego wykladnika p(-), kuli B C R™ oraz s > pIB — Pup-
Co wiecej wiadomo, ze stala ¢ w powyzszej nieréwnosci Harnacka musi zaleze¢ od u nawet
dla lipszycowsko ciaglego wyktadnika p (przyklad 3.1 w Harjulehto-Kinnunen—Lukkari [88]).
Zalezno$¢ od stalej i niejednorodno$é nieréwnosci Harnacka jest Zzrédlem wielu trudnosci w
dowodach w teorii rownan ze zmiennym wykltadnikiem, np.: przy iterowaniu nieréwnosci typu
(14) w badaniach oszacowan Carlesona i brzegowych nieréwnosciach Harnacka (twierdzenie 3.7
w [AL]). Uniemozliwia réwniez proste wywnioskowanie holderowskiej ciaglodci jak to jest dla
statego p.
Okazuje sig, ze dla silnych p(-)-laplasjanéw sytuacja jest inna.

Twierdzenie 1.3 (twierdzenie 1.2 w [AH2]). Zaldzmy, ze Q@ C R™ jest ograniczonym obszarem
oraz, ze log-holderowsko cigglty wykladnik p spetnia jeden z warunkow:

1. 1<p™ <p" <n oraz Vpe L"log L"(Q), lub
2. 1<p- <pt < oo oraz Vp e LI)(Q) dla g > max{p,n} + & i pewnego § > 0.
Wéwczas, jesli u jest nieujemnym rozwigzaniem réwnania (11), to zachodzi

esssup u(z) < c essinf u(z),
xEB zeB

dla kul B takich, ze 2B € Q. Stala ¢ nie zalezy od u, tylko od n, p~, p* oraz Clog (D)

Zalozenia twierdzenia sa spelnione np.: dla ograniczonych i lipszycowskich wykladnikéw p(-).

Zanim opiszemy dowdd nieréwnosci Harnack przedstawmy kilka jej konsekwencji. Wsrod
wnioskow z twierdzenia 1.3 wymienmy:

1. silng zasad¢ minimum dla nieujemnych rozwiazan (11), wniosek 1.3 [AH2],

2. silng zasade minimum dla nieujemnych nadrozwiazan wynikajaca ze stabej nieréwnoéci
Harnacka, twierdzenie 4.6 [AH2],
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3. lokalng holderowska ciaglo$é rozwigzan na obszarach ' € Q ze stalymi zaleznymi tylko
od n,p oraz dist(£',0Q), wniosek 1.4 w [AH2].

Podkreslmy, ze takie wnioski dla p(-)-laplasjanéw nie wynikaja z odpowiednich nieréwnosci
Harnacka. Podobnie, nie zachodzi ponizszy wynik o globalnej catkowalnosci nadrozwiazan p(-)-
harmonicznego réwnania.

Powiemy, ze obszar {2 C R" jest obszarem typu hélderowskiego jesli dla pewnego ustalonego
xg € Qi dla wszystkich z € Q zachodzi nastepujace oszacowanie wzrostu metryki kwazihiper-
bolicznej kq:

dist(zg, 092)
& dist(x, 09)

dla pewnej stalej ¢ > 0. Metryke kq definiujemy nastepujaco:

kq(xz,z9) <clo +c (15)

) ds(z)
= f _
ko(z,y) = in /7 dist(z, 09)

gdzie infimum jest rozwazane wzgledem wszystkich prostowalnych krzywych w €2 taczacych z i
y. Nazwa tego typu obszaréw pochodzi z faktu, ze dla jednospéjnych obszaréw Q C R? prze-
ksztatcenie Riemanna z dysku jednostkowego na 2 jest a-holderowsko ciaggle z wyktadnikiem
a zaleznym od ¢ wtedy i tylko wtedy gdy € spelnia analog (15) dla metryki hiperboliczne;
(Becker-Pommerenke [38]). Przykladem obszaréw typu holderowskiego sa obszary typu Johna
(wymienione w autoreferacie réwniez w innych kontekstach np. rozdziat 3 w [AL], rozdzialy 10
i 11 w [6], rozdzial 2.0.8 ponizej).

Zagadnienie globalnej caltkowalnosci (nad)rozwiazan jest klasycznym zagadnieniem teorii po-
tencjalu. Armitage [28] udowodnil, ze funkcje (nad)harmoniczne nie musza byé p-catkowalne na
kuli w R" dla p = "5 oraz, ze dla dodatnich nadharmonicznych funkcji taka wtasnos¢ zachodzi
oile 0 < p < -"5. Dla nadrozwiazan réwnania p-harmonicznego (1) w obszarach holderowskich
w R™ analogiczny wynik uzyskal Lindqvist [126], zas Maasalo [135] pokazala globalna catkowal-
noé¢ funkeji p-superharmonicznych w obszarach holderowskich na przestrzeniach metrycznych z
miarg (zagadnienie réwnan rézniczkowych na przestrzeniach metrycznych dyskutujemy pokrétce
w rozdziale 2.0.8 autoreferatu).

Dla réwnan typu silnie p(-)-harmonicznego zachodzi odpowiednik powyzszych rezultatéw (nie
znany dla klasycznych réwnan typu p(-)-harmonicznego).

Twierdzenie 1.4 (twierdzenie 1.5 w [AH2]). Zaldimy, Ze Q jest obszarem typu héolderowskiego
a wykladnik p(-) spelnia zalozZenia twierdzenia 1.3. Jesli u jest niewjemnym nadrozwigzaniem
(11), to istnieje q > 0, zalezne tylko od n, p oraz diam 2, takie Ze

/uqda:<oo.
0

Przejdzmy teraz do dowodu twierdzenia 1.3. Dowdd wykorzystuje metode iteracji Mosera.
W odréznieniu od typowych funkcji testujacych postaci

P = uvnf, dla n € C§°

uzywanych w dowodach nieréwnosci Harnacka dla p(-)-laplasjanu, rozwazamy funkcje

po = u!~IFNPC) pp()
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Uzycie takich funkcji testujacych pozwala uniknaé zaleznoéci statej Harnacka od rozwigzania jak
to jest w przypadku réwnan typu (8) lub (9). Za to V¢, sklada sie z wiekszej liczby skladnikéw (w
tym zawierajacych Vp) niz Vi, ktére wymagaja dokladniejszej analizy. Wykorzystujac funkcje
testujace ¢o pokazujemy oszacowanie Caccioppoli dla p™ < n (lemat 3.2) oraz analogiczne dla
pT > n (lemat 3.4).

Lemat 1.1 (lemat 3.2 w [AH2|). Zaldzmy, ze p(-) jest wykladnikiem takim, ze 1 < p~ < pt <
n oraz Vp € L"log L™(QY). Niech u bedzie nieujemnym nadrozwigzaniem (11). Wéwczas dla
kazdego v > 0 istnieje takie c = c¢(p—,p"), Ze zachodzi oszacowanie

nVu
’ ul+ty )

Vn n
< n n(aq
LrO(Q) ~ CH o lo@ CHm LP*(')(Q)HVPHL log L™ (supp )
dla kazdej nieujemnej funkcji lipszycowskiej n € Cp(£2).

W dowodzie lematu wykorzystujemy réwniez nieréwnosci Holdera dla przestrzeni Zygmunda
(nier6wno$é (2.1) w [AH2|). Nastepnie, metoda iteracji Mosera udowadniamy oszacowanie z dotu
dla nieujemnych nadrozwiazan i o > 0:

_1
(][ u(z)™“ dx) < c essinf u(x),
2B reB

dla kul B takich, ze 2B € 2 o odpowiednio matych promieniach, dla ktérych | Vp| 1 10g 17 (28) <
¢ (dla p™ < n) Iub [[Vp| ey 2p) < ¢ (dla p* < o0).

Dowdéd oszacowania esssupp v dla nieujemnego podrozwigzania (11) wymaga innego podej-
Scia (twierdzenie 3.8 w [AH2|). Zainspirowani dowodem twierdzenia 3.11 z Maly—Ziemer [136]
definiujemy nastepujaca funkcje:

1
Gl(t) — ;t’yv le [O’Z)v
D= (=)0, >

o wlasnodci, ze G; € C'([0,00)) oraz Gj(t) = min{¢,1}7~. Kluczowa jest funkcja testujaca:

o(x) = nP® / min{t, 1} ~VP@) gy,
0

dla 7 € C°(Q). Zauwazmy, ze ¢ € LPO)(Q). Uzycie takiej funkcji w (11) prowadzi nas do
oszacowania (str. 1641-43 w [AH2)):

HuvnHLn'l’(‘)(Q) <ec HuvvnHLP(?(Q)'

W oszacowaniach wykorzystujemy rowniez skalowalnosé réwnania (11). Uzywajac iteracji jak dla
dolnego oszacowania otrzymujemy teze twierdzenia 3.8. Ostatnim krokiem dowodu jest potacze-
nie oszacowan dla dodatnich i ujemnych érednich w twierdzeniach 3.5 i 3.8. Jest to konsekwencja
kolejnego oszacowania typu Caccioppoli (lemat 4.2):

Lemat 1.2 (lemat 4.2 w [AH2]). Zaldzmy, zZe wykladnik p jest ograniczony oraz
Vp € LPO) log LP1) (Q).
Wowczas dla nieujemnych nadrozwigzan u réwnania (11) zachodzi
[ (V1ogu ) dx < e [ 190P) + (1191 ozl VoD + x50, do

gdzie n € Cy(Q) jest nieujemna i lipszycowska. Stala c zalezy tylko od p~ i p*.
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W konsekwencji lematu, log u spelnia (wniosek 4.3 oraz uwaga 4.4 w [AH2)):

][ ‘logu—(logu)B’dasgj[ llogu — (log u)5|P™ dz < «,
B B

gdzie (logu)p oznacza warto$¢ srednia po kuli B. Stad, logu € BMO(B) i stosujac wariant
lematu Johna-Nirenberga, wniosek 19.10 w [93] otrzymujemy

(]{?uadw)%c(éu—adx)‘?

Z tego oszacowania, nieréwno$¢ Harnacka wynika na podstawie kréotkiego argumentu z pokry-
ciami.

1.4.2 Brzegowe nieré6wnos$ci Harnacka, oszacowania Carlesona, funkcje barier, p(-)-
harmoniczne miary, wyniki z pracy [AL]

Klasyczna brzegowa nieréwnosé Harnacka dla funkeji harmonicznych w i v w obszarze 2 C R”
orzeka, ze jesli u i v zanikaja w sposob ciagly w kazdym regularnym punkcie zbioru U N 052
oraz sg ograniczone w otoczeniu kazdego nieregularnego punktu zbioru U N 0f2, to zachodzi
nier6wnosé

u(z) v(y) _

u(y) v(z) =
dla wszystkich z,y € K N, dla zwartego K C U. Stala A zalezy od Q, K oraz U. Definicja
punktéw (nie)regularnych i dyskusja ich znaczenia w teorii potencjatu (vide kryterium Wienera)
znajduje sie np.: w rozdziatach 6.16 i 9.5 ksiazki [93]. W kontekscie autoreferatu rola punktéw
(nie)regularnych w teorii réwnan ze zmiennym wyktadnikiem jest opisana w rozdziale 2.0.5.

Istota brzegowych nier6wnosci Harnacka (w skrécie: BNH), determinujaca metody dowodéw
jest charakter brzegu obszaru (definicje obszaréw opisanych w ponizszym rozdziale jak réw-
niez wzajemne relacje miedzy nimi zostaly opisane np.: w artykutach Aikawa [18, 19]). Dla
funkeji harmonicznych w obszarach lipszycowskich pierwsze wyniki udowodnili Kemper [108],
Ancona [25], Dahlberg [55] oraz Wu [174]. Nastepnie, Caffarelli-Fabes-Mortola-Salsa [48] rozsze-
rzyli wyniki Kempera na bardziej ogblne réwnania eliptyczne drugiego rzedu, zas Jerison—Kenig
[102] na przypadek obszaréw NTA (ang. non-tangentially accessible), Banuelos—Bass—Burdzy
[35] i Bass—Burdzy [36] badali zagadnienie dla obszaréw holderowskich, zas Aikawa [17] badal
przypadek obszaréw typu jednostajnego (ang. uniform domains).

Nieliniowa natura réwnan typu A-harmonicznego sprawita, ze dopiero ostatnia dekada przy-
niosta wyniki z BNH dla réwnan tego typu: Aikawa—Kilpeldinen-Shanmugalingam—Zhong [21]
zbadali przypadek funkcji p-harmonicznych w obszarach C1! (tzn. z warunkiem kuli), Lewis—
Nystrom [119]-[121] dla obszaréw lipszycowskich i tzw. plaskich w sensie Reifenberga (ang.
Reifenberg-flat). Kolejne wyniki z tego obszaru badan ukazaly sie w pracach Avelin—Lundstrom—
Nystrom [33] dla réwnan typu (3), Nystrom [152] dla obszaréw w grupie Heisenberga oraz Kuusi—
Mingione-Nystrom [115] i Nystrom—Persson—Sande [153] dla réwnan typu parabolicznego. Dalsza
literatura zostala opisana we wstepie do pracy [AL].

Gléwne wyniki pracy [AL] to:
(a) oszacowania typu Carlesona w obszarach NTA w R™ dla réwnania p(-)-harmonicznego (8),

(b) wprowadzenie dwdch typéw barier (typu Wolanski i Bauman),
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(c) brzegowa nieréwnosé¢ Harnacka dla funkcji p(-)-harmonicznych i obszaréw spelniajacych
warunek kuli,

(d) definicja i oszacowania dla miar p(-)-harmonicznych.

Przed ukazaniem si¢ naszej pracy zaden z tych wynikow nie byl znany w literaturze. Wyniki
(a) i (c) zostaly ostatnio uogdlnione na przypadek réwnan eliptycznych w pelni nieliniowych,
Avelin—Julin [32]. Mozliwe dalsze kierunki badan sa opisane ponizej.

Nastepujacy wynik zostal udowodniony dla obszaréw typu NTA (definicja 2.6 w [AL]). Wér6d
przyktadéw takich obszaréw wymienmy kwazidyski, ograniczone obszary lipszycowskie i pewne
zbiory o fraktalnym brzegu (np.: platek von Kocha). Podobne oszacowania typu Carlesona sa
znane np.: dla réwnan parabolicznych, Garofalo [74] i p-harmonicznych na przestrzeniach me-
trycznych, Aikawa-Shanmugalingam [22].

Twierdzenie 1.5 (oszacowanie typu Carlesona, twierdzenie 3.7 w [AL]). Zaldzmy, Ze obszar
Q C R"™ jest typu NTA z parametrami Mq i ro. Niech w € 90, 0 < r < rq a p(-) niech bedzie
zmiennym wykladnikiem typu log-hélderowskiego spetniajgcym albo pt < n lub p~ > n.

Rozwazmy funkcje p(-)-harmoniczng u dodatnig w QN B(w,r), ciggle w QN B(w,r) taka, Ze
u=0 na 00N B(w,r). Wéwczas istniejqg stale ¢ i ¢, dla ktérych zachodzi nieréwnosé:

sup  u < ¢ (u(ap(w)) +17), (16)
QNB(w,r’)

gdzie ' =r/c.

Stala ¢ zalezy od n, p,supp(, no u oraz Mo, zas d zalezy od n,p~,pt, clog @ Ma, 0.

W poréwnaniu do klasycznych oszacowan typu Carlesona, powyzsze zawiera dodatkowy wy-
raz r’ oraz stala c zalezy od u. Jest to konsekwencja dyskutowanej w rozdziale 1.4.1 postaci
nieréwnosci Harnacka dla funkcji p(-)-harmonicznych (lemat 3.1 w [AL]). Zauwazmy jednak, ze
¢ zalezy od suppy, yno v PO wigkszej kuli.

Dowdd nieréwnosci (16) wykorzystuje iteracje nieréwnosci Harnacka (lemat 3.1) dla od-
powiednio wybranego tancucha kul dla obszaréw jednostajnych z metryka kwazihiperboliczna
(oszacowania (3.1) i (3.2) w [AL]), jak réwniez nowe oszacowania oscylacji funkcji p(-)-har-
monicznych (lematy 3.4 1 3.5 w [AL]) i wynikajaca z nich holderowska ciaglo$¢ az do brzegu
(lemat 3.6) dla obszaréw, ktérych dopelnienie jest jednostajnie p(-)-grube (ang. uniformly p(-)-
fat), patrz definicja 3.3 w [AL]. W wymienionych wynikach pomocniczych wazna role odgrywa
pojecie wzglednej pojemnosci (ang. relative capacity, inna nazwa: wariacyjna pojemnosé¢) przy-
pomnianej w definicji 2.2 w [AL]. W kontekécie autoreferatu, pojemnosci wystepuja réwniez w
badaniach nad twierdzeniem Phragména-Lindelofa oraz w analizie punktéw (nie)regularnych,
rozdziaty 1.4.3 oraz 2.0.5.

Rozdzial 4 w [AL] zawiera konstrukcje dwéch rodzajow barier, ktére nazwalismy: typu Wo-
lanski (uogélniaja wynik Wolanski [173]) oraz typu Bauman (zainspirowane praca [37]). Bariery
odgrywaja wazna role w charakteryzacji punktéw regularnych, np.: twierdzenie 9.8 w [93] oraz
twierdzenia 11.2, 11.11 w Bjorn-Bjorn [42]; réwniez w zagadnieniach wartosci wlasnych opera-
toréw eliptycznych, np.: Berestycki-Rossi [40]. Ich analogi w teorii réwnan ze zmiennym wy-
ktadnikiem nie byly dotychczas znane. W pracy [AL] uzywamy ich w dowodzie BNH. Dalsze
zastosowania barier sa przedmiotem badan w toku wspélnie z N. Lundstromem.

Dla barier typu Wolanski (lemat 4.1 w [AL]) pokazalidmy, ze jesli p(-) jest zmiennym wy-

ktadnikiem lipszycowsko ciaglym na kuli B(y,2r) C R", to dla M > 0i z € B(y, 2r) funkcja
M lz—y|?
~ o -l -
au(x) = T a— <e e 2 )
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jest p(-)-nadrozwiazaniem w B(y,2r) \ B(y,r) dla u > ps i 7 < 7y, gdzie ro = r(p~, ||Vp|| 1)
oraz e = px(pT,p7,n, ||[Vp||Le, M). Co wigcej, zachodzi:

G(z) = M na 0B(y,2r) oraz u(x)=0na JdB(y,r).

Podobnie mozna skonstruowaé p(-)-podrozwiazanie o analogicznych wiasnos$ciach. W poréw-
naniu do pracy [173], nasza konstrukcja nie zaklada zaleznosci r od M (uwaga 4.2 w [AL]). W
konstrukeji barier typu Bauman (lemat 4.3 w [AL]) pokazujemy istnienie p(-)-nadrozwiazan (i
analogicznych p(-)-podrozwiazan) postaci:

- 22 - (25|

Gléwnym wynikiem pracy jest BNH dla obszaréw w R™ spelniajacych warunek kuli (definicja
2.7 w [AL]). Jest to warunek réwnowazny faktowi, ze obszar jest typu C1! (lemat 2.2 w [21]).
Dodajmy, ze takie obszary spelniaja réwniez warunek NTA, a zatem sa typu jednostajnego.
Niech 2 C R™ spelnia warunek kuli. Przez A,(w) oznaczamy punkt w {2 taki, ze

d(Ap(w),00) =r oraz |A.(w) —w|=r

dla w € 99. Istnienie takiego punktu wynika z warunku wewnetrznej kuli (z promieniem r;) dla
r<r;/2.

Twierdzenie 1.6 (twierdzenie 5.4 w [AL]). Zaldzmy, ze Q@ C R™ jest obszarem spelniajgcym
warunek kuli z promieniem 1. Niech w € 0Q, 0 < r < 1 oraz niech p(-) bedzie ograniczo-
nym, lipszycowsko cigglym zmiennym wykladnikiem. Rozwazmy funkcje p(-)-harmoniczne u i v,
dodatnie w QN B(w,r), takie, Zze u= 0= v na 02N B(w,r).

Wowczas istniejg state ¢, C' oraz ¢ takie, zZe zachodzqg nieréwnosci:

(1) 1A gy < A0 (17)
(2) 1 < u(@) <C dla x € QN B(w,r/¢).

Stala ¢ zalezy od 1y, oraz p~,||Vp||L=, stala ¢ zalezy od n,p™,p~,||Vp||L=, SUP B(w,r)nQ Us
u(Agi(w)) (dla 7 := r/¢) oraz rp. Ponadto, stata C zalezy od tych samych parametrow co c
i dodatkowo od v(Azr(w)) i SUP gy y)na V-

Co wigcej, ¢ 1 C sq funkcjami rosngeymi jako funkcje SUPoAp(w ) Us SUPQAB(w,r) U @& Mmalejg-
cymi jako funkcje u(Agr(w)) i v(Ags(w)).

Roéwnowazne sformutowanie BNH zostalo podane w uwadze 5.5 w [AL]. Dla stalego p powyz-
szy wynik odpowiada BNH z pracy [21], szczegdly w uwadze 5.7 w [AL]. Zalezno$¢ statych ¢, ¢, C
od geometrii obszaru (promienia r, i wymiaru n) oraz wlasnoséci wykladnika (p*,p~, [|Vp||r<)
sa naturalne. Podobnie jest z zaleznoscia od u(Agr(w)) (i analogicznie dla v), wynikajaca z wa-
runku kuli: istotne jest to, ze state ¢ i C sa funkcjami malejacymi tych parametrow, a wiec
ich wartosci sg kontrolowane. Co do zaleznosci od supp(, )no U (i podobnie dla v), to jest ona
konsekwencja zastosowania twierdzenia 1.5.

Dowdéd twierdzenia 1.6 wynika z polaczenia dolnego i gérnego oszacowania wzrostu u(z) w
zaleznosci od odleglosci d(z, 0f2), odpowiednio: lemat 5.1 w [AL] (dla obszaréw z warunkiem
wewnetrznej kuli) i lemat 5.3 (dla obszaréw z warunkiem zewnetrznej kuli). W obu lematach
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wykorzystujemy istnienie barier typu Wolanski. Oba lematy nie byty znane dotychczas w litera-
turze i majg warto$¢ niezaleznie od wykorzystania ich w dowodzie BNH, np.: dla badania tempa
zaniku dodatnich funkcji p(-)-harmonicznych przy brzegu. Co wiecej, w lemacie 5.1 zauwazamy,
ze w zaleznosci od geometrii obszaru (warunek wewnetrznej kuli lub warunek kuli) stale zaleza
od innego zestawu parametréw.

Dalsze mozliwe kierunki badan dla BNH to:

e uzyskanie brzegowych oszacowan dla réwnan (A, B)-harmonicznych (réwnania (3)) o nie-
standardowym wzroscie, np.: dla A = Ay, w tym odpowiednikéw lematéw 5.1 1 5.3.

e uzyskanie BNH dla réwnan p(-)-harmonicznych dla obszaréw innego typu niz spelniajacych
warunek kuli, np.: obszaréw lipszycowskich.

Ostatnia cze$¢ pracy [AL] poswiecona jest zdefiniowaniu i oszacowaniom miar p(-)-harmo-
nicznych. Miary harmoniczne odgrywaja wazna role np.: w dowodach BNH [55, 102]. Istnieja
rézne nieliniowe odpowiedniki miar harmonicznych, tzw. miary p-harmoniczne, np.: Llorente—
Manfredi-Wu [130], Lewis—Nystrom—Vogel [122]. Nasze podejscie w [AL] blizsze jest temu z
pracy [122]. Miary p-harmoniczne wystepuja np.: w zagadnieniach typu free boundary, [121], jak
réwniez w grach stochastycznych, Peres—Sheffield [156].

W lemacie 6.2 udowadniamy istnienie miar p(-)-harmonicznych. W oparciu o nasza wiedze
jest to pierwszy w literaturze przedmiotu dowdd istnienia takich miar.

Lemat 1.3 (lemat 6.2 w [AL]). Zaléimy, ze Q@ C R", w € 9, 0 < r < oo oraz, Ze p jest
ograniczonym i log-holderowsko cigglym zmiennym wykladnikiem.

Niech u bedzie dodatniq funkcjq p(-)-harmoniczng w Q N B(w,2r), ciggle w Q N B(w, 2r)
takq, ze u =0 na 02 N B(w, 2r). Rozszerzmy u do B(w,2r) przez 0, tzn. zdefiniugmy u = 0 na
B(w,2r)\.

Wowczas istnieje doktadnie jedna, dodatnia, borelowska miara pu w R™, z nosnikiem w 02 N
B(w,r), ktora spelnia

Jvur =290, Vot =~ [ i, (18)
Rn

Rn
dla kazdego ¢ € C3°(B(w,r)).

Dowodzimy wpierw, ze rozszerzenie u do B(w,2r) jest p(-)-podrozwiazaniem. Nastepnie,
korzystajac z zwiazkéw miedzy norma a funkcja modularna (oszacowania (4)) oraz nieréwnosci
Holdera dla funkcji w przestrzeniach LP() oraz oszacowania typu Caccioppoli (lemat 6.1 w [AL])
pokazujemy, ze u jak w (18) jest nieujemna dystrybucja w B(w,r) zadajaca dodatnig miare.

W twierdzeniu 6.3 w [AL] pokazujemy nastepujace oszacowanie na miare p(-)-harmoniczna
w obszarach 2, ktérych dopelnienie jest jednostajnie p(-)-grube (z parametrami ¢y, ro, patrz de-
finicja 3.3 w [AL], réwniez uwaga 6.4). Przy oznaczeniach i zalozeniach na p i u jak w lemacie 1.3
i dodatkowym zalozZeniu, ze p™ < n zachodzi gérne oszacowanie:

n—p+
w(OQN B(w,7)* < Crr -1 sup u, (19)
B(w,37)N2
gdzie ¥ = r/c oraz a = #ﬁ_l). Stala C zalezy tylko od n,p™,p~, podczas gdy ¢ zalezy

dodatkowo od ¢jg, SUP gy, r)nn U 1 parametréw obszaru o, 7. Jesli p~ > 2, to zachodzi réwniez

19



odwrotne, dolne oszacowanie postaci

+
B(w,7)N

dla g = —5H—.

Podo%?né vs];yniki dla stalego p otrzymali Eremenko—Lewis [65], Kilpeldinen—Zhong [109].
Twierdzenie 6.3, [AL] uogélnia wyniki z pracy Lundstrom—Nystrom [134] w tym sensie, ze w
szczegdlnym przypadku, gdy p = pt = p~ otrzymujemy teze¢ z lematu 2.7 w [134].

Naszkicuje teraz dowody oszacowan (19) i (20).

W pierwszym kroku dowodu gérnego oszacowania (19) korzystamy z lematu 3.4 [AL], dzieki

czemu mozemy znalezé odpowiednia stala ¢ taka, ze zachodzi

sup u <1 dla 7:=r/e<l. (21)
B(w,37)

Korzystajac z oszacowania (6.4) z dowodu lematu 1.3 dostajemy gérne oszacowanie (6.7) na
miare (02 N B(w, 7)) w terminach funkcji modularnych poteg gradientu |Vul:

p+71 p_ -1
n p— p+
1090 B(w, 7)) < C77F " max { ( / |Vu|p($)d:n) , ( / |Vu|p(f”)dm> } (22)

B(w,27) B(w,27)

Nieréwnos¢ typu Caccioppoli (lemat 6.1 w [AL]) zastosowana w polaczeniu z (21) daje oszaco-
wanie

/ \Vu]p(’:)dm <C(p*,n) F”_p+( sup u)p . (23)
B(w,27) B(w,37)

To oszacowanie wykorzystane w (22) wraz z (21) daje pierwsza teze, (19), twierdzenia 6.3.

Dolne oszacowanie (20) wymaga bardziej ztozonego dowodu. Zaczynamy od znalezienia po-
mocniczej funkcji h bedacej rozwiazaniem zagadnienia p(-)-Dirichleta na kuli B(w,7) z danymi
brzegowymi u (promien 7 := r/¢ dla ¢ wyznaczonej w dowodzie). Korzystajac z oszacowania
Harnacka dla h (lemat 3.1 w [AL]) oraz oszacowania oscylacji u (lemat 3.6 w [AL]) dostajemy
oszacowanie (6.11):

h(z) —u(x) >p sup u-—T7, (24)
B(w,7/2)
dlaz € B(w, t7), gdzie ¢ jest odpowiednio male a stala 3 zalezy od n, p~, p™, ¢iog, CH, SUP B (w,r)nQ U
oraz parametréw obszaru cg, rg. Dzieki tej nieréwnosci otrzymujemy, ze funkcja

o= i (1.8, sy 1w )

jest nieujemna w B(w,T) oraz nalezy do Wol’p(')(B(w, 7)). A zatem v jest funkcja testujaca dla
funkeji p(-)-harmonicznej h. Ta obserwacja w polaczeniu z definicja miary p w (18) oraz wnio-
skiem z monotoniczno$ci operatora ]Vu|p(')*2Vu pozwala zaobserwowaé, ze (szczegdly oszaco-
wania na stronie 32 w [AL])

2%1 (IVh| + [Vu)P® 2 |Vh — Vul2dz = / Wy < max{0, BM(F) — #u(B(w, 7).

{VU£0}NB(w,7) B(w,7)
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Powyzsza nieréwno$é w polaczeniu z nieréwnoscia [AL, (6.14)] wynikajaca wprost z definicji ¢
pozwala nam wywnioskowaé nieréwnosé [AL, (6.13)]:

|V P® de < v’ 1 max{0,5 sup u—7}u(02N B(w,7)). (26)
B(w,7/2)
B(w,7)

W celu pokazania oszacowania (20) musimy oszacowaé lewa strone powyzszej nieréwnosci z
dotu poprzez funkcje modularng 01r() (B(w,7)) (1), ktérej dolne oszacowanie zalezy od SUP B (10,7)nQ U
W rezultacie udowodnimy oszacowanie [AL, (6.18)], z ktérego wyniknie (20). Aby uzyskaé jak
najlepsze oszacowania z dotu na [ B(w,7) |V¢|p<x)d:r, chcemy uniknaé stosowania niejednorodnych
modularnych nieréwnosci Poincaré-Sobolewa (podobnych do (7) z rozdziatu 1.3). Stosujemy wiec
jednorodna normowa nieréwnos$¢ [AL, (6.17)], ktéra w polaczeniu z wlasnoscia (4) dla norm i
funkcji modularnych, vide oszacowania [AL, (6.15)-(6.16)], daje nam nieréwnosé¢ [AL, (6.17)].
Do oszacowania prawej strony tejze nieréwnosci ponownie wykorzystujemy analize podobng do
(6.15) 1 (6.16).

Twierdzenie 6.3 wraz z oszacowaniem Carlesona daje nam staby warunek podwajania dla
miar p(-)-harmonicznych, wniosek 6.5 w [AL]. Jest to jednak pierwszy wynik tego typu w lite-
raturze.

1.4.3 Roéwnania ze zmiennym wykladnikiem na nieograniczonych obszarach: twier-
dzenia Phragména—Lindel6fa i Liouville’a, wyniki z prac [A] i [AG]

Zachowanie rozwigzan oraz pod- i nadrozwiazan réwnan eliptycznych na obszarach nieograni-
czonych (w tym na calej przestrzeni) jest jednym z klasycznych zagadnien badanych dla réwnan
z laplasjanem i p-laplasjanem. W kontekscie tego drugiego operatora Lindqvist [125] udowodnit
nastepujace twierdzenie (twierdzenie 4.6 w [125]):

Niech u bedzie funkcja p-podharmoniczng w pélprzestrzeni R’} oraz zaldézmy, ze

limsup u(x) < 0.
z—OR"

Woéwezas, albo u < 0 w R}, albo

SUP{rern « |x|—=Ry U(T)
lim inf {oeRY  fel=RY
R—o0 R

> 0. (27)

Analogiczny wynik dla funkcji subharmonicznych w R? zostal udowodniony przez Phragména—
Lindel6fa [158] nadajac nazwe klasie twierdzen opisujacych asymptotyczne zachowania rozwiazan
na nieograniczonych obszarach. Zwigzane z tym zagadnieniem sa tzw. zasady maksimum na
nieograniczonych obszarach, np.: Vitolo [170], Jin-Lancaster [103, 104].

Zagadnienia powyzszego typu nie byly badane dla rownan ze zmiennym wyktadnikiem. Dla-
tego, jednym z celéw artykulu [A] bylo zainicjowanie badan w kierunku zagadnien na obszarach
nieograniczonych dla réwnan ze zmiennym wyktadnikiem i w dalszej perspektywie, ogblniejszych
o niestandardowym wzroscie. Metody dostepne w literaturze okazaty sie niewystarczajace do na-
szych celéw: podejscie z pracy Lindqvista [125] jest oparte o wlasno$ci n-harmonicznych miar
i zasade poréwnawcza zastosowana do przeskalowanych rozwiazan (dowdd reguly 4.3 w [125]).
Zadne z tych narzedzi nie jest dostepne dla réwnan z operatorem typu (8) (patrz dyskusja naste-
pujaca po (8) i (9)). Dodatkowo, wynik Lindqvista jest ograniczony do obszaréw typu: péiprze-
strzen i R" \ H? dla ¢g-wymiarowej hiperptaszczyzny HY. Inne podejscie, oparte o oszacowania
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typu de Giorgi (lematy 2.4 i 2.8 w [80]) dla podrozwiazan, zaproponowal Granlund [80]. Dla
(pod)rozwiazan réwnan z Ay analogiczne oszacowania maja posta¢ niejednorodna, ktéra przy
iteracji nieréwnosci nie skutkuje potrzebnymi oszacowaniami jak to jest w dowodzie twierdzenia
1.5 w [80], np.: oszacowanie supremum w twierdzeniu 4.7 w [89] i nier6wnos¢ typu Poincaré (7).
Kolejna metode badania interesujacego nas zagadnienia wykorzystali Jin—Lancaster [103]. Ich
wyniki jednak wymagaja zalozenia C?-regularnoéci rozwiazan i wspélczynnikéw rozwazanych
rownan, nie moga by¢ zatem zastosowane do typowych rozwiazan rownan typu p-harmonicznego
lub p(-)-harmonicznego, ktére sa klasy C1<.

Gléwnym wynikiem [A] jest ponizsze twierdzenie 1.7 (twierdzenie 3.3 w pracy), w ktérym
sformutowalem ogdlny warunek, uwzgledniajacy rozne aspekty geometrii nieograniczonych ob-
szaréw, przy ktérym zachodzi alternatywa Phragména—Lindel6fa dla podrozwiazan réwnania (8)
(réwniez dla podrozwiazan silnego p(-)-laplasjanu, patrz uwaga 3.4 w [A]). Zastosowania obej-
muja: polprzestrzenie (wniosek 3.5 w [A]), obszary katowe (wniosek 3.7 w [A]) i obszary nazwane
zwezajacymi sie¢ w nieskoniczonosci (wniosek 3.10 w [A]).

Wplyw geometrii obszaru na zachowanie rowigzania, w szczegdlnosci porowatosé obszaru,
opisujemy funkcja 7, zdefiniowana dla R > 1 i ustalonego ¢ > 0 (rozdzial 3.1 w [A]):

ol Ap—1(Q2NSt)
7(|z]) = r(jzl) == R P G0 dla ] > ¢, (28)

oraz Th(|z|) := 7R(c) dla |z| < c¢. Rozwazenie takiej funkcji zostato zainspirowane praca Mikly-
ukova [145]. Przez A\,—1 oznaczyliSmy (n — 1)-wymiarowa miare Lebesgue’a, a przez S; sfere o
srodku w 0 i promieniu t. W przykladzie 2.3 w [A] wyliczono wartosci funkcji 7 dla réznych
obszaréw, np.:

e dla potprzestrzeni R’} zachodzi % =1 istad 7(|z]) = Rz dla wszystkich z € Q;

ponadto ¢ = 0,

e dla obszaru katowego z katem rozwarcia « zachodzi 7(|z|) = R™%,
)

(=1
2

e dla stozka o kacie 0 < o < 7 zachodzi 7(|z|) = Ra(1cos

Kolejny przyktad rozwazany w pracy to nieograniczony pas w R2. Rozdziat 3.1 w [A] zawiera
réwniez oszacowania na 7 i V7, patrz (3.3) i (3.4)-(3.6) w [A].
Zwigzane z funkcja 7 sa funkcje pg, (|z]) oraz p¢,(|z|) zdefiniowane nastepujaco:
_ L . )\nfl(Q N St) + L )\nfl(Q N St)

) =i ey R TS s
Wyrazenia pg, i pg mozna interpretowac, odpowiednio, jako funkcje dolnej i gérnej gestosci
(n — 1)-wymiarowych cie¢ obszaru 2 sferami o promieniu ¢.

W badanym zagadnieniu wazna role odgrywa zachowanie sie zmiennego wykladnika p(x)
dla |z|] — oo. Wprowadzamy zatem nastepujace zalozenia na asymptotyke wykladnika p(-)
(nieréwnosé (3.6) w [A]):

Zalézmy, ze p : Q — (1,00) jest zmiennym wykladnikiem ograniczonym i log-hoélderowsko
ciaglym oraz, ze p~ # n — 1. Poniewaz najistotniejsze jest zachowanie sie wyktadnika dla duzych
|z|, wiec bez utraty ogélnosci zakladamy, ze p = const na pewnej kuli B(c), gdzie ¢ jest stala
zwiazana z funkcja 7 (przedyskutowana w rozdziale 3.1 [A] i powyzej).

Co do szybkosci zaniku wyktadnika, to przyjmujemy, ze Vp spelnia:

|Vp(z)| < cplz|™ dla|z| >¢, z€Q, (29)

dla pewnych ustalonych ¢, > 0 oraz 0 < o, < 00, gdzie oy # pi_.
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Twierdzenie 1.7 (twierdzenie 3.3 w [A]). Zalézmy, ze Q C R™ jest nieograniczonym obszarem
a wyktadnik p(-) spelnia powyzsze zalozenia, w tym (29).
Niech u bedzie p(-)-podrozwigzaniem takim, Ze limu(x) <0 dla Q> x — 9Q. Oznaczmy

mp = esssup 7(|z])(u,(z))P".
z€QNBR

Wowczas, albo u < 0 w € albo
. .. Mg
lim inf ﬁ > 0, (30)

R—o0

dla v takiego, zZe limp_,oo ['(R) = 0, gdzie

F(R) — R+ (Rn—pap + R%va (ng(2R)—p5(2R))+n—p* (31)

_ _nP_
+ max {capz+/p+(Q N Br, QN Bar),cap,+ (2N Br, Q2N BQR)}RTL "pF > )
Funkcja I'(R) sklada sie z trzech skladnikéw, z ktérych kazdy opisuje inny parametr wply-
wajacy na zachowanie funkcji v w © (w kolejnosci wystapienia w (31)):
(a) szybkosé zaniku wyktadnika p(-),
(b) porowatos$¢ obszaru €2,

(¢) wzgledna wielko$¢ obszaru 2 zawartego w pierscieniu Bog \ Br wyrazona w jezyku waria-
cyjnej pojemnoéci (wzory (2.4) 1 (2.5) w [A]).

Dowod twierdzenia 1.7 opiera si¢ na wykorzystaniu funkcji:
o(z) = n(@)POr(lz))u,(z), neCF(QN Bag)

jako testujacej w stabym sformulowaniu nieréwnosci p(-)-harmonicznej dla podrozwiazania (wzér
(2.7) w [A]). W wyniku obliczen otrzymujemy nieréwnosé¢ [A, (3.11)]. Calki wystepujace po pra-
wej stronie tego oszacowania oznaczamy przez Iy, I oraz Is odpowiednio i szacujemy oddzielnie
(3.12)-(3.14) w [A]. W rezultacie otrzymujemy nieréwnosé [A, (3.15)]:

p(x)

c(p™.ph) / |V, [P@ P < / uP®) |Vp[P®ry™
QNBaogr QNBag

+ / WP Tl (32)
QNBagr

\vos p(z)
n /Q N ug@%('T') @),
2R

Calki po prawej stronie oszacowania odpowiadaja powyzszym wiasnosciom (a), (b) i (c¢). Wyko-
rzystujac zalozenia na p(-), Vp, definicje i wlasnosci 7, V7T otrzymujemy nieréwnosé [A, (3.22)]:

x MoR
[, v < ) (33)

gdzie I'(R) a priori przyjmuje cztery mozliwe postaci w zaleznosci od «a; i p~ (patrz (3.23) w
[A]). Dalej dowdd przebiega nie wprost. Ponadto, pokazujemy, ze dla o, = pi_ lubp - =n-1
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otrzymujemy albo sprzeczno$é (dlay > —1) albo trywialna teze wyeliminowana z rozwazan przez
zalozenia na p(-) poczynione w dyskusji bezposrednio poprzedzajacej sformulowanie twierdze-
nia 1.7.

W rozdziale 3.3 pracy ilustrujemy powyzsze twierdzenie przykladami obszaréw w R", znaj-
dujac warunki na ap, a wiec na szybkos¢ zaniku Vp, ktére daja asymptotyczny opis zachowa-
nia podrozwiazania dla duzych |z|. W szczegélnych przypadkach, gdy p jest stale, czeSciowo
otrzymujemy wyniki znane dla p-laplasjanéw, np.: dla potprzestrzeni w R™ odzyskujemy wynik
Lindqvista [125], wniosek [A, 3.5]. Co wigcej dla przypadku obszaru katowego w R? wniosek [A,
3.7] jest nowy réwniez dla statego p. Dyskusje przykladow ilustrujemy réwnowaznymi sformuto-
waniami wnioskéw (uwagi 3.6, 3.9 w [A]).

W drugiej czesci pracy [A] dowodzimy twierdzenie Phragména—Lindelofa dla podrozwiazan
klasy niejednorodnych réwnan (A, B)-harmonicznych, postaci ((4.1) w pracy):

div(|VulPO~2Vu) = f(z,u, Vu), (34)

dla f #Z0, f(-,t,&) € L} _(Q) dla ustalonych (¢,£) € RxR™ oraz takiej, ze f spelnia w { warunek

loc
wzrostu [A, 4.3] z parametrem ¢ > n i zmiennym wykladnikiem «:

ul(e) f(ulz), Vu(z)) > clu(z)]*@ (1 N ) (35)

W twierdzeniu 4.3 w [A] dowodzimy, ze dla nieograniczonego obszaru 2 C R", przy zalo-
zeniach wzrostu na f jak w (35) i dla podrozwiazania u réwnania (34) z u|pn = 0 zachodzi
alternatywa: albo u = 0 albo

. . €SS8UDgconp, (1 + [u(z)])
lim inf

>0
R—o0 Ry ’

dla kazdego ~ spelniajacego warunek

(@—n)br +q(%5 — 1)

+ g1
a(% — qTa+)

v < : (36)

przy dowolnym ustalonym 1 < § < g—; .

Twierdzenie 4.3 w [A] jest pierwszym przykladem tego typu twierdzen dla niejednorodnych
réwnan z p(-)-laplasjanem, uogdlnia twierdzenie 4.6 z [125] dla stalego p, patrz wniosek 4.4 w
[A].

W szczegdlnym przypadku n = p = 21 a™ > qT21 z twierdzenia 4.3 wynika alternatywa
Phragména—Lindelofa dla v = 1 a wiec jak dla klasycznego przypadku laplasjanu w (27). Wow-
czas réwnanie (34) i warunek (4.3) przyjmuja postac:

Au = f(x,u, Vu),

u(@)f (&, u(z), Vu(e)) > clu(z) (1 V(e )

Wynik ten jest nowy réwniez dla réwnan z laplasjanem.

W pracy [AG] kontynuujemy badania nad réwnaniami z niestandardowym wzrostem na nie-
ograniczonych obszarach dowodzac twierdzen typu Liouville’a dla nastepujacych funkcji (patrz
ponizsze definicje 1.4 i 1.5):
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(1) rozwiazan réwnan A-harmonicznych (rozdzial 3 w [AG]),
(2) rozwiazan réwnan (A, B)-harmonicznych (rozdzial 4 w [AG]),

(3) nadrozwiazan réwnan (A, B)-harmonicznych; badamy réowniez zagadnienia nieistnienia roz-
wiazan (rozdzial 4.1 w [AG]).

Twierdzenia Liouville’a dla réwnan A-harmonicznych ze standardowym wzrostem sg do-
brze opisane w literaturze, np.: w pracach Caristi-Mitidieri [50] oraz Mitidieri—Pokhozaev [146]
(rozdzial 2) dla réwnan obejmujacych m.in. operator éredniej krzywizny oraz zdegenerowane
réwnania kwazieliptyczne, jak np.: réwnanie p-harmoniczne. Dalsze badania w tym obszarze dla
réwnan i ukladéw réwnan obejmuja wyniki np.: D’Ambrosio [56], D’Ambrosio-Mitidieri [57]-
[59], Filippucci [71] i Serrin [165]. Na rozmaitosciach riemannowskich twierdzenie Liouville’a dla
A-nadrozwiazan jest rownowazne p-parabolicznosci rozmaitosci (twierdzenie 5.4 w Holopainen—
Pankka [96], oraz dyskusja w rozdziale 6 pracy [6]).

Okazuje sie, ze w momencie pisania pracy [AG]| literatura zagadnien typu Liouville’a dla
réwnan o wzroscie typu p(-) skladala sie¢ z jednej pracy Wanga [172] i kilku prac o tematyce
pokrewnej, np.: Pucci-Zhang [160] dla zagadnien (nie)istnienia rozwiazan dla réwnan (A, B)-
harmonicznych o specjalnej strukturze (patrz (€)) oraz (A;) w [160]).

Praca [AG] jest wiec, wedle naszej wiedzy, pierwsza praca, w ktérej zajeto sie problematyka
twierdzen Liouville’a dla réwnan (A, B)-harmonicznych z niestandardowym wzrostem.

Przedstawimy teraz podstawowe definicje i wyniki pracy [AG].

Definicja 1.4 (definicja 2.2 w [AG]). Niech p : Q — [1, 00| bedzie zmiennym wyktadnikiem.
Powiemy, ze funkcja typu Carathéodory’ego A : 2 x R x R™ — R™ jest o niestandardowym
wzroscie (lub, Ze jest o wzroscie typu p(-), jesli istnieja funkcje a,b spelniajace nastepujace
warunki dla dowolnego (z,t,£) € 2 x R x R™

(1) (A(x,t,€),€) > a(z)|€[P®), dla mierzalnej funkeji a : Q@ — R ograniczonej od dotu przez
a— > 0.

(2) |A(z,t,6)| < b(x)|£[P®~1, dla mierzalnej funkeji b : Q — R takiej, ze a < b w obszarze Q i
ograniczonej z géry przez bt < oo.

Przyktadem operator A spetniajacego definicj¢ 1.4 jest A = Ay := |€|P®)=2¢. Dla statego
p, operatory A-harmoniczne i zwigzane z nimi réwnania sg fundamentalne w teorii potencjatu,
np.: Heinonen—Kilpeldinen—Martio [93]. Zauwazmy, ze w przeciwienstwie do klasycznej teorii, nie
wymagamy monotonicznosci operatora A ani jego jednorodnosci (dla poréwnania: (3.6) i (3.7)
w rozdziale 3 w [93]). Dla réwnan ze zmiennym wykltadnikiem ta ostatnia wlasno$¢ nie zachodzi
dla prototypicznego A = A,(.
Definicja 1.5 (definicja 2.3 w [AG]). Zalézmy, z2e A: QX RXR" > R"1B: QO xRxR" - R
sa funkcjami typu Carathéodory’ego, A speia definicje 1.4 oraz |B(x,t,&)| < c(z)(1+|&[P@) 1)
dla pewnej funkcji mierzalnej ¢ : 2 — R ograniczonej z gory, supg ¢ = ¢t < oo.

Funkcje u € VV;’CP(')(Q) nazwiemy (A, B)-(pod)rozwiazaniem, jesli

/ (A2, 1, V), Vo) da (<) = / Bz, u, Vu)é dz (37)
Q Q

dla kazdego (nieujemnego) ¢ € C§°(€2).
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Podobnie definiujemy (A, B)-nadrozwigzania. Ciagle, stabe rozwiazania nazywamy funkcjami
(A, B)-harmonicznymi. Jesli B = 0, to wtedy méwimy o réwnaniach .A-harmonicznych.

Dyskusje wynikéw rozpoczniemy od obserwacji, ze w przeciwienstwie do zagadnien dla sta-
tego p, nawet w prostym, jednowymiarowym przypadku twierdzenie Liouville’a nie musi zacho-
dzi¢ dla funkcji p(-)-harmonicznych (przyklad 3.1 w [AG]). Co wiecej, naturalna metoda dowodu
dla réwnan p-harmonicznych, wynikajaca z nieréwnosci Harnacka, nie moze by¢ zastosowana dla
réwnan o niestandardowym wzroscie z powodu niejednorodnoéci takich nieréwnosci (np.: oszaco-
wanie (14) dyskutowane w rozdziale 1.4.1). Uzywajac nieréwnosci typu Caccioppoli dla réwnan
A-harmonicznych (lemat 3.1) pokazujemy serie trzech twierdzen (twierdzenia 3.2, 3.3 1 3.4 w
pracy), z ktorych pierwsze dwa orzekaja, ze jesli istnieje rosnacy i nieograniczony ciag promieni
{Ri}32,, taki ze wykladnik p(-) jest odpowiednio duzy na pierscieniach Bag, \ Bg,, to funkcja
A-harmoniczna u okreslona na R™ jest stata. Dokladniej, zachodza nastepujace stwierdzenia:

o (twierdzenie 3.2) Jesli istnieje § > 0, taka, ze PBys \Br > n + ¢ dla wszystkich k, to
k k
ograniczona funkcja A-harmoniczna u w R"™ jest stala.

Br
to funkcja A-harmoniczna u w R" jest stala o ile [p, |VaulP®) < oc.

e (twierdzenie 3.3) Jesli istnieje 1 < g < p* < oo, taka, ze PByp \ = ¢ dla wszystkich k,
k k

Jedli dodatkowo zatozymy, ze ¢ > n dla wszystkich k, to teza zachodzi dla ograniczonych
funkcji A-harmonicznych, [AG, wniosek 1].

Trzecie z twierdzen (twierdzenie 3.4) orzeka, ze dla ograniczonego wykladnika z p~ < n
zachodzi teza twierdzenia Liouville’a dla ograniczonych A-harmonicznych u, o ile u zanika od-
powiednio szybko na pierScieniach, tj. ug := “|B2Rk \Br, spelnia

< - k=1,2,...,

dla pewnego o > p% — 1 oraz ¢ > 0 i ciggu promieni {Ry}72, jak powyzej.

Dodatkowo, pokazujemy ze oszacowanie Caccioppoli (lemat 3.1) skutkuje réwniez twierdze-
niem typu Phragména—Lindel6fa (wniosek 2 i uwaga 1), tzn. pokazujemy (przy powyzszej nota-
cji), ze jesli

@ p_n
lu(z)| < Clz|* dla pewnego C >0 oraz a < — — —,
p p
dla z € Bag, \ Br,, to u jest stala funkcja. W szczegélnym przypadku, gdy p = p* = p~, funkcja

u jest niestata oraz @ < 1 — % otrzymujemy, ze liminfp o ‘ngﬁ?' > C.

Rozdzial 4 pracy [AG] poswiecony jest twierdzeniom Liouville’a dla réwnan i nieréwnosci
(A, B)-harmonicznych dla A i B jak w definicjach 1.4 i 1.5. Dowodzimy oszacowan Caccioppoli
(lemat 4.1), z ktérych wywodzimy nastepujacy wynik:

Twierdzenie 1.8 (twierdzenie 4.2 w [AG]). Zaldimy, Ze istniejg takie 6 > 0 iy < 0 oraz
nieograniczony, rosnqcy cigg {Ri}3, taki, Ze

pl}sz\BRk >n+o+1-m.

Dodatkowo zalézmy, ze operator B(-,u(-), Vu(-))u(-)?" € LY(R"), jako funkcja x € R™ oraz, Ze B
spelnia nastepujgce rownanie:

lim B(z,u(x), Vu(z))u(z) dz = 0.

R—o00 Br

Wéwczas, kazda dodatnia, ograniczona funkcja (A, B)-harmoniczna u w R™ jest stala.
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Nastepnie badamy (stabe) nadrozwiagzania w R™ réwnan z A o wzroscie typu p(-) oraz B =
f(u) dla ciaglych nieujemnych f: R — R, (nieréwnosé (8) w [AG]):

divA(z,u, Vu) > f(u). (38)

Typowym przykladem jest f(t) = ct? dla ¢,q > 0 badane np.: w pracach [58, 59] oraz [71]. Dla
takich nadrozwiagzan udowadniamy, ze jesli p~ > n, a u jest ograniczonym nadrozwigzaniem
oraz f(t) = 0 dla dokladnie jednej wartosci ¢, to u jest stala funkcja (twierdzenie 4.3). Wy-
nik czesciowo uogdlnia twierdzenie 3.13 z pracy D’Ambrosio [56] oraz twierdzenie 3.1 z pracy
D’Ambrosio-Mitidieri [59], patrz uwaga 3 w [AG].

Twierdzenie skutkuje nastepujacymi wnioskami o nieistnieniu ograniczonych nadrozwiazan
przy zalozeniu p~ > n:

e (wniosek 3) Jedli f jest funkcja $cisle wypukla taka, ze f(t) # 0 dla kazdego t € R, to nie
istnieje ograniczone nadrozwiazanie (38).

e (wniosek 4) Jedli f jest funkcja $cisle rosnaca taka, ze f(0) # 0, to nie istnieje ograniczone
nadrozwiazanie (38).

Powyzsze wnioski odpowiadaja twierdzeniu 3.4 w D’Ambrosio-Mitidieri [59].
Ostatni wynik pracy, to twierdzenie Liouville’a dla ograniczonych nadrozwiazan réwnan typu
Riccatiego (twierdzenie 4.4 w [AG]):

divA(z, Vu) = /(| Vul),
dla p~ > n oraz ciaglej funkcji f : Ry — R spelniajacej warunek
ofa)|Vul® < f(|Vu]) < d(z)(1+ |[ValP@ ),

dla x z danego obszaru, zmiennego wykladnika ¢(-), mierzalnych i ograniczonych funkcji 0 <
c. <c<ch 0<d_ <d<d" takich ze ¢ < d_. Podobne zagadnienie byto badane przez
Filippucci (twierdzenie 3.1 w [71]) dla f(x, z,£) > a(z)29/¢|% i ¢ > 0 oraz operatora A(z, u, Vu) =
g(x)h(u)A(|Vu|)Vu.

1.4.4 Holderowska cigglo$é kwaziminiméw i rozwigzan réwnan (A, B)-harmonicz-
nych o niestandardowym wzros$cie, wyniki pracy [AT]

We rozdziale 1.3 poswigconym oméwieniu zagadnienia wspomnieliSmy pokrotce zwiazki miedzy
rachunkiem wariacyjnym a réwnaniami o niestandardowym wzro$cie oraz zastosowaniami w
przetwarzaniu obrazu. Celem tego rozdzialu jest poglebienie opisu metod wariacyjnych w teorii
rownan ze zmiennym wykladnikiem.

Rozwazmy ograniczony obszar 2 C R™ dla n > 1 oraz funkcje typu Carathéodory’ego f =
f(z,t,p) : Q@ x R x R — R. Zdefiniujmy caltke wariacyjna (funkcjonal energii)

Fo(u) = /Q F(@,u(z), Va(x))de. (39)

Powiemy, ze u € VVli’f(')(Q, R) jest K-kwaziminimum funkcjonalu energii Fo dla pewnego K > 1,
jesli na kazdym otwartym zbiorze Q' @ € zachodzi

Fo(u) < KFo(v) dla kazdej v € VVi)’p(')(Q,R) spelniajacej u — v € Wol’p(')(Q’,R).

C
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Réwnowaznie, u jest K-kwaziminimum, jesli dla kazdej funkcji ¢ € I/Vli’f(')(Q,R) z nosnikiem
supp ¢ € €2 zachodzi Fyuppe(u) < K Fgyppe(u+ ¢). Dla K = 1 otrzymujemy definicj¢ lokalnego
minimum.

Atrakeyjnosé i zainteresowanie zawdzieczaja kwaziminima przykladom funkeji (i przeksztal-
cen dla kwaziminiméw o wartosciach wektorowych), ktére nie sa minimami, ale sa kwazimi-
nimami dzigki czemu stosuja sie¢ do nich ogdlne wyniki teorii kwaziminiméw, np.: rozwigzania
réwnan eliptycznych i ukladéw réwnan (A, B)-harmonicznych (szczegélowo opisane we wzo-
rach (2.7)-(2.8) oraz (2.9)-(2.13) w pracy Giaquinta—Giusti [77]), przeksztalcenia kwaziregu-
larne (twierdzenie 2.4 w [77]), jak réwniez minima dla zagadnien z przeszkoda (przyklad 6.4
w rozdziale 6, Giusti [79]) czy rozwiazania réwnan typu Riccatiego, Martio [138]. Pojecie kwa-
ziminiméw jest tez badane w kontekscie przestrzeni metrycznych, np.: Kinnunen—Martio [110],
Kinnunen—-Shanmugalingam [111] oraz, w ostatnich latach, dla réwnan parabolicznych, np.: Pa-
rviainen [155], Fujishima-Habermann-Kinnunen-Masson [73], Masson-Parviainen [142]. Dalsze
ciekawe wlasnosci i przyklady kwaziminiméw opisane sa np.: w Bjorn-Bjorn-Marola [43].

Na potrzeby tego rozdzialu wspomnijmy réwniez, ze w odréznieniu od minimoéw p-tej ener-
gii Dirichleta (f(z,u,Vu) = |VulP w (39)), zagadnienie Dirichleta dla kwaziminiméw analo-
gicznych energii nie ma jednoznacznosci, nie zachodzg réwniez zasady poréwnawcze. Z drugiej
jednak strony, kwaziminima dobrze zachowuja sie ze wzgledu na zaburzenia, np.: jesli u jest
kwaziminimum, to u + f réwniez, o ile |V f| < ¢|Vu| (twierdzenie 1.1 w [43]).

W pracy [AT] badaliémy kwaziminima calek (39) dla f o ogblnym wzroscie postaci (wzory

(5) 1 (6) w [AT])
2P —b(@) |y — g(x) < flx,y,2) < plzPD +b(@) |y + g(2), (40)
przy nastepujacych zatozeniach:

p=1, plx) <r(@) <p'(z) dax e,
p*(z)

b >0 oraz be L°O(Q) dla cigglego o, takiego, ze o () > —
p*(z) —r(z)

dla z € Q, (41)

g >0, oraz g € LY(Q), dla t > %
p

Wyktadnik p*(-) = np_(%) oznacza sprzezony wykladnik Sobolewa dla p(z) < n w Q. Dodatkowo
zaktadamy, ze p(-) jest ograniczonym log-hélderowsko ciagltym wyktadnikiem z ||Vp||rsq) < 0o
dla pewnego s > n (np.: p(+) ograniczony i lipszycowsko ciagly).

Gléwne wyniki pracy [AT] to:

e lokalna holderowska ciaglosé kwaziminiméw calek wariacyjnych Fqo przy powyzszych wa-
runkach na f i dodatkowym zalozeniu, ze t > n, [AT, twierdzenie 2]. Wykladnik hoélderow-
skiej ciaglosci a zalezy od p~, p™,t oraz n ([AT, twierdzenie 2]),

e dowdd, ze stabe rozwiazania klasy réwnan (A, B)-harmonicznych przy ponizszych warun-
kach wzrostu (44) sa kwaziminimami, skad wynika lokalna holderowska ciagto$¢ tych roz-
wiazan (twierdzenie 3 i wniosek 1 w [AT]).

Zanim oméwimy dowdd pierwszego z powyzszych twierdzen, poréwnajmy go do wczedniej-
szych wynikow z teorii regularnosci kwaziminiméw:

- dla funkcjonaléw energii ze stalymi wykladnikami p i » w (40), hélderowska ciaglosé zostata
udowodniona np.: w rozdziale 7 ksiazki Giusti [79].
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Nastepnie, dla funkcjonatéw energii ze zmiennymi wyktadnikami p i r spelniajacymi zatozenia
(41) oraz

- dla b = g = 0, holderowska ciaglo$é kwaziminiméw pokazano w pracy Acerbi-Mingione [1],

- dla b = g = const analogiczne wyniki zostaly udowodnione przez Chiadd Piat—Coscia [52,
twierdzenie 4.1] (przy zalozeniach (1.3) w [52]) oraz przez Fan-Zhao [67, twierdzenie 3.1] (przy
zalozeniach (3.1) w [67]).

- dla b = const oraz g € L°) dla s(-) > n/p(-) hélderowska cigglosé kwaziminiméw zbadano
w pracy Fan-Zhao [68, twierdzenie 3.2].

Zatem nowo$¢ wyniku polega na zbadaniu przypadku, gdy oba wspoétczynniki b i g sg funk-
cjami calkowalnymi. W szczegdlnosci przejscie od stalego lub ograniczonego b do b = b(x) i
calkowalnego b € L) wymaga rozwiniecia oszacowan de Giorgi na przypadek f w (41) (le-
mat 3 w [AT]) oraz oszacowan typu L> na poziomicach kwaziminiméw (twierdzenie 1 w [AT]).
Roéwniez wyniki pomocnicze, np.: lematy 1 i 2 sa nowe w literaturze w takiej ogélnosci.

Dowdéd twierdzenia jest rozwinieciem metody dowodowej z pracy [52]. Oszacowanie typu
Caccioppoli [AT, lemat 3] pozwala na oszacowanie funkcji modularnych gradientu kwaziminimum
u poprzez funkcje modularne u na poziomicach v zawartych w danej kuli o promieniu R:

A(k,R) :=={z € Q:u(x) > k} N Bpg.

Nierownosé Caccioppoli jest uzyta w, kluczowym dla zastosowania metody de Giorgi, nastepu-
jacym oszacowaniu dla kwaziminmum u (twierdzenie 1 i nier6wnosé (12) w [AT]):

1
_ B p(zx) pT
a2 (A1)’ e )
Br)a R A(k,R)

t

dla 8 > 0 spelniajacego B(1 + B — 1/t) = 1/n, t > n i stalej ¢ = ¢(n,p~,p*,s). W poréwna-
niu do twierdzenia 1 z pracy Toivanen’a [168] prawa strona powyzszej nieréwnosci zalezy od
RP™/P" i od ilorazu |A(k, R)|/R", co czyni oszacowanie dokladniejszym. W dowodzie (42) otrzy-
mujemy najpierw oszacowanie dla supu i poziomicy u dla k = 0 (strona 443 w [AT]). Przejscie
do u — k wymaga uzycia technicznych, ale niezbednych wynikéw pomocniczych (lematy 1 i 2),
ktére zostaly udowodnione w addendum do artykutu. Dowodzimy w nich, ze jeéli u jest kwa-
ziminimum calki wariacyjnej Fq dla f jak w (40), to réwniez jest kwaziminimum catki (7) w
[AT], dodatkowo u — k jest kwaziminimum calki (8) w [AT]. W dowodzie lokalnej holderowskiej
ciaglosci u (twierdzenie 2), oszacowanie sup u przez oscylacje u (nieréwnos$é na dole strony 445 w
[AT]), otrzymujemy poprzez wykorzystanie oszacowania ilorazu miary poziomicy |A(k,, R)|/R"
poprzez oscylacje kwaziminimum u na kulach Byp (szczegdly: patrz lemat 5).

Zastosowania twierdzenia 2 omawiamy w rozdziale 4 pracy: drugim gtéwnym wynikiem pracy
jest dowdd, ze stabe rozwiazania nastepujacej klasy réwnan (A, B)-harmonicznych sa kwazimi-
nimami funkcjonalu energii zdefiniowanego poprzez wspdlczynniki wzrostu operatoréw A i B
(patrz (31)-(32) w [AT]), skad wynika lokalna holderowska ciaglo$¢ tych rozwiazan (twierdzenie
3 i wniosek 1 w [AT]):

u—k
R

—divA(z,u, Vu) = B(z,u, Vu), (43)
dla A: QxR xR" —-R"i B:QxRxR"— R speliajacych warunki wzrostu:

(A(w,u,6),6) > plelP® — b(a)|ul™™® — f(2),
A, u,€)] < plelP@ " 4 b(a)|u]"@) + g(a), (44)
|B(,u,€)] < ple]T@ + b()|ul’@ + h(z).
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Zakladamy, ze u > 1, f € LY(Q), g € L O)(Q) oraz h € L' )(Q), b € L*0)(Q), dla ograniczonych
zmiennych wykltadnikéw takich, ze dla x € € zachodzi:

p(x) <r(z) <p*(x),
— €

r(z) = r(x)

dla pewnego 0 < € < p~ — 1,

o(x) = ’”(-’L‘)%a 7(z) = p(x) (1 - f(lw)> ;) =) - 1, (45)
p(z) pr r(z)
o1 max{o(z),t==—} dla p(z) < 2
s(z) = . P AR (46)
)1 max{o(z), tp*_—hr} dla p(z) > 0%

Wynik uogdlnia wezesniejsze podobne rezultaty Giaquinta—Giusti (twierdzenie 2.1 w [77]) dla
calek wariacyjnych o stalych wykladnikach oraz Fan—Zhao [68, twierdzenie 2.2]) dla warunkéw
wzrostu przy b = const lub b € L. Og6lniejsze zalozenia na wspélezynniki w (44) umozliwiaja
nam udowodnienie hélderowskiej regularnosci np.: dla klas réwnan postaci

—div(|Vul[P®2Vu) = V(z)|u|9®) 2y, (JAT, przyklad 1]),
—div(|Vul[P D72V u) + |ulP@ 20 = Ag(x)|u|*® 2w — h(z)u|*®)~2u 4+ K (z), ([AT, przyklad 2]).

Takie réwnania wyrastaja z zagadnien wlasnych dla operatoréw p(-)-harmonicznych (dla V' =
A € R) badanych m.in. w pracach Franzina-Lindqvist [72], Mihailescu-Pucci-Radulescu [144],
Lang-Méndez [116].

Dowdd twierdzenia 3 w [AT]) wykorzystuje stabe sformutowanie réwnania (43) z warunkami
(44), ktére prowadza do oszacowania (33) w [AT]. Kolejne skladniki prawej strony szacujemy
wykorzystujac nieréwnosci Young’a i twierdzenia o zanurzeniu dla przestrzeni Sobolewa o statych
wykltadnikach (oszacowania (43)-(45) w pracy).

2 Omoéwienie pozostalych osiggnie¢ naukowych

W rozdziale omowimy pozostate wyniki uzyskane po doktoracie, ktore nie weszty w sktad osia-
gniecia habilitacyjnego.

2.0.5 Dalsze wyniki z teorii rownan ze zmiennym wykladnikiem i analizy harmo-
nicznej, prace [7] i [8]
W pracy [7] badamy zagadnienia teorii potencjatu dla réwnania p(-)-harmonicznego postaci:
div(p()|VuPY2Vu) = 0.

Wiasnoéci takiego réwnania sa analogiczne do wlasnosci réwnania div(|Vul|P0)=2Vu) = 0. Gléwne
wyniki pracy dotycza punktéw regularnych i nieregularnych funkeji p(-)-harmonicznych. Przy-
pomnijmy, ze dla danego ograniczonego obszaru 2 C R"™ punkt xo € 0N jest regularny, jesli

lim wu(y) = f(zo) dla kazdej funkcji f € C(99),

QBy—)(EO

gdzie u jest rozwiazaniem zagadnienia p(-)-Dirichleta z ciaglymi danymi brzegowymi f. Po-
wiemy, ze punkt zg € 0 jest nieregularny, jesli nie jest regularny. Analizujac definicje punktu
regularnego, widzimy, ze mozna zapisaé ja nastepujaco:
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1. dla kazdej funkeji f € C(09) istnieje granica limosy—sz, u(y), oraz

2. dla kazdej funkcji f € C(99) istnieje ciag {y;}32; punktéw z 2 taki, ze u(y;) — f(zo) gdy
y; — xo dla j — oo.

Punkt zg € 012, dla ktérego zachodzi warunek (1), ale nie zachodzi warunek (2) nazwiemy
punktem pdtregularnym, zas punkt dla ktérego zachodzi warunek (2), ale nie zachodzi warunek
(1) nazwiemy punktem silnie nieregularnym.

Wilasnosci punktéw (nie)regularnych sa badane od dawna, jedne z pierwszych ich przykladéw
naleza do Zaremby (przyklad 13.3 w Bjorn-Bjorn [42]) oraz Lebesgue’a (przyklad 13.4 w [42]).
Przyklady dla teorii ze zmiennym wyktadnikiem podano w pracy [7] (przyklady 8.2, 8.6, propo-
zycje 8.7 1 8.8). Wspomnijmy réwniez, ze dla p = const warunkiem dostatecznym regularnosci
punktu zq jest aby spelnial test Wienera (np.: twierdzenie 11.24 w [42]) lub aby istniala bariera
W Zg.

Okazuje sie, ze punktéw nieregularnych jest malo w sensie pojemnosci.

Twierdzenie 2.1. (Wlasnosé Kellogga dla réwnari p(-)-harmonicznych, twierdzenie 1.1 w [7])
Zbior punktow niereqularnych ma zerowq p(-)-pojemnosé Sobolewa.

Przypomnijmy, ze p(-)-pojemnosé Sobolewa zbioru 2 C R™ jest zdefiniowana nastepujaco

C Q)= inf PO 4 (TP e,
0@ = it [ () 4 [9upo) da

gdzie infimum rozwazamy wzgledem wszystkich u € Wl’p(')(R”) takich, ze v > 1 w pewnym
otoczeniu 2. (Pojemnoéci i ich znaczenie w teorii funkcji Sobolewa ze zmiennym wyktadni-
kiem zostaly opisane np.: w rozdzialach 10 i 11 [62]; dla stalego wykladnika np.: [42], Evans—
Gariepy [66].)

Dowdd Twierdzenia 2.1 jest krétszy i oparty o bardziej podstawowe wlasnosci p(-)-(nad)-
rozwiazan niz wezesniejszy dowdd z pracy Latvala—Lukkari—Toivanen [117] wykorzystujacy m.in.
pojecia balejazu i kryterium Wienera.

Kolejnym wynikiem pracy [7] jest twierdzenie o trychotomii, klasyfikujace punkty brzegowe
obszardéw. Jest to pierwszy wynik tego typu w teorii potencjatu dla réwnan o zmiennym wyktad-
niku.

Twierdzenie 2.2 (twierdzenie 1.2 w [7]). Punkt brzegowy zo € OS2 jest albo reqularny, pélregu-
larny, albo silnie niereqularny.

W pracy pokazalismy réwniez usuwalnos¢ zbioréw o zerowej C).) pojemnosci dla ograniczo-
nych funkcji p(-)-(nad)harmonicznych (twierdzenia 1.3, 6.1, 6.2 w [7]). Wynik podobnej natury
uzyskal Lukkari [132]. Dowdd twierdzenia 2.2 jest prostszy, dopuszcza nieograniczone obszary €2
i zachodzi przy ogdlniejszych zalozeniach na zmienne wyktadniki niz w [132].

Dalsze wyniki z pracy obejmujg réwniez:

(1) nowa charakteryzacje lokalnie ograniczonych z gory funkcji p(-)-superharmonicznych jako
pélciagltych z dotu regularyzacji p(-)-nadrozwiazan (ang. lower semicontinuous regularization),
twierdzenie 1.4;

(2) twierdzenia charakteryzujace punkty regularne (twierdzenie 7.1) i pélregularne (twierdzenia
8.118.4).

Dalsza charakteryzacji punktéw regularnych wymaga barier (np.: twierdzenia 11.21 11.11 w
[42]), prace nad ktérymi zostaly niedawno zapoczatkowane w pracy [AL] (rozdzial 1.4.2 autore-
feratu).

31



Praca [8] jest konsekwencja zainteresowan autoréw zaréwno obszarem teorii zmiennego wy-
kladnika jak i analiza na przestrzeniach metrycznych (rozdzial 2.0.8 autoreferatu). W [8] udowad-
niamy ograniczono$é¢ operatora maksymalnego Hardy’ego-Litlewood’a jako operatora z LP() (X)
w LP()(X) dla p~ > 1 i nieograniczonej przestrzeni kwazimetrycznej X (twierdzenie 1.7 w [8]).
Wykladnik p(-) nalezy do klasy miarowych log-hdlderowsko ciaglych wykladnikéw zdefiniowa-
nych w ujeciu metrycznym po raz pierwszy [8, definicja 1.3]. Dla miary podwajajacej na X klasa
ta zawiera log-holderowsko ciagle wykladniki jak w definicji 1.2 w [8]. W rozdzialach 2 i 3 pracy
badamy szczegoétowo relacje miedzy tymi klasami wyktadnikow.

Poprzednie wyniki dla zagadnienia ograniczonosci operatora maksymalnego dotycza: LP() (R™),
Diening [60] (przy mniej ogélnych warunkach na wykladnik niz w [8]), ograniczonych przestrzeni
kwazimetrycznych i ograniczonych wykladnikéw (przy analogicznych zalozeniach na wyktad-
nik jak w [60]). W [8] dopuszczamy, aby p(-) byl nieograniczony z géry. Co wiecej, do dowodu
twierdzenia 1.7 nie potrzebujemy zalozenia podwajania miary w X. Jako wniosek otrzymujemy
ograniczonoéé operatora maksymalnego w przypadku euklidesowym, dla LP() (R™, i), miary Ra-
dona p i wyktadnika p(-) w klasie miarowych log-hdlderowsko ciaglych wykladnikéw (wniosek
1.9). Wynik ten nie byl znany wczesniej.

2.0.6 Zasady maksimum, nieliniowe zagadnienia wlasne, (nie)istnienie rozwigzan:
wyniki prac [10, 11], [12]

Prace [10, 11] oraz [12] naleza do nurtu badan wyrastajacego z zagadnienia wlasnego dla operato-
réw typu p-harmonicznego. Klasyczne zagadnienie bada istnienie i wlasnosci rozwiazan réwnania:

div (|Vu|p_2Vu) = \ul[P~%u,

ktére dla p = 2 redukuje sie do znanego zagadnienia dla laplasjanu.
W [10] badamy radialnie symetryczne rozwiazania w € C1(B) N C(B) réwnania ((2.1) w
pracy):
—a(|z))div (|Vw(z)[P"*Vuw(r)) = ¢(w(z)) pw.w B=B(0,R)CR" (47)

gdzie B = B(0, R) oznacza kule o srodku w 0 i promieniu R > 0. Oznaczajac w(z) = u(|x|)
otrzymujemy, réwnowazne, réwnanie rozniczkowe zwyczajne ((2.2) w pracy). Odnosnie wagi a(-)
zakladamy, ze:

1. ae WE((0,R)NL®((0,7) dlar < R
2. a >0 oraz dla p.w. 7 € (0, R) zachodzi

iy < P =Dal)
p—1 7

Gléwny wynik [10] to propozycja 2.1, ktéra orzeka, ze dla nieparzystej ciaglej funkeji ¢, takiej
ze To(1) > 0 p.w., |w| osiaga swoje supremum na kuli B w jej §rodku, gdzie w jest rozwiazaniem
réwnania (47). Jesli za$ zachodzi 7¢(7) < 0 p.w., to |w(z)| jest niemalejaca funkcja |z|, w
szczegllnosei zachodzi staba zasada maksimum dla |w|. Wnioski obejmuja m.in. monotonicznosé
rozwiazan o stalym znaku (wniosek 2.3 w [10]), zastosowania do zagadnienia wlasnego z ¢(z) =
Aw|? 2w dla ¢ > 1 (wniosek 3.1) oraz istnienie tylko trywialnych rozwigzan (propozycja 4.1) i
nieistnienie radialnych rozwiazan (propozycje 4.3, 4.4, 4.5). Korzystajac z wariantu tozsamosci
Derricka—Pohozaeva pokazujemy przyklady klas rownan (47) bez nietrywialnych, radialnych i
nieujemnych rozwigzan (propozycja 4.7).
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W pracy [11] rozszerzamy cze$é¢ wynikéw [10] na przypadek radialnych rozwigzan réwnan
postaci:

—a(|z|)div (|Vw(z)[P*Vw(z)) + h(lz],w(z), (Vo(z), i>) = ¢(w(z)) p.-w. w B = B(0,R).

Eha

Zalozenia na a, w, ¢ sa analogiczne do pracy [10]. Funkcja h, okreélona na (0, R) x R?, jest
funkcja Carathéodory’ego, taka Ze sup|y, <k |n|<k [(-; A1, A2)| € L} (0, R). Dodatkowo zakla-
damy relacje miedzy h oraz a (warunki (Bi), (B2), (C1), (C2) w pracy). Gléwny wynik pracy
to zasady maksimum dla |w| (twierdzenie 2.1). Jako wnioski, otrzymujemy m.in. nieistnienie
nietrywialnych rozwiazan (propozycje 2.1 oraz 5.1) oraz opis oscylacji rozwiazania (twierdzenie

3.1, twierdzenie 5.2).

Tematyka uogélnionych zagadnien wlasnych jest kontynuowana w pracy [12]. Dla zagadnienia
postaci:
(I (OP2(6) + flu(t) =0, 0<t<T, 8)
u(0)=0, w(T)=0, ¥ (0)=r>0

badamy liczbe dodatnich rozwiazan réwnania tzw. metoda time map T opisana przez Schaaf [163].
W rozdziale 3 pracy wyprowadzamy odpowiedni wzor na operator T, ktérego dodatnio$¢ i wy-
puktoéé mozna okresli¢ poprzez warunki na f (odpowiednio: propozycja 1 oraz twierdzenia 6.1
i 6.2 w [12]). Dodatnio$é T' skutkuje istnieniem co najwyzej jednego dodatniego rozwiazania u
dla (48), za$ wypuklos$é daje istnienie co najwyzej dwdch rozwiazan.

2.0.7 Uklady réwnan eliptycznych typu p-harmonicznego, prace [4, 5]

W oméwieniu zagadnienia (rozdzial 1.3) jako jeden z gtéwnych celéw geometrycznej teorii funk-
cji i przeksztalcen wskazaliémy badanie klas przeksztalcen uogdlniajacych funkcje holomorficzne
i przeksztalcenia konforemne w R? w wyzszych wymiarach euklidesowych i na przestrzeniach
metrycznych z miara. Jako jedna z takich klas wymieniliémy przeksztalcenia harmoniczne w
obszarach w R?. W tym rozdziale opiszemy nieliniowy odpowiednik wektorowych funkcji harmo-
nicznych, tzw. przeksztalcenia p-harmoniczne. Badania w tym zakresie sa kontynuacja tematyki
mojego doktoratu.

Niech 1 < p < oco. Méwimy, ze u = (ul,...,u™) : Q C R* — R™ dla m > 1 jest prze-
ksztatceniem p-harmonicznym o ile u € WHP(Q,R™) spelnia (jako stabe rozwigzanie) uktad
réwnan

div(|DuP=2Vul) = 0
: (49)
div(|Du[P=2Vu™) = 0

Symbol Du oznacza macierz Jakobiego u, za$ |Du| jej norme euklidesowa. Dla m = 1 powyz-
szy uklad redukuje sie do réwnania réwnowaznego (1). Dla p = 2 otrzymujemy uklad réwnan
harmonicznych i przeksztatcenia harmoniczne. Najczesciej badany przypadek to m = n. Co wie-
cej, uktad réwnan (49) jest ukladem Eulera-Lagrange’a dla zagadnienia Dirichleta minimalizacji

energii
/ |DulP.
Q
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Zrozumienie wtasnosci przeksztatcen p-harmonicznych pozwala studiowac¢ ogélne uktady rownan
typu divA(z,u, Du) = B(z,u, Du). Uklady réwnan typu p-harmonicznego wystepuja np.: w
nieliniowej teorii sprezystosci i geometrii rézniczkowej.

W pracy [4] badamy p-harmoniczne przeksztalcenia klasy C? w obszarach na plaszczyznie.
Dla takich przeksztalcen mozliwe jest sformutowanie uktadu réwnan spetnionego przez zespolone
gradienty funkcji wspétrzednych u' i u? odpowiednio ([3], uogélnienie w Addendum w [4]):

1 1

f=g =iy, g =g (- iu). (50)

W punktach, w ktorych f #£ 01 g # 0 zachodzi

(2p+4|'fg|'2>fz (2- p(ffz % >

Okazuje sie, ze powyzszy uklad mozna rozwiazaé wzgledem fz i gz otrzymujac nastepujace
przedstawienie przeksztalcenia u:

(1], 1], ]

g z

Macierz A(f,g) (wzory (A.1) i (A.2) w [4]) posiada ciekawa wlasnosé. Okazuje si¢ bowiem,
ze struktura A(f, g) pozwala oszacowaé¢ wspolezynniki tej macierzy niezaleznie od u, tylko jako
funkcje od p (wzory (A.3) i (A.4) w [4]). Jest to uogdlnienie wyniku znanego dla funkcji p-
harmonicznych na plaszczyZnie udowodnionego przez Bojarskiego—Iwanca [45]. Wykorzystujac

(51) pokazalem nastepujace wlasnoéci przeksztatcen p-harmonicznych u = (u!, u?):

(1) Oznaczmy, przez H(v) hesjan funkcji v, tj. macierz drugich pochodnych czastkowych v.
Wéwezas zachodzi nastepujace twierdzenie (twierdzenie 3.1 w [4]): niech p € [4,2 + V2]
Jedli det H(u?) > 0, to det H(u') <0.

Jedli det H(u?) > 0 (det H(u!') > 0) dla wszystkich punktéw w €2, to krzywizna Gaussa
powierzchni wykresu funkcji u!(odpowiednio u?) spetnia K,1 < 0 (odpowiednio K,2 < 0)
w .

Stad wynikaja wlasnosci wypuklosci funkcji wspétrzednych u! i u? (wnioski 3.5 i 3.6 w

[4])-

(2) Wykorzystujac wzory na funkcje krzywizny k,1 poziomic funkcji u' (wzory (4.2)-(4.5) w
pracy) pokazatem oszacowanie dtugoéci L(c) poziomicy {u! = ¢} zawartej w danej kuli o
promieniu R (twierdzenie 4.3) np.: przy zalozeniach L?-calkowalnoéci norm hesjanéw u!,

u? lub kwaziregularnoéci gradientéw f i g zachodzi

L(c) ;:/ d#! g/ |kyt| + 27R. (52)
{zeQ:ul(z)=c} QNB

Wynik uogdlnia rezultaty Lindqvista [127] i Talentiego [167] dla funkcji p-harmonicznych
(analogiczny wynik zachodzi dla u?).

34



Kolejnym wynikiem pracy [4] jest nieréwnosé izoperymetryczna dla funkcji u! i u?, ktéra

pokazalem bez odwolywania si¢ do uktadu (51), przy zalozeniu u € C3(Q) i dodatkowych za-
tozeniach odnosnie brzegowego zachowania si¢ funkcji wspétrzednych i kwaziregularnosci ich
gradientéw (twierdzenie 6.1 w [4]):

Zalozmy, ze Q' C Br C Byg € Q oraz niech L(s) bedzie jak w (52). Wowczas

(InL(s))" >0, dlap=2,

1 p—1 " _4
Lo (s) (p% LT(S)) > _CR P, dlap#2

Analogiczne nieréwnoéci zachodza dla funkcji u?. Réwnosci zachodza dla u? = 0 lub u! = u? oraz

dla pierscienia kolowego € (stad nazwa nieréwnosci). Wynik uogdlnia prace Alessandriniego [23]
i Longinettiego [131] dla funkcji p-harmonicznych.

Praca [5] dotyczy innego zagadnienia z geometrii funkeji i przeksztalcen, tzw. twierdzenia o
trzech okregach (sferach). W klasycznej wersji sformutowanej przez Hadamarda orzeka ono, ze
dla podharmonicznej funkcji v w obszarze w R?, dla dowolnych trzech koncentrycznych okregéw
o promieniach r; < r < r9 zachodzi nieréwnosé:

M) < log(r2/7) 4. )+ log(r/r1) , . ra),
log(ra/71) log(re/71)

gdzie M (1) = sup,2 2,2 u(z,y). A zatem M (r) jest funkcja wypukla logr. Podobne wyniki za-
chodza dla funkcji podharmonicznych w R™ dla n > 2 (wéwczas M (r) jest funkcja wypukla r2="),
funkeji A-harmonicznych, réwnania przewodnictwa ciepla (tzw. twierdzenie o trzech parabolach).
W wersji multiplikatywnej, twierdzenie o trzech sferach odgrywa wazng role w zagadnieniach jed-
noznacznego przedluzania (ang. unique continuation property), np.: Lin—Nagayasu—Wang [124],
Colding—De Lellis-Minicozzi [53] oraz Garofalo-Lin [75].

Gléwny wynik [5] to arytmetyczna wersja twierdzenia o trzech sferach w obszarach  C R™.
Z racji réznic w naturze ukladéw (réwniez réwnan) p-harmonicznych dla 1 < p < 2ip > 2
rozpatrujemy dwa rodzaje zatozen. Dla 1 < p < 2, zakladamy, ze istnieje a > 0, taka ze funkcja
wspotrzedna u' spetnia warunek wzrostu

lul(z) —ul(z0)| > Clz — 29|* dla 2z € R"\ B,,. (53)
Dla 2 < p < n, zakladamy, ze istnieje ¢; > 0 takie, ze
Vul| > ¢ w B, (54)
Wéwezas istnieje stata C' i promien r3 taki, ze dla B,, C Q zachodzi nieréwnosé:
M(r) < CM(r1)+ (1 — C)M(rs3).

Dla 1 < p < 2 stata C zalezy od n,p i stalej cg z twierdzenia Sobolewa o zanurzeniu, 1,9, ¢, &
oraz || Dul| s (B,,,). Promiefi r3 > ry zalezy od p,n,rs, a, oraz || Dul|ps(B,,,)-
Dla 2 < p < n stala C zalezy n,p, cg, 1,72, ¢, c1 oraz HDUHL}?(BQTZ), podczas gdy r3 = ro.

W przypadku harmonicznym, p = 2 < n, otrzymujemy r3 = ro podczas gdy C zalezy tylko
od n,p,cg oraz c,ry,ro.

Dowdéd twierdzenia wymaga nowego podejs$cia w poréwnaniu do przypadku skalarnego, opar-
tego na istnieniu rozwiazan podstawowych i zasadzie poréwnawczej. Zamiast tego wykorzystu-
jemy oszacowania de Giorgi dla funkcji wspélrzednych uf, dla i = 1,...,7n nieznane wczeéniej w
kontekscie przeksztalcen p-harmonicznych (lemat 2 w [5]). Badania nad twierdzeniami o trzech
sferach kontynuuje w pracy [14] dla réwnan subeliptycznych na grupach Heisenberga (rozdziat
2.0.8 autoreferatu).
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2.0.8 Analiza na przestrzeniach metrycznych z miarg, réwnania subeliptyczne i
przeksztalcenia kwazikonforemne na grupach Heisenberga, wyniki prac [13],
[6], [14], [15], [9]

Analiza na przestrzeniach metrycznych z miarg wyrasta m.in. z pytania na ile istotne jest w
rachunku rézniczkowym istnienie w rozwazanej przestrzeni uktadu wspdtrzednych i struktury
wektorowej oraz, ktére z wynikéw znanych z badan w przestrzeniach euklidesowych przenosza
sie na przypadek metryczny. Intensywny rozwéj tej dziedziny trwa od prawie dwéch dekad, zapo-
czatkowany pracami Heinonena—Koskeli [94], Hajlasza [82], Hajlasza-Koskeli [83], 1 wczesniejsza,
Gromova [81]. W analizie na przestrzeniach metrycznych szukamy m.in. odpowiednikéw poje-
cia gradientu, funkcji harmonicznej, p-harmonicznej, krzywizny Ricciego, odwzorowan harmo-
nicznych, dyfuzji czy pojecia przeksztalcenia kwazikonforemnego. Podejécie metryczne przenika
réwniez do wielu innych obszaréw matematyki takich jak teoria grup czy uklady dynamiczne.

Przypomnimy teraz dwa z podstawowych poje¢ analizy na przestrzeniach metrycznych: mo-
dut rodziny krzywych oraz (staby) gérny gradient.

Rozwazmy przestrzen metryczna (X,d, ) z miara borelowska u. Niech I' bedzie rodzing
niestatych prostowalnych krzywych w X. Wowczas, p-modut rodziny I' definiujemy nastepujaco:

Mod,(T") := ir;f/xppdu, (55)

gdzie infimum jest rozwazane wzgledem wszystkich nieujemnych funkcji borelowskich p : X —
[0, 00] takich, ze fypds > 1 dla kazdej krzywej v € T

Mod,, zadaje miar¢ zewnetrzna na rodzinie wszystkich krzywych prostowalnych w X. Bada-
nia nad modutami rodzin krzywych (oraz ich odwrotnosciami, znanymi dla p = n pod nazwa
ekstremalnej dlugosci) zapoczatkowali Ahlfors, Beurling, Grotzsch oraz Teichmiiller. Uzywajac
n-modulu w R™ (lub @-modutu dla przestrzeni typu Ahlforsa) mozna zdefiniowaé kwazikonfo-
remne i kwaziregularne przeksztalcenia (np.: Viisila [169]). Pojecie modulu odgrywa réwniez
fundamentalna role w badaniu przestrzeni Loewnera, np.: [91, 94], jest réwniez uzyte w definicji
pojemnosci (np.: propozycja 2.17 w [94]) i odpowiednikéw gradientéw i przestrzeni Sobolewa na
przestrzeniach metrycznych.

Mo6wimy, ze nieujemna funkcja borelowska g : X — [0, 00| jest gdrnym gradientem funkcji w,
jesli dla kazdej niestalej, prostowalnej krzywej v : [0,1,] — X, parametryzowanej diugoscia tuku
zachodzi

u(3(0)) = u()] < [ gds. (56)
¥
Jedli powyzsza wtasnosé g zachodzi dla krzywych poza rodzing krzywych o p-module réwnym
zero, to g nazywamy p-stabym gornym gradientem funkcji u.

Dysponujac pojeciem stabego gradientu mozna badaé nieliniowa teorie potencjalu na prze-
strzeniach metrycznych, w szczegdlnosci rozwazaé¢ funkcje p-harmoniczne, super- i subharmo-
niczne, np.: [42].

Oszacowania dla (konforemnego) n-modutu w R" (Q-modutu w przestrzeniach typu Ahlforsa)
sa dobrze zbadane i opisane w literaturze, np.: rozdzialy 6-11 w Véiséla [169]. Dlap # n (p # Q)
sytuacja jest odmienna. Literatura obejmuje zaledwie kilka publikacji, gtéwnie dla p-modultéow
w R™. W pracy [13] udowodniliSmy wczesniej nieznane, gérne i dolne, oszacowania na p-moduly
rodzin krzywych w przestrzeniach metrycznych z miarag podwajajaca. Jedna z konsekwencji
wlasnosci podwajania dla tukowo spdjnych przestrzeni X jest istnienie statych Q1 > Qs > 1
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oraz C' > 1 takich, ze dla kazdego o € X 1 0 < r < R < diam(X) zachodzi:
1 /r\@ _ wu(B(xg,r)) r\ Q2

2 (LN L MBE0T)) o (22

C (R) ~ w(B(zo,R)) — (R)
Wymienmy kilka wynikéw z pracy [13]:

e Dla zg € X niech I' oznacza rodzing niestalych krzywych w X przechodzacych przez xg.
Woéwezas, dla 1 < p < Q2 zachodzi Mod,(I") = 0 (twierdzenie 3.1 w [13]).

e Zdefiniujmy nastepujaca rodzine krzywych dla 0 < 2r < R:

F(T‘, R) = A(B(l'Oa ’l“), X \ B(:L‘Oa R)> B(l‘o, R))
sktadajaca sie z krzywych laczacych B(xg,7) z X \ B(xo, R), ktére naleza do B(zo, R).
Jedli 1 < p < @2, to zachodzi nieréwnosé

Cpr
Mod,(I') < C(Ro, Q1) 7+ R,
R2r

dla Cr, = 20}_2 (ral_l — Ral_l), o= %2__11 oraz stalej Ry > 0 takiej, ze r < Ry < R.

Jesli p = @2, to zachodzi nieréwnosé
RQI*QQ R
Modg, (I) < C'(Ro, Q1) —r—, dla Cpp = In (r) .

Q2—1"
CR,T

e Dla p > @ i przestrzeni X typu Q-Ahlforsa takiej, ze w X zachodzi nieréwnosé¢ (1,p)-
Poincaré mamy oszacowanie:

Mod,(Fyy) > Cd(w,y)?7,
dla rodziny zwartych, prostowalnych krzywych I'y, taczacych punkty z,y € X (propozycja
4.1).
e Przy zatozeniach poprzedniego wyniku zachodzi:
1

Mod,(['(r, R)) > — R97P.

Q

Celem pracy [6] bylo zdefiniowanie i zbadanie podstawowych wlasnosci (pierwszych) kori-
cow w abstrakcyjnych przestrzeniach metrycznych z miara. Pojecie koncow i pierwszych koncow
(ang. prime ends) zostalo zdefiniowane przez Carathéodory’ego [49] dla jednosp6jnych obszaréw
na plaszczyznie w celu badania ciaglych i homeomorficznych rozszerzen przeksztalcen konforem-
nych. Carathéodory udowodnil m.in. istnienie homeomorfizmu miedzy punktami na jednostko-
wym okregu (brzeg dysku jednostkowego D) a pierwszymi koncami obrazu ¢(D) przeksztalcenia
konforemnego ¢. Jako przyktad rozwazmy jednostkowy dysk na ptaszczyznie z usunietym promie-
niem. Punktowi na usunietym promieniu odpowiada jeden punkt na brzegu topologicznym a dwa
rézne punty na brzegu pierwszych koncéw (z perspektywy przeksztalcenia konforemnego ”dwie
strony” usunigtego promienia réznia si¢). Dla zbioréw wielospdjnych i bardziej ogdlnych zbioréw
w wyzszych wymiarach, teoria pierwszych koncéw byla badana np.: przez Kaufmanna [106],
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Mazurkiewicza [143] oraz Nékkiego [150, 151]. Klasyczna teoria pierwszych koncéw znajduje
zastosowania w teorii kontinuéw, uktadach dynamicznych, teorii przeksztalcen konforemnych i
kwazikonforemnych (kwaziregularnych). Motywacja dla badan w [6] bylo zagadnienie Dirichleta
dla funkcji p-harmonicznych i jego rozwigzywalnos$é na ogdélnych obszarach w przestrzeniach me-
trycznych oraz relacje miedzy réznymi brzegami: topologicznym, pierwszych koncow, brzegiem w
metryce Mazurkiewicza (Bjorn-Bjorn—Shanmugalingam [44]). Zwiazki teorii (pierwszych) kon-
cOw z réwnaniami rézniczkowymi czastkowymi okazuja sie byé glebsze. Ancona [26] definiuje
konce i pierwsze konce dla obszarow w R™ a nastepnie wykorzystuje je w badaniach brzegowych
nieréwnosci Harnacka oraz brzegu Martina dla rozwigzan eliptycznych réwnan rézniczkowych
czastkowych drugiego rzedu o stalych wspétczynnikach (definicja 2.3 w [26], réwniez lemat 6.3
w Aikawa—Hirata—Lundh [20]).

Zdefiniujemy wybrane, podstawowe pojecia z pracy [6] oraz przedstawimy pokrotce kilka
wynikéw. Niech Q C (X, d, u) bedzie obszarem w przestrzeni metrycznej X z metryka d i bo-
relowska, podwajajaca miara p. Mowimy, ze zbiér spdjny i ograniczony E C € jest zbiorem
akceptowalnym, o ile E N 0N # 0. Ciag {E;}72, akceptowalnych zbioréw tworzy laricuch, o ile
dla k =1,2,... zachodzi:

(1) Exq1 C Ey,

(2) dist(Q2 N OFEk+1, QN OEY) > 0,

(3) impresja taficucha {Ey} spelia (3o, Ex C 950

Powiemy, ze lancuch {£;};°, dzieli tancuch {Fj}7°,, jesli dla kazdego k istnieje [, takie ze
E; C Fj. Dwa lancuchy sa rownowazne, jesli dzielg sie wzajemnie. Klase rownowaznych tancu-
chéw nazywamy koricem i oznaczamy [Ey]. Zbiér wszystkich koncéw w Q tworzy brzeg koncow.
Koniec, ktérego nie dzieli zaden inny koniec nazywamy pierwszym koncem, a zbiér wszystkich
pierwszych koncéw w dziedzinie 2 nazywamy brzegiem pierwszych koricow i oznaczamy 0pS2.

Niech {E1}32, bedzie lanicuchem w 2, a K C § zbiorem zwartym. Dla ustalonego 1 < p < oo
oznaczmy przez Mod,(Ey, K, Q) modul rodziny krzywych, ktére naleza do £, jeden ich koniec
lezy w Ej, a drugi w zbiorze K. Wowczas, powiemy ze {Ej}p, jest Mody-taricuchem jesli
zachodzi limy_,o Mod,(E), K, ) = 0. Analogicznie definiujemy Mod,,-(pierwsze) korice.

Gléwne wyniki pracy [6] obejmuja, oprécz zbadania podstawowych wlasnosci zdefiniowa-
nych obiektéw i poréwnania ich do wezesniejszych teorii koncéw Carathéodory’ego i Néakki’ego:
konice o jednoelementowych impresjach i ich zwiazki z krzywymi o jednym z koncéw na brzegu
(ang. accessible points, rozdzial 7 w [6]), topologie brzegu (pierwszych) koncéw (rozdzial 8),
relacje miedzy brzegiem koncéw, topologicznym i zadanym przez metryke Mazurkiewicza. W
szczegolnosci, twierdzenie 9.5 w [6] orzeka, ze

podzbior brzegu pierwszych koncéw 0pS) skiadajgcy sie z pierwszych koncéw o jednopunkto-
wych impresjach jest homeomorficzny z brzegiem Mazurkiewicza.

Podobne wyniki uzyskaliSmy dla tzw. obszaréw skonczenie spéjnych na brzegu (ang. fini-
tely connected at the boundary), twierdzenie 10.10 w [6], obszaréw typu Johna, obszaréw typu
jednostajnego (ang. uniform domains), rozdzial 11 w [6].

Warunki okreslajace wzajemng jednoznacznosé miedzy brzegami pierwszych koncow, Mazur-

kiewicza i topologicznym umozliwiaja badanie zagadnienia Dirichleta dla funkcji p-harmonicznych,
[44].

Waznym przyktadem przestrzeni metrycznej sa grupy Heisenberga H), (ogélniej: grupy Carnot-
Carathéodory’ego) z nieprzemiennym dzialaniem grupowym. Waga i znaczenie takich przestrzeni
wynika m.in. z faktu, ze cho¢ majg one strukture przestrzeni liniowej R?"*+!, to ich wymiar Ahl-
forsa (oraz Hausdorffa) jest rézny od topologicznego i réwny 2n + 2. Grupy H, sa przykltadem
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przestrzeni Loewnera, maja réwniez bardzo ciekawa geometrie krzywych, z ktérych skonczona
dhigosé maja horyzontalne krzywe. Ponadto, na grupach H,, definiujemy dwie metryki: Heisen-
berga i sub-Riemannowska. Druga z metryk odgrywa istotna role w teorii sterowania.

Praca [14] dotyczy twierdzen o trzech sferach dla réwnan subeliptycznych typu p-harmonicz-
nego na grupach H,,, tj. odpowiednikéw p-laplasjanéw na grupach Heisenberga. Istotna réznica
miedzy takimi réwnaniami a ich euklidesowymi odpowiednikami wynika z definiowania subelip-
tycznych réwnan wzgledem tzw. stabego horyzontalnego gradientu funkcji, tj. gradientu zdefinio-
wanego tylko poprzez wektory z horyzontalnej podwiazki wiazki stycznej [14, definicja 1]. Wyniki
pracy obejmuja, nieznane wczesniej w literaturze, twierdzenia o trzech sferach typu Hadamarda
dla p-podrozwiazan dla 1 < p < oo z odrebna dyskusja przypadkéw p = @ i p = 2 (twierdzenia
2, 3,4, 5 w [14]). Wnioski dotycza asymptotyki podrozwiazan dla malych i duzych promieni
oraz twierdzen typu Liouville’a. Analogiczne wyniki zachodza dla klasycznych harmonicznych
podrozwigzan w R2, ale nie w ogdlnoéci dla wyzszych wymiaréw jak to pokazano w [14] dla grup
H,,.

Praca [15] dotyczy rozwiniecia teorii pierwszych koficéw opartych o pojecie modutu rodziny
krzywych dla grupy H; (patrz Nakki [151]). Definiujemy obszary typu collared w Hj (uogélnienie
definicji z [151, 169]), wykorzystujac obszary typu jednostajnego. Dla takich obszaréw oraz
obszaréw skonczenie spéjnych na brzegu opisujemy strukture brzegu pierwszych koncéw. Wyniki
te shuza nam do zbadania brzegowego zachowania przeksztalcen kwazikonforemnych, co ttumaczy
ograniczenie naszych rozwazan tylko do grupy H;. Ma ona bowiem najbogatszg strukture takich
przeksztalcen (rozdzial 2.3 w [15]). Udowadniamy réwniez kwazikonforemne analogi twierdzen
typu Carathéodory’ego o rozszerzaniu przeksztalcen konforemnych do brzegu pierwszych koncow
i topologicznego (twierdzenia 3.1 1 3.7 w pracy). Najwazniejsze wyniki pracy obejmuja:

(1) twierdzenie Koebe o granicach przeksztalcenia kwazikonforemnego f wzdluz krzywych
zbiegajacych do punktéw brzegowych dziedziny f ([15, twierdzenie 5.1]),

(2) twierdzenie Lindel6f’a o zwiazkach miedzy asymptotycznymi warto$ciami przeksztalcenia
kwazikonforemnego ([15, definicja 5.2]) a zbiorem punktéw gléwnych pierwszych koncow
(definicja 5.4 i twierdzenie 5.2 w [15]),

(3) twierdzenie Tsuji o pojemnosci Sobolewa zbioru granic tukowych przeksztalcenia kwazi-
konforemnego ([15, twierdzenie 5.3]).

Analogiczne wyniki dla przeksztatcen kwazikonforemnych w obszarach w R™ zostaly zbadane
przez Néakki’ego [151] oraz Vuorinena [171].

W pracy [9] badamy wtasnosci funkeji harmonicznych na przestrzeniach metrycznych z miara
zadanych poprzez wlasno$é wartosci éredniej, tzn.: dla obszaru Q w (X, u,d) oraz funkcji f :
Q— Rw L} (Q) powiemy, ze jest ona harmoniczna, o ile

1
1) = Bl fo, ) (57)
zachodzi dla wszystkich kul B(x,r) € Q o érodkach = € Q oraz r > 0 (definicja 3.1 w [9]). Wpro-
wadzamy réwniez pojecie funkcji stabo harmonicznych, dla ktérych wlasnosé wartoéci sredniej
zachodzi dla pewnego niepustego zbioru dopuszczalnych promieni kul w kazdym punkcie ob-
szaru. Zbiér dopuszczalnych promieni zalezy od punktu w obszarze. Stabsza definicja funkcji
harmonicznych umotywowana jest historig badan dla obszaréw w R™ nad pytaniem: dla ilu co
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najmniej promieni w kazdym punkcie dziedziny f musi zachodzié (57) aby f byla funkcja har-
moniczng? Badania w tym zakresie prowadzili m.in. Koebe, Volterra, Kellogg, oraz Blaschke,
Privaloff i Zaremba (rozdzial 3 w [9]).

Dla obu rodzajéw funkcji harmonicznych pokazujemy nieréwnosci Harnacka na kulach, na
zbiorach zwartych, stabe i silne zasady maksimum, zasady poréwnawcze, hélderowsks ciagltosé
(twierdzenie 4.1 w [9] dla miar podwajajacych oraz twierdzenie 4.2 dla miar spelniajacych wa-
runek zaniku na pierscieniach badanych przez Buckley’a) a takze lipszycowska ciaglos¢ dla miar
jednostajnych (propozycja 5.2). Ponadto, wykorzystujac stabe gérne gradienty i wyniki Che-
eger’a dla funkcji lokalnie lipszycowskich, pokazujemy rézniczkowalnosé funkeji (stabo) harmo-
nicznych na przestrzeniach metrycznych z miara jednostajna, na ktérych zachodzi nieréwnosé
(1, p)-Poincaré. Nastepnie badamy zagadnienie Dirichleta metoda dynamicznego programowa-
nia zwigzang z grami stochastycznymi. Metoda Perrona konstruujemy rozwigzanie silnie harmo-
niczne dla ciagltych danych brzegowych. W ostatnim rozdziale [9] pokazujemy rézne twierdzenia
typu Liouville’a.

Wymniki pracy sa udowodnione dla nastepujacych miar: ciagtych wzgledem metryki, podwaja-
jacych, jednostajnych, spelniajacych warunek zaniku na pierscieniach (ang. delta-annular decay
condition). Opisujemy relacje miedzy tymi miarami, dyskusje ilustrujac przykladami.

2.1 Nagrody, stypendia i granty badawcze

2005, 2008 Donald E. Kibbey Prize in Mathematics for 2004-2005 (for 2007-2008) (Syracuse
University).

Semestry wiosenne 2004, 2005, 2006 Research Assistantship (z grantu NSF profesora Ta-
deusza Iwanca).

2008 Outstanding TA Award (Syracuse University).

2013-2015 Granty z WCNM-u na dofinansowanie wizyt gosci zagranicznych i dwéch konferen-
cji.

2014-2017 Grant Sonata Narodowego Centrum Nauki 2013/09/D/ST1/03681 ”Geometry of
solutions to elliptic PDEs and systems of elliptic PDEs”, kierownik.

2015-2017 Grant Iuventus Plus Ministerstwa Nauki i Szkolnictwa Wyzszego 0009/1P3/2015/73
” Geometric function and mapping theory on metric spaces”, kierownik (5 wykonawcéw, w
tym dwoje magistrantéw).

2.2 Inna dzialalnosé naukowa
2.2.1 Dtluzsze pobyty badawcze
2009, 2010 Oulu University (Finlandia), wspétpraca z P. Hasto

2013 Instytut Mittag-Leflera (Szwecja), pobyt w ramach semestru ”Evolutionary problems”

2.2.2 Wybrane krétkie wyjazdy naukowe (do dwéch tygodni)
2007, 2008, 2010, 2011, 2013, 2015 Helsinki University (Finlandia)

2010, 2012 Oulu University (Finlandia)
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2013 Joensuu University (Finlandia)

2014 Umea University (Szwecja)

2.2.3 Wystapienia konferencyjne i seminaryjne

Wystapienia konferencyjne (po doktoracie):

1.
2.

10.
11.
12.

13.

14.
15.

16.

17.

18.

Recent Advances In Geometric Function Theory, Syracuse University (USA), maj 2008
Nonlinear Problems for A and A, Linkoping (Szwecja), sierpien 2009

CODY Summer School: Analysis on Metric Spaces and Quasiconformal Structures, War-
szawa, wrzesien 2009

AMS Southeastern Sectional Meeting, Special Session in Geometric Function Theory and
Analysis on Metric Spaces, Lexington (USA), marzec 2010

. Conference on Complex Analysis, Urbana-Champaign (USA), maj 2010

Variable Exponent Analysis, Oulu (Finlandia), lipiec 2010

ICM 2010 Satellite Conference: International Workshop on Harmonic and Quasiconformal
Mappings, Madras (Indie), sierpien 2010

Function Spaces, PDE and Image Processing, Oulu (Finlandia), czerwiec 2012
Workshop in Analysis, Umea University (Szwecja), marzec 2014

XVII Conference on Analytic Functions and Related Topics, Chelm, czerwiec 2014
Perspectives of Modern Complex Analysis, Bedlewo, lipiec 2014

IX Forum Réwnan Rézniczkowych Czastkowych, Bedlewo, wrzesien 2014

PTM-DMYV joint meeting, sesja Mini-symposium on Geometric Analysis and Related To-
pics, Poznan, wrzesien 2014

Dynamical Systems and Applications, £.6dz, kwiecien 2015

Research Term on Analysis and Geometry in Metric Spaces, ICMAT, Madryt (Hiszpania),
czerwiec 2015

AMS-EMS-SPM joint meeting, sesja Recent Advances in Variable Exponent Spaces and
Non-linear Problems, Porto (Portugalia), czerwiec 2015

PDEs, Potential Theory, Function Spaces In honor of Lars Inge Hedberg, Linképing (Szwe-
cja), czerwiec 2015

Széste Forum Matematykow Polskich, sesja: Analiza Geometryczna, Warszawa, wrzesien
2015

Wystapienia seminaryjne (po doktoracie):

1.

“On the p-harmonic mappings in the plane”, PDE Seminar, University of Kentucky, Le-
xington (USA), luty 2009
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2. “An Invitation to Nonlinear Potential Theory”, Texas Tech University, Lubbock (USA),
luty 2010

3. “New PDEs in image processing”, Oulu University (Finlandia), wrzesien 2010

4. “On p-Laplacian, Variable Exponent Analysis and Image Processing”, Linkoping Univer-
sity (Szwecja), pazdziernik 2010

5. “The Perron method for prime end boundary of domains in metric measure spaces”, Ana-
lysis Seminar, Helsinki University (Finlandia), listopad 2010

6. “p-Laplace type equations of nonstandard growth”, Analysis Seminar, Stockholm Univer-
sity (Szwecja), luty 2013

7. “Curvature problems for p-harmonic mappings in the plane”, Geometric Analysis Seminar,
Helsinki University (Finlandia), marzec 2013

8. ,, Topics in geometric function and a mapping theory”, Young Researchers Colloquium,
IMPAN, listopad 2013

9. ,Wybrane zagadnienia z teorii réwnan rézniczkowych czastkowych ze zmiennym wyktad-
nikiem”, otwarte seminarium z réwnan rézniczkowych czastkowych, MiNI PW| luty 2014

10. ” Analysis on metric measure spaces”, "The Hadamard three-circles theorem and its ge-
neralizations”, Seminarium Geometria i Réwnania Roézniczkowe IM PAN, styczen i maj
2014

11. ,Przeksztalcenia p-harmoniczne i ich geometria”, Uniwersytet Lodzki, grudzien 2015

2.2.4 Dzialalno$é edytorska, organizacyjna, recenzencka, cztlonkowstwa, etc.

Edytor , Calculus of wvariations and PDFEs”Proceedings of the conference held in Szczawnica,
July 9-12, 2012. (pozostali edytorzy: Agnieszka Katamajska, Stanistaw Migérski i Anna Ochal),
Banach Center Publications, 101. Polish Academy of Sciences, Institute of Mathematics, Warsaw,
2014, 238 str.

Organizator i prowadzacy Graduate Students Seminar, University of Cincinnati, 2008-2010 (24
seminaria).

Wspélorganizator (z Agnieszka Kalamajska, Stanistawem Migdrskim i Anna Ochal) konferencji
ECM 2012 Satellite Conference: Calculus of Variations and PDFEs, Szczawnica, lipiec 2012
(http://www.ii.uj.edu.pl/~ calcvarpde/)

Organizator i prowadzacy Seminarium z geometrycznej teorii funkcji i przeksztatceri w IM PAN
od pazdziernika 2013, strona internetowa:

http://www.impan.pl/~tadamowi/GF Tseminar2015-16.html
Celem seminarium jest prezentacja wynikéw i edukacja z geometrycznej teorii funkeji i prze-
ksztalcen. Tematyka obejmuje m.in. teorie rownan i ukladéw rownan eliptycznych, nieliniowsg

teorie potencjatu, réwnania o niestandardowym wzroécie i teorie przestrzeni Musielaka-Orlicza,
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przeksztalcenia kwaziregularne oraz ich uogélnienia, teorie przestrzeni Sobolewa i pokrewnych
przestrzeni funkcyjnych, analize na przestrzeniach metrycznych.

Organizator spotkania badawczego ”Variable exponent theory and applications”, 26-29 paz-
dziernik 2014. Strona internetowa konferencji: http://bcc.impan.pl/14Variable/

Wspélorganizator (z Piotrem Nowakiem, MIM UW & IM PAN) spotkania badawczego Geo-
metric Function Theory meets Geometric Group Theory, 14-17 pazdziernik 2015. Strona inter-
netowa konferencji: http://bcc.impan.pl/15GFTGGT/

Oponent pracy doktorskiej Olliego Toivanena, sierpien 2013 (University of Eastern Finland,
Joensuu, Finlandia). Promotorem pracy byl prof. Visa Latvala.

Recenzent pracy magisterskiej pani Anny Kosiorek, listopad 2013. Opiekunem pracy bytla
prof. Agnieszka Kalamajska (MIM UW).

Opisy artykutéw dla bazy Math Sci Net: 43 opisy od 2008-ego roku.

Recenzje dla nastepujacych czasopism: Acta Mathematica Scientia, Advances in Applied Clif-
ford Algebras, Annales Academise Scientiarum Fennicee. Mathematica, Annales Polonici Mathe-
matici, Complex Analysis and Operator Theory, Complex Analysis and Elliptic Equations, De-
monstratio Mathematica, Discrete and Continuous Dynamical Systems. Series B, Dissertationes
Mathematicae, Electronic Journal of Differential Equations, Filomat, Journal of Mathematical
Analysis and Applications, Mediterranean Journal of Mathematics, Nonlinear Analysis: Theory
Methods & Applications, Rocky Mountain Journal of Mathematics, Studia Mathematica, Topo-
logical Methods in Nonlinear Analysis.

Cztonkostwo w Radzie Naukowej IM PAN, wybor w roku 2014, funkcja: przedstawiciel pra-
cownikéw naukowych ze stopniem naukowym doktora bez habilitacji.

Czlonkostwo w AMS (2004-2008, ponownie od 2014 roku), PTM (oddzial warszawski) od
2015 roku.
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